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 رياضي مدلسازي-2

 مقدمه-2-1

 هدف از مدلسازي رياضي-2-1-1
قسـمت بسـيار.نشان داد1شكل همانطور كه قبلا ذكر شد دياگرام بلوكي يك سيستم كنترل را ميتوان طبق

مـثلا(يعني براي طراحي كنترل كننده بايد سيسـتم مـورد نظـر. استآن اين دياگرام بلوكي سيستممهم از 
و غيرهرب هخروجـي مـورد نظـر را انـداز،در دسترس باشد تا بتوان از طريـق سنسـور) ات، رادار، ماهواره، اتاق

و سـپس سـيگنال كنترلـي را بـه گرفت، با ورودي مرجع مقايسه كرد، سيگنال خطا را به كنتـرل كننـده داد
ن و كنترلر مناسب را طراحي .مودسيستم اعمال نمود، رفتار سيستم را تحليل كرده

 سيستم كنترل حلقه بسته-1شكل
اما مشكلي كه در اينجا وجود دارد اين است كه در اغلـب مـوارد سيسـتمي كـه قصـد كنتـرل آنـرا داريـم در

اتمـام نرسـيده هنوز بـه) كه مثلا يك رادار است(يعني ممكن است ساخت سيستم مورد نظر. دسترس نيست
باشد، يا اينكه ميخواهيم قبل از راه اندازي سيستم در شرايط واقعي از عملكـرد درسـت كنترلـر آن اطمينـان 

بهترين راه حل براي اين مشكل اين است كه قبل از پياده سـازي كنترلـر.حاصل كنيم مثلا براي يك ماهواره
اروي سيستم  و شبيه سازي  بنابراين.ز عملكرد درست كنترلر مطمئن شويمواقعي، از طريق تحليل رياضي

به منظور طراحي كنترلر براي يك سيستم ديناميكي در قدم اول بايد يـك مـدل رياضـي مناسـب از سيسـتم
يا.بدست آوريم مدل رياضي سيستم ديناميكي، يك مجموعه معادله است كه رفتار ديناميكي سيستم را دقيقا،

يك سيستم. توجه كرد كه مدل رياضي براي يك سيستم معين يكتا نيست بايد. حداقل به خوبي نمايش دهد
را ميتوان به صورتهاي مختلف نمايش داد، بنابراين بسته به ديدگاه شخص مدلهاي رياضي متفاوتي براي يـك 

. سيستم وجود دارد
ب هر چه قدرنشان داده شده است،2شكل همانطور كه در بـهو سيستم واقعـي پاسخ مدل رياضيين خطاي

و مطلوب تر ميباشد يك ورودي به صفر نزديكازاي  مدل رياضي بدست آمده بايد.تر باشد، مدل رياضي بهتر
مدل رياضي ايده آل، مدلي است كـه رفتـار. بتواند رفتار سيستم واقعي را به ازاي وروديهاي مختلف مدل كند

. كند سيستم را به ازاي هر ورودي مدل

سيستم
خروجي

كنترل كننده

سنسور

ورودي
 مرجع

+

-
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 مدل رياضي مطلوب-2شكل
و پرهزينه اغلـب بدسـت آوردن يـك مـدل. اي اسـت بدست آوردن يك مدل رياضي ايده آل كار بسيار مشكل

.، كافي استهاي واقعي مدل كند هاي شبيه به ورودي رياضي كه بتواند رفتار سيستم را به ازاي ورودي

در-2-1-2  دقت برابرسادگي
و دقت نتايج تحليل صورت دهيم در يافتن مدل رياضي بايد مصالحه براي بدسـت آوردن. اي بين سادگي مدل

وقتي بـه. يك مدل رياضي ساده قابل قبول، اغلب از بعضي ويژگيهاي ذاتي فيزيكي سيستم صرف نظر ميكنيم
مادنبال يك مدل خطي با پار و پارامترهاي توزيـع شـده مترهاي جزا هستيم بايد از بعضي ويژگيهاي غيرخطي

گاه باشـيم كـهآبايد به اين نكته كاملا. صرف نظر كنيم ميشود PDEدلاتاموجود در سيستم كه منجر به مع
يك مدل خطي با عناصر فشرده، كه در فركانس پايين معتبر است ميتواند در فركانسهاي بـالا معتبـر نباشـد، 

در اين فركانسها ويژگيهاي چشم پوشي شده عناصر توضيع شده، عامل مهمي در رفتار ديناميكي سيستم زيرا
.است

ا و اساسي در مدلسازي و در مراحل بعـدي بـاينكته كليدي ن است كه از ساده ترين مدل ممكن شروع كنيم
و خواسته ها مدل را دقيق تر كنيم .توجه به نياز

ل-1 مثال  ينكيمنيپولاتور تك

ربات تك لينكي با فرض صلب بودن-3شكل
 لينك

ربات در نظر گرفتن خاصيت انعطاف پذيري-4شكل

سيستم واقعي

ورودي
+ مرجع

مدل رياضي
-
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 آنتن-2مثال

 مد ارتعاشي اول آنتن-6شكل The deep space network antenna-5شكل

 خودرو سيستم تعليق-3 مثال

 سيستم تعليق خودروك چهارميمدل-7شكل

 سيستم تعليق خودروو مدل كاملك دومي مدل-8شكل
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 تقسيم بندي سيستمهاي ديناميكي-2-2
در شكل زير اين تقسيم بندي نشان. از جنبه هاي مختلف تقسيم بندي نمودسيستمهاي ديناميكي را ميتوان

. داده شده است

 هاي ديناميكي تقسيم بندي سيستم-9شكل

 سيستمينمايش مدل رياضنحوه-2-3

و نظريه كلاسيك كنترل نظريهمقايسه-2-1-1  نوين
سيتحليبرا)هينظر(روش در علم كنترل دو و نظريه كنترل كلاسينظر. وجود دارديكنترليستمهايل هيـك

بيه كنترل كلاسينظر. كنترل مدرن و تـكيشتريك كه قدمت دارد تنها به سيتمهاي خطي، مستقل از زمان
-حال آنكه نظريه نوين كنترل را ميتوان بـه سيسـتمهاي چنـد ورودي. تك خروجي قابل اعمال است-ورودي

نظريه نوين كنترل يك رهيافت. چند خروجي، خطي يا غير خطي، مستقل از زمان يا متغير با زمان اعمال كرد
هريبنابرا. حوزه زمان است، حال آنكه نظريه كلاسيك رهيافت حوزه فركانس دارد اين در ه هـايـن نظريك از

ر بايسياضيمدل ريرل كلاسه كنتيدر نظر.ش داده شوديد متناسب با آن نمايستم بـه صـورتياضـيك مدل
ميل در حوزه فركانس نمايتابع تبد ريشود، حال آنكه در نظريش داده سـتم بـهيسياضـيه كنترل مدرن مدل
ميحالت در حوزه زمان نمايفرم فضا در حـوزه نحوه بدست آوردن تـابع تبـديل يـك سيسـتم.شوديش داده
در اينجا نمايش فضاي حالـت مـورد توجـه قـرار.شدط به تبديل لاپلاس توضيح دادهودر بخش مربفركانس 
.ميگيرد

 Dynamic systemsسيستمهاي ديناميكي

Distributed parametersپارامترهاي گستردهLumped parametersپارامترهاي مجزا

Statistical behaviorرفتار آماريDeterminate behaviorرفتار معين

 Nonlinearغير خطي Linearخطي

Variant parameterپارامتر متغيرInvariant parameterپارامتر ثابت

MIMOچند خروجي-چند وروديSISoتك خروجي-تك ورودي
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هيم اوليف مفاهيتعر-2-1-2
سريدر ابتدا ميه تعريم اوليمفاهيك .شوديف
سيمنظور از حالت : (State)حالت� ديك موسـوم بـه(رهـاين مجموعـه متغي، كـوچكتريكينـاميستم

در) حالتيرهايمتغ 0tاست كـه اگـر t=نيسين وروديباشـند، همچنـ معلـوم 0tز در ي ـسـتم t≥

س دريمشخص باشد، رفتار 0tستم را t≥به طور كامل مشخص كنند.
سيف كامل رفتاريتوصياگر برا: (State Vector)بردار حالت� ايمتغnستميك نيـر حالت لازم باشد،

nميمتغ . در نظر گرفت، اين بردار را بردار حالت مي نامندXبردارهيدراnتوانير حالت را
...و2x، محـور1xبعدي كه محورهـاي مختصـات آن محـورnفضاي : (State space)فضاي حالت�

ي. باشدnxمحور  .ك نقطه در فضاي حالت مشخص كردهر حالت را ميتوان با
در تحليل فضاي حالت با سه نوع متغير كـه در مـدل : (Sate space equation)معادلات فضاي حالت�

و: كردن رفتار ديناميكي سيستم دخيل اند سرو كـار داريـم  متغيرهـاي ورودي، متغيرهـاي خروجـي
ر. متغيرهاي حالت ا نشان ميدهد، معادلات فضاي حالـت معادلاتي كه رابطه بين اين سه دسته متغير

. گفته ميشود

ديش فضاينما-2-1-3 يكيناميحالت معادلات
سيدر حالت كل مي، كن. باشديچند خروج-يتواند چند وروديستم سيفرض  ستميد كه

-r1يورودu،2u،... ،ru

-m1يروجخy،2y،... ،my

-n1متغير حالتx،2x،... ،nx

ص خروجيهاي سيستمو پس سيستم. داشته باشد :ورت زير تعريف كردرا ميتوان به
1 1 1 2 n 1 2 r

2 n 1 2 n 1 2 r

n n 1 2 n 1 2 r

x (t) f (x , x , , x ,u ,u , , u ; t)
x (t) f (x , x , , x ,u , u , , u ; t)

x (t) f (x , x , , x ,u , u , , u ; t)

=
=

=

� … …
� … …
�
� … …

,

1 1 1 2 n 1 2 r

2 n 1 2 n 1 2 r

m n 1 2 n 1 2 r

y (t) g (x , x , , x , u ,u , , u ; t)
y (t) g (x , x , , x ,u , u , , u ; t)

y (t) f (x , x , , x ,u , u , , u ; t)

=
=

=

… …
… …

�
… …

هايبا تعر ريزيف بردار

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

n m r n m

x y u f g
x y u f g

X(t) , Y(t) , U(t) , f (x, u, t) , g(x, u, t)

x y u f g

         
         
         = = = = =
         
         
         

� � � � �

س كليمعادلات :شوديميستم در حالت
X(t) f (X, U, t)
Y(t) g(X, U, t)

=
=

�

ايبا خط و خروجيكردن زيخطين معادلات حول نقطه كار، معادله حالت ميشده :شودير حاصل
X(t) A(t)X(t) B(t)U(t)
Y(t) C(t)X(t) D(t)U(t)

= +
= +

�
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ميس انتقـال مسـتقيماتر D(t)ويس خروجيماتر C(t)،يس وروديماتر B(t)س حالت،يماتر A(t)كه در آن
م سيبه طور صرtزمانgوfاگر در توابع. شوديگفته خطيح وارد نشود، ميستم :شوديمستقل از زمان

X(t) AX(t) BU(t)
Y(t) CX(t) DU(t)

= +
= +

�

nسيماتر mA R نيو خروجيبه ورود∋× سيوابسته و نشان دهنده درون ميست . باشديستم
nماتريس rB R و ورودي را نشان ميدهد∋× . رابطه بين متغيرها
mماتريس nC R و خروجي را نشان∋× . ميدهد رابطه بين متغيرها

سيياگرام بلوكيد خطيك .ش داديتوان نمايم10شكلف شده با معادلات حالت را طبقي، توصيستم كنترل

 دياگرام بلوكي سيستم در فرم فضاي حالت-10شكل

 ميكيمعادلات دينا تبديلنمايش تابع-2-1-4
براي استخراج تابع تبديل يك سيسـتم بايـد. ديگر نمايش يك سيستم، استخراج تابع تبديل آن ميباشدنحوه

و نسبت خروجي به ورودي را به  پس از بدست آوردن معادلات ديناميكي آن، از معادلات تبديل لاپلاس گرفته
. كار آورده ميشود در مثالهاي بعدي نحوه انجام اين. بدست آوريم G(s)صورت يك تابع 

يكيمكانيستمهايسيمدلساز-2-4

خطيمكانيكيهاسيستم-2-1-5 يبا حركت
سيالمانها خطيكيمكانيستمهايمتداول در .نشان داده شده است11شكلدريبا حركت

f (t) Kx(t)=

f (t) Cx(t)= �

∫ C

A

B

D

u y
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f (t) Mx(t)= ��

و روابط آنها-11شكل  المانهاي مكانيكي با حركت خطي

و فنر يك درجه آزادي-1مثال  مدل جرم

و فنر يك درجه آزادي-12شكل و دياگرام آزاد سيستم جرم  مدل
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 مدل يك چهارم سيستم تعليق خودرو-2مثال

 سيستم تعليق فعالبامدل يك چهارم خودرو-13شكل
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و فنر-3 مثال  با اصطكاك ويسكوزيدو درجه آزاد سيستم جرم

و فنر دو درجه آزاديس-14شكل آن دياگرام آزادويستم جرم

M1

K1x1 v3 1 2f (x x )−� �

K2(x1-x2)F(t)

1 1M x��

v1 1f x�

M1 K3x2

2 2M x��

v2 2f x�

K2(x2-x1)

v3 2 1f (x x )−� �
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و فنر سه درجه آزاد-4 مثال يسيستم جرم

و فنر سه درجه آزادي-15شكل د سيستم جرم آنيو  اگرام آزاد

و فنر دو درجه آزاد-5 مثال يسيستم جرم

و فنر دو درجه آزادي-16شكل آن سيستم جرم  به همراه دياگرام آزاد

M1
K1x1

v3 1 3f (x x )−� �

K2(x1-x2)

1 1M x��

v1 1f x�

M2 F(t) 

2 2M x��

v2 2f x�

K2(x2-x1)

v4 2 3f (x x )−� �

M3

3 3M x��

v3 3 1f (x x )−� �
v4 3 2f (x x )−� �
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 هرزگرديبا پوليسيستم دو درجه آزاد-6 مثال

آنهرزگرديو فنر با پول سيستم جرم-17شكل ، به همراه دياگرام آزاد

با-2-1-6 يحركت دوران سيستم هاي مكانيكي
.نشان داده شده است18شكلدريالمانهاي متداول در سيستمهاي مكانيكي با حركت دوران

T(t) K (t)= θ

T(t) D (t)= θ�

T(t) J (t)= θ��

مك-18شكل و روابط آنهايانيكي با حركت دورانالمانهاي
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 سيستم دوران ماهواره-1مثال

 ستم دوران ماهوارهيس-19شكل

و باريسيستم دوران-2 مثال  موتور

و باريستم دورانيس-20شكل  موتور

Jm JL

C1 C2

K
Tm mθ Lθ
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يسيستم انتقال قدرت دوران-2 مثال

يستم انتقال قدرت دورانيس-21شكل

J1

N1
C1 C1

Tm 1θ

C2 C2

J2

N2

2θ
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 سيستم دوراني دو درجه آزادي-3مثال

آن-22شكل و دياگرام آزاد  سيستم دوراني دو درجه آزادي

دو-4مثال  جرم چرخان چرخدنده دارسيستم

آنيسيستم با جرمها-23شكل و دياگرام آزاد  چرخان
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و دوراني-2-1-7  سيستم هاي مكانيكي با حركت خطي

خطيس-2مثال پيدوران-يستم اينيبا و چرخدنده شانه يون

خط-24شكل ابا چرخدنيدوران-يسيستم ديده شانه آنيبه همراه  اگرام آزاد
. به صورت زير بدست مي آيدθوxنشان دهيد معادلات ديناميكي اين سيستم با متغيرهاي

1 a

2 2

KJ B K x (t)
R

K KMx B x x 0
R R

θ+ θ+ θ− = τ

+ + − θ =

�� �

�� �
 

 سيستم پاندول معكوس-2مثال

 سيستم پاندول معكوس-25شكل
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و سيالات-2-1-8  سيستمهاي حرارت

 سيستم دو مخزن مرتبط-1مثال

 سيستم دو مخزن مرتبط-26شكل
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 مدل حرارتي يك اتاق-2مثال

 سيستهاي الكتريكي-2-1-9
 RCLمدار-1مثال

 RCLمدار الكتريكي-27شكل

 RCLمدار-2مثال

 RCLمدار الكتريكي-28شكل
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يكيالكترومكانيستهايس-2-1-10

 مغناطيس دائم DCموتور
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]1[يرياضيسازيخط-2-5
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يپاندول تك لينك:1مثال

:ر مطلوب استيز مطابق شكليپاندول نوسانيبرا
د) الف .ستميسيكيناميمعادله
سياستخراج فرم فضا)ب .)يخروجθويورودτ(ستميحالت
.سيستم ترسيم دياگرام بلوكي)ج
خطييتع)د و استخراج فرم .حالت حول نقاط تعادليفضاين نقاط تعادل
سيتابع تبدمحاسبه)ه ديبرا ستميل .حالت

د) الف زپيكيناميمعادله مياندول به صورت .گرددير استخراج
2ml c mgLsinθ+ θ+ θ = τ�� �

 سيستم را به صورت زير تعريف ميكنيميو ورود خروجي،حالتمتغيرهاي)ب

1 2

1

x , x
u
y

θ = θ =
τ =
θ =

�

ف خط اي حالت معادلاتضبنابراين فرم م صورتبه استيكه غير .ديآيزير بدست

{
1 2

1 1
2 2 12 2

x x
, y xc g ux x sin x

mL L mL

=
 = = − − +

�

�

 سيستمياگرام بلوكيد)ج

2 2

c g sin
mL L mL

τ
θ = − θ− θ+�� �  

و استخراج فرم خطي فضاي حالت حول نقاط تعادل)د .تعيين نقاط تعادل
uبا فرض 1xو قرار دادن=0 2xو�=0  در معادلات فضاي حالت�=0

2x 0
1 2 2 1 12 2

c g ux 0 x 0 x sin x 0 sin x 0
mL L mL

== ⇒ = →− − + = ⇒ =��

 پس نقاط تعادل عبارتند از

X

Y
y
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1 2

0
p , p

0 0
π   

= =   
   

ب داريم  از قسمت

{
1 2 1

1 1 1
2 2 1 22 2

x x f
, y x hc g ux x sin x f

mL L mL

= =
 = = = − − + =

�

�

.به صورت زير بدست مي آيند65-2و64-2طبق معادلاتDو A, B, Cيسهاي بنابراين ماتر

1 1
1 2

1 2

2 2 1 2
2 2

1 2

1

1 2
2 2 2

1

1

0 1f f About p A0 1 g / L c / mLx x
A g cf f cos x 0 1

About p AL mLx x g / L c / mL

f 0 0
uB About p and p1 1f

mL mLu

h hC
x

  ∂ ∂  → =     − −∂ ∂     = = ⇒ − ∂ ∂  −   → =    ∂ ∂ −   
∂      ∂    = = ⇒ →     ∂      ∂ 

∂ ∂=
∂

[ ] [ ]
[ ]

11

2 2

About p C 1 0
1 0 , D [0]

x About p C 1 0

 → =  = ⇒ = ∂ → =  

خط)ه ديمعادلات ز) شده در قسمت :دير استخراج گرديبه صورت
1 2

2 1 22 2

1

x x
g c ux x x
L mL mL

y x

=

= − − +

=

�

�

ايبا گرفتن تبد :مين معادلات داريل لاپلاس از
1 2

2 1 22 2

1

sX X
g c UsX X X
L mL mL

Y X

=

= − − +

=
 در معادله دوم تابع تبديل به صورت زير بدست مي آيدX1وX2با جايگذاري

2 2
2 2 2 2 2 2

g cs U cs g U Y(s) 1s Y Y Y (s )Y
L mL mL mL L mL U(s) mL s cs mLg

= − − + ⇒ + + = ⇒ =
+ +
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 پاندول معكوس:2مثال

غ در مثال پاندول معكوس خطيفرم فير ز حالتياضمعادلات .دياستخراج گردريبه صورت
1 2 1

2
4 3 3 3

2 22
3

3 4 3
2

3 4 3 3 3
4 42

3

sin sin cos
(1 cos )

cos sin cos ( ) sin
( (1 cos ))

= =

+ −= =
+ −

= =

− − + += =
+ −

�

�

�

�

x x f
F mlx x mg x xx f

M m x
x x f

F x mlx x x M m g xx f
l M m x

 

آرابه منظور بدست آوردن فرم خطي معادلات ابتدا بايد نقاط تعادل آن اين سيستم بينهايت نقطـه. وردبدست
.عادل به صورت زير داردت

[ ]
[ ]

p c 0 0 0

p c 0 0

=

= π

]بنابراين خطي سازي را حول يكي از اين نقاط مثلا ]p 0 0 0 م=0 64-2طبق معادلات.ميدهيانجام
خط66-2تا بهيمعادلات زوص شده ميرت ديآير بدست

X A X B U
y C X D U

∆ = ∆ + ∆
∆ = ∆ + ∆

�

مين داريبنابرا

1 1 1 1

1 2 3 4

2 22 2 2 2

3 41 2 3 4 **

3 3 3 3

1 2 3 4 4 4

4 4 4 4 3 4 **

1 2 3 4 *

f f f f
0 1 0 0x x x x

f ff f f f 0 0
x xx x x x

A
f f f f 0 0 0 1
x x x x f f0 0f f f f x x
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ 
   ∂ ∂ ∂ ∂   

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
   ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂   = =
 ∂ ∂ ∂ ∂  
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂ 

,

1

2

3

4

*

0
1

0
1

∂ 
   ∂   ∂   
 ∂  = =   ∂   
 ∂  
   ∂   
∂ 

f
u
f
u MB
f
u
f Ml
u

. كتاب اگاتا را بخوانيد4-3مثال

 مقدمه اي بر كنترل مدرن، دكتر حميد رضا تقي راد]1[


