
داًطگاُ گیلاى -   داًطىذُ فٌی هٌْذسیدیٌاهیهدسسٌاهِ  دوتش سضا اًصاسی: استاد        

 

 

 

 

 

 

 

 

 دینامیک

 دکتر رضا اوصاری 

«درسنامه دینامیک»   

 



داًطگاُ گیلاى -   داًطىذُ فٌی هٌْذسیدیٌاهیهدسسٌاهِ  دوتش سضا اًصاسی: استاد        

 

2 

 : سیىتیک ررات 

 تِ سوت تالا ٍ یا پاییي حشوت هی وٌذ ضخصی وِ تش سٍی ٍصًِ aآساًسَسی تا ضتاب ثاتت  (مثال 

  ایستادُ ٍصى خَد سا چمذس لشائت هی وٌذ؟

l              𝑇 − 𝑚𝑔 = 𝑚𝑎 → 𝑇 = 𝑚 𝑔 + 𝑎  

𝑚𝑔 − 𝑇 = 𝑚𝑎 → 𝑇 = 𝑚 𝑔 − 𝑎  

 اص حالت سىَى سّا هی گشدد سشػت ایي ٍصًِ دس ٌّگام اصاتت تِ صهیي سا Aدسضىل صیش ٍصًِ ی  (مثال 

 تذست آٍسیذ؟

 

𝑚𝐴𝑔 − 𝑇 = 𝑚𝐴 × 𝑎𝐴 

2𝑇 − 𝑚𝐵𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 𝜇𝑘𝑁𝐵 = 𝑚𝐵

𝑎𝐴

2
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𝑁𝐵 − 𝑚𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 0 

تا تَجِ تِ دادُ ّای فشضی →  
𝑎𝐴 = 5.83  

𝑓𝑡

𝑠2
 

𝑇 = 205(𝑙𝑏)
𝑁𝐵 = 346(𝑙𝑏)

  

𝑣𝐴 =  2𝑎𝐴𝑥 → 𝑣𝐴 = 15.27  
𝑓𝑡

𝑠
  

 سا تش سٍی آى سّا Mجشم .  حشوت هی ًوایذvداسین وِ تا سشػت خغی  (تسوِ ای ) لشلشُ ای (مثال 

 هی ًوایین هذت صهاى لغضش جسن تش سٍی تسوِ سا تؼییي ًواییذ؟

 

𝑁 − 𝑚𝑔 = 0 

𝜇𝑘𝑚𝑔 = 𝑚𝑎 → 𝑎 = 𝜇𝑘𝑔 

𝑣 = 𝑎𝑡 + 𝑣0 → 𝑡 =
𝑣

𝜇𝑔
  (𝑖𝑓 𝑡0 = 0 → 𝑣0 = 0) 

 تشای ایٌىِ جشم F دس ضىل صیش حذاوثش ًیشٍی (مثال 
2

m تش سٍی جشم 
1

m حشوت ًىٌذ سا تذست 

 آٍسیذ؟ 

 

𝑁2 − 𝑚2𝑔 = 0 

𝑓2 = 𝑚2𝑎 → 𝜇2𝑚2𝑔 = 𝑚2𝑎 → 𝑎 = 𝜇2𝑔 
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𝑁1 −  𝑚1 + 𝑚2 𝑔 = 0 → 𝑁1 =  𝑚1 + 𝑚2 𝑔 

𝐹 − 𝑓2 − 𝑓1 = 𝑚1𝑎 

𝐹 = 𝑚2𝜇2𝑔 + 𝜇2𝑚1𝑔 + 𝜇1 𝑚1 + 𝑚2 𝑔 

𝐹 = 𝜇2𝑔(𝑚1 + 𝑚2) + 𝜇1𝑔 𝑚1 + 𝑚2  

𝐹 = (𝑚1 + 𝑚2)𝑔 𝜇1 + 𝜇2  

s  تا فشض آًىِ ضشیة اصغىان تیي ّوِ ی سغَح (تمریه k
and  تاضذ ٍضؼیت حشوت 

 سیستن ًطاى دادُ ضذُ دس ضىل صیش سا تؼییي وٌیذ؟

 

0v دس سٍدخاًِ ای وِ آب آى تا سشػت mوطتی تِ جشم (مثال   جشیاى داسد لٌگشاًذاختِ است اگش  

0 تاضذ تؼذ اص تشیذُ ضذى آى صهاى لاصم تشای سسیذى سشػت وطتی تِ Tهَلفِ ی افمی صًجیش لٌگشُ 

2
v 

 (هماٍهت اصغىاوی آب وطتی ، تا سشػت وطتی ًسثت تِ آب هتٌاسة است )سا تذست آٍسیذ؟ 
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𝑇0 = 𝐾𝑣0 → 𝐾 =
𝑇0

𝑣0
 

𝐾 𝑣0 − 𝑣 = 𝑚𝑣 → 𝐾 𝑣0 − 𝑣 = 𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
 

 
𝑑𝑣

𝑣0 − 𝑣

𝑣0
2

𝑣=0

=  
𝑇0

𝑚𝑣0

𝑡

𝑡=0

𝑑𝑡 → 𝑡 =
𝑚𝑣0

𝑇0
𝑙𝑛2 

 OB دس جْت ساٌّوای ضیاس ػوَدی ثاتت هحذٍد ضذُ است دس حالی وِ تاصٍی Aحشوت پیي (مثال 

= 𝜃 تا هطخصات Oحَل ًمغِ ی  1(
𝑟𝑎𝑑

𝑠
)  ٍ 𝜃 = −0.5(

𝑟𝑎𝑑

𝑠2
θدس ٍضؼیت   ( =  دس حال 30°

 .دٍساى است ًیشٍیی وِ تش سٍی پیي هزوَسػوال هی ضَد سا هحاسثِ ًواییذ

 

 

𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 1 → 𝑟 =
1

𝑐𝑜𝑠 𝜃
= 1.5(𝑚) 

𝑟 =
𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑐𝑜𝑠2𝜃
= 0.67(

𝑚

𝑠
) 

𝑟 =
1 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝑐𝑜𝑠3𝜃
= 1.59(

𝑚

𝑠2
) 
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𝑖𝑓     𝜃 = 30𝑜        𝑎𝑛𝑑       𝜃 = 1  
𝑟𝑎𝑑

𝑠
        𝑎𝑛𝑑         𝜃 = −0.5

𝑟𝑎𝑑

𝑠2
𝑎𝑟 = 𝑟 − 𝑟𝜃2  

𝑎𝜃 = 2𝑟 𝜃 + 𝑟𝜃  

𝐹𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 𝑚𝑎𝑟  →  𝐹𝐴 =
𝑚𝑎𝑟 + 𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑐𝑜𝑠 𝜃
= 4.94(𝑁) 

𝐹𝐵 − 𝐹𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 𝑚𝑎𝜃  

→ 𝐹𝐵 = 𝑚𝑎𝜃 + 𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝐹𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 9.88(𝑁) 

 

𝜃 تا جْت هتغیش F ًیشٍی ثاتت (مثال  = 𝑘𝑡  تِ جشم  M ٍاسد هی ضَد تا فشض آًىِ دس ضشٍع حشوت 

𝜃 = 0𝑜 𝜃  سا چٌاى تیاتیذ وِ دس Fتاضذ ًیشٍی      =
𝜋

2
  جسن دٍتاسُ تِ حالت سىَى دست یاتذ؟

 

𝐹 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑚𝑔 − 𝜇𝑘𝑁 = 𝑚𝑔 

𝑁 = 𝐹 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

→ 𝐹 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑡 − 𝑚𝑔 − 𝜇𝑘𝐹 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑡 = 𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
→ 

 𝐹 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑡 − 𝑚𝑔 − 𝜇𝑘𝐹 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑡 𝑑𝑡 = 𝑚𝑑𝑣 → 
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  𝐹 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑡 − 𝑚𝑔 − 𝜇𝑘𝐹 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑡 𝑑𝑡

𝑡

0

=  𝑚𝑑𝑣
𝑣

0

→ 

𝑣 =
𝐹

𝑚𝑘
 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑡 − 𝜇𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑡 − 1  − 𝑔𝑡 

𝑖𝑓    𝜃 =
𝜋

2
   →   𝑡 =

𝜋

2𝑘
 →     𝑖𝑓     𝑡 =

𝜋

2𝑘
  ⟶ 𝑣 = 0 → 𝐹 =

𝑚𝑔𝜋

2(1 − 𝜇𝑘)
 

 اص فاصلِ ی B دس حال چشخص است جشم ω0 تا سشػت صاٍیِ ی ثاتت OAهیلِ ی  (مثال
0

r سّا هی 

 . تِ جشم سّا ضذُ سا تش حسة فاصلِ ی آى تٌَیسیذOAگشدد ًیشٍی اػوالی اصهیلِ ی 

 

 𝐹𝑟 = 0 →  𝑎𝑟 = 0 → 𝑟 − 𝑟𝜃2 = 0 

 𝐹𝜃 = 𝑚𝑎𝜃  → 𝑁 = 𝑚𝑎𝜃 = 𝑚 2𝑟 𝜃 + 𝑟𝜃  = 2𝑚𝑟 𝜔0 

𝑟 = 𝑟𝜔0
2  → 𝑟 

𝑑𝑟 

𝑑𝑟
= 𝑟2𝜔0

2 →
𝑟2 

2
=

𝑟2

2
𝜔0

2 + 𝑐 

→ 𝑟 2 = 𝜔0
2 𝑟2 − 𝑟0

2 → 𝑁 = 2𝑚𝜔0
2 𝑟2 − 𝑟0

2 
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 : کار ي اورشی 

 :  اص ساتغِ ی صیش تذست هی آیذ Fواس ًیشٍی : تؼشیف واس 

𝑈1−2 =  𝐹 . 𝑑𝑟      

: چىذ حالت مُم کٍ بایذ بررسی شًوذ    

: واس اًجام ضذُ تَسظ یه ًیشٍی ثاتت (1  

 

𝑈1−2 = 𝐹  𝑑𝑟
2

1

= 𝐹.  𝑟2 − 𝑟1 = 𝐹𝑥 𝑟2𝑥 − 𝑟1𝑥 + 𝐹𝑦 𝑟2𝑦 − 𝑟1𝑦 + 𝐹𝑧(𝑟2𝑧 − 𝑟1𝑧) 

: واس اًجام ضذُ تَسظ ًیشٍی ٍصى(2  

 

𝑈1−2 =  𝐹𝑑𝑟
2

1

=  −𝑚𝑔𝑘   . (𝑑𝑥𝑖 + 𝑑𝑦𝑗 + 𝑑𝑧𝑘  ) =  −𝑚𝑔 𝑑𝑧
𝑧2

𝑧1

= −𝑚𝑔(𝑧2 − 𝑧1) 
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: واس اًجام ضذُ دس استفاػات تسیاس صیاد(3  

 

𝐹 = −
𝑚𝑔𝑅𝐸

2

𝑟2
𝑒𝑟     

𝐹 . 𝑑𝑟 =  −
𝑚𝑔𝑅𝐸

2

𝑟2
𝑒𝑟     . (𝑑𝑟 𝑒𝑟    + 𝑟𝑑𝜃𝑒𝜃     ) 

𝐹 𝑑𝑟 = −  
𝑚𝑔𝑅𝐸

2

𝑟2
𝑑𝑟 → 𝑈 =  𝐹 . 𝑑𝑟

2

1

 

→ 𝑈 =  −  
𝑚𝑔𝑅𝐸

2

𝑟2
𝑑𝑟

𝑟2

𝑟1

→  𝑈 = 𝑚𝑔𝑅𝐸
2  

1

𝑟2
−

1

𝑟1
  

:واس اًجام ضذُ تَسظ یه فٌش( 4  

 

𝐹 = −𝑘(𝑟 − 𝑟0)𝑒𝑟  

𝐹. 𝑑𝑟 =  −𝑘 𝑟 − 𝑟0 𝑒 𝑟 .  𝑑𝑟𝑒𝑟 + 𝑟𝑑𝜃𝑒 𝜃  = −𝑘 𝑟 − 𝑟0 𝑑𝑟 
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𝑠 = 𝑟 − 𝑟0 

𝐹𝑑𝑟 = −𝑘𝑠 𝑑𝑠 

𝑈1,2 =  −𝑘𝑠 𝑑𝑠 
𝑠2

𝑠1

= −
1

2
𝑘 𝑠2

2 − 𝑠1
2  

:واس اًجام ضذُ تَسظ یه ًیشٍی هواسی ثاتت( 5  

 

𝐹 . 𝑑𝑟     =  𝐹 𝑒 𝑡 .  𝑑𝑠 𝑒 𝑡 = 𝐹𝑑𝑠 

𝑈1,2 =  𝐹 𝑑𝑟
2

1

= 𝐹(𝑠2 − 𝑠1) 

:رابطٍ کار ي اورشی   

𝑈1,2 =  𝐹  . 𝑑𝑟     
2

1

=   𝑚𝑎  . 𝑑𝑟      
2

1

=  𝑚𝑎𝑡 . 𝑑𝑠
2

1

=  𝑚𝑣𝑑𝑣
2

1

=
1

2
𝑚𝑣2

2 −
1

2
𝑚𝑣1

2 

=  

𝑇2 − 𝑇1 = ∆𝑇

𝑇 =
1

2
𝑚𝑣2

 → 𝑇2 = 𝑇1 + 𝑈1−2    𝑜𝑟   𝑈1−2 = ∆𝑇 

  هی سسذ سا تیاتیذ؟S=4 ft سا ٌّگاهی وِ تِ هَلؼیت m دس ضىل صیش سشػت جشم (مثال
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𝑈1−2 = ∆𝑇 

  𝐹 − 𝜇𝑘𝑁 . 𝑑𝑠
𝑠2

𝑠1

=
1

2
𝑚𝑣2 −

1

2
𝑚𝑣0

2 =
1

2
𝑚𝑣2 

→    160 − 10𝑠 − 𝜇𝑘𝑚𝑔 . 𝑑𝑠
𝑠=4

𝑠=0

=
1

2
𝑚𝑣2 → 𝑣 = 4.81

𝑓𝑡

𝑠
 

 𝜇𝑘 دس ضىل صیش تا فشض ایٌىِ ضشیة اصغىان تیي دٍ جسن (مثال 
 تاضذ سشػت هجوَػِ سا ٍلتی وِ 

  حشوت هی ًوایذ تذست آٍسیذ؟sتِ اًذاصُ ی 

 

lbsF 10160
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𝑁𝐵 = 𝑁𝐴 + 𝑚𝐵𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

𝑚𝐵𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 𝑇 − 𝑓𝑘𝐴
= 𝑚𝐵  × 𝑎 

𝑁𝐴 = 𝑚𝐴𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

𝑇 − 𝑓𝑘𝐴
− 𝑚𝐴𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 𝑚𝐴𝑎 

𝑓𝑘𝐴
= 𝜇𝑘𝑚𝐴𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

 
𝑚𝐵𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 𝑇 − 𝜇𝐾𝑚𝐴𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 𝑚𝐵 × 𝑎                 
                                                                                       +    
𝑇 − 𝜇𝑘𝑚𝐴𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑚𝐴𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 𝑚𝐴 × 𝑎                 

   

 𝑚𝐵 − 𝑚𝐴 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 2𝜇𝑘𝑚𝐴𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = (𝑚𝐴 + 𝑚𝐵) × 𝑎 

→ 𝑎 =
 𝑚𝐵 − 𝑚𝐴 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 2𝜇𝑘𝑚𝐴𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑚𝐴 + 𝑚𝐵
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→ 𝑈1−2 =  𝑚 𝑎 𝑑𝑠 =
1

2
𝑚𝑣2 −

1

2
𝑚𝑣0

2 

 𝑚𝐴 + 𝑚𝐵 ×
 𝑚𝐵 − 𝑚𝐴 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 2𝜇𝑘𝑚𝐴𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑚𝐴 + 𝑚𝐵
𝑆 =

1

2
(𝑚𝐴 + 𝑚𝐵) × 𝑣2 

𝑣 =  
2𝑠  𝑚𝐵 − 𝑚𝐴 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 2𝜇𝑘𝑚𝑎𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

𝑚𝐴 + 𝑚𝐵
 

1
2

 

 سشػت آى تِ       m 75 واهیًَی اص حالت سىَى ضشٍع تِ حشوت هی ًوایذ ٍ پس اص پیوَدى (مثال

72 km/h  هی سسذ تا فشض ضتاب ثاتت واس اًجام ضذُ تَسظ ًیشٍی اصغىان تش سٍی ٍصًِ ی m سا 

 تیاتیذ؟

 

1 )μ𝑠 = 0.28     and   μ𝑘 = 0.28   

2 )μ𝑠 = 0.25     and   μ𝑘 = 0.2   

𝑎 =
𝑣2 − 𝑣0

2

2𝑠
→ 𝑎 =

400 − 0

2 × 75
→ 𝑎 = 2.67

𝑚

𝑠2
 

(الف   

𝑎𝑚𝑎𝑥 = 𝜇𝑠 × 𝑔 → 𝑎𝑚𝑎𝑥 = 2.94 → 𝑎𝑚𝑎𝑥 > 𝑎 → 𝑁𝑜 𝑠𝑙𝑖𝑝 

→ 𝐹𝑓 = 𝑚 𝑎 →  𝐹𝑓 = 80 × 2.67 →  𝐹𝑠 = 213 𝑁 

واس اًجام ضذُ → 𝑊𝑓 = 𝐹𝑓 . 𝑠 = 213 × 75 →  𝑊𝑓 = 16 𝑘𝑗 
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واس ًیشٍی اصغىان ّوَاسُ هٌفی ًوی تاضذ√  

  (ب 

𝐹𝑓 = 𝜇𝑘𝑚𝑔 → 𝐹𝑓 = 157 𝑁 

𝑎𝑚 = 𝜇𝑘𝑔 →  𝑎𝑚 = 1.962(
𝑚

𝑠2
) 

𝑊𝑓 = 𝐹𝑓 × 𝑆𝑚 → 𝑊𝑓 = 157 ×  
𝑎𝑚

𝑎𝑠
. 𝑠 → 𝑊𝑓 = 8.66 𝑘𝑗 

تا فشض آًىِ چىص دستگاُ اص حالت .  دس ضىل صیش یه ٍسیلِ ی آٌّگشی هطاّذُ هی گشدد(مثال

 0.02سىَى سّا ضَد سشػت آى سا دس ٌّگام تشخَسد آى تِ لغؼِ ی واس سا تؼییي ًواییذ؟ تَاى هتَسظ دس

 150دس ٍضؼیتی وِ چىص سٍی لغؼِ ی واس لشاس گشفتِ است وطص ّش فٌش)ثاًیِ سا تؼییي وٌیذ؟ 

 (.ًیَتَى   هی تاضذ

 

Forging device 

K=1500 N/m 

m=40 kg 
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𝐹 = 𝐾∆𝑠 

150 𝑁 = 1500  
𝑁

𝑚
 ×   0.3 − 𝑠0  𝑚  → 𝑠0 = 0.2 

(𝑈1−2)𝑠𝑝𝑟𝑖𝑛𝑔𝑠 = 2  −
1

2
𝐾 𝑠2

2 − 𝑠2
2  = 120 𝑗 

𝑠2 = 0.3 − 0.2 = 0.1 

𝑠3 = 0.5 − 0.2 = 0.3 

𝑈𝑚𝑔 = 𝑚𝑔∆𝑧 = 40 × 9.81 × 0.4 = 156.96 𝑗 

𝑈1−2 = ∆𝑇 → 𝑈𝑠𝑝𝑟𝑖𝑛𝑔 + 𝑈𝑚𝑔 = ∆𝑇 =
1

2
𝑚𝑣2 → 𝑣 = 3.72

𝑚

𝑠
 

𝑃𝑎𝑣𝑒 =
𝑈1−2

𝑡
=

1
2

𝑚𝑣2

𝑡
= 13.8 𝐾𝑤 

:هیذاى ّای ًیشٍی پایستاس ٍ اًشطی پتاًسیل   

𝑑𝑈 = 𝐹 . 𝑑𝑟 =  −𝑑𝑉 

𝑈1−2 = 𝑉1 − 𝑉2 

𝑊𝑒𝑖𝑔𝑡 → 𝑉 = 𝑚𝑔𝑦 

𝑉 = −
𝑚𝑔𝑅2

𝑟
(𝑅 = 𝑅𝐸) 

𝑆𝑝𝑟𝑖𝑛𝑔 → 𝑉 =
1

2
𝐾𝑠2 

𝑑𝑈 = −𝑑𝑉 = − 
𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑉

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑉

𝜕𝑧
𝑑𝑧 = −(𝛻𝑉. 𝑑𝑟) 

→ 𝐹 = −𝛻𝑉 = −𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑉) 
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𝐹𝑥 = −
𝜕𝑉

𝜕𝑥
   , 𝐹𝑦 = −

𝜕𝑉

𝜕𝑦
     𝑎𝑛𝑑    𝐹𝑧 = −

𝜕𝑉

𝜕𝑧
 

𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑉 = 0 → 𝛻 × 𝐹 = 0 

  (اًتگشال خظ هستمل اص هسیش تاضذ )ضشط لاصم ٍ وافی تشای ایٌىِ ًیشٍ پایستاس تاضذ √

𝛻 × 𝐹 =    

𝑖 𝑗 𝑘
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝐹𝑥 𝐹𝑦 𝐹𝑧

   

: مختصات قطبی 

𝛻 × 𝐹 =
1

𝑟
  

𝑒𝑟 𝑒𝜃 𝑒𝑧

𝜕

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝑧
𝐹𝑟 𝑟𝐹𝜃 𝐹𝑧

  

 

 

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑧
=

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑦
   

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑥
=

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑧
      

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑦
=

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑥
 

  

 

 𝐹. 𝑑𝑟 =   𝛻 × 𝐹 . 𝑛 𝑑𝑠
.

𝑠
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 (s=  ِّش سغحی وِ تِ ٍسیلِ هسیش تست c هحذٍد ضذُ تاضذ (   

.𝐹 تشای ًیشٍی پایستاس  𝑑𝑟 =  :  است  0

 𝐹 . 𝑑𝑟 
𝐵

𝐴𝑝𝑎𝑡 1

+  𝐹 . 𝑑𝑟
𝐴

𝐵𝑝𝑎𝑡 2

= 0   →    𝐹 . 𝑑𝑟 
𝐵

𝐴𝑝𝑎𝑡 1

= − 𝐹 . 𝑑𝑟
𝐴

𝐵𝑝𝑎𝑡 2

 

→    𝐹 . 𝑑𝑟 
𝐵

𝐴𝑝𝑎𝑡 1

=  𝐹 . 𝑑𝑟 
𝐵

𝐴𝑝𝑎𝑡 2

 

 

= 𝐹 ًطاى دّیذ وِ ًیشٍی (مثال 𝑥𝑦𝑖 +
𝑥2

2
𝑗 + 4𝑘    پایستاس است سپس تاتغ پتاًسیل هیذاى ًیشٍ سا

 تؼییي وٌیذ؟

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑧
= 0 =

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑦
= 0 ,      

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑥
= 0 =

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑧
= 0,

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑦
= 𝑥 =

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑥
= 𝑥  

𝛻 × 𝐹 = 0  ⟹       ًیشٍ  پایستاس است 

𝐹 = −𝛻𝑉 

𝜕𝑉

𝜕𝑥
= −𝑥𝑦   𝑎𝑛𝑑    

𝜕𝑉

𝜕𝑦
= −

𝑥2

2
 𝑎𝑛𝑑     

𝜕𝑉

𝜕𝑧
= −4 

→
−𝑥2𝑦

2
+ 𝑓 𝑦, 𝑧 = 𝑉 

−
𝑥2

2
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= −

𝑥2

2
 →  

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 0 → 𝑓 𝑦 , 𝑧 = 𝑓(𝑧) 

0 +
𝜕𝑓(𝑧)

𝜕𝑧
= −4 → 𝑓 𝑧 = −4𝑧 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

𝑉 =
−𝑥2𝑦

2
 − 4𝑧 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 
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  ثاتت وٌیذ وِ ًیشٍی حاصل اص هیذاى پتاًسیل گشاًطی ، پایستاس است؟ (مثال 

 

𝑉 = −
𝑚𝑔𝑅𝐸

2

𝑟
 

𝐹 = −𝛻𝑉 =
𝑚𝑔𝑅𝐸

2

𝑟2
𝑒𝑟 + 0 + 0 

𝛻 × 𝐹 =
1

𝑟
  

𝑒𝑟 𝑒𝜃 𝑒𝑧

𝜕

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝑧
𝐹𝑟 𝑟𝐹𝜃 𝐹𝑧

 = 0 

یادآٍسی ∶    
𝑈1−2 = ∆𝑇          

                               

𝑇1 + 𝑈1−2 = 𝑇2

    

:واس توام ًیشٍّایی خاسجی اػوال ضذُ تش جسن  

𝑈1−2 = 𝑈 1−2 +  −∆𝑣𝑔 +  −∆𝑣𝑒  

𝑇1 + 𝑉1 + 𝑈 1−2 = 𝑇2 + 𝑉2 

𝑉 = 𝑉𝑔 + 𝑉𝑒  
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ًیشٍّای لیذی وِ واس اًجام  )تشای هسائلی وِ فمظ ضاهل ًیشٍّای گشاًطی ٍ الاستیه ّستٌذ : تَضیح 

 :هؼادلِ فَق تِ صَست صیش سادُ هی ضَد  (ًوی دٌّذ

𝑇1 + 𝑉1 = 𝑇2 + 𝑉2 

→ 𝐸1 = 𝐸2 

𝐸 = 𝑇 + 𝑉 
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تا استفادُ اص لاًَى تمای  (Forging- device  ) هغلَتست حل هسألِ ی دستگاُ آٌّگشی (مثال

 اًشطی؟

𝐸1 = 𝐸2 

(𝑉𝑔)1 + (𝑉𝑒)1 +
1

2
𝑚𝑣1

2 = (𝑉𝑔)2 + (𝑉𝑒)2 +
1

2
𝑚𝑣2

2 

→ 2  
1

2
𝑘𝑠1

2 + 𝑚𝑔𝑦1 + 0 = 2  
1

2
𝑘𝑠2

2 + 0 +
1

2
𝑚𝑣2

2 

→  1500 × 0.32 +  40 × 9.81 × 0.4 + 0 =  1500 × 0.12 + 0 +
1

2
× 40 × 𝑣2

2 

→ 𝑣2 = 3.72
𝑚

𝑠
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 سّا هی ضَد تا فشض آًىِ عَل آصاد فٌش صفش تاضذ سشػت جشم هزوَس سا A اص ًمغِ ی m جشم (مثال

 ٌّگاهی وِ تِ ًمغِ ی صفش هی سسذ هحاسثِ ًواییذ؟

 

𝐸1 = 𝐸2 

𝑇1 + (𝑉𝑔)1 + (𝑉𝑒)1 = 𝑇2 + (𝑉𝑔)2 + (𝑉𝑒)2 

0 + 2𝑚𝑔𝑅 +
1

2
𝐾(2𝑅)2 =

1

2
𝑚𝑣2

2 + 0 + 0 →  𝑣2 = 2 𝑅𝑔 +
𝑘𝑅2

𝑚
   

𝐹 هغلَتست هحاسثِ ی همذاس واس اًجام ضذُ تَسظ ًیشٍی (مثال  = 𝐴 𝑥3𝑖 + 𝑥𝑦2𝑗   دس اهتذاد 

سپس دس صَستی وِ ًیشٍی . A تا ًمغِ ی oهسیش ًین دایشُ ای ًطاى دادُ ضذُ دس ضىل صیش اص ًمغِ ی 

F تِ صَست هواس تش هسیش ٍاسد گشدد همذاس واس اًجام ضذُ سا هحاسثِ ًواییذ؟  
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𝑖𝑓 𝑥 = 𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜃 → 𝑑𝑥 = 𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃 

𝑖𝑓 𝑦 = 𝑅(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃)  → 𝑑𝑦 = 𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜃 

𝑈0−𝐴 =   𝐹. 𝑑𝑟 =  [ 𝐴 𝑥3𝑖 +  𝑥𝑦2  𝑗   . (𝑑𝑥 𝑖 +  𝑑𝑦 𝑗 )] 

𝑈0−𝐴 =   𝐴 𝑥3𝑑𝑥 + 𝐴𝑥𝑦2𝑑𝑦 

𝑈0−𝐴 = 𝑅4 𝐴  [𝑠𝑖𝑛3 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +  𝑠𝑖𝑛2 𝜃 (1 −  𝑐𝑜𝑠 𝜃)2] 𝑑𝜃

𝜋

0

 

 :دس حالت دٍم داسین 

𝐹 = 𝐹0𝑒 𝜃  

𝑈0−𝐴 =  𝐹. 𝑑𝑟 =    𝐹0𝑒 𝜃 .  𝑑𝑟𝑒 𝑟 +  𝑅𝑑𝜃 𝑒 𝜃 =  𝐹0𝑅𝑑𝜃 =  𝜋𝐹0𝑅

𝜋

0

𝐴

0

𝐴

0

 

پس اص تشخَسد پایِ تِ .  سّا هی ضَد h سیستن جشم ٍ فٌش ًطاى دادُ ضذُ دس ضىل صیش اص استفاع (مثال 

 یا تیطیٌِ max دس هَلؼیتی وِ فٌش تِ اًذاصُ ی ًصف فطشدگی mصهیي تِ آى هی چسثذ سشػت جشم 

𝑘فطشدُ ضذُ است تا فشض  =
4𝑚𝑔


  سا تذست آٍسیذ؟ 
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𝐸1 = 𝐸2 

𝑚𝑔  + 𝛿𝑚𝑎𝑥  =
1

2
𝑘𝛿𝑚𝑎𝑥

2  

2𝛿𝑚𝑎𝑥
2 − 𝛿𝑚𝑎𝑥  − 2 = 0 →  𝛿𝑚𝑎𝑥 =  

𝐸1 = 𝐸2 

𝑚𝑔   +


2
 =  

1

2
×

4𝑚𝑔


× (



2
)2 +

1

2
𝑚𝑣2 → 𝑣 =  2𝑔 

 :پایذاری 

  :شرط تعادل 
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝑜  

 

 

 

 

 

 

 

𝑖𝑓  𝑣 = 𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃) →  
𝑑𝑣

𝑑𝜃
= 𝑚𝑔𝑙 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

𝑖𝑓  𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 0 →  
𝜃 = 0
𝜃 = 𝜋

  

𝑖𝑓  𝜃 = 0 →
𝑑2𝑣

𝑑𝜃2
= 𝑚𝑔𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝜃 > 0 

𝑖𝑓  𝜃 = 𝜋 →
𝑑2𝑣

𝑑𝜃2
= 𝑚𝑔𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝜃 < 0 



داًطگاُ گیلاى -   داًطىذُ فٌی هٌْذسیدیٌاهیهدسسٌاهِ  دوتش سضا اًصاسی: استاد        

 

24 

 . هی خَاّین ضشط پایذاسی سا تشای ٍسیلِ ی تاصی ًطاى دادُ ضذُ دس ضىل صیش تذست آٍسین (مثال 

 

 

𝑣 𝜃 = 𝑚𝑔 𝐿 cos 𝜃 − 𝑙 cos 𝛼 + 𝜃  

+ 𝑚𝑔[𝐿 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑙 𝑐𝑜𝑠(𝛼 − 𝜃)] = 2𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝐿 − 𝑙 cos 𝜃    

→
𝑑𝑣

𝑑𝜃
= 0 →  −2𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃(𝐿 − 𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝛼) = 0  →  𝑑

2𝑣

𝑑𝜃2
 𝜃

= −2𝑚𝑔(𝐿 − 𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝛼) > 0 → 𝐿 < 𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝛼 

 اص حال سىَى ضشٍع تِ R اص تالاتشیي سغح وشٍی تذٍى اصىان تِ ضؼاع m ضشیثی تِ جشم (مثال 

ٍ ًیض  (لحظِ ی جذایص  )حشوت هی ًوایذ ًمغِ ی جذایص آى اص سغح ، سشػت رسُ دس آى لحظِ 

 سشػت تشخَسد رسُ تِ صهیي سا تذست آٍسیذ؟
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𝑣𝐵
2 −  𝑣𝐴

2 = 2𝑔𝑅(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃)  →  𝑣𝐵 =   2𝑔𝑅(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃)  

 

:ضشط جذایص    

   

𝑁 = 0 

𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑁 =  
𝑚𝑣𝐵

2

𝑅
 → 𝑁 = 0 

𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 2𝑚𝑔(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃) →  𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 2 − 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 →  𝑐𝑜𝑠 𝜃 =  
2

3
 

:سشػت تشخَسد دس لحظِ ی سسیذى تِ صهیي   

𝑣𝐶
2 −  𝑣𝐴

2 = 2𝑔 × 2𝑅 →  𝑣𝑐 = 2 𝑅𝑔 

𝑖𝑓 𝑐𝑜𝑠 𝜃 =
2

3
 →  𝑣𝐵 =   

2𝑔𝑅

3
 

 تش سٍی یه هیلِ ی تذٍى اصغىان سّا هی ضَد ًخست Aدس ًمغِ ی  [kg   m= 1/8 ] جشم (مثال 

 سا P هحاسثِ ًواییذ ؟ سپس ووتشیي همذاس ًیشٍی P=20N تشای ًیشٍی Bسشػت آى سا دس هَلؼیت 

  تشسذ؟Bچٌاى تیاتیذ وِ جسن هزوَس تِ هَلؼیت 
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𝑈𝐴−𝐵 =  𝑇𝐵 − 𝑇𝐴 

−𝑚𝑔 + 𝑃 𝐿1 − 𝐿2 =  
1

2
𝑚𝑣𝐵

2 − 0 

 = 2 𝑠𝑖𝑛 30 = 1 

𝐿1 = ((2 𝑐𝑜𝑠 30)2 +  2.5 2)
1
2  → 𝐿1 = 3.041 

𝐿2 = 2.5 − 2 𝑠𝑖𝑛 30 = 1.5 →  𝑣𝐵 = 3.82 
𝑚

𝑠
 

−𝑚𝑔 + 𝑃𝑚𝑖𝑛  𝐿1 − 𝐿2 = 0 

𝑃𝑚𝑖𝑛 =  
𝑚𝑔

𝐿1 − 𝐿2
= 11.46 

120N ٍ سختی آى m 1.8 دس ضىل صیش عَل آصاد فٌش (مثال 
m

 تا سشػت m=0.9 kg هی تاضذ جشم 

3.6m
s

 تش سٍی یه هیلِ ی تذٍى اصغىان تِ سوت پاییي هی لغضد سشػت آى سا دس A اص ًمغِ ی 

  هحاسثِ وٌیذ؟Bًمغِ ی 
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𝑈𝐴−𝐵 =  𝑇𝐵 − 𝑇𝐴 

−𝑚𝑔 𝑍𝐵 − 𝑍𝐴 −
1

2
𝑘 𝛿𝐵

2 − 𝛿𝐴
2 =

1

2
𝑚(𝑣𝐵

2 − 𝑣𝐴
2) 

𝑍𝐵 − 𝑍𝐴 = −1.2𝑚 

𝛿𝐴 =   1.22 + 0.92 − 1.8 = 0.3 

𝛿𝐵 = 2.4 − 1.8 = 0.6 

 صًجیشی هغاتك ضىل صیش سّا هی ضَد سشػت آى سا دس ٌّگام تشن آخشیي حلمِ ی آى اص هسیش (مثال 

 ستغ دایشُ تا فشض اصىان ًاچیض هحاسثِ ًواییذ؟
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𝑚𝑔  
2𝑟

𝜋
+

𝜋𝑟

4
 =

1

2
𝑚𝑣2 

𝑣 =  𝑔𝑟(
4

𝜋
+

𝜋

2
) 

 تش سٍی هیض تذٍى اصغىاوی هغاتك ضىل صیش اص ٍضؼیت سىَى سّا L تِ عَل m رسُ ای تِ جشم (مثال 

 هی ضَد سشػت آى سا دس ٌّگام تشن آخشیي حلمِ ی آى اص سٍی هیض هحاسثِ وٌیذ ؟

 :سٍش واس ٍ اًشطی  (1
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𝐿 − 𝑎

𝐿
 𝑔  

𝐿 + 𝑎

2
 =

1

2
𝑚𝑣2  → 𝑣 =  

𝑔

𝐿
 𝐿2 − 𝑎2  

1
2

 

 :سٍش دیٌاهیىی  (2
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𝑥

𝐿
𝑚 𝑔 = 𝑚

𝑣𝑑𝑣

𝑑𝑥
 →   𝑣𝑑𝑣 =   

𝑔

𝐿
𝑥𝑑𝑥 

:ضربٍ ي ممىتًم   

 𝐹 = 𝑚𝑎 →  𝐹 = 𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
 →  𝐹 =  

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑣) 

𝐺 = 𝑚𝑣 →  𝐹 = 𝐺  

 𝐹𝑥 =  𝐺 
𝑥  

 𝐹𝑦 = 𝐺 
𝑦  

 𝐹𝑧 = 𝐺 
𝑧  

 𝐹. 𝑑𝑡 = 𝐺2 − 𝐺1 = ∆𝐺 →  𝐺1

𝑡2

𝑡1

+    𝐹. 𝑑𝑡 = 𝐺2

𝑡2

𝑡1

 

𝑖𝑓  𝐹 = 0 →   𝐹. 𝑑𝑡 = ∆𝐺 = 0 →  𝐺2 − 𝐺1 = 0 →  𝐺1 = 𝐺2

𝑡2

𝑡1
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اگش تشآیٌذ ًیشٍّای ٍاسد تش یه رسُ دس یه دٍسُ صهاًی صفش تاضذ اًذاصُ ی خغی آى ثاتت خَاّذ هاًذ √

.وِ تِ آى اصل پایستگی اًذاصُ ی خغی گفتِ هی ضَد  

 تا هٌحٌی ًوایص F تحت ًیشٍی 0.1 سٍی سغحی تِ ضشیة اصغىان 10lb لغؼِ ای تِ ٍصى (مثال 

  تذست آٍسیذ؟ (S) 2تغییشات صیش لشاس گشفتِ است ، سشػت رسُ سا پس اص صهاى 

 

 

𝐹 =  𝐹𝑓 = 𝜇. 𝑊 

𝑡 = 𝜇. 𝑊 = 1(𝑠) 

→    𝐹 −  𝐹𝑓 𝑑𝑡 = 𝑚𝑣 − 𝑚𝑣0 = 𝑚𝑣

2

1
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  𝑡 − 0.1 × 10 𝑑𝑡 = 𝑚𝑣 → 𝑣 = 1.61 
𝑓𝑡

𝑠

𝑡

1

 

50 یه تاصیىي تٌیس تَپی سا وِ تا سشػت افمی تا سشػت (مثال  ft
s

 دسیافت هی ًوایذ تا سشػت 

70 ft
s

 تاضذ ٍ هذت صهاى تواس تَج (OZ)4 تالای افك هی صًذ دس صَستیىِ ٍصى تَج15 دس صاٍیِ ی

 ثاًیِ تاضذ همذاس ٍ جْت ًیشٍی هتَسظ اػوال ضذُ تَسظ ساوت تش سٍی تَج سا هحاسثِ 0.02ٍ ساوت  

 وٌیذ ؟ 

 

 

𝑚(𝑣𝑥)1 +    𝐹𝑥

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 = 𝑚(𝑣𝑥)2 
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𝑚(𝑣𝑦)1 +    𝐹𝑦

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 = 𝑚(𝑣𝑦)2 

⟶

 
 
 

 
 

−

4
16 

32.2
 50 +  𝑅𝑥 0.02 =  

4
16 

32.2
(70 𝑐𝑜𝑠 15𝑜)

0 + 𝑅𝑦 0.02 −  
4

16
 × 0.02 =  

4
16 

32.2
(70 𝑠𝑖𝑛 15𝑜)

  

⟶  
𝑅𝑥 = 45.7  1𝑏
𝑅𝑦 = 7.28  1𝑏

  

⟶ 𝑅 = 46.28 ∠9.06𝑜  

600 تا سشػت gr 50 یه گلَلِ ی (مثال  m
s

 تشخَسد هی وٌذ ٍ دس آى هی ًطیٌذ kg 4 تِ یه تلَن 

12وِ دس صفحِ ی افمی تا سشػت  m
s

 تالای افك ضشٍع تِ لغضش هی ًوایذ دس ًْایت  30 صاٍیِ ی 

 سشػت هجوَػِ سا تذست آٍسیذ ؟

𝐺1 = 𝐺2 

 0.05 × 600𝑗  + [4 × (12 𝑐𝑜𝑠 30𝑖 + 12 𝑠𝑖𝑛 30𝑗 )] = (0.05 + 4) × 𝑣𝑓  

𝑣 𝑓 = 10.26𝑖 + 13.33𝑗  

 𝑉𝑓
     = 16.53 ∠52.4𝑜  

:ضربٍ ي اوذازٌ حرکت زايیٍ ی   
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𝐻𝑜 = 𝑟 × 𝑚𝑣 

𝐻𝑜 = 𝑚  

𝑖 𝑗 𝑘
𝑥 𝑦 𝑧
𝑣𝑥 𝑣𝑦 𝑣𝑧

  

 𝑀𝑜 = 𝑟 ×  𝐹 = 𝑟 × 𝑚𝑎 = 𝑟 × 𝑚𝑣   (1) 

𝐻 
𝑜 = 𝑟 × 𝑚𝑣 + 𝑟 × 𝑚𝑣  →  𝐻𝑜

 = 𝑟 × 𝑚𝑣  
(1)
   𝐻 

𝑜 =  𝑀𝑜  

  𝑀𝑜 
𝑥

= (𝐻𝑜
 )𝑥  

  𝑀𝑜 
𝑦

= (𝐻𝑜
 )𝑦  

  𝑀𝑜 
𝑧

= (𝐻𝑜
 )𝑧  

  𝑀𝑜𝑑𝑡 =  𝐻0 2 −  𝐻𝑜 1 = ∆𝐻𝑜

𝑡2

𝑡1

 

 𝐻𝑜 1 +   𝑀𝑜𝑑𝑡 =  𝐻0 2

𝑡2

𝑡1
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𝑖𝑓  𝑀𝑜 = 0 →  𝐻 
𝑜 = 0 → 𝐻𝑜 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 𝑡 →  𝐻𝑜1

= 𝐻𝑜2

⟶  اًذاصُ حشوت صاٍیِ ای ثاتت هی هاًذ

 

 

 

 

  صفش تاضذ هَهٌتَم صاٍیِ ی حَل آى ًمغِ ثاتت oدس صَستیىِ تشایٌذ گطتاٍسّا حَل ًمغِ ی ثاتت √

 .تالی خَاّذ هاًذ

واس .  دس حال دٍساى است0r دس فاصلِ ی 0v تا سشػت هواسی m یه  ًمغِ ی هادی تِ جشم (مثال 

   واّص یاتذ سا هحاسثِ ًواییذ ؟rًیشٍی وطص ًخ سا ٌّگاهی وِ فاصلِ ی جسن هزوَس تِ  

 

 𝑇. 𝑑𝑟 =
1

2
𝑚 𝑣2 − 𝑣𝑜

2  

 𝐻0 2 =  𝐻𝑜 1 
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 𝑚𝑣𝑜𝑟𝑜 =  𝑚𝑣𝑟 → 𝑣 =
𝑟𝑜
𝑟

𝑣𝑜  

 𝑇. 𝑑𝑟 =
1

2
𝑚𝑣𝑜

2   
𝑟𝑜
𝑟
 

2

− 1  

  هواس تش لثِ افمی یه ظشف صیملی تِ ضىل 0v تِ یه رسُ تا جشهی وَچه سشػت اٍلیِ (مثال 

ًیوىشُ دس ضؼاع 
0

rِاص هحَس تماسى لائن دس ًمغ  A دس لحظِ ای وِ رسُ اص .  هغاتك ضىل دادُ هی ضَد

 اص هحَس تماسى لائن لشاس داسد ، r  تَدُ ٍ دس ضؼاع A پاییي تش اص h هی گزسد وِ تِ اًذاصُ Bًمغِ 

 سا تؼییي صاٍیِ  .  هی ساصد B سا تا خظ افمی هواس تش ظشف دس ًمغِ  رسُ ، صاٍیِ vسشػت 

  وٌیذ ؟

 

 𝐻0 2 =  𝐻𝑜 1 

𝑚𝑣𝑜𝑟𝑜 = 𝑚𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝜃. 𝑟 
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اص عشفی ∶   𝑟 =  𝑟𝑜
2 − 2 

1

2
𝑚𝑣𝑜

2 =
1

2
𝑚𝑣2 − 𝑚𝑔 → 𝑣 =  𝑣𝑜

2 + 2𝑔 

𝜃 =  𝑐𝑜𝑠−1
1

 1 +
2𝑔
𝑣𝑜

2  1 −
2

𝑟𝑜
2

  

 

 اص عَل آصاد فٌش هغاتك ضىل صیش پشتاج هی v تش سٍی یه هیض گشد تذٍى اصىان تا سشػت m جشم (مثال   

 . تشاتش عَل اٍلیِ اش تشسذ3 سا چٌاى تیاتیذ وِ حذاوثش عَل فٌش تِ همذاس vضَد همذاس 

 

𝐻𝑜 = 𝑐𝑜𝑛𝑠 𝑡𝑎𝑛 𝑡  

 𝐻0 2 =  𝐻𝑜 1 

𝑚𝑣 𝑐𝑜𝑠 60 × 𝐿𝑜 = 𝑚𝑣𝑓  3𝐿𝑜  

𝑣𝑓 =
𝑣

6
 

𝑣 = 𝑣𝜃  
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1

2
𝑚𝑣2 =

1

2
𝑚𝑣𝑓

2 +
1

2
𝑘  3𝐿𝑜 − 𝐿𝑜 

2 −  𝐿0 − 𝐿0 
2  

𝑣 = 12𝐿0 
𝑘

35𝑚
 

 

 

 

:برخًرد   

تشخَسد هستمین (الف                                                                           

 تشخَسد هشوضی        (1

                               

 تشخَسد هایل (  ب                                             

 

 تشخَسد غیش هشوضی (2
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𝑚1𝑣1 −  𝐹𝑑𝑑𝑡 = 𝑚1𝑣0

𝑡𝑜

0

𝑚2𝑣2 −  𝐹𝑑𝑑𝑡 = 𝑚2𝑣0

𝑡𝑜

0

  

 
  
 

  
 

𝑚1𝑣𝑜 −  𝐹𝑑𝑑𝑡 = 𝑚1𝑣1 

𝑡𝑜

0

𝑚2𝑣𝑜 −  𝐹𝑑𝑑𝑡 = 𝑚2𝑣2 

𝑡𝑜

0

  

𝑒 =
 𝐹𝑟𝑑𝑡

𝑡

𝑡0

 𝐹𝑑𝑑𝑡
𝑡𝑜

0

=  
𝑣0 − 𝑣1 

𝑣1 − 𝑣0
=

𝑣0 − 𝑣2 

𝑣2 − 𝑣0
 

𝑒 =
𝑣2 − 𝑣1 

𝑣1 − 𝑣2 
 

0 ≤ 𝑒 ≤ 1 

𝑚1𝑣1 + 𝑚2𝑣2 = 𝑚1𝑣1 + 𝑚2𝑣2  

:برخًرد مایل    
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𝑚1(𝑣1)𝑛 + 𝑚2(𝑣2)𝑛 = 𝑚1(𝑣1)𝑛
 + 𝑚2(𝑣2)𝑛

  

𝑒 =
(𝑣2)𝑛

 − (𝑣1)𝑛
 

(𝑣1)𝑛 − (𝑣2)𝑛
 

 
𝑚1 𝑣1 𝑡 = 𝑚2 𝑣1  𝑡

       
𝑚2(𝑣2)𝑡 = 𝑚2(𝑣2 )𝑡

  

50تَپی تا سشػت  (مثال  ft
s

 تِ سوت صفحِ ای پشتاب هی ضَد دس صَستیىِ ضشیة 30 ٍ تا صاٍیِ ی

  تاضذ سشػت ٍ صاٍیِ ی تَج  سا تؼذ اص تشخَسد هحاسثِ ًواییذ؟0.5تشخَسد
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𝑒 =
0 − (𝑣 1)2

−50 sin 30 − 0
 →  (𝑣 1)𝑛 = 12.5 

𝑓𝑡

𝑠
 

(𝑣 1)𝑡 = (𝑣1)𝑡 → (𝑣 1)𝑡 = 50 cos 30 = 43.3
𝑓𝑡

𝑠
 

𝑣 =   𝑣 1 𝑛
2

+  𝑣 1 𝑡
2
 

1
2 = 45.1

𝑓𝑡

𝑠
 

𝜃 = 𝑎𝑟𝑐 tan
 𝑣 1 𝑛

 𝑣 1 𝑡
= 16.1𝑜  

1تا سشػت   ( 1 ) رسُ ی وشٍی (مثال  6 mv
s

 تا جشم ٍ لغش  ( 2 ) دس جْت ًطاى دادُ ضذُ تا وشُ ی

 تاضذ حشوت حاصلِ ی 0.6تشاتش وِ دس حال سىَى لشاس گشفتِ است تشخَسد هی ًوایذ اگش ضشیة تشخَسد

 ّش وشُ سا تؼذ اص تشخَسد تذست آٍسیذ ؟ ّوچٌیي هیضاى افت اًشطی ًاضی اص تشخَسد سا هحاسثِ ًواییذ؟ 
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m1(v1)n + m2(v2)n = m1(v 1)n + m2(v 2)n  

→ 5.2 + 0 =  v 1 n +  v 2 n  
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𝑒 =
 v 2 n −  v 1 n

(v1)n − (v2)n
 → 0.6 =

 v 2 n −  v 1 n

5.2 − 0
 

 
 v 1 t = (v1)t = 3

m

s

 v 2 t = (v2)t = 0
m

s

  

 v 1 n = 1.039
m

s
  𝑎𝑛𝑑   v 2 n = 4.16

m

s
  

𝑣 1 = 3.17
m

s
  𝑎𝑛𝑑  𝑣 2 = 4.16

m

s
  

  است تٌاتشایي ها حتواً افت اًشطی خَاّین داضت e <1چَى 

𝑇 =
1

2
𝑚1𝑣1

2 +
1

2
𝑚2𝑣2

2 = 18 m 

𝑇 =
1

2
𝑚1(v 1)2 +

1

2
𝑚2(v 2)2 = 13.68 m 

= افت اًشطی
∆T

T
× 100 = دسصذ اتلاف  = 24% 

 تش سٍی سغحی تا ضشایة استشداد هختلف سّا هی ضَد سشػت صاٍیِ ی AB دس ضىل صیش هیلِ ی (مثال 

 هیلِ سا تؼذ اص تشخَسد تذست آٍسیذ؟

 

∶  لثل اص تشخَسد   𝑣𝐴 = 𝑣𝐵 =  2𝑔 
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𝑣 𝐴 = 𝑒1𝑣𝐴  𝑎𝑛𝑑  𝑣 𝐵 = 𝑒2𝑣𝐵   

ω =
𝑣 𝐵 − 𝑣 𝐴

L
 →  ω =

(𝑒2 − 𝑒1) 2𝑔

L
 

 وِ دس حال سىَى است تشخَسد هی ًوایذ دس  B سّا هی ضَد تِ آًٍگ    اص صاٍیِ یA آًٍگ (مثال 

  تا چِ صاٍیِ ی تالا خَاّذ سفت؟ B   تاضذ پاًذٍلe صَستیىِ ضشیة استشساد 

 

𝑣𝐴 =  2𝑔𝑙(1 − cos 𝛼) 

𝑚𝑣𝐴 +  0 = 𝑚𝑣 𝐴 + 𝑚𝑣 𝐵 

e =
𝑣 𝐵 − 𝑣 𝐴

𝑣𝐴
 →  𝑣 𝐵 − 𝑣 𝐴 = e𝑣𝐴  →  

𝑣 𝐵 =
1 + 𝑒

2
𝑣𝐴    𝑎𝑛𝑑   𝑣𝐵 =  2𝑔𝑙(1 − cos 𝛽) 

β = cos−1  1 −  
1 + 𝑒

2
 

2

(1 − cos 𝛼)  
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 :حرکت تحت ویريی مرکسی 

 

𝐹 𝑟 = 𝐹 = 𝐺
𝑚𝑚𝑜

𝑟2
 

 
 

 m  r − rθ 
2
 = 𝐹 𝑟                                                                           

                                         → H o = 0 → H o = 𝑚𝑟2θ = constant

m 2r θ + rθ  = 0                                                                               

    

→ 𝑟2θ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 =  

 u =
1

r
 →  θ = hu2 

r = θ 
dr

dθ
=  hu2

d

dθ
 

1

u
 = −

du

dθ
 

hu2
d

dθ
 

1

u
 = −

du

dθ
 

r = θ 
d

dθ
 −

du

dθ
 = − h2u2

d2𝑢

dθ
2 

d2𝑢

dθ
2 + u = −

𝐹  
1
u
 

𝑚h2u2
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 :مسیر تحت ویريی جاربٍ ی عمًمی 

 
 
 
 

 
 
 F r = −  

k

r2
er                                          

                                     →
d2𝑢

dθ
2 + u =

k

mh2

d2𝑢

dθ
2 + u = −

𝐹  
1
u
 

𝑚h2u2
                                 

      

𝑟 𝜃 =

mh2

𝑘
mh2

𝑘
A cos θ − θ0 + 1

=
a

1 + ε cosθ
 

 

                 1if     اًتْای هسیش یه تیضی سا عی هی وٌذ. 

.                                  اًتْای هسیش یه سْوی سا عی هی وٌذ   

              1if  اًتْای هسیش یه ٌّذسی سا عی هی وٌذ  . 

              0if  اًتْای هسیش یه دایشُ سا عی هی وٌذ  . 

: حرکت وسبی  

1if  
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𝑎𝐴 = 𝑎𝐵 + 𝑎𝐴
𝐵 

(𝑎𝑟𝑒𝑙 ) 

𝑖𝑓  𝑎𝐵 = 0 →   𝐹 = m𝑎𝑟𝑒𝑙   

𝑖𝑓  𝑎𝐵 ≠ 0 →   𝐹 = m 𝑎𝐵 + 𝑎𝑟𝑒𝑙  →   𝐹 ≠ m𝑎𝑟𝑒𝑙  
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r =
 𝑚𝑖𝑟𝑖

m
 

Fi +   Fij

𝑛

𝑗 =1

=  
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑖𝑣𝑖) 

 Fi

𝑛

𝑖=1

+   fij

𝑛

𝑗 =1

𝑛

𝑖=1

=  
𝑑

𝑑𝑡
 𝑚𝑖𝑣𝑖 

𝑛

𝑖=1

  ,  fij = −fji  

 𝐹 =
𝑑

𝑑𝑡
 𝑚𝑣  = G  

G =  𝑚𝑖𝑣𝑖 =  𝑚𝑣  

G = 𝑚𝑎  

G1 +   F dt
t2

t1

= G2 
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G1 = G2 

𝑟𝑖(Fi +   Fij

𝑛

𝑗 =1

=  
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑖𝑣𝑖)) 

 ri

𝑛

𝑖=1

× Fi +   ri × Fij

𝑛

𝑗 =1

𝑛

𝑖=1

=  
𝑑

𝑑𝑡
 ri × 𝑚𝑖𝑣𝑖 

𝑛

𝑖=1

  

 𝑀𝑜 = Ho    →  Ho =   ri × 𝑚𝑖𝑣𝑖 

𝑛

𝑖=1

 

Ho    =    vi × 𝑚𝑖𝑣𝑖 +   ri × 𝑚𝑖𝑣𝑖  =

𝑛

𝑖=1

 ri × 𝑚𝑖𝑎𝑖  

( Ho)1 +   𝑀𝑜𝑑𝑡 = ( Ho)2

𝑡2

𝑡1

    , ( Ho)1 = ( Ho)2 

 HG = ( HG)abs = ( HG)𝑟𝑒𝑙  

( HG )𝑟𝑒𝑙 =  ρi × 𝑚𝑖ρ i 

( HG )abs =  ρi × 𝑚𝑖  𝑟      + ρ i =  ρi × 𝑚𝑖ρ i = ( HG)𝑟𝑒𝑙  

→  عثك تؼشیف هشوض ثمل  𝑚𝑖ρi = 0 

اثثات هی ضَد وِ ∶  ( HG)abs = ( HG)𝑟𝑒𝑙  

( H G )𝑟𝑒𝑙 =  ρ i × 𝑚𝑖ρ i

n

i=1

+  ρi × 𝑚𝑖ρ i

n

i=1

 

→ ( H G)𝑟𝑒𝑙 =  ρi × 𝑚𝑖ρ i

n

i=1

=  𝑀𝐺  
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→ ( H G)𝑎𝑏𝑠 =  ρi × 𝑚𝑖  𝑟      + ρ i +  ρi × 𝑚𝑖  ( r𝑖 ) 

( H G )𝑎𝑏𝑠 =  ρ i × 𝑚𝑖ri

n

i=1

+  ρ i × 𝑚𝑖r i

n

i=1

=  𝜌𝑖 × 𝐹𝑖 =   𝑀𝐺  

 𝑚𝑖𝜌𝑖 = 0 →   𝑚𝑖𝜌 𝑖 = 0  

 𝜌 𝑖 × 𝑚𝑖𝜌 𝑖 = 0 

ها اثثات وشدین ∶  ( H G)abs = ( H G)𝑟𝑒𝑙 =  𝑀𝐺 =  H G  

( HG )1 = ( HG)2 

 

HP = (HP)abs =  ρ i × 𝑚𝑖r i 

(HP)rel =  ρ′i × 𝑚𝑖ρ′ i 

HP =  (ρ + 𝜌𝑖) × 𝑚𝑖r i =  HG + ρ × mv  → HP =  HG + ρ × mv   
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We know from the statics that   MP =  M𝐺 + ρ  ×  𝐹   

 MP =  H G + ρ × ma  

(HP)rel =  (ρ + 𝜌𝑖) × 𝑚𝑖 (𝜌 )    + 𝜌𝑖   

 ρ × mi ρ  +  ρ × mi ρ 𝑖 +  ρi × mi ρ  +  ρi × mi ρ 𝑖 =  ρ × mi ρ  + 

+  ρi × mi ρ 𝑖  

(HP)rel = (H𝐺)rel + 𝜌 × 𝑚𝑣 𝑟𝑒𝑙  

هطتك هی گیشین ∶  (H P)rel =  𝜌𝑖 × 𝑚𝑖𝜌 ′𝑖 =   𝜌′𝑖 × 𝑚𝑖 𝑟 𝑖 − 𝑟 𝑝 

=  𝑀𝑃 + 𝑎𝑃 × 𝑚𝜌  

 𝑀𝑃 = (H P)rel − 𝑎𝑃 × 𝑚𝜌  

𝐹i +  fij

n

i=1

= mi

vidvi

dri
 

𝐹idri +  fij

n

i=1

dri = mividvi 

Ui(1−2) + 0 = (Ti)2 − (Ti)1 =  ∆T𝑖  

(Ti)1 + Ui(1−2) = (Ti)2 

 ساتغِ ی تالا سا تشای توام رسات تؼوین هی دّین 

 (Ti)1 + Ui(1−2) 

n

i=1

= (Ti)2 
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T1 + U1−2 = T2 

∶ واس توام ًیشٍّای خاسجی ٍاسد تش سیستن رسات  U1−2 =  𝐹idri

2

1

= 0 

T =  T𝑖 =
1

2
 mivi

2 =
1

2
mi(v  i . vi    ) 

𝑣 i = v   +  ρi       → 

T =
1

2
 miv 

2 +
1

2
 miρi

2 +  mi (v  × ρ   i) 

→ T =
1

2
 miv 

2 +
1

2
 miρi

2  

 تِ هجوَػِ ی ًطاى دادُ ضذُ ٍاسد هی ضَد ایي هجوَػِ تش سٍی F هغاتك ضىل صیش ًیشٍی ( مثال

سغح افمی تذٍى اصىان لشاس داسد ضتاب ًمغِ ی جَش دادُ ضذُ ٍ ضتاب صاٍیِ ای لاب سا تذست 

 آٍسیذ؟
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→ تمام جرم را روی مرکز ثقل می آوریم 𝐹𝑖 = 3𝑚𝑎  → 𝑎 = 𝑎0 =
𝐹

3𝑚
𝑖  

 MG = H G   , HG = 3mrθ × r = 3mr2θ  

𝐹b = 3mr2θ   →  θ =
𝐹b

3mr2
 

 دس حال حشوت ّستٌذ حال اگش ضخص تا سشػت v دس ضىل صیش ضخص ٍ اساتِ تا سشػت ثاتت (مثال 

 ًسثت تِ اساتِ دس جْت هخالف ضشٍع تِ حشوت ًوایذ سشػت اساتِ سا تؼییي ًواییذ ؟ اص اصغىان vثاتت 

 تیي اساتِ ٍ صهیي صشفٌظش ًواییذ ؟

 

 𝐹 = G  

G = 0 

G1 = G2 

G =   mivi 

 m + M v = Mv + m(v − u) 

𝑣 = 𝑣 +
𝑚

𝑚 + 𝑀
𝑢 
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  تش سٍی دسیاچِ ای ساوي لشاس داسد دس صَستیىِ دٍ ًفش تِ جشم L تِ عَل m لایمی تِ جشم (مثال  

 وِ دسدٍاًتْای لایك ایستادُ اًذ جایطاى سا ػَض وٌٌذ لایك چِ اًذاصُ ٍ دس چِ جْتی   m1  ٍ  m2ّای 

 جاتجا هی ضَد ؟ 

 

 

 𝐹 = 𝐺  → 𝐺 = 0 → 𝐺 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 = 0 

 𝑚𝑖𝑣𝑖 = 0 → 𝑚𝑣 = 0  → 𝑋 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

X1
   =  

𝑚1 × 0 + 𝑀 ×  
𝐿
2

+ 𝑚2 × 𝐿

𝑚1 + 𝑚2 + 𝑀
 

X2
   =  

𝑚2 × 0 + 𝑀 ×  
𝐿
2

+ 𝑚1 × 𝐿

𝑚1 + 𝑚2 + 𝑀
 

جاتجایی لایك سا تا 𝑆 ًوایص هی دّین =  X2
    −  X1

    =
𝑚1 − 𝑚2

𝑚1 + 𝑚2 + 𝑀
L 
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 سّا هی ضَد جاتجایی y = f(x) اص تالای سغح ضیة داسی تا هٌحٌی دلخَاُ M رسُ ای تِ جشم (مثال  

سغح ضیة داس لثل اص تشخَسد رسُ هزوَس تِ هاًؼی وِ دس اًتْای آى لشاس داسد ٍ سشػت آى سا تؼذ اص 

  تشخَسد ٍ چسثیذى تِ هاًغ تذست آٍسیذ ؟
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 𝐹 = 0 → 𝐺 = 0 →  𝐺 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

 mivi = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 = 0 →  mivi = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

𝑚𝐿 + 𝑀𝐿 = 𝑚𝑠 + 𝑀 𝑠 + 𝐿  → 𝑠 =
𝑚

𝑚 + 𝑀
𝐿 

→  m + M v = 0 → v = 0 

 پشتاب هی ضَد V0= 250 تا سشػت اٍلیِ ی =60 دس اهتذاد صاٍیِ ی m =20 پشتاتِ ای تِ جشم (مثال 

تا اًفجاس پشتاتِ دس ًمغِ ی اٍج تِ دٍ لسوت هساٍی ، تخطی اص آى تذٍى سشػت اٍلیِ دس اهتذاد لائن 

  سمَط آصاد هی ًوایذ هحل پشتاج تخص دٍم ٍ اًشطی آصاد ضذُ دس ٌّگام اًفجاس سا تذست آٍسیذ ؟
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 F = 0 → G = 0 → G = constant 

 mR =  
m

2
×

R

2
 +  

m

2
× x → x =

3𝑅

2
 

→ 𝑚𝑣0  cos 𝛼 =
m

2
v  → v = 2v0 cos α 

if  α = 60o  → v = 𝑣0 = 250 
𝑚

𝑠
 

k = ∆T =
1

2
mv0

2 −
1

2
 

m

2
 v 2 = 156 𝐾𝐽 

   mA=100 ،  mB=60  ،40= m c تؼذ اص اًفجاس تِ سِ تىِ تِ جشم ّای 200kg پشتاتِ ای تِ جشم(مثال 

تمسین هی ضَد دس لحظِ ی وِ رسات هزوَس دس هَلؼیت ّای 

240

180

555

A ٍ 

120

0

255



B    ٍ

420

450

105



C (  آحاد تش حسةm است )  لشاس گیشًذ ٍ سشػت رسُ یvA = 270i − 120j + 160k   

  سا تذست آٍسیذ ؟C تاضذ ، سشػت رسُ ی XZ هَاصی  صفحِ ی VB ٍ ًیض سشػت رسُ ی 
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𝐺1 = 𝐺2 

mv  0 = 𝑚𝐴𝑣𝐴     + 𝑚𝐵𝑣𝐵     + 𝑚𝑐𝑣𝑐     
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تِ ػلت ایٌىِ گطتاٍس ًیض تِ جسن اػوال ًوی ضَد ًتیجِ خَاّین گشفت وِ تمای هَهٌتَم صاٍیِ ای ًیض 

 خَاّین داضت

200 × 150i = 100 270i − 120j + 160k   + 60 vBx i + vBz k   + 40(vCx i + vCy j 

+ vCz k  ) 

(Ho)1 = (Ho)2  → 0 = 𝑟𝐴 × 𝑚𝐴𝑣𝐴 + 𝑟𝐵 × 𝑚𝐵𝑣𝐵 + 𝑟𝐶 × 𝑚𝐶𝑣𝐶 

= 100  
𝑖 j k

555 −180 240
270 −120 160

 + 60  
𝑖 j k

255 0 −120
vBx 0 vBz

 + 40  

𝑖 j k
105 450 −420
vCx vCy vCz

  

→ 𝑣𝐶𝑥=−30  ,𝑣𝐶𝑦=300   ,𝑣𝐶𝑧=−280  

𝑣𝑐 = −30 𝑖 + 300 𝑗   − 280 𝑘     

 𝑣𝑐     = 411.46  
𝑚

𝑠
  

 دس حال حشوت ّستٌذ V0 =  5 هی تاضذ تا سشػت ثاتتm=5(lb) دٍ رسُ تِ جشم ّای هساٍی (مثال 

 .دس صَستیىِ سیستن تتَاًذ آصاداًِ دٍساى ًوایذ ضتاب صاٍیِ ای آى سا دس ایي لحظِ هحاسثِ ًواییذ 
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 MC = H C  , H C = 0 →  HC =  𝑟𝑖 × 𝑚𝑖𝑣𝑖   

HC =  r j  × m v0j − rω i  +   −rj  × m −v0 j + rω i  = 2𝑚𝑟2𝜔𝑘   

HC = 2𝑚𝑟2𝜔 

H C = 2𝑚 2𝑟𝑣0 𝜔 + 2𝑚𝑟2𝜔  
,H C =0
    𝜔  =  

−2𝜔𝑣0

𝑟
 →  𝜔  =  −20 

𝑟𝑎𝑑

𝑠
 

: جریان جرم در ورخ تغییرات جریان   

 

 

𝑚′ = 𝜌𝐴𝑣 

𝑚′ = lim∆t→0

∆m

∆t
=

dm

dt
 

 F = 𝑚′∆𝑣 
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𝜌𝐴𝑣 = 𝜌′𝐴′𝑣 

𝑖𝑓 𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 → 𝑣′ = 𝑣 

∆𝑣𝑥 = 𝑣′ cos 𝜃 − 𝑣 = 𝑣(cos 𝜃 − 1) 

∆𝑣𝑦 = 𝑣′ sin 𝜃 −0 = 𝑣 sin 𝜃 

−F = 𝜌𝐴𝑣(𝑣(−1 + cos 𝜃)) → 𝐹 = 𝜌𝐴𝑣2(1 − cos 𝜃) 

R = 𝜌𝐴𝑣 𝑣 sin 𝜃 → 𝑅 = 𝜌𝐴𝑣2 sin 𝜃 

: سیستم َا ی با جرم متغیر   

 

 𝐹 = G =
d

dt
 𝑚𝑣 →  𝐹 = 𝑚𝑣 + 𝑚 𝑣 

m ≠ 0 

 


