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1 صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور  بسيج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي 

  مقاومت مصالح/عمران
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   : تنش و كرنش-
  : يادآوري تعاريف-

  : تنش-
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   تنش برشي
F.sin

A
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  )نرمال( تنش عمودي 
). باشند واحدهاي تنش همان واحدهاي فشار مي:  واحدها- )Pa,KPa,MPa,...  
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  )كميت بي بعد. ( عبارتست از نسبت تغيير طول به طول اوليه: كرنش-
  

  L
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Δ δ
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Eσ  : قانون هوك- = ε  

 مدول يانگ است و به عنوان مثال براي فولاد Eكه در آن 
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  ) شهم واحد تن(باشد   مي

  : بيان ديگر قانون هوك-

  ) براي ميله با مقطع ثابت و نيروي ثابت(
F

FL
A

EAE

⎧σ =⎪ ⇒ δ =⎨
⎪σ = ε⎩

  

l  : و در حالت كلي داريم Fdx
EA

δ = ∫  
  

   : ضريب پواسون-
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  مقاومت مصالح/عمران
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F

δ

   : در مورد كرنش حجمي داريم-
  

v v x y z
a b c

a b c
Δ Δ Δ

ε = + + ⇒ ε = ε + ε + εكرنش حجمي   
  

    : انرژي كرنش-
F F L FLU

EA EA
δ ⎛ ⎞= = δ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

2 2  

  
  .شان خطي نيست  رابطه دارد و رابطهF اثرها در اين جا صادق نيست، چون انرژي با مجذور روش جمع: نكته  

  : انرژي كرنش واحد حجم-
U F Eu u
V EEA

σ εσ ε
= ⇒ = = = =

2 2 2
2 2 2 22

 (V AL)=  

  : ميله، انرژي كرنش آنها را با هم مقايسه نمائيد3با فرض تنش مجاز يكسان براي هر : مثال  
  

( )all
d F lF F F F U
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  (a l)<<  

  
  .ريمآو ها به دست مي در اينگونه مسائل مجهول اضافي را با حل معادلة سازگاري تغيير شكل): در نيروي محوري( مسائل هيپراستاتيكي -
  

×− برابر c كرنش در ميلة Pبراي سيستم نشان داده شده در نتيجه اعمال بار ). 75كنكور ارشد : (مثال   45 .  حاصل گرديده است10

N برابر چند Bميزان تنش ايجاد شده در ميلة 

mm2 است؟ NE
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⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟
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  )تغيير شكل سيستم(  
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  مقاومت مصالح/عمران
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   ):از حالات ديگر مسائل هيبر استاتيكي(س  يا چند جن2هاي  ه ميل-
( ) : E ,A
( ) : E ,A

1 1
2 2

1
2  

  
ε: روي مرز بين دو جنس داريم = ε1 2  
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  1  مقطع معادل از جنس   2ل از جنس مقطع معاد  

  : نيروي وارد بر فولاد و آلومينيوم را به دست آوريد:مثال  
  

s

s
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 (a) آلومينيوم 

aتغيير طول فولاد  حل sδ = δ = δ تغيير طول كل ميله  
  
  

a s
a s

a a s s

a s
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  : تنش وارد بر صفحه مايل در بارگذاري محوري-
 
  

  )A :سطح مقطع عمود بر محور عضو(  
a a

a a

P cos
A
P sin
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−

−
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τ = θ
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  مقاومت مصالح/عمران

4 

yσ

xyτ

xσ

yσ

xσ

) وقتي ماكزيمم است كه صفحه مقطع عمود بر محور عضو باشد σبا توجه به روابط فوق  )θ P آن برابر  و مقدار=
A

باشد و وقتي   مي

P بسازد و مقدار آن 45°  ماكزيمم است كه صفحه مقطع با صفحه قائم زاويه τتنش برشي 
A2 يعني نصف مقدار ماكزيمم تنش قائم( است(  

هاي قائم و   تاي آنها تنش3 كه  مؤلفه تنش دارد9 به طور كلي هر المان از يك جسم كه تحت اثر نيرو قرار دارد :اي تنشتانسوره -
  .) با هم برابرند2 به 2هاي برشي مستقل از هم نبوده و  كه البته اين تنش(هاي برشي هستند  تاي آنها تنش6

xy yx

yz zy

xz zx

| | | |

| | | |

| | | |

τ = τ

τ = τ

τ = τ

  

  
  :گويند الات زير يك برش خالص مي به هر كدام از ح-
  
  

) بچرخانيم، تنش عمودي 45°اگر المان تحت برش خالص را : نكته   )σماكزيمم و برش صفر خواهد شد .  
  

  
  .دهد برش خالص طول اضلاع را تغيير نمي: نكته  

T  : كرنش برشي- E, G
G ( )

γ = =
+ υ2 1  

  : روابط دايره مور-
x y x y

max ,min xy
σ + σ σ −σ⎛ ⎞

σ = ± + τ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2

2 2  

)  :  هم علامت باشندyσ و xσدر حالتي كه  )max max minmax ,τ = σ σ
1
2  

)  :العلامت باشند  مختلفyσ و xσدر حالتي كه  )max max minτ = σ − σ
1
2  

)  :ها نيز داريم براي كرنش )x y
max,min x y xy

ε + ε
ε = ± ε − ε + γ

2 21
2 2  

)   : است داريمyσ ،zσ و xσهاي   براي الماني كه تحت تنش: انبساط حجمي- )v x y z x y z
v

v E
Δ − ν

ε = = ε + ε + ε = σ + σ + σ
1 2  

xيعني ( قرار گرفته باشد Pحالت خاص كه جسم تحت اثر فشار هيدرواستاتيك  در * y z Pσ = σ = σ = −(  

)  : داريم )
( )v

P P E, K
E K
− ν

ε = − = − =
− ν

3 1 2
3 1 2  

)k مدول حجمي ماده است كه با Eهم ديمانسيون است (  
  

  :مقدار تنش برش حداكثر در دو حالت زير را به دست آوريد: مثال  
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  مقاومت مصالح/عمران

5 

dxT T

  : هستند پس) اصلي(هاي حداكثر و حداقل  هاي نشان داده شده تنش و بعدي است و چون تنش برشي نداريم، پس تنشالمان د: 1

( ) ( )max max min /τ = σ − σ = − =
1 1 15 10 2 52 2  

هاي اصلي هستند، با اين تفاوت كه اين بار تنش حداقل،  هاي نشان داده شده تنش  بعدي است و چون تنش برشي نداريم، تنش3المان : 2

)  : بعد سوم، يعني صفر است، پسر تنش د ) ( )max max min /τ = σ −σ = − =
1 1 15 7 52 2  

  
تغيير .  مطابق شكل قرار داردyσ و xσهاي  متر تحت تأثير تنش  سانتي10 صفحه مربع شكل به اضلاع -)83كنكور ارشد : (مثال  

)طول قطر صفحه چقدر است؟  )/ , E kg / cmν = = × 6 20 3 2 10  
  حل

  
  
  

( ) ( )x x y y y x

x y

/ /
E E E E E E

a a , b b
E E

+ × − − ×
ε = σ − νσ = = ε = σ − νσ = = −

⇒ Δ = ε = × Δ = ε = − ×

1 200 0 3 100 230 1 100 0 3 200 160

230 16010 10
  

+از بسط راديكال، : نكته   ε = + ε
11 1   :شود  ثابت مي2

a bC
C

Δ + Δ
Δ   )تغيير طول قطر( قطر =

Ec
×

⇒ Δ =

230 10
E

−⎛ ⎞+ ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

160 10

10
/ / cm
E

−= = × 449 497 2 47 10
2

 

در اثر .  بهم اتصالي ندارندAدو ميله مايل در . ها يكي است در شكل روبرو، جنس و سطح مقطع ميله): 83كنكور ارشد : (مثال  
  آيد؟ ها به وجود مي افزايش درجه حرارت چه تنشي در ميله

  ها تنش فشاري در تمام ميله) 2    شود تنش ايجاد نمي) 1
 ها كشش هاي مايل فشار و در بقيه ميله در ميله) 4  ها فشار ايل كشش و در بقيه ميلههاي م در ميله) 3

  : ها به خاطر داريم  از تحليل سازه  حل
 n=m+r-2j درجه نامعيني

  تعداد اعضا   قيدها  ها گره   

n = + − × = −6 2 4 2  
  . درست است1گزينه . دهد پس آزادانه تغيير شكل مي. سازه فوق نامعين نيست

  
  .كند گاهي و نقص ساخت اعضاي سازه در سازه تنش ايجاد نمي هاي تكيه هاي معين، تغييرات درجه حرارت، نشست زهدر سا: نكته  

  : پيچش-
  
  
  

 )تغيير طول ضلع كوچك( )ترتغيير طول ضلع بزرگ(
 ) قطرطول اوليه(

A L2 

L1 

a

bc kg
cm2200

kg
cm2100
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  مقاومت مصالح/عمران

6 

A B

B'

D
dx C

C '

γ

O

R
rR

   : يادآوري تعاريف-
BB' CC' Rd

BB' dR
dx dx

dG GR
dx

= = φ

φ
γ = =

φ
τ = γ =

  

  
  . كند  تنش برش در مقطع تحت پيچش به صورت خطي تغيير مي-

T  :  در هر نقطه از مقطع دايروي داريم-
J
ρ

τ =  
  

)   : و از استاتيك به خاطر داريم )J R rπ
= −4 4
RJ  و     2 π

=
4

2  

Tdxو ميزان پيچش در هر نقطه از رابطه 
GJ

ϕ = TL: آيد، كه براي ميله با سطح مقطع ثابت و لنگر ثابت داريم  به دست مي∫
GJ

ϕ =  
  )هاي مساوي با تنش(و به نسبت لنگرهاست ) با لنگرهاي مساوي(هاست   مقاومت دو مقطع تحت پيچش به نسبت عكس تنش-
  

  ؟C و Bمطلوبست، محاسبه تنش برشي، ماكزيمم و دوران مقاطع : مثال  
  
  
  
  

AT:  از تعادل لنگرها داريم  حل kgm= 600  

AB BCT kgm , T kgm⇒ = =600 1000  

( )
( )

( )

AB BC

max BC
max

max BC

AB AB
B AB

AB

BC
B / C

J / cm , J / cm

TR / kg / cm
J / / kg / cm

TR / kg / cm
J /

T L (rad)
GJ /

T

−

π π
= − = = × =

× × ⎫τ = = = ⎪⎪⇒ τ =⎬× × ⎪τ = = =
⎪⎭

× ×
φ = φ = = = ×

× ×

φ =

4 4 4 4 4

2
2

2

4
5

5 4 579 6 5 981 72 2
600 100 5 517 6579 6 517 61000 100 5 509 3981 7

600 100 300 388 10
8 10 579 6

( )BC
C B B / C

BC

L
(rad) (rad)

GJ /
− − −× ×

= = × ⇒ φ = φ + φ = + × = ×
× ×

4 4 4
5

1000 100 200 255 10 388 255 10 643 10
8 10 981 7

 

  : پيچش در مقطع مربع مستطيل-
  تر، بيشترين مقدار را دارند زرگهاي برش در وسط اضلاع ب تنش

  .، مقدار تنش، صفر است) گوشه و مركز4( نقطه مقطع 5همچنين در 

( )max A,B
T

ab
τ =

α 2  

(a b)>  
  

×× dx

D C

A B
dφ

A B C
×××

m2m3

T kg.m=2 400 T kg.m=1 1000

AB :

G kg / cm= × 5 28 10

D cm
d cm
=⎧

⎨ =⎩

10
8

BC : D cm= 10

××

×

×

maxτ

a A B

D

C

max← τ

××
b

ا ي تقريب خط
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  مقاومت مصالح/عمران

7 

× ×× ×1 1cm120
×

×
×

×3

3
60

××

t.m15

mA

mL

t× ×

aa

t
( )a t>>

a
t

  آيد ولي مقدار آن به ازاي مقادير   از جداول به دست ميαكه 
a
b

  به عنوان مثال براي . اشد»  مي3/1، 10 بزرگتر از 
  :تمامي مقاطع روبرو داريم

max
T , J at
at

τ = = 3
2

1
1 3
3

  

  .گردند مقاطع روبرو، مقاطع جدار نازك باز محسوب مي
  

  : پيچش در مقاطع جدار نازك بسته-
)tضخامت مقطع  (

m

T
A .t

τ = 2  

tثابت : و در هر نقطه از مقطع داريم T× =  
mA :مساحت متوسط  
mL :محيط متوسط 

 و بالعكس، در حالي كه در مقاطع جدار نازك باز، با زياد شدن ضخامت مقطع، تنش افزايش يابد پس با زياد شدن ضخامت، تنش كاهش مي

m  .يابد و بالعكس مي
t

t

ATdx , J tdsGJ
t

φ = = → =∫
∫

tاگر  ثابت 24
m

Am tJ
L

→ =
24 

   :مطلوبست محاسبة تنش در مقطع و زاوية پيچيدگي ميله: مثال  
  
  

  ( )G kg / cm= × 5 28 10  
  لح

m
m

T , A cm
A t

τ = = × = 2121 63 76232  

)جدار قائم(  / kg / cm×
τ = =

× ×

5 21
10 10 65 602 7623 1  

)جدار افقي(  / kg / cm×
τ = =

× ×

5 22
10 10 21 862 7623 3  

m
t t

t

A ds ds dsJ , / Jds t /
t

TL (rad)
GJ

−

× ×⎛ ⎞= = + = ⇒ = = ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

×
⇒ φ = = = ×

× × ×

∫ ∫ ∫
∫

2 2 2121 63 6

6 6
5 6

4 4 121 632 206 7 1012 103 1 206 7

10 300 335 10
8 10 1012 10

 

ماند ولي در ساير مقاطع، پس از پيچش، تاب  ، پس از پيچش هم مسطح باقي مي)دايره يا حلقه(اگر سطح مقطع مدور باشد : نكته  
  . خواهيم داشت(Warping)دگي يا طبله كردن خور

  
ترين مقطع براي تحمل  باشند و كلاً بهينه تر از مقاطع جدار نازك باز مي مقاطع جدار نازك بسته، در پيچش به مراتب قوي: نكته  

 .پيچش مقطع حلقوي است
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  مقاومت مصالح/عمران

1 

b

a

100

100

  
  
  
  
  
  
  
  

  :هايي از مباحث گذشته  ابتدا نكات و تست-
  

 يابـد،  ش افـزاي T+Δ بـه انـدازة     1 يكسان باشد و درجه حرارت ميلـة         2 و   1اگر جنس و طول هر دو ميلة        ): 80كنكور ارشد   (مثال    
   چقدر است؟Hالعمل افقي  عكس

  
  
  
  

F :آيد  به دست ميH با نوشتن معادلة تعادل حول نقط   حل F=1 22  

F نيروي فشاري 2 ايجاد شود، در ميلة F، نيروي فشاري 1پس اگر در اثر تغيير درجه حرارت، در ميلة 
  . خواهيم داشت2

Δ: آيد ها به دست مي همچنين از سازگاري تغيير مكان = Δ2 12  
  :يمپس دار

x

F L
FL FLL T L T F / AE T
EA EA EA

F FH / AE T

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠Δ = α Δ − Δ = Δ = Δ ⇒α Δ = + ⇒ = αΔ⎜ ⎟

⎝ ⎠

⇒ = = = αΔ

1 2 2 1

1

12 2 2 0 82

0 42 2

 

تـنش  . باشـد   براي المان مربع شكل روبرو، هر دو تنش محوري و برشي روي صفحه قطري  برابر صفر مـي                  ): 79كنكور ارشد   (مثال    -
  برشي   چقدر است؟

  
  50) 2  صفر) 1
3 (75  4(100  

  ودو ارضا ش مسأله بسيار ساده است و فقط كافي است تعادل نيروها در المان روبر  حل
X y xyF F= = ⇒ τ =∑ ∑ 100  

  
  
  

  :يادمان باشد: نكته  
EI =صليبت خمشي  GJ =صلبيت پيچشي  EA =صلبيت محوري  

H

L

L

1

2

xyτ
100

0

0

100

 صلب

مقاومت مصالح
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2 

  .باشد  متناظر با آن صلبيت كمتر ميكلهر چه صلبيت بالاتر باشد، تغيير ش
 عكس نسبت صلبيت آنهـا را بـه همـديگر بـه دسـت               به عنوان مثال براي مقايسة زاويه پيچيدگي دو مقطع تحت اثر لنگر پيچشي كافي است،              

  .آوريم
  

  )البته با لنگرهاي مساوي (.هاي برشي آن دو نسبت مقاومت پيچشي دو مقطع، برابر است با عكس نسبت تنش: نكته  
  

  قطع اول  دوم و ضخامت جدار معدو مقطع جدار نازك بسته داريم كه طول ضلع مقطع اول دو برابر ضل): 80كنكور ارشد (مثال   
  

αاگر . باشد نصف مقطع دوم مي β  و=    به ترتيب كدامند؟β و α.  باشد=
  
  8 و 2) 4  2 و 2) 3  4 و 2) 2  1 و 1) 1

  حل

mm m
m

m

T
AA t A t

T A t
A t

×τ
α = = = = =

τ

22 2 2 1 1
1 2 2

1 1

2 22

2

t× 2
1
2

mA 2 t× 2
= 2  

( )m
m

m m

A
A a
ds

tG J J t
G J J A A

ads
tt

×

×⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠β = = = = = =

⎛ ⎞ ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫

2
22 1

21 1 1
2 22 2 2 2 2

2

2 2
4 24 11

2 4
4

42

 

  . درست است2گزينه 
  

 Aتغيير مكان نسبي    . باشند   مي E و مدول ارتجاعي     A به سطح مقطع     Lها به طول      در شكل روبرو كليه ميله    ): 84كنكور ارشد   (مثال    
   چقدر است؟Bبه 

1 (PL
EA

  2 (PL
EA
2  

3 (PL
EA
7     (PL

EA
11  

  
شـود     به آنهـا وارد مـي      P دو ميلة افقي كه نيروي       بجزتوان فهميد كه      رسد ولي با كمي دقت مي        شلوغ به نظر مي    ي شكل در ابتدا كم     حل

و ).  شروع كرده و پيش برويد     1د از ميلة    ان  ها شماره گذاري شده     هاي صفر نيرويي، ميله     براي راحتي تشخيص ميله   . (اند  ها صفر نيرويي    بقيه ميله 

ELطبق (گردند   از هم ميB و Aدر نتيجه، فقط اين دو ميله هستند كه باعث دور شدن 
EA

Δ   : پس داريم)=

( )A B
FL PL,F P
EA EA→Δ = × = ⇒ Δ =

22  

  . صحيح است2گزينه 
  
  

  صلبيت پيچشي مقطع اول
 صلبيت پيچشي مقطع دوم

 مقاومت پيچشي مقطع اول
 مقاومت پيچشي مقطع دوم

  1مقاومت پيچشي
 2مقاومت پيچشي 

 1صلبيت پيچشي
 2صلبيت پيچشي 

a t

a

60
60

60 60

60

8

7

5

1 2 3

6

4
A

PB
°

°

°
°

°

9
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3 

  

rاگر در دو مقطع روبرو نسبت : مثال  
t
   باشد مطلوبست10=

φتعيين 
φ
1
2

  ؟

  . جدار نازك بسته است2 جدار نازك باز و مقطع 1 مقطع   حل
  اسـت و rπ2 برابـر  1باشد كه در اينجا طول مقطع      دانيم كه در مقاطع جدار نازك باز، شكل مقطع مهم نيست و فقط طول مقطع مهم مي                  و مي 

φدانيم كه نسبت  مي
φ
1
2

  . برابر است با نسبت 

( ) ( )

( )m

G J J
J at r t t t t

G J J

rA r t tJ tds r t
t t

φ π
= = = = π = π× =

φ

× π φπ π× π×
= = = = = π× ⇒ = =

π ππ× φ∫

3 3 3 41 2 2 2 1
2 1 1 1

222 2 4 4 4 3 43 4 12 42

1 1 1 202 2 103 3 3 3

44 4 2 10 2 102 10 3002 202 10 10
3

 

 برابر بيشتر از يك مقطع جدار نازك بسته با ابعاد و مساحت يكـسان،  300شود كه تحت يك لنگر ثابت، يك مقطع جدار نازك باز      ملاحظه مي 

rبا نسبت . (دشو پيچيده مي
t
=10(  

  :خمش
  .باشد ترين مبحث مقاومت مصالح كنكور كارشناسي ارشد عمران مي ترين و پرسؤال ون ترديد، خمش مهمدب

  خمش خالص: يادآوري
y

ε = −
ρ

   كرنش

  
  

My: شود  ثابت مي 
I

σ . باشد  مي ممان اينرسيI فاصلة نقطه مورد محاسبه از تار خنثي و y  وارده به مقطع، يگر خمش  لن M كه در اين رابطه،      =
   .تر است  بيشتر باشد تنش خمشي بزرگyبديهي است طبق رابطه فوق هر چه 

  )يكي فشاري و ديگري كششي. (افتد  تارهاي بالايي و پاييني مقطع اتفاق ميدر maxσپس 
  
  

max
MC M I, S

I S C
σ = ± = ± =  

  : به خاطر داشته باشيم-
rS π

=
3

bhS   دايره 4 =
2

   مربع مستطيل6
  . هاي آنها به همS نسبت مقاومت خمشي دو مقطع برابر است با نسبت مستقيم -
  : شعاع انحناء-

EI
M

ρ    شعاع انحناء=
  

  2صلبيت پيچشي 
 1صلبيت پيچشي 

 صلبيت خمشي

 لنگر خمشي

r t

2 )(
t

1 )(

r

θ ρρ

MM

Y

X
c

c
h

X

b

c

c
r

 فاصله از تار خنثي

 شعاع انحناء
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4 

  
تـنش خمـشي   .  از يك دايره درآمـده اسـت   60 به صورت يك قوس      M مطابق شكل با لنگر خمشي       m 4نوار فلزي به طول     : مثال  

E .حداكثر ايجاد شده در آن را حساب نمائيد kg / cm= × 6 22 10  
  

  

LR  حل / m×
= = =

π π
6 6 4 3 822 ρ شعاع دايره 2    شعاع انحناء=

  
  

I / cm×
= =

3 410 1 0 83312  

max

EI /R / M kg.cm
M M
M M kg / cm
S bh

× ×
ρ = = ⇒ × = ⇒ =

×
σ = = = =

×

6

2
2 2

2 10 0 8333 82 100 4363

6 4363 2618
10 1

6

 

 دو برابـر تـنش كشـشي    max را طوري تعيين كنيد كه اگر لنگر خمشي مثبت به تير وارد شود تنش فـشاري        bدر شكل مقابل    : مثال  
maxشود .  
  : داريمزيرق شكل  در يك تراز دلخواه، طب با فرض كردن تار خنثي  حل

max c
max t

c
c c c ,c
c

c c

⎧ =σ ⎪= = ⇒ ⇒ = =⎨σ ⎪ + = + =⎩

1
1 2 1 2
2 1 2

2
2 16 8

20 4 24
 

  
 c1مرز جدا كننـدة  ) باشد كه محور مركز سطح مقطع مي( به دست آمد، مقطع بايد ابعادي داشته باشد كه تار خنثي آن c2 و c1حال كه مقادير    

  . باشدc2و 

( ) ( )b
b

b

⎛ ⎞× × + × +⎜ ⎟
⎝ ⎠= = ⇒ =

× + ×

204 2 20 4 42 8 204 20   Yنسبت به كف4
  
  

 باشـد   ρ2 و در اثر بارگذاري ديگر شعاع انحناء         ρ1به طور كلي اگر يك تير ارتجاعي بر اثر يك بارگذاري داراي شعاع انحناء               : نكته  
nEσبا فرض : (آيد شعاع انحناء تير از رابطة زير به دست مي = ε(  

n nn ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠1 2

1 1 1  

=كرنش خطي باشد به رابطه -و در صورتي كه رابطه تنش +
ρ ρ ρ1 2
1 1   .رسيم  مي1

  
  : قسمت از مقطع برابر است بادر يك تير تحت اثر خمش خالص نيروي وارد بر يك: نكته  

aMQ
F

I
   ) از مقطع تيرaنيروي وارد بر قسمت  (=

A B
MM

4 cm

1cm
10cm

A B

ρρ
60°

c

c

1

2

cmaxσ

tmaxσ

4

20

4

b

20

4

b

4Y=8

N.a.

a
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5 

M :مان خمش وارده به تيرم  
Qa : لنگر استاتيك اول قسمتaنسبت به تار خنثي   

I :مان اينرسي كل مقطعم  
  

  ينسبت تنش خمش.تيري با مقطع روبرو تحت خمش قرار دارد: مثال  
  مه اول به تسمه دوم چقدر است؟ماكزيمم تس

  
  
  

  :توان نوشت ها مي  پس از خم شدن تير، شعاع انحناي هر دو تسمه، تقريباً با هم برابر است پس در مورد لنگرهاي هر كدام از تسمه  حل

EI EI M I h
M M M I h

⎛ ⎞
= ⇒ = = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

3
1 2 1 1 1
1 2 2 2 2

 

  : هاي خمشي داريم در مورد نسبت تنش

MM
S h M h h h h
M M M hh h h
S h

σ
= = = × = × =

σ

11 2 2 3 21 1 1 1 2 1 2 1
2 3 22 22 2 21 2 122 2

 

تنش خمشي آنها بـر اثـر وزن خـود يكـي            . باشند  دو تير شكل روبرو از جنس يكسان و با مقطع يكسان مي           ): 78ور ارشد   كنك(مثال    

Lنسبت . باشد مي
L
1
2

   چقدر است؟

  
  
1 (l l=1 2  2 (l l=1 2 2  3 (l l=1 22  4 (l L=1 22 2  

wl  :آوريم  ابتدا لنگر خمشي حداكثر را به دست مي  حل wl
M , M= =

2 21 21 28 2 

  :  داريمS2 و S1با توجه به برابر بودن 
M l
S l

l lM l l
S

σ
= = = = ⇒ =

σ

21 1 21 1 1 1 22 222 2 2
2

8 1 2
4

2

 

  . صحيح است3گزينه 

  : خمش تيرهاي دو جنسي-
  شده باشد،  تشكيل E2 و E1اگر مقطع تير از دو جنس با مدول يانگ 

  توان براي سادگي كار، مقطع را تبديل كرد به مقطع معادل از جنس  مي
  را براي اين مقطع جديد . .. وS و Iو . اول يا مقطع معادل از جنس دوم

  هاي  فقط بايد توجه نمود كه، تنش محاسبه شده در قسمت. محاسبه نمود

Eنسبت  (nمعادل شده مقطع بايد در ضريب 
E
2
1

E يا 
E
1
2

  .ضرب شود) 

  
  

b

h1

M

h2

M

L 1 L 2

b

E

E

1

2

nb

b

  E1مقطع معادل از جنس 

E
n

E

≡

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
2
1
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Mوب تشكيل شده است تحت تأثير لنگر ــولاد و چـچنانچه مقطع تيري كه از ف): 74كنكور ارشد (مثال    KN.m=    قرار 240

  

  ت؟ ـدر اسـقـد، چـنـك يـل مـمـحـي تـانـوقـال فـه بـي كـرويـيـگيرد، مقدار ن

)kgE
cm

= × 5
21 kgE چوب و 10

cm
= × 6

22   ) فولاد10

  
  : دهيم  ابتدا مقطع معادل از فولاد را تشكيل مي  حل

  
En
E

×
= = =

×

5
6

1 10 1
202 10

  
 
 
 

⇒ cm ضخامت جان چوب تبديل يافته  / cm= × =
110 0 520  

)cm10 چوب معادل cm 5/0فولاد  (  
   :شود پس مقطع، به شكل روبرو تبديل مي

 
 

/I cm
⎡ ⎤× ×

= + × + × × =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

3 3 2 44 5 12 20 22 2 20 7 459512 12 

 
 
 

  :طبق نكته ذكر شده در صفحات قبل

MQF بال
I

=  

) بال )( )MQQ cm F KN
I

×
= × × = ⇒ = = =3 240 100 2802 20 7 280 14624595  

  : خمش دوجانبه-
 نباشد بايد آن را به دو مؤلفه عمود بر هـم تجزيـه نمـود در ايـن حالـت                      وارده به مقطع در راستاي يكي از دو محور اصلي مقطع           Mاگر لنگر   

  :داريم
yz z

y y z

MI Iytan .tan .
I z I M

φ = θ⇒    معادله خط محور خنثي=

)θ : زاويه لنگر با محورzمقطع (  
)φ : زاويه تار خنثي با محورzمقطع (  
  :توان نتيجه گرفت فوق مي با توجه به رابطه -
  .مان اينرسي مينيمم قرار داردم و محور اصلي متناظر با M همواره محور خنثي بين بردار لنگر خمشي -1
z اگر در مقطعي     -2 yI I=)     مثل مقطع مربع و دايره(  ،φ = θ          ،يا به عبارت ديگر در اين گونه مقاطع M   هـر راسـتايي اعمـال شـود، تـار           در

  .باشد  ميMخنثي منطبق بر راستاي بردار 

 بال

  چوب
 فولاد

14cm3cm 3cm

12cm

2cm

2cm

3cm14cm

2cm

10cm

2cm

12cm

4.5cm

20c m

c m2

c m2

y

φ
θ

M

z

 چوب
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  : داريم، تنش برابر است باzM و yM و لنگرهاي خمشي Pدر حالت كلي بارگذاري روي مقطع كه نيروي محوري 
yz

x
z y

M zM yP
A I I

σ = − +  

مكان هندسي نقاطي كه اگر بار روي آنها اعمال شود، كل مقطع يا تحت فشار خواهد بود يا تحت كـشش                     : (kern)ع   هسته مركزي يك مقط    -
  )بسته به فشاري يا كششي بودن بار(
  : نكات-
  صفر خواهد شد ولي اگر نيـرو در يكـي از رئـوس هـسته وارد          مقطع س محيط أ اگر نيرويي روي مرز هسته وارد شود، تنش تنها در يك ر            -1

  .شود تنش در يك ضلع محيط مقطع صفر خواهد شد
  : در دو حالت حدي داريم. شود و بالعكس تر شد، تار خنثي از مقطع دورتر مي  هر چه نيرو به مركز مقطع نزديك-2

  ) تنش محوري خالص(نهايت   تار خنثي در بي←و نيرو در مركز مقطع) خمش محض( تار خنثي در مركز مقطع ←نهايت نيرو در بي
  .باشد  ضلعي محدب ميn ضلعي محدب، همواره يك n هسته مركزي يك -3
هسته مركـزي چنـد ضـلعي محـدب جديـد بـه             . هاي مقعر كافي است كه چند ضلعي محدب محيط بر مقطع را رسم كنيم               يعل در چند ض   -4

  .باشد صورت شماتيك بيانگر هسته مقطع مقعر مي
  : هسته مقاطع زير را به خاطر بسپاريد-5

b لوزي هم مركز با آن به طول اقطار ← h و bطيل به ابعاد  مست-
h و 3

3  

b مستطيل هم مركز با آن به طول اضلاع ← h و b لوزي به اقطار -
h و 6

6  

rره هم مركز با آن به شعاع  داي← r مقطع دايره به شعاع -
4  

  
ها در مقطع، يـك نيـروي عمـودي           برآيند تنش . باشد  اي مربع مستطيل مطابق شكل مي       مقطع يك عضو سازه   ): 83كنكور ارشد   (مثال    

  قدر مطلق تنش فشاري چند برابر تنش كششي است؟. باشد  ميAفشاري در 

1 (13
11  2 (2/2  

3 (3  4(4/1  

a4 مربع حول هر محوري Iدانيم كه  و مي. ( بچرخانيم45°توانيم مقطع را   مي  حل

   ) است12

acو ( =
2

paM و  =
2

(  max
min

p Mc
A I

σ = ±  

max

max
min

min

p pa a p. .
a a a

/
p pa a p. .
a a a

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
σ = + =⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪
⎪ σ

⇒ ⇒ = ⇒⎨ σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪σ = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪
⎩

2 4 2

2 4 2

1 7
2 2

12 1 4
1 5

2 2
12

        .ح است صحي4گزينه 

  اي  اسيون مربع شكل در نقطهداگر محل اثر منتجه نيروي فشاري بر يك فون): 74كنكور ارشد (مثال   

1به فاصلة 
   چقدر است؟(A) تنش در كنج ربع مقابل (B) ارن باشد،قز دو محور ت ضلع مربع ا12

1 (p

a2
2  2 (p

a2
  هيچ كدام) 4      صفر ) 3  

a

a

A

Ay

z2
a

2
a

A

z

y

B12
a

12
a

a
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  مقاومت مصالح/عمران

8 

  . ت آوردـدار آن را به دسـوشت و مقـتوان معادله تنش را ن  مي  حل
  ار روي ـد كه نقطه اعمال بـهميـوان فـت اما با كمي دقت در شكل مي

  ش ـدر نتيجه، مقدار تن. يكي از اضلاع هسته مركزي مقطع قرار دارد
  .باشد ح ميـ صحي3ه ـزينـگ. تــر اسـفـل صـابـقـع مـدر رأس رب

  
  

bعاد ـك مقطع مستطيل به ابـدر ي) مثال   cm=10 و h cm=15 لنگرهاي ،  
zM t.m= yM و 5 t.m=   كدام است؟ور خنثي ـعادله محـم. كند يـ اثر م20

  
  
  
  

  :بلي داشتيم از نكات ق  حل
yz

y z

MIy .
z I M
  )معادله خط محور خنثي در حالت خمش دو محوره (=

y

z

My bh . . y z
z Mhb

×
⇒ = = = ⇒ =

×

3 3
3 3

10 15 20 9 9515 10
  

  :آيد در بارگذاري كلي كه علاوه بر خمش دوجانبه، نيرو هم داريم، معادله خط تار خنثي از رابطه زير به دست مي: نكته  
y z

y z

e ez Y
r r

+ + =2 21  

  : آنكه در
- ze و ye : خروج از محوريت بار به ترتيب نسبت به محورهايz و yباشد  مي.  

- zr و yr :باشند هاي مقطع مي شعاع ژيراسيون  y z
y z

I Ir , r
A A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

B

6
a

A

6
a

A
b

h

yM

zM

y

A

ze

ye
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  مقاومت مصالح/عمران

1 

( )xq

x

aa
AA

.A.N
t

h

b

y

τ

V

maxτ

.A.N
b.81

b.1

b.1

b. 6

b

  
  
  
  
  
  

  :بارگذاري عرضي
  شود كه مقدار آن  بارگذاري عرضي در تيرها باعث ايجاد تنش برشي مي

   :از رابطه زير قابل محاسبه است

( ) A
a a

VQ
It−τ    ميانگين=

  برش در مقطع مورد نظر در طول تير:  V -: كه در اين رابطه
   QA : ممان استاتيك اول قسمت هاشور خورده(A)  
   I :ممان اينرسي مقطع حول محور خنثي 

  t :پهناي مقطع در محل محاسبه تنش برشي  
   :در مقطع مستطيل داريم

max y

b h y
VQ V hV. . y
It bh bh.b

v h v| .
bhbh

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎜ ⎟τ = = = −

⎜ ⎟
⎝ ⎠

σ
⇒ τ = τ = =

2 2
2 2

3 3

3
3

2 4 6
4

12
3

6 2

  

aveپس اگر   
V V
A bh

τ = بـرخلاف  . ميانگين مـي باشـد     برابر تنش برشي     5/1 ع مستطيل طشود تنش برشي ماكزيمم در مق       باشد، ملاحظه مي   =
  .ن مقطع صفر مي باشدي، مقدار تنش برشي روي محور خنثي ماكزيمم و در تارهاي بالاو پاي)ناشي از خمش خالص(ش خم

درمحاسبات بهمين دليل .  بال ها در تحمل برش بسيار ناچيز است و عملاً جان اكثر برش وارده به تير را تحمل مي كند    شكل سهم  Iدر مقاطع   
  . مي گيرندش در نظري، فقط جان را در برابر برعمل

  
  : و مقدار نيروي قابل تحمل توسط جان را در مقطع روبرو به دست آوريدmaxτمقدار ) مثال  

  
  

 b( b) (b / b)( / b)I / b−
= −

3 3 42 0 06 1 8 0 2112 12  

 
 
 
 
 

مقاومت مصالح
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  مقاومت مصالح/عمران

2 

yd

y

t

b.9

b.9−

y

b

z
2

9b.y + b.9
y

.A.N

h

b

q

 

max)  هاشور خورده( N.A.
VQ
It

τ = τ =      

  
  

max max
V V.[(b / b) / b ( / b)( / b)( / b)] /

( / b ) b
⇒ τ = × × + ⇒ τ =4 20 1 0 95 0 9 0 06 0 45 9 47

0 21
 

  : داريم(VW)وي قابل تحمل توسط جان براي محاسبه نير
  
  

/ b /
W

/ / b

V.Q VV .tdy Qdy
It I

− −
⇒ = =/

/∫ ∫
0 9 0 9

0 9 0 9
W

Aw

VQV dA,dA tdy ,
It

= τ = τ =∫  

  
  
  
  

/ b
y

/ b
/ b

W / b

V y / b( / b ) / b( / b y) d
I

V VV / b y / by / b / V
I / b

−

−

⎡ ⎤+⎛ ⎞= + − ⇒⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= − = × =

∫
0 9 3
0 9

0 93 3 4
40 9

0 90 095 0 06 0 9 2

0 338 0 01 0 20 0 95
0 21

  

  
  
  
  
  

  . شكل تحمل مي شود I نيروي برشي توسط جان مقطع 95%همانطور كه ملاحظه مي شود 
  

  :هر دو با هم به مقدار مجاز خود برسند را چنان تعيين كنيد كه تنش هاي خمشي و برشي، lدر شكل زير ) مثال  

max max

max
max max

max
max

ql
ql M qlM

S bh bh

Vql ql qlV .
bh bh bh

l
h

= ⇒ σ = = =

= ⇒ τ = = =

σ
⇒ =

τ

2
2 2

2 2
38

8 4
6

3 3 1 3
2 2 2 2 4   

خمـشي از تـنش برشـي    با توجه به رابطه به دست آمده مشاهده مي شود كه هر چه طول تير در مقايسه با عمق مقطع آن افزايش يابـد، تـنش             
  . و بالعكسبزرگتر خواهد شد
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  مقاومت مصالح/عمران

3 

a a a a

a

a2
v

a23

t

v

cm12

cm
16

cm2
cm3

v

cm3

cm20

a2

y

AB

a

Z

C

  
   ساخته شده استtق با ضخامت نازك مقطع تيري فلزي از ور): 84نكور ارشد ك) (مثال  

  ، حداكثر تنش در ورق ها چقدر است؟V بر اثر برش 

1 (V
at6  2 (V

at4 2
  3 (V

at4  4 (V
at3 2

  

   . صحيح است2 گزينه   حل
  

  م كه برش داني و مي. كند  را تحمل ميVهر ورق نصف نيروي 
  :افتد پس ماكزيمم در وسط مقطع مستطيلي اتفاق مي

max

V
V V
bh a t at

τ = = × =
×

3 3 2
2 2 3 2 4 2

  

  
  

 تبديل نموده از يك جنساگر مقطع تير از دو ماده ساخته شده باشد مي توان مثل حالت تحت خمش، مقطع را به مقطع معادل : نكته  
بايـد  ) و نـه تبـديل يافتـه   ( از پهنـاي واقعـي   (t)ته باشيد كه حتما براي پهناي تيـر  ولي به خاط داش.  را به دست آورد   I و   Qو براي اين مقطع     

  . استفاده نمود
  

cm×2اگر دو قطعه فلز     . مقطع مختلط از چوب و فلز مطابق شكل مفروض است         ): 79كنكور ارشد   ) مثال    در بالا و پايين چـوب       3
V چوب متصل شده باشند، تنش چسب ناشي از برش توسط چسب در تمام طول تماس خود به ton=    چقدر است؟4

kg kg( / kg / cm ( ( (
cm cm

2
2 24 2 25 3 9 2 36 1  

  
  :كنيم به مقطع معادل فلزي  مقطع را تبديل مي  حل

( )

I cm

Q cm
vQ kg / cm
It

×
⇒ = =

= × × + =

×
⇒ τ = = =

×

3 4

3

2

3 20 200012
2 3 8 1 54
4000 54 362000 3

  

  . صحيح است1گزينه 
  

  . دـباش يـ باز مCقطه مقطع جدار نازك شكل زير در ن): 79كنكور ارشد ) (مثال  
  باشد و از مركز برش عبور   ميyنيروي برش در امتداد محور . ضخامت جدار ثابت است

a چقدر است؟ B و Aنسبت تنش هاي برشي در نقاط . كند مي
B

⎛ ⎞τ
⎜ ⎟τ⎝ ⎠

  

1 (1-  2 (−
1
3  3 (1  4 (1

3  

VQفي است كه نسبت  كا  حل
It

  باشند  ثابت ميt و I و Vها را محاسبه كنيم ولي از آنجا كه 
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  مقاومت مصالح/عمران

4 

A

a

t
a

a

B

AB

a

.A.N

F C

DE

v

p

B

A

C

p

PLT

p p
T

1

2

3

4

Aكافي است نسبت 
B

Q
Q

  . به دست آورده شود

  
  
  
  

B
aQ a.t.a a.t. a t= + = 23
2 2  A

aQ a.t. a t= = 21
2 2  

  

Aباشد پس      هم به سمت پايين مي     B به سمت پايين و در       A در   ين باشد، تنش برش   و اگر نيروي برش قائم به سمت پايي       
B

τ
= +

τ
1
 4 گزينـه    3

  .صحيح است
  

  د ــكن ير ميــ تغيAا ـ به صورت سهمي تCدر مقطع مقابل ابتدا تنش از : نكته  
  . شود  صفر ميDكند تا در  سپس به صورت سهمي نزول پيدا مي ) ماكزيمم استAدر (

  ود ـيابد تا به مقدار خ   به صورت خطي افزايش ميCدر شاخه ديگر مقطع هم تنش از 
  تنش برشي   به مقدار ماكزيممBيابد تا در   برسد سپس به صورت سهمي افزايش ميFدر 

  .دــه صفر برسـب Dا در ـيابد ت  هم به صورت خطي كاهش ميE تا Bاز . در مقطع برسيم

  :مركز برش
  . برش به آن نقطه وارد شود، مقطع دچار پيچش نخواهد شدر است در داخل يا خارج مقطع كه اگاي نقطه

  
  . اگر جسم داراي دو محور تقارن باشد، مركز برش همان مركز تقارن خواهد بود-: نكته  
  . اعضاء مقاطع خواهد بود اگر جسم داراي يك محور تقارن باشد، مركز برش بر روي آن محور و معمولا در محل تقاطع-        
   براي تشخيص موقعيت مركز برش، كافي است با توجه به روند كاهش يا-       

  .ها روي اعضاي مقطع مشخص شود  جهت تنشQافزايش 
  سپس بايد تعيين نمود كه مركز برش بايد در سمت چپ يا راست و يا داخل مقطع باشد

  .ر را خنثي كنندگتا اين نيروها بتوانند همدي
  

   به A در نقطه Z در راستاي P قرار دارد بار xoyرو كه در صفه  در سازه شكل روبه) مثال  
  شود اگر مقطع جسم لوله باشد، مشخص كنيد مقدار ماكزيمم تنش برشي در  آن اعمال مي

rشعاع (مقطع چقدر است؟  t و ضخامت = = (  
   Cقدار ماكزيمم تنش برشي در  م  حل

  دهد زيرا در آنجا هم برش رخ مي) گاه تكيه(
  :و هم پيچش داريم
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  مقاومت مصالح/عمران

5 

.A.N

G

π
r2

e o
V

π
=

re 4

e o

re 2=

V

a

cm3 cm3cm12

cm12

cm1

cm1

a

b b

=maxV

 بـا هـم،   1 در نقطـه  T و Vهـاي برشـي ناشـي از     دهد، زيـرا تـنش    روي مي1، در نقطه   حداكثر آيد، تنش برشي    طور كه از اشكال بر مي       همان
 بـر روي محـور خنثـي مـاكزيمم          Vع يكسان و ثابت است ولي تنش برشي ناشي از           تنش برشي ناشي از پيچش در كل مقط       . (جهت هستند   هم

  .)است

T
m

T PL
A t r t

τ = =
π 22 2

                                                                       ( )( )
max

v

max V T

rP rtVQ P
It rtr t t

P PL
rt r t

× × π ×
πτ = = =

′ ππ

⇒ τ = τ + τ = +
π π

3

2

1 222
2

2

 

max               ):تحت برش خالص( در مقطع مستطيل داشتيم -: نكته   ave
V
bh

τ = = τ
3 3
2 2  

max  :  در مقطع حلقوي به دست آورديم- ave
V
rt

τ = = τ
π

2  

r(  maxبه قطر : ( در مقطع دايروي داريم- ave
V

r
τ = = τ

π 2
4 4

33
  

t(   max و ضخامت aبه ضلع (داريم  ) مربع( در مقطع قوطي - ave
V
at

τ = = τ
9 9
16 4  

  * خاطر سپرده شودهاي فوق به  بهتر است فرمول*
  

  :موقعيت مركز برش مقاطع زير را به خاطر بسپاريد: نكته  
  
  
  
  
  
  
  
  

dQافتد و بايد رابطه       تنش برش ماكزيمم در مقاطع مثلثي و لوزي روي محور خنثي اتفاق نمي            : نكته  
dt

 ارضـا شـود تـا موقعيـت         =
  .محل بش ماكزيمم به دست بيايد

  

kgدر مقطع شكل مقابل چنانچه تنش برش مجاز مصالح          ): 81كنكور ارشد   ) (مثال  

cm2960          باشد ظرفيت بـرش قـائم برحـسب ton 

  كدام است؟
1 (1/48  2 (8/58  
3 (5/61  4 (2/118  

  : از آنجا كه ضخامت ثابت نيست بايد دو مقطع براي تنش مجاز چك شوند      حل
  ) بيشتري داردQچون  (b-bو مقطع ) تري داردچون ضخامت كم (a-aمقطع 
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  مقاومت مصالح/عمران

6 

cm32

cm4

cm4

cm4cm4 cm20

kgV 1500=

( )

a a

max
b b

all all

Q / cm
t Q cm

tQ / / / cm
I

VQ VI cm V /
It

−

−

⎫× ×⎛ ⎞ = =⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎪ ⎛ ⎞⇒ =⎬ ⎜ ⎟× × + × × ⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎪= =⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎭
×

= × − × = ⇒ τ = τ = = = ⇒ =

2
2

2

3 3 4

6 1 6 5 391
39

6 1 6 5 7 3 3 5 37 53
1 3918 14 12 12 2388 960 58 812 2388

 

 به ازاي *
max

Q
t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  .نيمم خواهد شد  ميV مقدار 

  
  . باشد250kgرو، اگر نيروي برشي مجاز هر ميخ  در تيري با مقطع روبه) مثال  

  تواند باشد؟ ها چقدر مي حداكثر فاصله بين ميخ
  كند اي را تحمل ميQگونه مسائل ابتدا بايد تشخيص داد، هر ميخ چه  در اين   حل

  )يا پيچ(، مقدار فاصله مجاز ميخ (q) و از روي آن شاربرشي Qسپس با محاسبه 
   .كند را تحمل مي) يا پاييني( الوار بالايي Qدر اين مسأله هر ميخ بايد نصف : آيد به دست مي

  
  
  
  
  
  
  

( )
Q cm

I cm

VQq t kg / cm
I

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ = + × + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= × − × =

×
⇒ = τ = =

3

3 3 4

20 32 44 2522 2 2
1 28 40 20 32 947202

1500 252 494720

 

q⇒ × ها فاصله مجاز ميخ    allF= ⇒ ها فاصله مجاز ميخ    / cm= =
250 62 54  



  

 

 1 صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور  ج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي      بسي

  مقاومت مصالح/ عمران

 

1  

p pp p p

k = 2 k =1k /= 5�k /= 7�k =1

  

  

  

  

  

  
  

  

  : كمانش-ها ناپايداري سازه
تواند باري را تحمـل كنـد     باربري خود را از دست داده و عملاً ديگر نمي  ، اگر بار از حدي بيشتر شود، عضو       )ها  مثل ستون (در اعضاي فشاري    

  .گويند  ميPcrبه اين بار حدي بار بحراني يا 

cr  :  هاي ارتجاعي برابر است با    اني در ستونرحبار ب
EI

P
(kl)

π=
2

2
  

 اشكال زير را    .گاهي دو سر عضو      ضريب طول موثر است كه تابعي است از شرايط تكيه          k  طول عضو و   l صلبيت خمشي،    EIكه در اين رابطه     

  )باشند  مي EI و صلبيت lها داراي طول  همه ميله: (حتماً به خاطر بسپاريد

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 عددي كـوچكتر و در نتيجـه بـار بحرانـي         kهر چه دو سر ستون نسبت به حركت جانبي مقيدتر باشند،            شود كه،     با توجه به اشكال فهميده مي     

  .باشند  كمترين و ستون دو سر گيردار بيشترين بار بحراني را دارا ميهاي موجود، ستون طره در وضعيت. ودستون عددي بزرگتر خواهد ب

klاگر نسبت 

r
 
 
 

  :توانيم نمايش دهيم ي عضو بناميم، تنش متناظر بار بحراني را به صورت زير مي را ضريب لاغر

)r :  شعاع ژيراسيون مقطع =I

A
 (  cr

cr
P EI E

A A(kl) kl
r

π πσ = = =
 
 
 

2 2

2 2
  

هندسـي مقطـع و   ، مشخـصات  (E)توان نتيجه گرفت  كه باربري يك عضو فشاري تابعي است از مشخصات مـادي                با توجه به موارد فوق مي     

(r,I) طول عضو ،(l) و شرايط تكيه گاهي دو سر عضو (k).  

به عنوان مثال مقاطع .  از مركز مقطع دورتر چيده شوند، مقطع داراي شعاع ژيراسيون بالاتر و باربري بيشتري خواهد بود       هرچه مصالح مقطع،   -

  )هاي مساوي البته با مساحت. (باشند ها مي  دايره و مستطيل، در ستونتري نسبت به مقاطع توپر مثل مقاطع به مراتب پر بازده ،لوله و قوطي

  

  

 مقاومت مصالح



  

 

 2 صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور  ج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي      بسي

  مقاومت مصالح/ عمران

 

2  

y

z

x

z

x

y

20 20

1

1

120

p

°45 °30?=
ℓ

m2

C

B

A

ABF
ACF

p

°45 °30

  

kg: بار بحراني ستون زير را به دست آوريد) مثال  
(l m , E )

cm
= = × 6

2
3 2 10  

  

  

  

  

  

  

  

  

  : با هم متفاوت استy و xهاي  شود شرايط انتهايي دو سر عضو در راستا طور كه در شكل ديده مي  همان  حل

2 =ky)   خمش در راستايy (  7/0 =kx)  خمش در راستاي محورx(  

( )x

y

x
cr x

x
cr cr

y
cr y

y

I cm

I ( ) cm

EI
(P ) / ton

(k l) ( / )
P min P / ton

EI
(P ) / ton

(k l) ( )

= × × + × =

= × − × =

 π π × × ×= = =
 ×= ⇒ =

π π × × ×= = =
×

3 3 4

3 3 4

2 2 6

2 2

2 2 6

2 2

1
2 1 20 20 1 1335

12

1
20 22 19 20 5080

12

2 10 1335
597 5

0 7 300

278 5

2 10 5080
278 5

2 300

 

  ). ثابت استEI: ( چقدر بايد باشدl ماكزيمم شود، طول Pبراي اين كه بار ) مثال  

  

  : داريمA از تعادل نيروها در گره   حل

  

  

x AB AC AC AB

y AB AC AB AC

F F F F F

F F F P F / P F / P

= → = ⇒ =

= → + = ⇒ = =

∑

∑

2 1
2

2 2

2 3
0 52 0 73

2 2

�

�

 

 هر دو با هـم شـروع بـه كمـانش        Pبا افزايش   ( بتواند اختيار كند بايد بار كمانش هر دو ميله يكسان باشد              ماكزيمم مقدار را   Pبراي اين كه بار     

  )كنند

AB cr AB

AC cr AC

EI EI
F (P ) / P P ( )

l ( / )l

EI EI
F (p ) / p P ( )

/( / )

EI EI
( ), ( ) l / m

// l

π π
⇒ = ⇒ = → =

π π= ⇒ = → =
×

π π
⇒ = ⇒ =

2 2

2 2

2 2

2

2 2

2

0 52 1

0 52

0 73 2
1 430 7 2

1 2 1 66
1 430 52
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  مقاومت مصالح/ عمران

 

3  

L

p

KK

2
ℓ

2
ℓ

p

∆
A

B

O F2

F1

t
r

t

a

  

)مقدار تغيير درجه حرارتي ): 81كنكور ارشد ) (مثال   T)∆ كه قادر است ستون دو سر مفصلي به طول Lساط حرارتي  و ضريب انب  

  αرا به حد كمانش برساند كدام است؟   

  

  

1 (EI

l

π

α

2

2
  2 (I

A L

π

α

2

2

2  3 (I

A L

π

α

2

2
  4 (I

A L

π

α

2

2
2

  

  : داريم∆Tبا افزايش درجه حرارت به ميزان . افتد و تنش مي سازه نامعين است و با افزايش درجه حرارت، در آن نيرو   حل

l l T∆ = α ∆ ⇒ ها المعل افقي تكيه گاه عكس   
l l T

R AE AE AE AE T
l l

∆ α ∆= ε = = = α∆   

cr
EI I

R R : AE T T
l A l

π π= α∆ = → ∆ =
α

2 2

2 2
. صحيح است3گزينه    

 
  ل چقدر است؟بار بحراني شكل مقاب): 74كنكور ارشد ) (مثال  

1 (kl  2 (kl5

4
  

3 (kl3

4
  4 (∞  

  

  

  :داشته باشد داريم) يا پايين( به سمت بالا ∆ جابجايي جانبي P بر اثر اعمال بار B اگر مطابق شكل، فرض كنيم، نقطه   حل

o

cr

F F k

l
M F (l) F P.

l kl
k l k . p p

= = ∆

 = ⇒ + = ∆ 
 

∆
⇒ ∆ + = ∆ ⇒ =

∑
1 2

1 2

2

2
5

2 2 4

�  

 اگـر بـار   گـردد ولـي   ي به حالت اول خود باز مي كمتر از اين مقدار باشد، سازه داراي تعادل پايدار بوده و پس از هر تغيير شكلpيعني اگر بار   

  . خواهد بود و سازه به حالت اول خود باز نخواهد گشتز مقدار فوق باشد تعادل ناپايداربيشتر ا

  

  )با ضخامت و مساحت مساوي(لوبست مقايسه دو مقطع لوله و قوطي در كمانش مط) مثال  

r
A rt at a

π
⇒ π = ⇒ =2 4

2
  لوله A = قوطي 

  

  

cr

cr

(P ) I r t r r
/

(P ) I rra t

π π π= = = = =
ππ   ×  

  

3 3 3

3 3 33
1 22

2 22
3 3 83 2  

  :هاي انرژي روش
  :در حالت كلي، انرژي كرنش در واحد حجم برابر است با
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  مقاومت مصالح/ عمران

 

4  

,EIℓA

ω

B

R
x

,EIℓ B

p

A

( )1

B

p

A ,EIℓ

EI
k

L
= 3

6

( )2

( )x y z x y x z y z xy xz yzU ( )
E G
 = σ + σ + σ − ν σ σ + σ σ + σ σ + τ + τ + τ  

2 2 2 2 2 21 1
2

2 2
 

  : قرار دارد عبارتست ازT و لنگر پيچشي V ي، نيروي برشM، لنگر خمشي N عضو دارد و تحت بار محوري n اي كه  انرژي، در سازه-

n
s s

i li li li li

f V dxN dx M dx T dx
U

EA EI GA GJ=

 
 = + + +
  

∑ ∫ ∫ ∫ ∫
22 2 2

1
2 2 2 2

 

نـيمم كـردن     مجهـول از مـي  گاهي، نوشته شود، مقـدار آن   تكيهمثلاً يك قيد(زه بر حسب يك مجهول  اگر انرژي سا  : قضيه حداقل كار   -

Xاي كه فقط خمش داريم، مقدار         به عنوان مثال در سازه    . آيد  ميه به دست    انرژي ساز  i)    از رابطـه  ) مجهـول مـسأله :
n

i

i li

M
M dx

X

EI=

 ∂
 ∂  =∑ ∫

1

� 

  .شود تعيين مي

  . انرژي كرنش اجسام صلب صفر است، چون هيچ گونه تغيير شكل كرنشي ندارند و فقط دوران و انتقال دارند-

  

  :به دست آوريد را Bگاه  العمل تكيه عكس) مثال  

  

  : فرض كنيم ولنگر را بر حسب آن بنويسيم، خواهيم داشتR را Bگاه  العمل تيكه  اگر عكس  حل

x
M(x) Rx

ω= −
2

2
 

  : طبق قضيه حداقل كار 
l l

xM Rx (x)dxM dx
l lR

R R l
EI EI

 ω∂   −
     ω∂     = → = ⇒ − = → = ω

 
 

∫ ∫

2

3 42 3

3 2 4 8
� �

� � �  

  

  : دو تير زير را با هم مقايسه نمائيديانرژي كرنش) مثال 
 
 
 
 
 
 
 

  ) سهم فنر"Pر و يت م سه'P(شود  و سختي فنر بينشان تقسيم مي) Bدر نقطه ( به نسبت سختي تير P نيروي  در تير دوم  حل

( )B
Pl P l

U P P.
EI EI

= ∆ = =
3 2 3

2

1

1 1

2 2 3 6
 ( )BU P' P"(= ∆ + ∆2

2

1 1

2 2
 2(فنر

EI
P EI P PlP ' P P P

EI EI EIk
l

p Pl
UP P p l

U
EIEI EI U

l

× ′ ′= = × = × = ⇒ =
++

    
           ⇒ = + = ⇒ =   
      

  
  

3

3

3
2 3

1
2

2

3

3

3 2

3 3 6 3 3

2

1 1 23 3
3

62 3 3 2 3 18

 
انرژي موجـود در    ) گاهي بيشتري داشته باشد     هاي تكيه   العمل  عكس(شود، هرچه سازه مقيدتر باشد        طور كه در مثال قبل هم مشاهده مي          همان -

  .) براي همه اعضاء يكسان استEI, l(به عنوان مثال ترتيب انرژي در تيرهاي زير را در نظر بگيريد . آن كمتر خواهد بود
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5  

U U



⇒ =




1
2

ω ω

K

ω ω

U4U3

U2

U1 � K ∞< < )(

P

BA

L

)فلا )

L L

P
BA

C

  

  

  

  

  

 Uمساوي  ) الف(خيره شده در شكل      ذ ياگر انرژي كرنش  . باشد   جنس تيرهاي زير يكسان مي     سطح مقطع و  ): 82كنكور ارشد   () مثال  

  چقدر است؟) ب(باشد انرژي كرنش شكل 

  

  

  

  

1 (U  2 (2U  3 (U

2
   4 (4U  

   حل

)الف(  : B
pl p l

U P( ) P
EI EI

 
 = ∆ = =
 
 

3 2 3
21 1

2 2 3 6
 

)ب(  : c
p( l) P l

U P( ) P
EI EI

 
 = ∆ = =
 
 

3 2 3
21 1 2

2 2 48 12
 

  . صحيح است3گزينه 


