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 ارائه کتابها ي جسيات رایگان مهىدسی عمران

 بهتریه ي برتریه مقالات ريز عمران

 اوجمه های تخصصی مهىدسی عمران

 فريشگاه تخصصی مهىدسی عمران



 

 

  تعالی ھبسم
  نیروھای برشی ولنگرھای خمشی: فصل اول

Àسازه ھای صفحھ ای  

ç معمولا براساس نوع تکیھ گاه توصیف میشوند>انواع تیرھا.  

  :از انواع تیرھا میتوان بھ موارد زیر اشاره کرد¬

  

  )تیردو سر ساده یا دو سر مفصل(تیر ساده .1

   

  تیرطره ای یا کنسولی.2

  

  

  آمدگی یا بالکن دارتیردارای پیش .3

  

Àانواع بارھا  

  

  بار متمرکز یا منفرد.1

  

  

  )دو نوع می باشد (بارگسترده.2

  

  یکنواخت

                      

  متغییر



 

 

  لنگر متمرکز.3

  

  

  لنگر گسترده.4

  

çمعادلھ ی سھ در مسا ئل صفحھ ای : عکس العمل تکیھ گاھھا اولین گام در تحلیل تیر می باشد
میتوان تمامی واکنش ھا ) دارای سھ مجھول باشد(اگر تیر بھ لحاظ تکیھ گاھی معین باشدتعادل داریم 

  .را از معا دلات تعادل محاسبھ نمود

= )سھ معادلھ فضایی(  0  →   ∑  

M∑ )سھ معادلھ فضایی( = 0  →      

  عکس العمل ھای تکیھ گاھھای زیر را بیابید؟:1-1مثال?

  0: − R L + P sinα(L − a) + P (L − B) +     = 0∑↶  

             
  = 0: R L − P sinα(a) −   . b − qc  L −    = 0 → R = (      )( ) +    +   (    ) ∑  

  = 0:   =      p. + (  )    −     +     ( −   )            ∑  

çنیروھای برشی ولنگرھای خمشی  

برای محاسبھ    ,تنش و تغییر شکل ھای داخلی در تیر ایجاد میشود " در اثر اعمال بارھای خارجی
   .ولنگرھای داخلی کھ در مقاطع تیراثرمی کنندرا بیابیمشکل ھا ابتدا باید نیروھا  تنش ھا وتغییر این



 

 

          

V=P & M=P(L-X)                                                 → 

  :قرداد علامت برای نیروی برشی ولنگر خمشی مثبت در تیرھا¬

نیروی برشی مثبت تمایل دارد جسم را در جھت حرکت عقربھ ھای ساعت بچرخاند و لنگر خمشی 
  . مثبت باعث کشش تارھای پایینی تیر میشود

                                                         

  .اند شکل یا فتھرتیعلائم تغییرشکل براساس چگونگی تغییرشکل ھای ایجاد شده در<ھتوج

  :قرار دارد مطلوب است    ولنگر متمرکز Pتحت اثر بار ABتیر ساده ی  :1-2مثال?

  

(a  نیروی برشیv  ولنگر خمشیM تیر  درمقطعی ازتیرکھ درفاصلھ بسیارکم ازسمت چپ وسط
− -    قرار دارد؟               =P -R  V=                                                                   

                                         −     M=          

    b.وسط تیر قرار دارد؟ در فاصلھ ی بسیار کم از سمت راست  

                        +     M=                               - −     V=             

  :1-3مثال?

بصورت آزاد می Aبصورت گیر دار و در نقطھ یBتیر طره ی نشان داده شده در شکل در تکیھ گاه 
  از لبھ آزاد تیر؟Xدر فاصلھ Mولنگر خمشیVنیروی برشی مطلوب است تعیین .باشد
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  .1- 4مثال?  

کھ در تمام طول    /  q=200در شکل مقابل تحت اثر بار گسترده یکنواخت  ABCتیر بالکن دار 
طول دھانھ .از تکیھ گاھسمت چپ قرار گرفتھ است 9ftدر فاصلھ  p=14kآن اثر می کند وبار منفرد 

را در مقطع  را در مقطع  Mو لنگر خمشی vنیروی برشی.می باشد 6ftو طول بالکن آن  24ftتیر 
D  15بھ فاصلھft ئید؟پ محاسبھ نمااز تکیھ گاه سمت چ  
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çنیروی برشی و لنگر خمشی,رابطھ ی بین بار:  

 ∑  (    )         ∶      .بار وقتی بھ سمت پایین باشد مثبت است و لنگر متمرکز خارجی وقتی مثبت است کھ مثلثاتی باشد

بار وارده در ھمان نقطھ با علامت تغییرات نیروی برشی در ھر نقطھ از تیر برابر است با شدت  
      = q-:         منفی یا مشتق نیروی برشی برابر است با بار وارده با علامت منفی 

اگر بارگسترده بر روی بخشی از تیر صفر باشد در اینصورت مقدار نیروی برشی در آن بخش از 
           = -   → q        =  0.                                          تیر ثابت است

اگر بارگسترده بر روی بخشی از تیرثابت باشد در اینصورت مقدار نیروی برشی در آن بخش از 
          = -    q →        =                      0 .بصورت خطی تغییر خواھد کردتیر

 -=v  )1-3ھمانند مثال(نیروی برشی درجھ دوم خواھد بود !اگر بار خطی باشد
       →   =       

  :بین دو مقطع عرضی مختلف از تیر داریم -

q → dv=- qx → ∫   =  − ∫     =   →  −   = − ∫         - =          

بار وارده بھ تیر در  اگر.تغییرات نیروی برشی بین دو مقطع برابر است با سطح زیر منحنی بار
  .منفی خواھد شد,مساحت زیر منحنی مثبت واگر بھ سمت بالا باشد ,جھت پایین باشد

زیر در صورت وجود بار  این معادلھ برای زمانی است کھ تیر تحت بار گسترده یا بدون بار باشد
 .متمرکز نمیتوان انتگرال گیری نمود

-M-q dx (
    ) − ( +   )  +  +   = 0  →       =     :∑M = درمقطع  0

  سمت چپ

تغییرات لنگر خمشی درھر نقطھ ازتیر برابر است با نیروی برشی در آن نقطھ یا مشتق لنگر خمشی 
  .برابر است با نیروی برشی



 

 

  )داریم1-3درمثال(معادلھ مقابل برای زمانی ست کھ تیر تحت بار گسترده یا بدون بار باشد-

M=-
       →      = −       =     

 :با انتگرال گیری بین دو مقطع داریم

 ∫ dM = ∫ V dX     →    − M = ∫ V dX                                                        

  .تغییرات لنگر خمشی بین دو مقطع برابراست با سطح زیر نمودار برش

  باشد نیز صادق است ولی زمانی کھ a,b  تی برای زمانی کھ بار متمرکز بیناین رابطھ ح

  .نمیتوان از این معادلھ استفاده نمود ,لنگر متمرکز بر تیر اثر کند a,bبین

çای متمرکزدر مورد بارھ  

  .می باشند  و  نیروی برشی و لنگر خمشی دارای افزایش معین 

  در نقطھ ای از تیرکھ بار متمرکز وارد شود یک تغییرناگھانی در نمودار نیروی برشی تیر رخ میدھد 
      :برابر است با اندازه ی بار متمرکزومقدار تغییر 

                                                       ∑ = 0 ∶   =       +     +     ↶                                                                        
از تیر کھ بار نیز بسیار کوچک بوده ودر نقطھ ای    دیفرانسیل بسیار کوچک است پس  dxچون 

  .متمر کز وارد می شود لنگر خمشی تغییر نخواھد کرد
  
çدر مورد لنگر متمرکز  
  

  .نیروی برشی تغییر نمی کند در نقطھ ی اعمال لنگر متمر کز
  ∑  = 0 →  v =0                                                                                              

               = −M   →    = 0+∑ = 0 ∶  −M + M − (V + V )dx + M↶   
مقدار تغییرات آن لنگر خمشی تیر بھ طور ناگھانی تغییر می کند و ,نقطھ ی اعمال  لنگرپس در 

  .برابر است با اندازه ی لنگر متمرکز
çنمودار نیروی برشی و لنگر خمشی  
  
  بار متمرکز-
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axدر فواصل  Lxaو  0>> ای روی تیر وجود ، چون بار گسترده>>

)0(ندارد =q  0پس=
dx
dv  و نمودار نیروی برشی ثابت است در زیر بار

در زیر بار متمرکز در نمودار . وجود دارد Pای بھ اندازة متمرکز پلھ
شود پس شیب نمودار لنگر نیز آید و چون علامت برش عوض میلنگر خمشی، شکستگی بوجود می

  .عوض خواھد شد

−0تا زیر بار متمرکز برابر است با  Aتغییرات لنگر از تکیھ گاه 
L

Pab  کھ ھمان سطح زیر نمودار

  باشد می برش

çبار گسترده:  

                                    
2
qlRR BA ==  

  : داریم xدر مقطعی بفاصلة 
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qباشد چرا کھ نمودار نیروی برشی بصورت خط راست می
dx
dv  qو  =−

  .مقدار ثابتی است

 در ھر نقطھ) مشتق لنگر(باشد شیب لنگرو متقارن می 2لنگر خمشی تیر بصورت سھمی درجھ 
  .برابر است با برش



 

 

=0ایست کھ شیب منحنی صفر شود نقطھ maxمحل لنگر  
dx

dM  کھ وسط تیر خواھد مقدار نیروی

  .برشی مساوی صفر است

  .باشدر میسطح زیر نمودار بار برابر تغییر برش و سطح زیر نمودار برش برابر تغییرات لنگ

  :تیر تحت اثر چند بار متمرکز

گیرد، مقطع در نظر برای ھر قسمت از تیر کھ بین بارھای وارده قرار می
  :خواھیم گرفت
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 :با استفاده از نمودار جسم آزاد سمت راست تیر
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 :جسم آزاد سمت راست تیربا استفاده از نمودار 




−=

−−−==
<<

)(
: 321

3 xLRM
PPPRRV

Lxa
B

AB  

زیرا دو بار . باشداست پس نیروی برش در ھر قسمت از تیر ثابت می q=0بعلت اینکھ روی تیر 
  .کندی بھ اندازة آن بار تغییر میمتمرکز، نیروی برش

چون در این نقطھ مشتق چپ و  زیر بار متمرکز در دیاگرام لنگر خمشی یک شکستگی خواھیم داشت
برابر نیستند پس شیب منحنی لنگر . راست لنگر کھ ھمان نیروی برشی در طرفین بار متمرکز است

در این نقطھ تغییر خواھد کرد در تیرھای تحت اثر بارھای متمرکز، حداکثر لنگر خمشی در زیر 
ھ منفی در یکی از این نقاط اتفاق دھد چون تغییر شیب لنگر از مثبت بیکی از بارھیا متمرکز رخ می

  .درواقع در نقطھ ای کھ علامت نیروی برشی عوض شود. افتدمی

  .1-5مثال?

در بخشی از دھا نھ خود تحت اثر یک بار گسترده ثابت با شدت ABتیر ساده 
qنمودار نیروی برشی و لنگر خمشی را برای این تیر ترسیم نمایید.قرارگرفتھ است.  

ton
ABBA RtonRRM 2423404236:0 =−×=→=⇒=××−×=Σ  



 

 

  





=
=

<<
xM
tonV

x
2

2
30  







−
−=

−
×−−=

+−=−−=
<<

2
)3(32

2
)3()3(32

113)3(32
3 2xxxxxM

xxV
sx  





−=
−=

<<
)6(4

4
65

xM
V

x  

  

  

منحنی لنگر پیوستھ است چون در این نقاط تغییر ناگھانی در نیروھای برشی وجود  Dو  Cدر نقاط 
  .ندارد

  رسدمقدار خود می maxدر نقطة برش مساوی صفر، لنگر خمشی بھ 

mxx 66.30113 =→=+−  

mxبا قرار دادن    :در معادلة لنگر داریم =66.3

mtM .66.6
2

)366.3(366.32max =−−×=  

  :توانیم سطح زیر نمودار برش را حساب کنیممی

mt.66.6
2

66.0232 =
×

−+×  

  .1-6مثال?

  ترسیم نمودار برش و خمش برای تیر مقابل؟

  

PLMPP: ھاعکس العمل AA −== ,               V 
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  .1- 7مثال?

قرار گرفتھ است نمودار نیروی برشی و لنگر q تحت اثر بار گسترده ی یکنواختABتیر طره ی 
 . خمشی تیر را رسم نمایید
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استفاده از نمودارھای جسم توان بجای برای بدست آوردن مقادیر نیروی برشی و لنگر خمشی می

  .آزاد از روابط بین برش و بار و برش و خمش انتگرال گیری نمود

                                                            qdxdvq
dx
dv xx
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  1- 8مثال?

تحت اثر بار  ABاین تیردر دھانھ ی.بصورت بالکن میباشدABکھ در قسمت ABCتیر بالکن دار 
 تحت اثر یک گشتاور بھ مقدار BC و در وسط دھانھ q=1KN/mگسترده ای بھ شدت

   =   نمدار نیروی برشی.درجھت خلاف حرکت عقربھ ھای ساعت قرار گرفتھ است /  12

  . و لنگر خمشی تیر را رسم نمایید
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 max  نیروی برشی در سمت چپ تکیھ گاهB افتداتفاق می.  

  : سطح زیر نمودار برش

                           
2825.18
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دھد و یا لنگر افتد کھ نیروی برشی تغییر علامت میلنگر خمشی در نقاطی اتفاق می maxمقادیر 
  .شودمتمرکزی بر تیر اعمال می

 .تمرین◄

  برای تیرھای مقابل؟و لنگر ھای برشمطلوبست رسم دیاگرام

  

  

  کشش، فشار و برش: فصل دوم
ç تنش و کرنش عمودی:  

ترین شکل خود با از مفاھیم بنیادی در مکانیک جامدات ھستند، اینرو مفھوم را میتوان در ابتدائی
  بررسی یک میلة منشوری تحت بارھای محوری نشان داد

  .ای مستقیم است کھ سطح مقطع آن در سراسر طولش یکسان استمنشوری، یک عضو سازهمیلة 

آن محور عضو است و باعث ایجاد ) امتداد(میلھ تحت اثر یک نیروی محوری قرار داد کھ محل 
  ...گردد،مانند عضورھای فرپایی، ستونھای ساختمانھا و کشش یا فشار در میلھ می

با صرف نظر از نیروی وزن (گیریم بعنوان جسم آزاد در نظر می ایی تحت کشش راپریک میلة خ
  ):میلھ

  :وضعیت میلھ قبل از بارگذاری

 :وضعیت میلھ پس از بارگذاری

  



 

 

برش دھیم و نمودار جسم آزاد ) عمود بر محور طول میلھ( mnاگر میلھ را در مقطع 
 :سمت چپ میلھ را در نظر بگیریم

 

عبارتست از یک نیرو کھ بطور پیوستھ بر روی مقطع  mnتأثیر بخش سمت راست روی مقطع 
 .عرضی توزیع شده است

 )گویندمقطع عمود بر محور طولی میلھ را مقطع عرضی می(

ھای برآیند این تنش)  (نامندشدت این نیرو، یعنی نیرو بر واحد سطح را تنش می

           = :خواھد بود پس خواھیم داشت Pگستردة پیوستھ ھمان نیروی 
 .نامندھای عمودی میکنند را تنشھایی را کھ در امتداد عمود بر سطح برش عمل میتنش

 تواند کشش یا فشاری باشدتنش عمودی می

 )منفی =مثبت و فشاری  =کششی :ھای عمودیتنش (

 :SI & USCSواحدھای تنش در سیستم ھای ←

MPaPa
SystemalIntrnationIIII

SIcm
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m
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این  . تنھا زمانی معتبر است کھ توزیع تنش بر روی مقطع عرضی میلھ یکنواخت باشد    =معادلة–

اگر نیرو . پیوندد کھ نیرو در مرکز ھندسی سطح مقطع عرضی اعمال شودنیز زمانی بھ واقعیت می
 .خواھد شددر مرکز ھندسی مقطع اعمال نشود میلھ دچار خمش نیز 

  :تمرکز تنش

دور )محل اعمال نیرو(حالت یکنواخت توزیع تنش زمانی است کھ بھ اندازه کافی از دو انتھای میلھ
  . شویم

  .تمرکز تنش در انتھای میلھ، بستگی بھ چگونگی انتقال نیرو بھ میلھ دارد



 

 

 

  بادور شدن از محل اعمال نیرو     →                                  

توان زمانی کھ بھ اندازة بزرگترین بعد مقطع عرض میلھ از محل تمرکز تنش دور شدیم، عمل می در
  .توزیع تنش را یکنواخت در نظر گرفت

 :کرنش عمودی 

L
δε  )تغییر طول نسبی یا کرنش عمودی( =

  

  .داشت اگر میلھ در کشش باشد، کرنش از نوع کششی و رد فشار کرنش فشاری خواھیم

 .کرنش یک کمیت بی بعد است

و      =معادلات
L
δε  را میتوان برای ھر ماده و ھر نیرو مورد استفاده قرار داد و تنھا شرط =

  :اصلی اینست کھ تغییر شکل میلھ در سراسر حجم آن یکنواخت باشد و این امر مستلزم آنست کھ

 .میلھ منشوری باشد) 1

 .د مرکز ھندسی مقطع وارد شوندنیروھا ر) 2

 )خواص ماده در ھمھ نقاط آن یکسان باشد(جسم ھمگن باشد ) 3

 .در این حالت تنش و کرنش را تک محوری گویند

ç خط اثر نیروھای محوری برای توزیع تنش یکنواخت: 

کھ باشد خواھیم ثابت کنیم کھ تنش عمودی زمانی دراای توزیع یکنواخت روی مقطع عرضی میمی
خط اثر نیروھای محوری از مرکز ھندسی مقطع عرضی میلھ عبور 

  .کند

را در  Pیک میلة منشوری با سطح مقطع دلخواه تحت نیروی محوری 
 Pمحل تلاقی خط اثر نیروی محوری  1Pکنیم فرض می. گیریمنظر می



 

 

: با مقطع عرض باشد
y
x

P1  

  :حول محورھای مختصات عبارتند از Pلنگرھای نیروی 

xPMyyPMx −== ,  

=   :آوریمھای توزیعی را بدست میحال لنگر تنش ∫σ dA y = ∫ σ dA y                                                                                = ∫−  σ dA x = − ∫σ dA x                                                            

 :این لنگرھا ایجاد شده با ھم برابرند
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 )  (  = توان آنرا از انتگرال خارج نمودبطور یکنواخت توزیع شده، می حال با فرض اینکھ تنش
  p ̅ =   ∫    →  ̅ = ∫                                P  =   ∫    →   = ∫     

 .کنندایندو معادلھ نیز ھمان معادلاتی ھستند کھ مختصات مرکز ھندسی یک سطح را بیان می

برای اینکھ توزیع تنش کشش یا فشاری در میلة منشوری، یکنواخت باشد، نیروی : پس نتیجھ اینکھ
 .محوری باید در مرکز ھندسی مقطع وارد شود

 2-1مثال?

  یک تیرکوتاه از میلھ ی آلومینیومی با مقطع گرد تو خالی ساختھ شده و تحت اثر نیروی فشاری 

54kips طول تیر.قرار داردin 40 وقطرھای خارجی وداخلی آن بھ ترتیب عبارتند از:    = =   و   3.6 تنش و کرنش .کوتاه می شود in 0.022طول تیر بر اثر فشار بھ مقدار.   5
  )از وزن تیر صرف نظرشود.(ر را محاسبھ کنیدتیفشاری در 

A=
  (   −    ) =   (5 − 3.6 ) = 4.46     



 

 

=  =                  = 5710.6      
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 2-2مثال?

دریک چاه آویزان است و یک ظرف از مواد معدنی بھ  dو قطر Lیک میلھ ی فولادی بھ طول 
حداکثر در میلھ     σرابطھ ای برای محاسبھ تنش (a) رادر انتھای پایینی خود نگھ می دارد wوزن

 .پیدا کنید کھ وزن خود میلھ نیز در آن محسوب شده باشد

                                          0max wwF +=  

             L
A
w

A
AL

A
w

A
ww

A
F ℘+=℘+=+== 0max

maxα 

.b تنش حداکثررابرای w=1.5kN,d=8mm,L=40mmمحاسبھ کنید.  
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çنمودار تنش ـ کرنش: 

شود ولی اگر رد ھر در محاسبة کرنش نیز اگر از طول اولیھ استفاده کنیم، کرنش اسمی حاصل می
مرحلھ از بارگذاری را ملاک قرار دھیم، کرنش حقیقی بدست « بارگذاری طول در ابتدای امرحلھ از 

کند نمودار تنش ـ کرنش یک مشخصھ از در کارھای مھندسی تنش و کرنش اسمی کفایت می. آیدمی
باشد و حاوی اطلاعات مھمی در مورد خواص مکانیکی و نوع رفتار ماده مادة مورد آزمایش می

فولاد نرم یا کم کربن، (برای فولاد ساختمانی  .(باشدمی
%0.2(( 

رابطھ تنش و کرنش خطی است و : Aتا  0از نقطة 
 )نسبت آنھا ھمواره ثابت است(متناسب نیز ھست 



 

 

2100~23500تناسب برای فولاد کم کربن حدود حد cm
kgفولادھای پر کربن اما برای . باشد- می

25500ممکن است  cm
kg و بیشتر باشد.  

  (E)نامند را مدول الاستیتھ یا ضریب ارتجاعی فولاد می oAشیب خط 

E=tgα=
 →      ℇ→واحد← بی بعدE نیزھمانند واحد تنش است.  

-بعد از حد تناسب بھ ازاء ھر افزایش کوچک در مقدار تنش، کرنش با سرعت بیشتری افزایش می
تنش (آید منحنی بصورت خط افقی در می Bدر نقطة . یابدمییابد، در نتیجھ شیب مخفی مرتباً کاھش 

ای در مقدار کرنش بدون افزایش قابل ملاحظھ در مقدار نیرو، افزایش قابل ملاحظھ Cتا  Bاز ). تسلیم
  .دھدبرابر ناحیة تغییر شکل می 15تا  10در محدودة تسلیم، فولاد ) تسلیم فولاد. (شودایجاد می

و افزایش طول نمونھ ) ناحیھ کرنش سختی(شود دوبارة فولاد آغاز می سخت شدگی Cدر نقطة 
بھ حداکثر مقدار خود  Dمستلزم افزایش نیروست و نمودار دارای شیب مثبت خواھد بود تا در نقطة 

 Eاز این پس، کشش بیشتر میلھ با کاھش نیرو ھمراه خواھد شد و در نقطة ) تنش نھایی فولاد(برسد 
  .گسیختھ خواھد شد

ç در اثر کشش فولاد، انقباض جانبی در نمونھ نیز رخ
  .دھدمی

بسیار  Cکاھش مساحت مقطع در اثر این انقباض تا نقطة 
کند و در شروع بھ افزایش می Cکوچک است ولی از نقطة 

- نزدیکی تنش نھایی، کاھش مساحت میلھ قابل رویت می
  .شود

نمونھ برای محاسبھ تنش استفاده کنیم، اگر از مساحت واقعی مقطع عرض در قسمت گلویی شدة 
پس برگشت نیرو بدلیل کاھش مساحت . آیدبدست می) بھ شکل خط چین(منحنی تنش ـ کرنش حقیقی 

ھای کمتر از شود کھ در تنشھا طوری طراحی میاست نھ افت مقاومت فولاد از آنجا کھ اکثر سازه
ای آن مساحت اولیھ مقطع نمونھ و بدست کھ مبن OABCDEحد تناسب کار کنند، منحنی تنش ـ کرنش 

  .آوردن آن آسان است، در طراحی مھندسی کافی خواھد بود

çمانند بتن، . شوندبندی میشوند بعنوان ترد دستھھای نسبتاً کم گسیختھ میموادی کھ در کرنش
گسیختھ مواد ترد غالباً پس از حد تناسب تنھا با تحمل مقدار کمی افزایش طول ... سنگ، شیشھ و 

  .شوندمی



 

 

  .کنندفولادھای پر کربن دارای تنش نھایی بسیار بالا ھستند ولی بصورت ترد عمل می

  :کرنش یک ماده ترد- نمودارتنش

  

  

  

  

ç یانس موم(، پلاستیتھ )کشانی(الاستیتھ:(  

خواھیم ببینیم در جریان باربرداری از ماده چھ میدر نمودار مقابل 
  :اتفاقی خواھد افتاد 

این . مسیر بارگذاری و باربرداری دقیقاً برھم منطبقند Aنقطة  یبرا
ماده در جریان باربرداری بھ « نموجب آبھ   خاصیت ماده را کھ

گردد را الاستیتھ و خود ماده را الاستیک یا ابعاد اولیة خود بر می
نامند برای الاستیک بودن یک ماده لازم نیست کھ ارتجاعی می

وبار  برسیم Bباشد اگر ماده تحت بار بیشتری قرار داده و بھ نقطة  منحنی تنش ـ کرنش خطی
  .بر می گردد کھ موازی با مماس بر منحنی در مبدا میباشد BCمنحنیروی خط  ,برداری کنیم 

تغییر شکل (کاملاً برداشتھ شده است اما یک کرنش باقیمانده یا کرنش پسماند  بار  Cدر نقطھ ی 
 (oD)از کل کرنش ایجاد شده ). پسماند دائمی یا کرنش دائمی(انده است در ماده باقی م) ماندگار
ماده را در این . ماندبصورت دائمی باقی می ocگردد و کرنش بصورت ارتجاعی بر می CDکرنش 

  . نامندرا حد ارتجاعی ماده می Eنقطة . نامندحالت الاستو ـ پلاستیک می

  .باشدتر از حد تناسب میحد ارتجاعی معمولا برابر و یا اندکی بیش

گردد ویژگی یک ماده را کھ بھ موجب آن بعد از حد ارتجاعی دچار تغییر شکل غیر ارتجاعی می -
  گویندرا پلاستیتھ یا مومسانی می

روی  Bحرکت کرده و از نقطة  CBدوباره بارگذاری کنیم منحنی روی خط راست  cاگر از نقطة 
توان فرض کرد کھ یک منحنی تنش ـ کرنش بارگذاری دوم میپس در . گیردمنحنی اولیھ قرار می

) Eنقطة (است کھ تنش آن بیشتر از حد ارتجاعی اولیھ  Bو حد تناسب اکنون در نقطة  cداریم با مبدأ 
پس با کشیدن یک ماده نظیر فولاد تا داخل محدودة غیر ارتجاعی یا پلاستیک، خواص ماده . باشدمی



 

 

-رود ولی نرمی کاھش مییابد و حد تناسب بالا میاحیة ارتجاعی گسترش میاز جملھ ن. کندتغییر می
  .شده است) Fتا  Eکمتز از مقدار اولیھ ) Fتا  Bاز (یابد زیرا مقدار تسلیم 

çخزش:  

ھای دیگری در گیرند، کرنشبرخی مواد ھنگامیکھ برای مدت طولانی تحت اثر یک نیرو قرار می
  .گویند ماده دچار فرنش شده استحالت میشود کھ در این آنھا ایجاد می

در میلھ ایجاد شده است بعد از زمان  0δ، افزایش طول 0tدر اثر بارگذاری تدریجی در بازة زمانی 

0t بار ثابت است ولی ممکن است میلھ بتدریج افزایش طول دھد.  

 

 

 

ایم این کشش بین دو تکیھ گاه ثابت کرده) با تنش    (مثال دوم، سیمی را تحت کشش اولیھ بعنوان 
گاھھا، تنش در سیم ، با وجود ثابت بودن تکیھ0tانجام شده است پس از زمان  0tاولیھ در زمان 

 )Yelaxationا سازی یا رھ(یابد تا بھ مقدار ثابتی برسد بتدریج کاھش می

 

 

  

ç قانون ھوک:  

ھنگامی کھ ماده دارای رفتار ارتجاعی است و بین تنش و کرنش یک رابطة خطی برقرار است 
  محوری کرنش: ℇ) / ضریب الاستیسیتھ,مدول یانگ(مدول ارتجاعی  E.ℇ                           :E= :بین تنش و کرنش رابطة زیر برقرار است) خطی ارتجاعی(

MPa  2یا
6

2
6 1021.0101.2 mm

N
cm

kgE   فولاد =×=×

ç نسبت پواسون:  

  .ترکیبات و خواص ارتجاعی در تمام نقاط جسم یکسان است: جسم ھمگن



 

 

یکسان باشد ..) محوری، جانبی و (جسمی است کھ خواص آن در ھمة جھات : جسم ایزوتروپیک
  )مثل فولاد(

 . ھای مختلف متفاوت باشندکھ خواص آن در جھت جسمی است: جسم غیر ازوتروپیک

  }تختھ، چوب) دارای الیاف یک جھتی(مثل پارچھ{

ه در سراسر ماده یکسان و در سایر امتدادھای ژماده در یک امتداد وی صخوا: جسم اورتروپیک
  )مثل بتن مسلح. (عمود بر این امتداد نیز یکسان ولی مقدارش متفاوت از خواص اولی است

ç  آزمایش کشش میلة فولادیدر:  

برای مادة ارتجاعی خطی، کرنش جانبی در ھر . افزایش طول ھمراه با انقباض جانبی خواھد بود
ھای جانبی در سراسر طول میلھ یکسان باشند بریا آنکھ کرنش. نقطھ متناسب با کرنش محوری است

  :باشد شرایط زیر برقرار باشند

  .ابت باشدنیروی محوری در تمام طول میلھ ث -1

  .ماده ھمگن باشد -2

  .ماده ایزوتروپیک یا اورتوتروپیک باشد -3

εε
ε
ε vV −=′→

′
−=−=  

  )بدلیل کاھش عرض میلھ(در میلة تحت کشش، کرنش محوری مثبت و و کرنش جانبی منفی است 

  .در فشار نیز کرنش محوری منفی و کرنش جانبی مثبت است

  .پواسون ھمواره مقداریست مثبتپس ضریب 

35.025.0: برای اکثر فلزات و بسیاری از مواد دیگر  <<V  

2.01.0: برای بتن << V  

  .کننددر اکثر موارد نسبت پواسون را در کشش و فشار یکسان فرض می

مثلاً در فولاد اگر دچار تسلیم شود نسبت . کندھای بزرگ، نسبت پواسون تغییر میدر محدودة کرنش
لذا این نسبت تنھا در محدودة تغییر شکلھای ارتجاعی خطی ثابت . یابدافزایش می 0.5پواسون بھ 

  .ماندباقی می

کرنش جانبی 
 کرنش محوری



 

 

ç تغییر حجم:  

=    :داریم xدر امتداد محور   . ℇ                                          

                                x :a.ℇافزایش طول در امتداد 

xbvybکاھش طول در امتداد  εε −=                            :  y 

z        zz :کاھش طول در امتداد cvc εε −=                         

))()(( zxx cvcbvbaav εεε −−+= 

 :دھیمنمایش می εرا با  xεاز این پس برای سادگی 

)1)(1)(1( xxx vvabcv εεε −−+= 

)21)(1( 22
0 εεε vvvv −++= 

)21()2)21( 0
2

0 εεεεε vVVvvvv −+=⇒−+−= 

)2(0 εε vVVVV   تغییر حجم ← ∆=−=−

)21()21(
0

V
E

V
V
V

e V −=−=
∆

== εε←  تغییر حجم نسبی)e :انبساط حجمی(  

 .صادق است) کشش و فشار(محوری معادلھ برای حالت تنش تک  این
]5.00[5.00210 <<<⇒>−→>→ VVVVεدر حالت کشش 

)21( vyy xxxxv −=−+= εεεεε→zyxv εεεε  در حالت کلی: =++

 2-3مثال?

=  قطر خارجی  4ftیک لولھ فولادی بھ طول  =  وقطز داخلی    6 4.5in  تحت اثر نیروی
برای  v=0.3ونسبت پواسون E=30000KSiمدول ارتجاعی ماده .قرار داردp=140kمحوری فشاری 

  .کمیت ھای زیر را برای لولھ حساب کنید.ان میباشد

(aکاھش طول؟ (bکرنش جانبی؟ (c افزایش در قطر خارجی وقطر داخلی وافزایش ضخامت جداره
  انبساط حجمی؟f)افزایش درحجم ماده؟ e)لولھ؟



 

 

ç تنش و کرنش برشی:  

  ھایی را کھ مماس بر سطح ماده عمل تنش. ردندگعمودی در امتداد عمود بر سطح میھای تنش

  .نامیممی یکنند، تنش برشمی

  

ھای لھیدگی پیچیده است و لذا برای سادگی توزیع آنھا توزیع تنش
  .کنیمرا یکنواخت فرض می

  

  :داریم mnبا برش پیچ در مقطع 

V  کندمماس بر مقطع عرضی عمل می(نیروی برشی مقطع است(  

 

توزیع تنش برشی روی مقطع بدرستی معلوم نیست ولی مقدار آن در مجاورت مرکز حداکثر و رد 
 تنش برشی متوسط  →ح=    .باشدنقاط کناری صفر می

çاتصال تحت برش منفرد: 

  )Pqو  mnدو صفحة برش داریم، . (در اتصال فوق، پیچ تحت اثر برش دوگانھ قرار دارد

 

ç ھای برشی روی صفحات متعامدبرابری تنش:  

 .گیرمیک جزء حجم از ماده را بصورت مکعب مستطیل در نظر می

کنیم کھ تنش برشی یکنواختی بر روی وجھ فوقانی مکعب گسترده فرض می
  حab.: شده است نیروی حاصل برابر است با

، باید نیرویی در خلاف جھت روی سطح پایینی مکعب اثر کند و xبرای برقراری تعادل در جھت 
  ح:چون مساحت ھر دو وجھ برابرند پس تنش اعمال شده روی وجھ تحتانی نیز برابر است با



 

 

 حa.b.c.کنند کھ مقدار آن برابر است با می  yایجاد یک گشتاور حول محور  حab.حال ایندو نیروی 
 برابر با برای حفظ تعادل قطعھ، باید لنگری  

 .و در خلاف جھت بھ قطعھ اعمال شود

. حنیروی حاصل برابر است با ,فرض کنیم  ح   را برابر با bcاگر تنش برشی روی وجھ      

  .را خواھیم داشت و بھ سمت پایین  حدر وجھ دیگر ھم   zتعادل جھت  حفظ کھ برای

. ح :این دو نیروی لنگری ایجاد می کنند برابر با   .         

 

abc=ح .   .      → ح       =                                                         ح  

çنتیجھ اینکھ:  

موازی یک جزء از لحاظ مقدار مساوی و از لحاظ جھت، مخالف ی برشی بر روی وجوه اھتنش) 
   .یکدیگرند

-ھای برشی بر روی وجوه متعامد از لحاظ مقدار برابر ولی بھ لحاظ جھت، بھم نزدیک میتنش) 2
  .شوندشوند و یا از ھم دور می

  .نامنداین حالت را برش خالص می

  :کرنش برشی

در عوض قطعھ را . ندارند zو  yو  xھای برشی تمایلی بھ کاھش یا افزایش طول در امتدادھای تنش
در . دھند کھ از حالت مکعب مستطیل بصورت یک متوازی السطوح در آیدطوری تغییر شکل می

  .گردندواقع باعث تغییر زاویھ بین وجوه جانبی می

→−℘                                      گویند اینگونھ تغییر شکل را اعوجاج می 22
ππ  

→+℘          کھ وسیلة سنجش اعوجاج است، کرنش برشی نام دارد  ℘زاویة  22
ππ  

çقرار داد علامت مثبت:  

مثبت و وجوه وجوھی را کھ عمود خارج شده از آنھا در امتداد مثبت یکی از محورھا باشد، وجوه 
  .گوییممقابل آنھا را وجوه منفی می



 

 

بر روی یک وجھ مثبت، تنش برشی وقتی مثبت است کھ در امتداد مثبت یکی از محورھای 
  .مختصات باشد

بر روی یک وجھ منفی، تنش برشی وقتی مثبت است کھ در امتداد منفی یکی از محورھای مختصات 
  .باشد

  اویة بین دو وجھ مثبت یا دو وجھ منفی کاھش یابدکرنش برشی در صورتی مثبت است کھ ز

  .ھای برشی مثبت ھمراه ھستندھای برشی مثبت ھمواره با کرنشلذا تنش

çقانون ھوک در برش:  

 درمثلاً در آزمایش پیچش یک لولة مدور توخالی کھ (اگر دیاگرام تنش ـ کرنش ماده را در برش کنیم 
باشند این نمودارھا از لحاظ شکل شبیھ نمودارھای آزمایش کششی می )شودآن برش خالص ایجاد می

  .ولی از لحاظ مقدار با ھم تفاوت دارند

  .خواص ماده در برش معمولاً از لحاظ مقدار در حدود نصف مقادیر آن در کشش ھستند

  .برابر تنش تسلیم در کشش است 0.5برش حدود  در برای مثال تنش تسلیم فولاد

از مواد، بخش اول نمودار تنش ـ کرنش برشی مانند حالت کشش، یک خط مستقیم است برای بسیاری 
  :گذرد در این ناحیة ارتجاعی خطی، قانون ھوک رد برش بدین صورت استکھ از مبدأ می

G)(  مدول ارتجاعی برشی )باشددارای واحد تنش می(     γ =G.ح 

=G                                :این رابطھ بعداً اثبات خواھد شد
  (   ) 

23
5.00 EGEv <<→<< 

 

çھای مجازنیروھا و تنش: 

-برای جلوگیری از گسیختگی سازه، ظرفیت تحمل بار سازه باید از نیروھایی کھ بھ آن اعمال می
 .بعبارت دیگر مقاومت واقعی سازه باید از مقاومت مورد نیاز بزرگتر باشد. گردند، بیشتر باشد

 S.F =
 مقاومت واقعی

مقاومت مورد نیاز
 >   ضریب ایمنی 1

çانواع گسیختگی سازه:  



 

 

  فرو رفتگی و شکست کامل.1

  تغییر شکلھای بزرگ.2

çدلایل اینکھ ضریب ایمنی باید بزرگتر از یک باشد :  

      آل نبودن مصالح ایده -2  دقت روشھای مدلسازی و تحلیل  -1

    )در بارھای دینامیکی(ستگی مصالح خآثار ناشی از  -4    بیدقتی در ساخت سازه  -3
   آثار ناشی از خوردگی شیمیایی مصالح -5

ھای فوق، ضریب ایمنی را باید براساس احتمالات تعیین نمود کھ اینکار توسط بھ سبب پیچیدگی -
  .آیندھا بوجود مینامھشود کھ در نتیجة آن آیینگروھھایی از مھندسین مجرب انجام می

موارد سعی بر آنست کھ ماده در محدودة تغییر شکلھای ارتجاعی خطی باقی بماند در بسیاری از  -
، در اینگونھ موارد، ضریب ایمنی نسبت بھ تسلیم سازه بیان )برای جلوگیری از تغییر شکلھای دائمی(

  :شود و با اعمال این ضریب ایمنی مقدار تنش در ھیچ نقطھ نباید از تنش مجاز بیشتر شودمی

تنش تسلیم
ضریب ایمنی

مجازσ ←    تنش مجاز=                                   =    .            

  :برای مثال تنش مجاز فولاد معمولی در کشش برابر است با   

)24006.0(
67.1

2400
1440

2
×= cm

kg
  

             نیروی مجاز= تنش مجاز × مساحت                                        

 

 

  .عضوھای کششی یا فشاری: فصل سوم

SKP) نیرو= سختی × تغییر شکل ( .=  

p) تغییر شکل= نرمی × نیرو (
k

.1=δ  

çدر مورد یک میلة منشوری: 



 

 

   = : با فرض اینکھ نیرو در مرکز ھندسی مقطع عرضی میلھ وارد شده داریم

: و در صورتی کھ میلھ از مصالح ھمگن ساختھ شده باشد
L
δε =  

  :کندکنیم کھ میلھ از  یک مادة ارتجاعی خطی ساختھ شده، لذا از قانون ھوک پیروی میفرض می

EA
PL

L
SE

A
PE =⇒=⇒= δε ..   

EA :صلبیت محوری  

احد یا سختی عبارت است از نیروی مورد نیاز برای ایجاد افزایش طول و
δ
P : 

     K=
                                                              

  .ھای تحت فشار نیز صادقندروابط فوق برای میلھ

  .تواند کشش تحمل کندتفاوت کھ کابل فقط می با ایندر مورد کابلھا نیز صادقند

  3-1مثال?

میشود تشکیل  نگھداری BDو CEکھ توسط دو میلھ ی عمودی  ABCفوق از یک تیرافقی  وسیلھ ی
درپی ثابت گردیده BD دو سر مفصل است اما انتھای تحتانی میلھ ی CEمیلھ ی .یافتھ است

بھ  CEو  BDمیلھ ھای  طول.است225mmبرابر Cتا  Bازو 450mmبرابر Bتا  Aفاصلھ ی .است
  .میباشد    520mو   1020mومساحت سطح مقطع آنھا بھ ترتیب  600mmو 480mmترتیب

صلب  ABCصورتی کھ تیردر .E=205GPaمدول ارتجاعی 
حداکثر ,باشد 1.0mmبرابر Aمکان نقطھ فرض شود و تغییر

  مجاز را بدست آورید؟بار 

  

  

  

  

  



 

 

  

  

  

  

  

  

  

çھای غیر یکنواختتغییر طول میلھ:  

طول میلھ ثابت نیست، تغییر طول میلھ را میتوان از جمع  در حالتی کھ نیروی محوری در سراسر
  .جبری تغییر طول قطعات میلھ بدست آورد

BDCCD PPPNPPN −+=+= 12 ,.   =      

EA
LN

EA
LN

EA
LN 33

3
22

2
11

1 ,, === δδδ  

  . در جمع جبری، افزایش طولھا را مثبت و کاھش طولھا را منفی منظور خواھیم کرد

                                                                                   ii

ii

AE
LN∑=δ

  
  :زمانی کھ میلھ بھ شکل مخروطی باشد

dx
xEA

N
xEA

Ndxd
L

)()( 0∫=→= δδ  

  

  :اگر خود نیروی محوری نیز در امتداد محور میلھ بطور پیوستھ تغییر کند

dx                         )مثلاً در اثر نیروی وزن( 
xEA
xNL

)(
)(

0∫=δ  



 

 

. σ=  روابط 
 L

δε لذا از رابطة فوق . ھای مخروطیھای منشوری صادق بود و نھ میلھبرای میلھ =

در صورتیکھ زاویة مخروط ) 20°تا  10°(زمانی میتوان استفاده کرد کھ زاویة مخروط کوچک باشد 
  .تری مورد نیاز خواھد بودباشد، روشھای تحلیلی دقیقبزرگ 

  3-2مثال?

=    :  در شکل مقابل با توجھ بھ 20in, L = 30in, A = 0.25in ,  = 0.16   ,E=29×10 ,a=28in,b=25in  

=  ورتی کھدرص 2250lb  و  = 5800lb  باشند تغییر مکان
  ).از وزن میلھ و تیر صرف نظر شود(را محاسبھ کنید Cنقطھ ی   عمودی

  

  

 

  

 

  

  

  

  

  

  

  3-3مثال?

توسط یک تکیھ  Bو اندکی مخروطی است در انتھای بودھ Lکھ دارای طول  ABمیلھ ی توپرمدور 
قطر میلھ در دو .قرار میگیرد Pتحت تاثیر نیروی کششی  Aگاه نگھ داری میشود ودر انتھای آزاد 

  پیدا کنید؟ Pافزایش طول میلھ را بر اثر بار .میباشد   و  بھ ترتیب  BوAانتھای 



 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

   

  

      

 

  

 

  

 

                                                                                                             

                      

  

çھای بطور استاتیکی نامعینسازه:  

در حالتی کھ تعداد مجھولات مسالھ بیشتر از تعداد معادلات است باید از معادلات تعادل 
  .باشند، استفاده نموداضافی کھ مربوط بھ تغییر مکانھای سازه می



 

 

دو عکس العمل تکیھ گاه داریم و یک . بین دو تکیھ گاه صلب متصل گردیده است ABمیلة منشوری 
  :معادلة تعادل قائم

0=−+ PRR BA  

این میلھ تحت نیروھای وارده تغییر طول خواھد داد . گیریممیلھ را بصورت دو سر آزاد در نظر می
گاھی کند کھ تغییر طول میلھ باید با شرایط تکیھاین معادلھ بیان می. باید برابر صفر شود    کھ این 

  .نامندسازگار باشد لذا آنرا معادلة سازگاری می

EA
bR

EA
aR B

BC
A

AC
−== δδ ,.  

bRaR     ←   معادلھ ی سازگاری
EA

bR
EA

aR
BA

BA
BCACAB ..0..0 =⇒=−⇒=+= δδδ  

  :آیداز حل ھمزمان معادلة سازگاری و معادلة تعادل، دو مجھول مسألھ بدست می

L
aPR

L
bPRP

b
abRP

b
aRRPRR BAA

A
ABA

..)(. ==⇒=+⇒=+→=+  

بعنوان . ھای نیرویی و تغییر مکانی را میتوان تعیین نمودھا، دیگر کمیتالعملبا مشخص شدن عکس
  :برابر است با Cمثال تغییر مکان عمودی نقطة 

EAL
baP

EA
aRA

ACC
... === δδ  

معادلات تحلیل . باشدتحلیل ھر سازة نامعین شامل تشکیل و حل معادلات تعادل و سازگاری می -
ھا و معادلات سازگاری العملل از قبیل عکسرابطة بین نیروھای وارده بھ سازه را با نیروھای مجھو
  .کنندگاھھا بیان میشرایط تغییر مکان را در برخی نقاط سازه از جملھ تکیھ

  3-4مثال?

در شکل مقابل یک استوانھ ی فولادی توپر در داخل یک لولھ ی مسی تو خالی قرار گرفتھ 
استوانھ ولولھ کھ بین دو صفحھ ی صلب قرار گرفتھ اند در یک دستگاه  آزمایش تحت اثر .است

   سطح مقطع استوانھ و لولھ بھ ترتیب .قرار می گیرندPفشاری نیروی 
 Lوطول ھر دو یکسان و برابر    و  ب مدول ارتجاعی آنھا بھ ترتی.  و

  :مطلوب است  تعیین.میباشد

(a نیروھای فشاریp  در لو لھ ی مسی؟   دراستوانھ ی فولادی و  



 

 

(b مربوط بھ آنھا؟   و  تنش ھای فشاری  

(c مجموعھ؟ کاھش طول  

  

 

 

 

     

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 

 

  3-5مثال?

. نگھ داشتھ شده است EFو  CDتوسط دو کابل  ABمیلة صلب 
  ؟CDو  EFھای نیروی میلھ

  

)2(0)3))2.(.0

)1(00

21

21

=−+⇒=Σ

=−++⇒=Σ

bPbPbPM

PRPPF

A

Ay  

دو معادلھ داریم با سھ مجھول، از سازگاری تغییر شکلھا 
  .کمک خواھیم گرفت

12
2

1 2
2

δδ
δ
δ =⇒=

b
b  

2

1

11

22

1

2

11

11

22

22 .22
L
L

AE
AE

P
P

AE
LP

AE
LP =⇒=  

گاھھا عکس العمل تکیھھا و حال سھ معادلھ و سھ مجھول داریم کھ از حل ھمزمان آنھا نیروھای میلھ
  .آیندبدست می

çتأثیرات حرارتی:  

، میلھ افزایش ∆Tدر اثر حرارت دادن میلھ بھ اندازة 
  :یابدطول می

TLST ∆= α  

TT ∆= αε  

  .دھندطول می شود و فقط اعضاء تغییرھای ایزواستاتیک، در اثر حرارت، تنش ایجاد نمیدر سازه

  

  

  .شود، با تغییر شکل یا بدون تغییر شکلھای ھیپراستاتیک، در اثر تنش ایجاد میدر سازه

    



 

 

  3-6مثال?

  ، تنش ایجاد شده در میلھ چقدر است؟∆Tدر سازة زیر در اثر حرارت 

  )میلھ از مصالح ارتجاعی و خطی ساختھ شده است(

-گاھھا مانع این امر ھستند، لذا عکسمیلھ تمایل بھ افزایش طول دارد ولی تکیھدر اثر افزایش دما، 
  .آیندبوجود می BRو  ARھای العمل

  :از معادلة تعادل قائم داریم

                                        = R   ⇒=−Σ↑ 0: ABy RRF  

  ABδ=0: براین اساس کھ تغییر طول کلی میلھ صفر است .معادلة سازگاری خواھد بودمعادلة بعدی، 

در حالت آزاد تغییر طول میلھ در اثر . داریمگاھھا را بر میبرای تعیین تغییر طول میلھ، یکی از تکیھ

LTT                        :حرارت برابر است با .∆= αδ  

  :بھ تنھایی بر میلھ وارد شود، میلھ کاھش طول خواھد داد ARو زمانی کھ عکس العمل 

EA
LRA

R =δ  

TEAR
EA

LRTL A
A

RTAB ∆×=⇒=∆⇒=−= .0 αδδδ  

  .چون افزایش دما داریم پس تنش ایجاد شده فشاری است

                                                                    TE
A

RA ∆== ασ :تنش حرارتی  

                                                             →∆== T
ET ασε  :کرنش حرارتی  

  .در این مسألھ کرنش محوری صفر است و در غیاب کرنش محوری، تنش محوری وجود دارد     

çھای موازینکتھ در مورد میلھ:  

2211 AEAE
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=δ  



 

 

2

22
2

1

11
1 ,

L
AEK

L
AEK ==  
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AEAEPP
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L +=→×
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L
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L
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L
AEKKKe 22112211
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  :اندقابل محاسبھ 2Pو  1Pرا محاسبھ نمود و پس از آن  δ، مقدار Keپس میتوان با محاسبة 

P
KK
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L
AEP ..
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=
+
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×== δ  

                                        P
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K
L
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== δ  

çریھای سدر مورد میلھ:  

PPP == 21  

21

21

21

111
KK

KKKe
KKKE +

=⇒+=  

212

2

1

1
21

111
KKKeKe

P
K
P

K
P +=⇒=+⇒=+ δδδ  

çتنش بر روی سطوح مایل:  

  .ھا را روی سطح مایل بررسی کنیمخواھیم وضعیت تنشمی

گیریم کھ عبارتست از امتداد مقطع مایل در نظر میابتدا روشی برای تعیین 
  .بر مقطع مایل Nو عمود ) MNعمود بر مقطع عمودی ( Xزاویة بین محور 

  :، نیروی افقی را در امتداد عمود بر مقطع و مماس بر مقطع تجزیھ کنیمPqاگر در مقطع مایل 

N : عمود بر مقطع مایل(نیروی عمودی(  

V : مقطع مایلمماس بر (نیروی برشی(  



 

 





=
=

θ
θ
linPV

Pen
  

ماسحت مقطع مایل نیز برابر است با 
θcos1

AA =  

و برشی بدست ) نرمال(ھای عمودی از تقسیم نیروھای عمودی و برشی بر مساحت مقطع مایل، تنش
  :آیندمی

  

  )بصورت کششی مثبت است یا ھم جھت با عمود بر مقطع(

  

                                              

  )وقتی مثبت است کھ تمایل بھ دوران مثلثاتی داشتھ باشد(

  


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σ
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σ
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σ
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دھند و چون از و برشی بر روی ھر صفحة مایل را نشان می) نرمال(ھای عمودی ایندو معادلھ تنش
ند، لذا برای ھر نوع مادة خطی یا غیر خطی و امعادلات تعادل استخراج شده و مستقل از نوع ماده

  .ارتجاعی یا غیر ارتجاعی صادقند

  .کنیم ھا از یک المان مکعبی بنام المان تنش استفاده میمعمولاً در بررسی تنش -

  :ھای برشی با ھم برابرند روی سطوح عمود بر ھم تنش

  

  

  



 

 

  :بھ شکل زیر است   , ح منحنی تغییرات

  

  

  

  
است و با    برابر θ=0تنش عمودی در 
=±°تنش نرمال کاھش یافتھ و در  θافزایش یا کاھش  90θتنش عمودی بر روی (رسد بھ صفر می

=±°و در ) مقاطع موازی با محور طولی میلھ صفر است 45θبر نصف مقدار  ، تنش عمودی
  )   ( رسدحداکثر خود می

=±°و  θ=0تنش برشی در  90θ  صفر است و در°±= 45θ اگر      رسدبھ حداکثر مقدار خود می

   :را در نظر بگیریم 45°یک المان با زاویة 

  

  

  

  .باشد ومثبتمی     ھر چھار وجھ برابرتنش عمودی نیز روی 

  .باشدمی     برابر رسیده و خود حداکثر مقداربھ  نیز روی ھر چھار وجھ تنش برشی

ھای فشاری و منفی خواھد بود و نیز جھت ھمة تنش   در حالتی کھ میلھ تحت فشار باشد، تنش -
  .ھای فوق خواھند بودموثر بر المان، عکس جھت

باشد ولی اگر تنش برشی حداکثر در یک میلة تحت فشار محوری تنھا نصف تنش عمودی میاگر چھ 
مقاومت ماده در برش بسیار کمتر از مقاومت در برابر کشش باشد، تنش برشی موجب گسیختگی 

  ).خطوط لودرز(شود این رفتار در کشش فولاد نرم نیز مشاھده می. ماده خواھد شد

  

  



 

 

  3-7مثال?

را  p=8000lbباید نیرویی معادل  bیک میلھ ی فشاری با مقطع مربعی بھ ضلع 
کھ با  pqتحمل نماید دو بخش میلھ توسط یک اتصال چسبی در امتداد صفحھ ی 

میلھ از یک ماده ی .بھ یکدیگر متصل شده اند.میسازد α=40خط قائم زاویھ 
رتیب برابر است پلاستیکی ساختھ شده کھ تنش مجاز آن در فشار و برش بھ ت

بھ علاوه تنش مجاز فشاری و برشی در اتصال چسبی نیز .600psiو 1100psi:با
  را برای میلھ پیدا کنید؟ bحداقل مقدار .میباشد 500psiو750psiبھ ترتیب 

  

=°θ :θ [°−=→جھت مثبت [  5040 θα  

  :ھای مجاز پلاستیکبر اساس تنش   محاسبة 

=   :دھدحداکثر تنش فشاری در مقطع عرضی میلھ رخ می −1100psi  

=    : دھدرخ می 45°حداکثر تنش برشی نیز بر روی صفحة  600 → σ = −1200psi  

  :ھای مجاز در اتصال چسبیبراساس تنش   محاسبة 

=−°در حالت فشار و با زاویة  50θ داریم:  

                      psi -1015=  =  (    )       .         

Min   = 1015    



 

 

288.7
1015
8000 in

psi
IbA ==  

inbinAb 3807.288.7min =→===  

  پیچش: فصل چھارم

ھنگام چرخاندن یک پیچ گوشتی، دست بھ دستة پیچ گوشتی یک گشتاور 
) لنگر(این گشتاور اعمالی را گشتاور . پیچانداعمال کرده و میلة آنرا می

  (Twisting moment). نامندپیچشی می

  

  

  .نامندکنند، شفت میقل میای شکل را کھ از طریق پیچش قدرت را منتاجزاء استوانھ

  

  

ç- ھای مدورتغیر شکلھای پیچشی میلھ:  

 Tیک میلة با سطح مقطع دایروی را تحت لنگر پیچشی 
ھای میلھ از انجا کھ ھمة سطح مقطع. گیریمدر نظر می

یکسان و گشتاور وارده بھ ھر مقطع نیز یکسان است، 
  .میلھ تحت پیچش خالص قرار دارد

ماند و تغییر مقطع مسطح پس از چرخش حول محور طولی خود مسطح باقی میبعلت تقارن ھر 
مانند و نیز اگر بعبارت دیگر ھمة مقاطع گرد، و ھمة خطوط شعاعی، مستقیم باقی می. دھدشکل نمی

  .شودزاویة چرخش بین دو انتھای میلھ کوچک باشد، در طول و شعاع میلھ تغییری حاصل نمی

، Tکنیم کھ انتھای سمت چپ میلھ در جای خود ثابت شده و بر اثر لنگر برای درک بھتر فرض می
آنرا زاویة چرخش . کنددوران می φانتھای سمت راست نسبت بھ انتھای سمت چپ، بھ اندازة زاویھ 

(twist angle) نامندمی.  

))((کند میدر پیچش خالص، زاویة چرخش بین دو انتھای میلھ بصورت خطی تغییر  xφ  

  



 

 

روی . گیریمرا در نظر می dxحال یک جزء کوچک از میلھ بطول 
  سطح خارجی این المان، جزء

روی . گیریمرا در نظر می dxحال یک جزء کوچک از میلھ بطول 
با اضلاع موازی  abcdسطح خارجی این المان، جزء کوچک 

در جریان پیچش، مقطع سمت راست المان نسبت بھ مقطع سمت . گیریممحور طولی را در نظر می
طول اضلاع جزء کوچک در حالت برش خالص قرار دارد و دچار . چرخدمیφdچپ بھ اندازة 

  :برابر است با ℘maxمقدار کرنش برش . اعوجاج شده است

℘=℘چون زاویھ کوچک است ( gt   (
ab
bb ′

=℘max  

dx
rdφ=℘max  

کمیت 
dx
dφ  نرخ تغییر زاویة پیچش)φ ( را نسبت بھx دھد، آنرا با نشان میθ  نشان داده و زاویة

: نامندپیچش در واحد طول یا نرخ چرخش می
dx
dθθ =  

  θr=℘max: معادلة کرنش برشی در سطح خارجی میلھ

کنند ولی در پیچش خالص، نرخ پیچش ثابت است تغییر می xھر دو نسبت بھ  θو  φدر حالت کلی 

  :و برابر است با

L
r

L
φθθ =℘⇒= max  

: کرنش برشی در نقاط داخلی میلھ نیز بروش فوق قابل محاسبھ است

max℘==℘
r
eeθ  

دھد کھ کرنش برشی در یک مقطع گرد نسبت بھ فاصلة این معادلھ نشان می

max. کندشعاعی از مرکز، بصورت خطی تغییر می
2

1
min ℘=℘

r
r  

  .گی داردتوزیع کرنش برشی فقط بھش کل ھندسی مقطع بست: نکتھ

  

  



 

 

çھای مدور با مصالح ارتجاعی خطیمیلھ:  

موجب دوران انتھای سمت راست میلھ در خلاف  Tگشتاور 
ھای برشی روی المان شود لذا تنشھای ساعت میحرکت عقربھ

  :انتخاب شده، مطابق شکل خواھند بود روی این جزء کوچک داریم

  ح              Gγ=اگر مصالح ما ارتجاعی خطی باشد

θτθ Grr =⇒=℘ maxmax→از طرفی  

max
max

τ
ρ

τ
τ

ρθτ
rGr

GPG   از مرکز ρدرفاصلھ ی:  ==⇒=

کند این خطی بودن تغییر پس توزیع تنش برشی نسبت بھ فاصلھ از مرکز مقطع بطور خطی تغییر می
  .تنش از تبعات قانون ھوک است

صفحات طولی میلھ نیز آیند، روی ھای برشی کھ در مقطع عرضی میلھ بوجود میعلاوه بر تنش
ھای برشی با ھم برابرند و مقدار شوند، چرا کھ روی صفحات متعامد تنش-ھای برشی ایجاد میتنش

  .یابداین تنش ایجاد شده روی صفحة طولی از مرکز بھ سمت جدار خارجی میلھ افزایش می

çفرمول پیچش:  

  Tای بین تنش برشی و گشتاور تعیین رابطھ

ھای برشی بصورت پیوستھ است و توزیع تنش روی یک مقطع عرضی،
بریا محاسبة این برآیند، جزء سطح . خواھد بود Tبرآیند آنھا ھمان لنگر 

dA گیریمرا در نظر می.  

dA
r

dMdAdAdM r 2maxmax)( ρ
τ

τρρτ
τ

ρ
τ

= →==
=

  

dA
r

dMT
AA

2max ρ
τ

∫∫ ==  

PA         ←   گشتاور اینرسی قطبی یا ممان ایندسی قطبی
IdM =∫ 2ρ  

  

  



 

 

322                   :یک مقطع دایرویبرای 

44 drIP
ππ

==  

                                                                               PI
r

T maxτ
=  

Ip        ←        : فرمول پیچش                                     
rT.

max =τ     

   )](,)(,)(,).([ 2
4

m
NmImrmNT τ   

                                                        34max
16

32

2.

d
T

d

dT

ππ
τ   برای مقطع دایره توپر    :==

çفاصلة  تنش برشی درρ از مرکز میلھ:                           

Ip
T

Ip
rT

rr
ρρ

τ
ρ

τ
..

max ===  

çزاویة پیچش:  

                     Ip
rT.

max =τ     و θτ Gr=max   :داریم  

                                   GIp
T

Ip
rTGr =⇒=⇒ θθ
.

  

GIpç  صلبیت پیچشی(torsional rigidity)  

GIp
TLL == θφ :زاویة پیچش کلی  

ç L
GIp

  (torional stiffness)سختی پیچشی  

  .گشتاور مورد نیاز برای ایجاد زاویة پیچش واحد 



 

 

  :(torional flexibility)انعطاف پذیری پیچشی      

  .زاویة چرخش ایجاد شده توسط یک گشتاور واحد 

çھای مدور توخالیلولھ:  

  .ھای توپر استھای مدور توخالی در برابر پیچش بیش از لولھمقاومت لولھ

، Tشود، در ھنگام تعیین گشتاور روی سطح خارجی لولھ حداکثر میعلاوه بر اینکھ تنش برشی بر 
بنابراین از نظر وزن و . باشندھای برشی بعلت بازوی لنگر بیشتر، دارای بیشترین لنگر میاین تنش

ھای توپر تر از لولھھای توخالی مقرون بھ صرفھصرفھ جویی در مصرف مصالح استفاده از لولھ
  .است

  .ھای توپر استھای توخالی شبیھ لولھدر لولھتحلیل تنش برشی 

                                           

maxmax , τ
ρ

ρθτθτ
r

GGr ===  

                                                              21 rrr ≤≤  

dAIpIp               حدود انتگرال گیری از
r

T
A

2max , ρ
τ

∫==  

1r=ρ  2تاr=ρ خواھد بود.  
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32
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4
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4
2

4
1

4
2 ddrrIp −=−= ππ

  برای لولة تو خالی :     

  :چک باشد، میتوان نوشتودر مقایسھ با شعاع آن ک (t)اگر ضخامت دیوارة لولھ 

                       trtrrIprrrrrrIp 22
1212

2
1

2
2 2.22.

2
))()((

2
πππ =≈→−++=  

r :شعاع متوسط لولھ  

اگر 
4
2rt   .است% 2باشد، تقریب رابطة فوق کمتر از  >

çتوزیع تنش برشی در لولھ ی توخالی:  



 

 

ھای مدور توپر و یا تو خالی کھ رفتار معادلات بھ دست آمده در این بخش را میتوان تنھا برای میلھ -
ھای غیر مدور با مقاطعی نظیر مستطیل و یا ارتجاعی خطی دارند، مورد استفاده قرار داد و بریا میلھ

I شکل صادف نیستند.   

در دورترین  maxماند و تنش برشی ھا پس از پیچش مسطح باقی نمیزیرا مقاطع این قبیل میلھ
  .دھند فاصلھ از مرکز سطح مقطع رخ نمی

  4-1مثال?

قرار است یک شفت فولادی بھ یک میلھ مدور توپر ویا تو خالی 
را منتقل 1200N.mاین شفت باید گشتاوری برابر .دساختھ شو

و نرخ پیچش از  40MPaکند بدون آنکھ تنش برشی از حد مجاز 
0.75mتجاوز کند:  

(a قطرdمورد نیاز شفت توپر را تعیین کنید؟  

(b قطر خارجی باشد بدست 0.1شفت تو خالی را در صورتی کھ ضخامت دیواره آن   قطر خارجی
  آورید؟

(cشفت ھای توپرو توخالی  نسبت اقطار)و نیز نسبت وزن آنھا را پیدا کنید؟)    نسبت  

  

  

  

  

  

  

  

                                                                             

  

       



 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 

 

çپیچش غیر یکنواخت:  

انتھای خود تحت تأثیر گشتاور قرار شود کھ در دو ھای منشور اطلاق میپیچش خالص بھ پیچش میلھ
در صورتی کھ میلھ منشوری نباشد و اعمال گشتاور در ھر مقطع در امتداد محور میلھ . گیرندمی

  .نامندممکن باشد، پیچش را غیر یکنواخت می

  حالت اول

میلھ از قطعات منشوری تشکیل یافتھ و ھر قطعھ تحت پیچش 
  خالص قرار دارد

با استفاده از فرمولھای پیچش خالص، در ھر یک از قطعات 
  .میتوان تنش برشی و زاویة پیچش را محاسبھ نمود

برخی از گشتاورھای و زاویای پیچش متناظر آنھا ممکن است 
مثبت و بعضی دیگر منفی باشند کھ جمع جبری زوایا برابر است 

  .با زاویھ پیچش کل میلھ 

GiIpi
TiLi

i Σ=Σ= φφ :زاویھ پیچش کل میلھ  

  : حالت دوم

  کند و گشتاور ثابت است سطح مقطع میلھ بطور پیوستھ تغییر می

از انتھای میلھ، زاویة  xدر فاصلة  dxبرای جزء کوچک بطور 
  :برابر است باφdپیچش 
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  .قطر است xinدھد کھ دارای در مقطعی رخ می maxتنش برشی 

  :حالت سوم

  .کنندمقطع میلھ گشتاور ھر دو بطور پیوستھ تغییر می سطح
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=τپس از تعیین رابطة تنش برشسی بر حسبx میتوان مقطع تنش برشی حداکثر و ،

  تنش حداکثر را تعیین نمود 

  :زاویة پیچش نیز برابر است با

)(
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00 xIpG
dxaTd

LL

∫∫ == φφ  

تحلیلی قابل حل است و اغلب محاسبة آن مستلزم روشھای این انتگرال در حالتھای خاص بصورت 
  .عددی است

  :ھامحدودیت -

ھای مدور تو خالی یا توپر کھ از مصالح ارتجاعی ھای ارائھ شده در این بخش تنھا برای میلھتحلیل
اند، معتبرند و نیز در نواحی دور از محل تمرکز تنش، مثل جایی کھ قطر دچار خطی ساختھ شده

اند ھای منشوری بدست آمدهناگھانی شود، گشتاور متمرکز وارد شود و نیز این روابط برای میلھتغییر 
زاویھ . (ھای مخروطی بکار برد کھ تغییرات قطر تدریجی و کوچک باشدو زمانی میتوان برای میلھ

  )باشد 10مخروط کمتر از 

ç تنش و کرنش در برش خالص:  

ایجاد شده در اثر پیچش میلھ را ھای ھا و کرنشخواھیم تنشمی
  .تر بررسی کنیمبطور مفصل

از میلھ را کھ بین دو مقطع عرضی و دو صفحة طولی محصور است در نظر  abcdجزء کوچک 
، Tھای برشی نیز با توجھ بھ جھت گشتاور گیریم این جزء در برش خالص قرار داد و جھت تنشمی

  .مطابق شکل است

  

  

  

باشند چرا کھ روی یک وجھ مثبت، تنش برشی ھای برشی ایجاد شده مثبت میدر اینجا تمامی تنش
  زمانی مثبت است کھ در جھت مثبت یکی از محورھا باشد

  .وجھی است کھ عمود خارج شده از آن در امتداد مثبت یکی از محورھا باشد: وجھ مثبت



 

 

ç تنش روی مقطع مایل:  

کنیم بطوریکھ یا مثلثی شکل جدا میای ای فوق یک المان گوهاز المان تنش صفحھ
  .بسازد θزاویة  xبا محور ) بردار نرمال وجھ مایل(وجھ مایل 

  

ç زمانی مثبت است کھ تمایل بھ دوران   حزمانی مثبت است کھ در جھت عمود بر سطح باشد و      :تنش روی وجھ مایل

  .مثلثاتی داشتھ باشد

  . ھای وجھ مایل را میتوان با استفاده از تعادل المان مثلثی بدست آوردستنش

فرض کنیم نیروھای اعمال شده روی وجوه  0Aاگر مساحت وجھ جانبی را 

  :المان مطابق شکل خواھند بود

  

  :نوشت  حو     حال میتوان برای المان، دو معادلة تعادل در جھت

)
2

sin(sin 0000 θ
π

θτθτθτθ −++= tgAtgAASeeA   .   : در جھت عمود بر سطح  
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            )2(coscos 000 θπθθτθτθτθ −−= tgAASecA :در جھت مماس بر سطح  
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ç در حالت برش خالص( حو    منحنی تغییرات(:  

  



 

 

ç 45در یک المان تحت زاویة:  

  

  

  

تنش برش روی تمامی وجوه صفر است و تحت تأثیر دو تنش کششی و فشاری عمود بر ھم قرار  
اعم از میلھ تحت پیچش یا دیگر اجزاء (داده معادلات این بخش برای ھر المان تحت برش خالص 

  .اندتخراج گردیدهو برای ھر نوع ماده معتبرند چرا کھ براساس معادلات تعادل اس) سازه

çدر یک میلة تحت پیچش:  

  

اگر مقاومت کششی ماده کمتر از مقاومت برشی آن باشد، گسیختگی در اثر کشش اتفاق خواھد افتاد  
ظاھر  45°و ترکھا در امتداد یک سطح مارپیچ ) maxتنش کششی ( 45°و روی صفحة با زاویة 

  .خواھند شد

ç کرنش در برش خالص:  

=℘: رابطھ بین تنش و کرنش برشی طبق قانون ھوک .Gτ  

  

  شوددچار کاھش طول می 135°المان دچار افزایش طول و قطر 45°در این حالت قطر 

  :داریم 45°در یک المان 

  

  

  

موجب افزایش طول و بعلت تأثیر ضریب پواسون موجب کاھش  45°ھای کشش در امتداد وجود تنش
−°شود ھمین طور برای امتداد می 135°طول المان در امتداد  ھای فشاری موجب کاھش تنش45

  شوندافزایش طول میطول و برای امتداد عمود آن موجب 

  )است maxاست پیش کرنش نیز  maxچون تنش عمودی (



 

 

                              EEEE
Max τυτ

υε σσ .min
max   45°در امتداد :      =+=+

                                     )1(max υτε +=
E  

                                                 )1(max υ
τ

ε +−=
E    : در امتداد°− 45  

( 135°امتداد  و کاھش طول در  45°پس برش خالص موجب افزایش طول در امتداد 
. سازگار است) °−  (برشیھای ھا با تغییر شکل المان تحت تنششود کھ این کرنشمی) 45

  .کوتاه شده است 135°بلند و قطر  45°زیرا قطر 

  

 abcdبا بررسی تغییر شکل المان   :داریم

  h: طول اولیھ اضلاع المان

  h2: قطر مربع در حالت اولیھ

2)1(: بلندتر خواھد شد bdپس از تغییر شکل المان، قطر  maxε+= hLbd  

                                )2cos(2 222 ℘+−+= πhhhLbd :از قانون کسینوسھا  

                   )2cos(1(2)1(2 22
max

2 ℘+−=+ πε hh : با جاگذاری مقدارbdL  

  :بسیار کوچکند εو  ℘
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  4-2مثال?

تحت تاثیر گشتاور 60mmوقطر داخلی 80mmیک لولھ بھ قطر خارجی 
T=4KN.mمیباشد    7075این لولھ از جنس آلیاژ آلومینیومی.قرار دارد.  

(aفشاری وبرشی حداکثر را در لولھ بدست آورید وآنھا را برروی .تنش ھای کششی
  .نشان دھید اند المانھا ئی کھ در امتداد صحیح رسم شده

(b مزبور را نشان دھید؟کرنش ھای حداکثر مربوط بھ تنش ھای  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 

 

çمقاطع غیر مدور(ھای جدار نازک لولھ(  

ای شکل این لولھ استوانھ. گیریمیک لولة جدار نازک با مقطع دلخواه و تحت پیچش را در نظر می
است، یعنی ھمة مقاطع آن یکسان و محور طولی آن یک خط مستقیم است ضخامت جدار لولھ ھم 

  .لزوماً ثابت نیست

  

  

  

  

  

  

  

کنند و حول ھای سطح مقطع اثر میبر روی سطح مقطع لولھ و بھ موازات لبھ حھای برشی تنش
از آنجا کھ . خواھد شد Tھا حول مرکز مقطع، ھمان لنگر یابند لنگر این تنشسطح مقطع جریان می

 (ح)ھ نازک است پس تغییرات تنش در عرض ضخامت لولھ ناچیز است و میتوان تنش برش لجدار لو
یکسان نباشد  cو  bدر صورتیکھ ضخامت لولھ در نقاط . را در امتداد ضخامت لولھ ثابت فرض نمود

  ) حو  ح(شدت تنش نیز یکسان نخواھد بود

  :کنیمرا بصورت جسم آزاد بررسی می abcdالمان 

bcبرابر است با  cو  bولھ یکسان نیست پس تنش برشی در نقاط چون ضخامت ل ττ و روی  ,

bcچون ضخامت ثابت است پس تنش برابر است با  cdو  abوجوه طولی  ττ ,.  

  :جھت بررسی تعادل المان باید نیروھای موثر بر وجوه المان را تعیین کنیم

dxtF
dtF

ccc
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τ
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ھای دو وجھ با ھم ھا و ھم مساحتنیز برابرند چون ھم تنش adو  bcنیروھای اعمال شده در وجوه 

  .برابرند

                           ccbbCb ttFF .. ττ   xاز تعادل المان در امتداد : =⇒=

↑=↓نامند کھ مقداریست ثابت این حاصلضرب را جریان برش می tf .τ  

  )دھدرخ می cinدر ضخامت  maxتنش ( 

ç تعیین رابطھ بین تنش برشی و گشتاورT:  

روی خط  dsطول . گیریمرا در نظر می tو ضخامت  dsاز سطح مقطع لولھ، یک المان بطول 
معرف فاصلة المان در امتداد خط مرکزی از یک نقطة دلخواه  sشود و فاصلة گیری میمیانی اندازه

  :کند برابر است بانیروی برشیب کھ روی المان فوق اثر میباشد بعنوان مبدأ می

dsfdst ... =τ  

  :و لنگر آن حول مرکز مقطع

fdsrdT .=  

∫ ∫== dsrfdTT
Lm

.
0

  

  :این انتگرال با یک تعبیر ھندسی بسادگی قابل محاسبھ است

  .dsr ←  دو برابر مساحت مثلث ھاشور خورده

)Am دو برابر مساحت ) سطحی است کھ توسط خط میانی محصور شده استAm   
dsr

Lm

.
0
∫  

              
m

mAm At
T

tf
A
Tf

fAfT
m ..2

.
22)2( =⇒








=

=
→== τ

τ
  



 

 

çبرای یک لولة مدور تو خالی:  

tr
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TrAm 22
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2..2 ππ
τπ ==→=  

  :با استفاده از روابط قبلی مھم داشتیم 

                                                               

tr
T

tr
rT

trIp
Ip

rT

23

3

22
.

2,.

ππ
τ

πτ

==

≈=

  

çدر مورد یک لولھ جدار نازک با مقطع مستطیل:  
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  .افتددر قسمت افقی اتفاق می maxپس تنش 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 

 

  تنش در تیرھا: فصل پنجم

-شود میکھ در تیرھا در اثر بارھای وارده نیروھای برشی و لنگرھای خمشی ایجاد میدانیم می
شود را ھایی را کھ در اثر این نیروھای برشی و لنگرھای خمش ایجاد میھا و کرنشخواھیم تنش
  .بررسی کنیم

میانتار مستقیم اولیة تیر پس از بارگذاری بصورت یک منحنی بنام 
   .آیدمنحنی تغییر مکان در می

عمل  xyمتقارن است و بارھای وارده در صفحة  xyکنیم تیر نسبت بھ صفحة مطابق قبل فرض می
  .خواھند بود) صفحة خمشی(لذا تغییر مکانھا نیز در ھمین صفحھ . کنند می

çخمش خالص و خمش غیر یکنواخت:  

گیرد لذا در اینجاست خمش خالص مربوط بھ حالتی است کھ تیر تحت لنگر خمشی ثابت قرار می

)(نیروی برشی برابر با صفر است 
dx

dMV وجود نیروی برشی در تیر خمش غیر در صورت  =

  .یابدگردد کھ در آن در طول محور تیر، لنگر خمشی تغییر میکنواخت ایجاد میی

  :ھایی از خمش خالصنمونھ

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 

 

çانحناء تیر:  

 1mگیریم دو نقطة را در نظر می Pتحت بار متمرکز  ABتیر طرة 

از این نقاط . گیریمرا روی منحنی تغییر مکان تیر در نظر می 2mو 
این عمودھا یکدیگر را در . کنیمبر مماس بر منحنی، عمود رسم می

o′ کنندشود، قطع میکھ مرکز انحناء منحنی تغییر شکل نامیده می.  

omفاصلة    .نامندمی (K)و عکس شعاع انحنا را، انحناء  ρ)(را شعاع انحناء  ′1

  .دھددر واقع انحناء شدت خمیدگی تیر را نشان می

                                                                                         ⇒
=

ρ
1K انحناء  

                                                             ds
ddds θ

ρ
θρ =→=

1
  

                                                                         dx
dK θ

ρ
==

1
              

این رابطھ بھ لحاظ ریاضی برای ھر نوع منحنی برقرار است و اگر مقدار انحناء در طول منحنی 
  .ثابت باشد، شعاع انحناء نیز ثابت خواھد بود و در آنصورت منحنی بخشی از یک دایره است

dxds`: چون تغییر شکلھای مورد بررسی خیلی کوچکند میتوان فرض کرد =  

dx
dK θ

ρ
==

1
  

  .است xنیز تابعی از ) ′oنقطھ (باشند لذا مرکز انحناء تیر می xانحناء شعاع انحناأ ھر دو تابعی از 

çرقرارداد علامت برای انحناء تی:  

  

                                                                                                                              

  



 

 

çھای طولی در تیرھاکرنش:  

بخشی از یک تیر را تحت اثر خمش 
کنیم گیریم فرض میخالص در نظر می

تیر در ابتدا ) لیمحور طو(کھ میانتار 
محور تقارن مقطع  yمستقیم و محور 

  .باشد

çھر مقطع مسطح عمودی مانند : قضیھmn )مسطح و عمود بر میانتار(  

  )در خمش خالص(ماند پس از خمش نیز مسطح و عمود بر میانتار تغییر شکل یافتھ باقی می

نسبت بھم دوران کرده لذا تارھای پایینی تیر کشیده شده و تارھای بالا  pqو  mnدر اثر خمش مقاطع 
گیرد در حد فاصل بخش پایین تیر تحت کشش و بالای تیر تحت فشار قرار می. (شوندفشرده می

نامند فصل -دھد، آنرا سطح خنثی میای وجود دارد کھ تغییر طول نمیتحتانی و فوقانی تیز، صفحھ
  .شودمقطع نامیده می) تار خنثی(ھر مقطع عرضی، محور خنثی مشترک این صفحھ با 

تا سطح خنثی  ′oکنند و فاصلة قطع می ′oھمدیگر را در مرکز انحنا  pqو  mnو مقطع دامتداد 
  .باشدمیρ)(برابر شعاع انحنا 

θρddx: ماند و برابر است باروی صفحة خنثی ثابت باقی می (dx)فاصلة دو مقطع  =  

)(شود شوند و لذا در آنھا کرنش قائم ایجاد میولی سایر تارھای طولی یا کشیده و یا فشرده می xε  

خنثی در  از تار yرا بھ موازات سطح خنثی و در فاصلة  efجھت بررسی کرنش قائم تار دلخواه 
  :پس از خمش برابر است با efگیریم طول تار نظر می
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   تار خنثی پس کرنش طولی متناسب است با انحناء تیر و متناسب است با فاصلھ از -



 

 

)(مثبت است و انحناء نیز مثبت پس  yتار خنثی،  در بالای - xε خواھد شد منفی.  

)(است و انحناء نیز مثبت پس  منفی yتار خنثی، درپایین  - xε مثبت خواھد شد.  

معادلة فوق برای کرنش قائم از شکل ھندسی تیر تغییر شکل یافتھ استخراج گردیده و مستقل از  -
  .خالص و با ھر نوع مصالحی برقرار استباشد، لذا در ھر تیر تحت خمش خواص مصالح می

  5-1مثال?

این تغییر مکان بصورت .تغییر مکان پیدا میکند   در اثر اعمال لنگر  L=16بھ طول  ABتیر ساده 
مشخص گردیده   خیز تیر در وسط با.کمانی از یک دایره میباشد و در شکل نشان داده شده است 

میباشد کھ برابر کرنش  0.00125نی تیر برابر کرنش طولی اندازه گیری شده در سطح پایی.است
مطلوبست محاسبھ شعاع انحنا .میباشد 6inفاصلھ تار خنثی تا تار پایینی تیر برابر .تسلیم فولاد است

ρوانحناk وتغییر مکان وسط دھانھ ی تیر؟  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

çدر تیرھا تنش قائم:  

کنیم کھ تیر از مصالح ارتجاعی خطی ساختھ شده است از آنجائیکھ توزیع کرنش در مقطع فرض می

)(خطی است 
ρ

ε
y

x   .پس مطابق با قانون ھوک توزیع تنش نیز در مقطع خطی خواھد بود =−
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  .خواھد بود) کششی(و پایین آن   مثبت ) فشاری(منفی با فرض انحناء مثبت، در بالای تار خنثی   

  :باشندبرآیند می 2ھای عمودی وارد بر مقطع، دارای این تنش

    xنیرویی درامتداد محور ) 1

  zلنگر خمشی حول محور ) 2



 

 

 zھا حول محور در شرایط خمش خالص، مقدار نیروی محوری برابر صفر است برآیند لنگر تنش
  نیز برابر لنگر خمشی مقطع است 

  :کنیمتعادل مقطع را بررسی می

کند نیروی روی آن عمل می  σگیریم تنش از تار خنثی در نظر می yرا در فاصلة  dAجزء سطح 

  dAxσ: اعمالی در جزء سطح برابر است با

∫=0: از آنجا کھ نیروی برایند وارده بر مقطع تیز صفر است پس dA
A xσ  
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 است zھمان لنگر اول سطح یا لنگر استاتیک سطح نسبت بھ محور ∫

00 =⇒==∫ yyAdAy
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، تار zباید از مرکز سطح مقطع عبور کند و چون محور  zپس رابطة فوق بیانگر آنست کھ محور 
در مقاطعی کھ بار محوری نداریم و مصالح ارتجاعی خطی است،تار : خنثی است، پس نتیجھ اینکھ

  . ایستگذرد لذا تعیین تاری خنثی امر نسبتاً سادهخنثی از مرکز سطح مقطع می

پس مرکز مختصات . کند، محور تقارن است پس از مرکز سطح مقطع عبور میyاز آنجاییکھ محور 
  .در مرکز سطح مقطع قرار دارد) oنقطة (

çرابطة لنگر ـ انحناء:  

ھای قائم بر روی سطح مقطع تیر برابر معادلھ دوم تعادل بیانگر آنست کھ لنگر برآیند حاصل از تنش
برابر است  zکند، لنگرش حول محور اثر می dAنیرویی کھ در جزء سطح  Mاست با لنگر خمشی 

ydAdM: با xσ−=  

  .ھم جھت کند Mد شده را در بالا و پایین تار خنثی با لنگر علامت منفی بخاطر اینست کھ لنگر ایجا

  )منفی است yمنفی است و در پایین   σدر بالای تار خنثی ( 
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یکی از خواص سطح مقطع تیر است آنرا گشتاور ایندرسی یا ممان ایندرسی مقطع  =∫2

  ) zحول محور (نامند می

EIمعادلة لنگر انحناء 
MKKEIM ==→=

ρ
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  EI: بیت خمشیصل

  .پس انحناء با لنگر خمشی رابطھ مستقیم و با صلبیت خمشی رابطة عکس دارد 

  .کندلنگر خمشی مثبت ایجاد انحناء مثبت و لنگر منفی ایجاد انحناء منفی در تیر می

  

  

  

  

çرابطة خمش:  

I :     فرمول خمش
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  .باشدمی) فاصلھ تا تار خنثی( yپس تنش یک تابع خطی از 

مثبت است منفی و پایین تار خنثی  yھای بالای تار خنثی کھ اگر لنگر خمشی در تیر مثبت باشد تنش
  .منفی است مثبت خواھد بود yکھ 

  

  

  



 

 

çھای حداکثر در یک مقطع عرضیتنش:  

ھای خمشی در دورترین فاصلھ زاتار خنثی تنش با توجھ بھ فرمول خمش مشخص است کھ حداکثر
12اگر این فواصل را برابر . دھندرخ می , CC بگیریم:  
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12ھای کیمت , SS  3دارای بعد (نامند می) اساس مقطع(را مدول مقطعL باشدمی(  

12از آنجا کھ مدول مقطع ھمواره مثبت است پس  , CC  باید ھمواره مثبت در نظر گرفتھ شوند  

CCC: نیز متقارن باشد zحول محور  yاگر مقطع علاوه بر محور  == ھای کششی و و لذا تنش 21

  :ظ مقدار با ھم برابر خواھند شدفشار بھ لحا
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çبرای مقطع مستطیل:  

                                     

62

12

2

12
]

2424
[]

83
1

83
1[

2

2
3

12

2
3

33333

3
2

2

2

3

bh
h

bh

h
IS

bhhhbhhbI

h

h
ybbdyydAyI

bhI

hA

===

=+=
−

−=

−

+
===

=

∫∫
−

  

                                                      432
,

644

3344 RdSdRI ππππ
====  



 

 

روابط ارائھ شده در این فصل مربوط بھ حالت خمش خالص در تیرھای ساختھ شده از مصالح ھمگن 
باشد اگر تیر تحت خمش غیر یکنواخت قرار گیرد نیروھای برشی موجب تاب و ارتجاعی خطی می
مانند تاب شوند و بنابراین مقاطعھ مسطح پس از خمش دیگر مسطح باقی نمیخوردگی مقطع می

ھای دھند کھ تنشقاطع باعث پیچیدگی زیادی در رفتار تیر خواھد شد تحقیقات نشان میخوردگی م
ھای ھای برش و تاب خوردگیعمودی محاسبھ شده از رابطة خمش بھ مقدار کمی تحت ثأثیر تنش

گیرند وبنابراین میتوان تئوری خمش خالص را با اطمینان برای تیرھای تحت خمس مربوط قرار می
  .ت نیز بکار بردغیر یکنواخ

  

  

çبازده نسبی مقاطع مختلف تیرھا  

اند کھ مصالح در فاصلة ھر چھ دورتر نسبت بھ تار خمشی بازده maxتیرھای خمشی وقتی دارای 
  :قرار گرفتھ باشد در مقایسة دو مقطع مربع و دایره با مساحت مساوی داریم
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آل برای این مقطع زمانی است کھ نصف مساحت مقطع را در فاصلة شکل ایده
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آل توان بھ شرایط ایدهاز آنجا کھ لازمست بخشی از ماده در جان مقطع قرار داده شود لذا ھرگز نمی
AhS :   در تیرھای بال پھن مقدار تقریبی مدول مقطع برابر است با. رسید 35.0≈  

çتنش برشی در تیرھای دارای مقطع مستطیلی:  

-نیروی برشی در مقطع موازی نیروی برشیاست و این تنشھای برشی در مقطع موازی توزیع تنش 
  .گردندھا در عرض تیر بصورت یکنواخت توزیع می

  

  

  

اگر این المان تنش را در بالا یا پایین تیر تصور کنیم چون در سطح خارجی تیر تنش صفر است پس 
  .تنش برشی افقی و بھ تبع آن تنش برشی قائم نیز صفر است

2پس در 
0 hy ±=←=τ  

  

çدر تیرھای مستطیلی: (تعیین رابطة برشی(  

  :گیریمتیری را تحت اثر یک لنگر غیر یکنواخت در نظر می

  )dxدو مقطع بفاصلة (

  

  

ھای افقی نمایش داده کنیم  لذا در شکل فقط تنشرا بررسی می mnnm1  1تعادل در جھت افق المان 
  :اندشده
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  :دھیماز تار خنثی عبور می 1yای را در فاصلة در مرحلة بعد صفحھ

چون جزئی از سطح فوقانی تیر است عاری از ھر گونھ تنش است  11mpmPدر وجھ فوقانی المان 

)(ولی در وجھ تحتانی  1pp ھای برشی افقی وجود دارند البتھ در وجوه تنشmp  11و pm تنش -

  .اندھای برشی قائم وجود دارند کھ نشان داده نشده

  :کنیمرا تعیین می 11mpmPنیروھای وارد بر المان 
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  :اند داریمھای برشی در عرض تیر بصورت یکنواخت توزیع شدهاز آنجاییکھ تنش
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Q :ممان استاتیک سطحی کھ در بالای مقطع افقی کھ در آن تنش برشی باید محاسبھ شود، قرار دارد.  

  .کنداثر می Vاین تنش برشی در ممان امتدادی است کھ نیروی برشی 

              Ib
QV.

=τ  

  .چون لنگر استاتیک نسبت بھ آثار خنثی صفر است 

21 QQ −=  

باشند پس تغیرات تنش برشی در برای یک مقطع مشخص ثابت می  b,I,Vدر فرمول برش مقادیر 
  .است Qیک مقطع تابع تغییرات 
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  :را تعیین کرد Qمیتوان از انتگرال زیر نیز 
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  5-2مثال?

  IPEتیر را با مقطع    /1440Kgبا فرض تنش مجاز خمشی.مطابق شکل مفروض است ABتیر 
  )وزن تیر را نیز در نظر بگیرید(طرح دھید؟

  

  

  

  

  

  

  



 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  5-3مثال?

 Cمطلوبست محاسبھ ی تنش قائم وتنش برشی در نقطھ ی .مطابق شکل مفروض است ABتیر چوبی
 ثانیا در صورتیکھ تنش مجاز خمشی تیر برابربا .از تار خنثی قرار دارد 2.5cmکھ در فاصلھ ی

,11MPa  1.2و تنش برشی افقی مجاز تیرMPaمقدار بار مجاز .باشدp را محاسبھ کنید؟  

  



 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 

 

çتنش برشي در تیرھاي با مقطع دایره اي:  

در تیرھاي مدور نمي توان فرض نمود كھ تنش ھاي برشي بھ موازات 
روي ( mدر نقطة τبطور مثال، تنش برش . عمل مي كنند yمحور 

باید مماس بر دایره باشد، چون مؤلفة شعاعي ) سطح خارجي مقطع
در وجھ خارجي تیر تنش صفر است لذا در امتداد عمود بر آن . ندارد

  . نیز تنش صفر است) امتداد شعاعي(

یافتن توزیع تنش ھاي جھشي در مقطع ساده نیست، لذا با چند فرض منطقي میتوان تنش ھاي برش را 
  : نثي تعیین نموددر روي تار خ

عمل  yمقدار است و در امتداد تار خنثي تنش ھا بھ موازات محور  maxتنش بر روي تار خنثي  -
از آنجا كھ این فرضیات ھمان ھایي ھستند كھ در . كرده و در پھناي تیر داراي شدت ثابت مي باشند

استخراج رابطة 
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VQ
=τ توان از این رابطھ روي محور خنثي استفاده مورد استفاده قرار گرفتند، می
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تنش ھاي جھشي در دو انتھاي وتر محاسند بر مقطع عرضي و در نقطة میاني نیز : 11qPروي امتداد 
قطع مي  nامتداد این تنش ھا یكدیگر را در نقطھ اي مثل . باشد yبعلت تقارن باید در امتداد محور 

عبور خواھد كرد،  n، نقطھ 11qPبا فرض اینكھ امتداد تنش برش در ھر نقطة دیگر روي خط . كنند
  . امتداد تنش ھاي برش مشخص خواھد شد

. مساوي مي باشند 11qPمولفھ ھاي قائم تنش ھاي برشي براي تمام نقاط واقع روي : فرض دیگر اینكھ

پس براي محاسبة مؤلفة قائم تنش ھاي برش مي توان از رابطة 
Ib

VQ=τ حال با دانستن . استفاده كرد

  . ر آنرا براي ھر نقطة مقطع عرض محاسبھ نمودامتداد تنش جھشي و مؤلفة قائم آن، میتوان مقدا

  : Qبراي محاسبة 
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  :با جاگذاري مقادیر فوق، مؤلفة قائم تنش جھشي بدست مي آید

 
I

yrV
y 3

)( 2
1

2 −
=τ                                                                                                 

01تنش برشي در  maxنیز مشخص است كھ از این معادلھ  =y مي باشد.  
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 روي در برشي ھاي تنش كھ نمود فرض میتوان قبول قابل دقت با خالي، تو دایروي مقطع مورد در -

 از میتوان لذا. اند شده توزیع مقطع روي یكنواخت بطور و باشند مي y محور موازي خنثي محور

  .كرد استفاده maxτ محاسبة براي برشي رابطة
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çتنش ھاي جھشي در بالا تیرھاي بالدار:  

این تنش ھا در . شكل بسیار پیچیده تر از تیرھاي مستطیلي است Iتوزیع تنش ھاي برشي در تیرھاي 
بالھاي تیر بدو صورت افقي و عمودي عمل مي كنند كھ تنش ھاي جھشي افقي 

  .بزرگتر از تنش ھاي عمودي ھستند

  

  

، فقط در امتداد عمودي عمل مي كنند و حداكثر Iتنش ھاي جھشي در جان تیرھاي  
خنثي تیر رخ مقدار آنھا نیز بر روي تار 

  .مي دھد

در اینجا نیز فرضیات بعمل آنده در 
مورد تیرھاي مستطیلي را مورد استفاده 
قرار مي دھیم، یعني فرض مي كنیم كھ 



 

 

عمل مي كند و در امتداد ضخامت جان داراي توزیع یكنواخت  yتنش ھاي جھشي بھ موازات محور 

Ibبا استفاده از رابطھ  efدر امتداد   .مي باشند
VQ

=τ داریم:  

( مساحت بال:
22

( 1
1

hhbA −= 

( مساحت جان: 
2

( 1
1

2 yhtA −=  
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−
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2
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22

( 12
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221
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11 yyAhAQ
hhh

                                                               

)4(
8
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2
1

2
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2
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2 yhthhbQ −+−= 

])()4[( :از تار خنثي y1تنش برش در جان تیر در فاصلة 
8

2
1

2
1

2
1

2 yhthhb
It

V
Ib

VQ
−+−==τ  

   )(
12
1

12
)(

12
3

1
3

1
3

3
1

3

thbhbhhtbbhI +−=
−

−=                                                                 

مي  y1از  2یك تابع درجة  τثابت ھستند، لذا  y1از آنجائیكھ در رابطة تنش برشي تمامي مقادیر بجز 
  .در ارتفاع جان تیر بصورت سھمي خواھد بود τباشد و تغییرات 

)(
8

0 2
1

2
1

2
max1 thbhbh

It
Vy +−=→= τ  

)(
82

2
1

2
min

1
1 hh

It
Vbhy −=→±= τ  

ç نیروي برشي در جان:  

نیروي برشي عمودي در جان تیر را میتوان از حاصلضرب مساحت نمودار تنش برشي در ضخامت 
  . بدست آورد (t)جان 

max1min1minmax11 :          مساحت نمودار تنش: 3
2

3
1)(

3
2

τττττ hhhh mn +=−+ 

)2( :                         در تیرھاي استاندار
3 minmax

1 ττ +=
thVweb  

  . درصد كل نیروي جھشي توسط جان تیر و بقیھ توسط بالھا تحمل مي شوند 98تا  90بین  



 

 

maxmin، تفاوت زیادي بین bدر مقابل tبدلیل كوچك بودن  ,ττ  وجود ندارد و توزیع تنش ھاي
مقدار تقریبي تنش جھشي حداكثر از تقسیم . جھشي در مقطع عرضي جان تیر تقریباً یكنواخت است

نیروي برشي بر مساحت جان بدست مي آید كھ آنرا باید تنش برشي متوسط در جان تیر نامید، زیرا 

  : ت آمده استبا فرض اینكھ كل نیروي برشي توسط جان تیر تحمل مي شود، بدس
1th

V
av =τ                       

avτ  ممكن است كمي كوچكتر یا بزرگتر ازmaxτ بدست آمده از رابطھ برش باشد .  

  5-4مثال?

مطلوبس ت محاس بھ   . ق رار گرفت ھ اس ت    V=10,000Ibتحت نیروي جھش ي   W12×35یك تیر بال پھن 
ھمان نیروي مقطع، تنش ھاي جھشي حداقل و حداكثر در ج ان تی ر، ت نش جھش ي متوس ط در ج ان تی ر        

  و نیروي برشي جان؟ 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 



 

 

  5-5مثال?

ابعاد تیر عبارتند از .قرار گرفتھ  است V=10000lbشکل تحت اثر نیروی برشی عمودی  Tیک تیر 
b=4inوt=1.0inوh=8.0inوℎ = در سطح فوقانی جان   حتعیین تنش برشیمطلوبست    7.0

  ؟   حوھمچنین محاسبھ )nnمقطع (تیر

 

 

    



 

 

  5-6مثال?

در  dیک تیرک چوبی با سطح مقطع دایره ای تو پر بھ قطر 
وتنش  l=6ftطول تیرک.قرار دارد  p=500lbمعرض یک بار افقی 

ھای مجاز خمشی و برشی در چوب بھ ترتیب برابر 
2100psi150وpsi  حداقل قطر مورد نیاز را براساس .میباشد: 

(a                                       تنش مجاز خمشی(bتنش مجاز برشی تعیین کنیذ؟  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

كدیگر متصل شده و تشكیل یك تیر واحد تیرھاي چند تكھ اي از دو یا چند قطعھ تشكیل شده اند كھ بھ ی
این تیرھا بھ شكل ھاي مختلف و براي براورده كردن شرایط خاص سازه اي یا معماري . مي دھند

  . ساختھ مي شوند

  فولادي تیرورق                                                                           

  تیرھاي چند لایھ اي اتصال توسط چسب 

  

   

  تیر جعبھ اي چوبي یا فولادي                                



 

 

تیرھاي چند تكھ اي باید بھ نحوي طراحي گردند كھ بعنوان یك عضو واحد، تنش ھاي جھشي و 
برشي بین لایھ خمشي را تحمل كنند و علاوه بر آن اتصالات بین قطعات باید قادر بھ تحمل نیروھاي 

  . ھا باشند

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 تحلیل تنش و كرنش: فصل ششم

çیادآوري از تنش تك محوري  

  

  

  

  

  










−==

==

θθστ

θσσ

θ

θ

cos

cos
2

1

2

1

sinx

x

A
V
A
N

تنش برشي زماني مثبت است كھ تمایل بھ دوران مثلثاتي داشتھ 

  . باشد

، تنش برشي بھ حداكثر مقدار خود مي رسد o45در حالت تك محوري روي صفحات با زاویة 







2
xσ 

روي این صفحات تنش عمودي برابر 
2

σ x مي باشد .  

  

  

ç یادآوري از برش خالص :  

  ) در استوانة تحت پیچش اتفاق مي افتد(

: رسیدهمقدار خود  max، تنش برشي صفر است و تنش عمودي بھ o45روي صفحات با زاویة 
τσ =max  

 از تعامل المان مثلثي:




=
=

θτσ
θτσ

θ

θ

2
2sin

l
  

  

در این مرحلھ مي . لذا تنش بر روي مقطع مایل ممكن است بزرگتر از تنش روي مقاطع عرض باشد
 . روي سطح مایل را در حالت عمومي تر، بنام تنش صفحھ اي بررسي كنیمخواھیم تنش بر 



 

 

  

ç  تنش مسطح(تنش صفحھ اي (  

تحت تنش قرار مي  yو  xدر حالت تنش صفحھ اي وجوه 
عمل مي  yو  xگیرند و ھمة تنش ھا بھ موازات محورھاي 

  . كنند

وجوه المان با توجھ بھ جھت عمودي خارج شده از آنھا 
  .دمشخص مي شون

ç تنش كششي مثبت و . اندیس تنش نشانگر وجھي است كھ تنش روي آن عمل مي كند: تنش عمودي
  . تنش فشاري منفي است

ç اندیس اول نشان دھندة وجھي است كھ تنش روي آن عمل مي كند و اندیس دوم : تنش برشي
  . بیانگر جھت تنش است

ت یكي از محورھا عمل كند و تنش تنش برشي روي وجھ مثبت زماني مثبت است كھ در جھت مثب
  . برشي روي وجھ منفي زماني است كھ در جھت منفي یكي از محورھا عمل كند

-ç تنش روي مقطع مایل :  

xyxyھاي با فرض اینكھ تنش σστ معلومند، مي خواھیم  ,,
  . تنش بر روي مقاطع مایل را تعیین كنیم

1111 xyyx ττ   :داریم =

  

باشد و  x1براي این منظور یك المان مثلثي شكل طوري انتخاب مي كنیم كھ وجھ مایل آن ھمان وجھ 
  .تعادل این المان را بررسي مي كنیم

  ): منفي xوجھ (مساحت وجھ سمت چپ المان 

oA  بنابراین مساحت وجھ پایینيθtogAo  و وجھ مایل برابر
θcos

oA  یاθSecAo خواھد شد .  

,11دو معادلة تعادل در امتداد  xy داریم :  

0cossinsincossec
1

=−−−− θθτθθσθτθσθσ togAtogAAAA yxyxyxx ooooo: 1در جھتx  

θθτθθσσσ cossin2sincos 22
1 xyyxx +=  



 

 

  

  : y1در جھت 

)sin(coscossin)(

0sincoscossin
22

11

11

θθτθθσστ

θθτθθσθτθσθτ

−+−−=

=+−−+

xyyxyx

yxyxyxyx togAtogAAASecA ooooo  

 :درحالت






=

=
=

xyyx

xx

ττ

σσ
θ

11

10  






−=

=
=

yxyx

yx

ττ

σσ
θ

11

190 

θθθθθθθ داریم: 2sin
2
1cossin,

2
2cos1sin,

2
2cos1cos 22 =−=−= 

θθθ 2cossincos 22 =− 

 : خواھیم داشت IIو  Iبا قرار دادن این روابط در معادلات 

 








+
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+
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=

θτθ
σσ

τ

θτθ
σσσσ

σ

2cos2sin
2

2sin2cos)
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11

1
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: قرار خواھیم داد θ، بجاي براي محاسبة تنش عمودي 
τ
πθ +  

θτθ
σσσσ

σ 2sin2cos
221 xy

yxyx
y −

−
−

+
=  

از جمع روابط 
11

, xy σσ داریم :        yxyx σσσσ +=+
11

 

  .است θپس مجموع تنش ھاي قائم بر روي وجوه عمود بر ھم، ثابت و مستقل از زاویة 

  : حالت ھاي خاص تنش صفحھ اي -

  : صفر باشند، المان در حالت تنش تك محوري قرار دارد xσاگر ھمة تنش ھا بجز تنش عمودي  -

 










−=−=

=
+

=+=
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yx
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0,0اگر  - == xy σσ  و فقطxyτ داشتھ باشیم، المان در حالت برش خالص قرار دارد : 

1yσ



 

 

      






=

=

θττ

θτσ

2cos

2sin

11

1

xyyx

xyx
                                                                                        

  : باشد، المان در حالت تنش دو محوري قرار دارد xyτ=0اگر 

   







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θ
σσ

τ

θ
σσσσ
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2

2cos
22

11

1

yx
x

yxyx
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  :6-1مثال?

  مقدار و جھت  .یک نقطھ در سطح یک سازه بار گذاری شده دارای شرایط تنش صفحھ ای است

تنش ھای موثر در المانی کھ نسبت مطلوبست محاسبھ ی .تنش ھا در  شکل مقابل نشان داده شده است
  .درجھ در جھت حرکت عقربھ ھای ساعت میباشد15بھ المان اولیھ دارای زاویھ ی 

  

  

   

  

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 

 

  

  

  

ç تنش ھا و صفحات اصلي :  

تنش ھاي حداكثر و حداقل قائم را تنش ھاي اصلي و صفحاني را كھ این تنش ھا بر روي آنھا عمل 
  . صفحات اصلي مي نامندمي كنند را 

 θτθ
σσσσ

σ 2sin2cos
221 xy

yxyx
x +

−
+

+
=                                                   

  02cos22sin)(01 =+−−→= θτθσσ
θ

σ
xyyx

x

d
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xy
Ptog

σσ

τ
θ

−
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2
2                                                                                     

Pθ از این معادلھ براي زاویة . زاویة صفحات اصلي را مشخص مي كندPθ2  دو مقدار در محدودة
oO  تاo360  بدست مي آید كھo180 بنابراین . با ھم اختلاف دارندPθ  داراي دو مقدار است كھo90 

قرار  o180تا  o90و دیگري بین  o90تا  o0یكي از ایندو مقدار در محدودة . با ھم اختلاف دارند
ھا نشاندھندة جھت صفحھ اي  یكي از این زاویھ. ایندو زاویھ را زاویھ ھاي اصلي مي نامند. دارد

است كھ تنش اصلي حداكثر بر روي آن رخ مي دھد و دیگري جھت صفحھ اي را نشان مي دھد كھ 
اختلاف دارند، لذا میتوان گفت كھ  o90تنش اصلي حداقل روي آن رخ مي دھد و چون ایندو زاویھ 

 . صلي روي صفحات متعامد رخ مي دھندتنش ھاي ا

  : یك مثلث قائم الزاویھ را بھ شكل زیر در نظر مي گیریم

2

2

2 xy
yxR τ
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از روابط مثلث:  
RR
xy

P
yx

P

τ
θ

σσ
θ =

−
= 2sin,

2
2cos  

θτθ
σσσσ
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كھ بھ لحاظ جبري بزرگتر است بدست مي  1σبا قراردادن این روابط در معادلة روبرو، تنش اصلي 
 : آید
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سپس:  2

2

1 22 xy
yxyx τ

σσσσ
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


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

 −
+

+
=  

 : را میتوان بروش زیر تعیین نمود 2σتنش اصلي كوچكتر یعني 

yx σσσσ +=+ 21                                                                                                 

2
2

2 )
2

(
2 xy

yxyx τ
σσσσ

σ +
−

−
+

=
                                                                 

 

2 میتوان نوشت                                :
2

2,1 )
2

(
2 xy

yxyx τ
σσσσ

σ +
−

±
+

=   

12ھ تنش ھاي مربوط ب: اگر زاویھ صفحات اصلي ,σσ  را بھ ترتیب با
12

, PP θθ  مشحص كنیم، مقدار

ھر زاویھ از رابطة 
yx

xy
Ptog

σσ

τ
θ

−
=

2
جھت تشخیص اینكھ كدام زاویھ . بدست مي آید 2

1Pθ  و كدام

2P
θ  مي باشد، میتوان گفت كھ فقط زاویة

1Pθ  ھر دو معادلة
RR
xy

P
yx

P

τ
θ

σσ
θ =

−
= sin,

2
2cos  را

 . ارضا مي كند

ç در مورد تنش برشي :  

02cos2sin
211
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−= θτθ
σσ

τ xy
yx

yx  
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xy
xyyx tog

σσ

τ
θθτθσσ
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202cos22sin)( 

 : پس نتیجھ اینكھ. این معادلھ، ھمان معادلھ ایست كھ صفحات اصلي را تعیین مي كند

  



 

 

  . بر روي صفحات اصلي، تنش برشي مساوي صفر است
  

ç براي المانھاي تنش تك محوري و دو محوري :  

90,0

180,0202
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=→= →
−

= =
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  . ، ھمان صفحات اصلي مي باشند و تنش جھشي نیز روي آنھا صفر استy,xپس صفحات 

  : براي المان در جھش خالص -

oo 135,45

270,9022
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=⇒∞→ →
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= ==
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  : مثبت باشد، داریم xyτبا فرض اینكھ 
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ç تنش ھاي برشي حداكثر : 

θτθ
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τ 2cos2sin
211 xy
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sθزاویھ صفحاتي را نشان مي دھد كھ تنش ھاي جھشي حداكثر و حداقل روي آنھا رخ مي دھد .  

و دیگري  90تا  0یكي بین (با ھم اختلاف دارند  o90، دو مقدار بدست آید كھ sθاز این معادلھ براي 
ش برشي پس صفحات تنش جھشي حداكثر و حداقل بر ھم عمودند و از آنجا كھ تن 180تا  90بین 



 

 

روي صفحات متعامد از لحاظ قدر مطلق با ھم برابرند، پس تنش ھاي برشي حداكثر و حداقل فقط از 

P. حیث علامت با ھم متفاوتند
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.سازند مي o45صفحات تنش جھشي حداكثر و صفحات تنشي اصلي با یكدیگر زاویة 
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مقادیر در رابطة با قرارداد این 
11 yxτتنش برشي حداكثر بدست مي آید ، : 
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θ  مربوط بھ صفحة تنش جھشي حداكثر با
1sθ داریم. معرفي مي گردد : 

45±= Ps θθ  9022یا ±= Ps θθ  
در ربع چھارم قرار  sθ2، منفي است پس sθ2sinدر ناحیة اول قرار دارد، چون  Pθ2با فرض اینكھ 
45: گرفتھ و داریم

1
−= Ps θθ  

برابر و فقط از نظر علامت با آن  maxτنیز بھ لحاظ مقدار با  minτتنش جھشي منفي حداكثر یا 
  . متفاوت است
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مقدار این تنش قائم با . در صفحاتي كھ تنش جھشي حداكثر رخ مي دھد، تنش قائم نیز وجود دارد
قرار دادن مقدار 

1Sθ  در رابطة
1xσ بدست مي آید : 










−
−=

=

R

R
yx

s

xy
s

2
2sin

2cos

1

1

σσ
θ

τ
θ

 

θτθ
σσσσ

σ 2sin2cos
221 xy

yxyx
x +

−
+

+
=  

2
)

2
(

221

yx
av

yx
xy

xyyxyx
x RR

σσ
σ

σσ
τ

τσσσσ
σ

+
=⇒

−
−+×

−
+

+
=  

 .ئم روي صفحة تنش برش حداكثر منفي نیز عمل مي كندھمین تنش قا
  
  :6-2مثال?

=   تنش ھاییک المان تنش صفحھ ای مطابق شکل مقابل تحت اثر  12300psi و  = −4200psi  

=  حو −4700psi  قرار گرفتھ است:  

(a المانی کھ اضلاع آن تنش ھای اصلی رامحاسبھ و آن ھا را برروی
  .موازی امتدادھای اصلی ھستند نشان دھید

(b تنش ھای برشی حداکثر را تعیین وبر روی المان مربوط بھ آن ھا نشان
 .دھید

  

  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 

 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 

 

  
  
  
ç دایرة مور براي تنش صفحھ اي :  

معادلات 
111

, xyx στ را بصورت زیر داریم :  
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دوم حذف  xدو برابر جملھ اول : (رسانده و با ھم جمع مي كنیم 2طرفین معادلات فوق را بھ توان 
 ) خواھد شد

2222 )
2

()
2

(
111 xy

yx
yx
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x τ

σσ
τ

σσ
σ +

−
=+

+
−  

داریم:  22)
2

(,
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yxyx
av R τ

σσσσ
σ +

−
=

+
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222)(
1

Rxyavx ==− τσσ  

 . معادلة فوق، معادلة جبري یك دایره است

: مختصات مركز این دایره برابر است با






=

=

0
1

xy

xvx

τ

σσ
 Rو شعاع نیز بربابر  

  . است
جھت مثبت محورھاي 

111
, xyx στ زاویة . را بھ شكل مقابل در نظر مي گیریم

θ2 در جھت مثلثاتي مثبت است .  
  
  
  
ç رسم دایرة مور:  

  : المان تنش زیر داریم 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 

 

),0(مركز دایره را بھ مختصات  - avσ تعیین مي كنیم .  

المان است با مختصات  xرا كھ نشان دھندة وضعیت تنش در وجھ  Aنقطة  -
xyyx

xx

ττ

σσ

=

=

11

1

را تعیین  

  . مي كنیم

المان است  yرا كھ نشان دھندة وضعیت تنش در وجھ  Bنقطة  -
xyyx

yx

ττ

σσ

−=

=

11

1

  . را مشخص مي كنیم 

چون معادلات پارامتریك دایره بر . مي باشد o90=θمربوط بھ  Bو نقطة  θ=0مربوط بھ  Aنقطة 
  . روي دایره خواھد بود θ2روي المان برابر با دوران  θمي باشد، لذا دوران  θ2حسب پارامتر 

اگر . خواھد گرفت (c)وصل كنیم، این خط، قطر دایرة مور بوده و از مركز  Bرا بھ  Aاگر نقطة  -
  . ، دایره اي رسم كنیم، دایرة مور بدست مي آیدABو قطر  cبھ مركز 

- CA  وCB  شعاع دایرة مور بوده و طول آنھا برابر است باR) :از مثلث قائم الزاویھ (  

                                                                  
2

2

2 xy
yxR τ

σσ
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





 −
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ç تنش بر روي المانھاي مایل :  
  

زاویة  x، كھ با محور Dوي وجھ مي خواھیم وضعیت تنش ھا را ر
θ اگر روي دایرة مور، از نقطة . ساختھ، بررسي كنیمA ھم ،

 Dحركت كنیم، بھ نقطة  θ2و بھ اندازة ) مثلثاتي( θجھت با زاویة 
نشان  Dخواھیم رسید كھ این نقطھ، وضعیت تنش ھا را روي وجھ 

فرض مي  βرا  و محور  CDزاویة بین  مي دھد 
  : كنیم، داریم
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βθبرابر  xو محور  CAة بین با توجھ بھ اینكھ زاوی  : است، داریم 2+
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 : خواھیم داشت cosو  sinبا بسط روابط 
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 : ضرب نموده و با ھم جمع كنیم داریم θ2sinرا در  (b)و رابطة  θ2cosرا در  (a)اگر رابطة 

),(
111 xyx στx
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 : ضرب نموده و از ھم كم كنیم، داریم θ2cosرا در  (b)و رابطة  θ2sinرا در  (a)و اگر رابطة 
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ββاگر روابط بدست آمده براي  sin,cos  را در روابطI  وII قرار دھیم، خواھیم داشت : 
  : كھ ھمان روابطي ھستند كھ قبلاً نیز بدست آوردیم
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′Dیعني نقطة  o180، در روي دایره با اختلاف o90، اختلاف Dبا وجھ  ′Dوجھ  تنش . خواھد بود  
)( Dبھ لحاظ مقدار برابر با تنش برشي نقطة  ′Dبرشي در 

11yxτ ولي مختلف العلامت خواھد بود. 

Dyتنش نرمال در   ′)(
1

σ نیز بھ سادگي قابل تعیین است .  
اگر المان تنش در جھت مثلثاتي دوران كند، در روي دایرة مور نیز باید در جھت مثلثاتي : نكتھ◄

  .حركت كنیم و برعكس
   
ç تنش ھاي اصلي :  

مقدار  maxاست، چرا كھ ھم تنش قائم بھ  max، معرف تنش اصلي 1Pدر روي دایرة مور، نقطة 
 o180است كھ با اختلاف  minمعرف تنش اصلي  P2نقطة . خود رسیده و ھم تنش برشي صفر است

  . قرار دارد 1Pبا 
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: نیز برابر است xزاویة بین صفحة اصلي و محور 
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ç تنش ھاي جھشي حداكثر :  
12نقاط  , SS مربوط بھ صفحاتي ھستند كھ تنش برشي حداكثر مثبت و منفي روي آنھا رخ مي دھد .

12تا نقاط زاویة این صفحات  , PP برابر ،o90 پس صفحة تنش ھاي اصلي با صفحة تنش ھاي . است
مي سازد مقدار تنش جھشي حداكثر برابر با شعاع دایرة مورد است و تنش  o45، زاویة maxجھشي 

: قائمي كھ روي این صفحات عمل مي كند
2

yx σσ +
  

çحالتھاي خاص:  
  
  
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

: تنش برشي حداكثر. ھمان صفحات اصلي ھستند y,xوجوه : در تنش دو محوري -
2

yx σσ −  

  : برابر است با θتنش روي صفحة مایل با زاویة 
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 . صفحات اصلي ھستند y,xباز ھم وجوه : درحالت تنش تك محوري

2: اتفاق مي افتد و مقدارش o45تنش جھشي حداكثر روي صفحة 
xσ

  

  
  
  
  
  
  
  

  
  



 

 

çبرش خالص :  
  
  
  
  
  
  
  
  
  :6-3مثال?

  :وارده مطابق شکل عبارتند ازدر نقطھ ای بر روی یک مولد برق تنش ھای 

=  ن −50MP  و  = 10MPa حو  = −40MPa  با استفاده
  :از دایره مور کمیت ھای زیررا بدست آورید

(a 45تنش ھای ایجاد شده بر روی یک المان مایل با زاویھ=θ.  

(bتنش ھای اصلی؟  

(cتنش برشی حداکثر؟  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 

 

çقانون ھوک براي تنش مسطح:  
  : در مطالعة كرنش ھاي ایجاد شده، در مورد موادي بحث مي كنیم كھ روشھا زیر را برآورده سازند

  . ھمگن و ایزوتروپ باشند، یعني خواص آنھا درتمام نقاط جسم و در تمام جھات یكسان باشد -1
  . درفتار مصالح از قانون ھوك تبعیت كند یعني ارتجاعي خطي باش -2

  : تغییر ابعاد المان
  
  
  
  
  
  
  

  : داریم) بر ھم نھي(با استفاده از اصل جمع آثار 
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  . تنش ھاي قائم ھیچ اثري بر كرنش جھشي ندارند و برعكس -
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çدرحالت خاص تنش دو محوري : 
xyبعلت مستقل بودن اثر تنش ھاي قائم و برشي،  εε خواھد xyγ=0ھمان روابط قبلي ھستند و فقط ,

  .شد
  
  
  
  
  
  



 

 

ç در حالت تنش تك محوري:  
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çدر حالت برشي خالص : 
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çتغییر حجم واحد : 
abcV =o  حجم اولیھ المان

))()((1 zyx ccbbaaV εεε +++=  
 )1)(1)(1(1 zyxabcV εεε +++=  

zyxyxzxzyyzzyxyabcV εεεεεεεεεεεεεεε ++++++=++++= 1)1)(1(1

 
)1(1 zyxabcV εεε +++=  

)(1 zyxabcVVV εεε ++=−=∆ o  

vzyxV
Ve εεεε =++=∆=
o

 تغییر حجم واحد یا تغییر حجم نسبي  →

ھا بسیار كوچك باشند و نیز براي تمام  این رابطھ براي ھر نوع مصالح بھتر است بھ شرط آنكھ كرنش
  . داردشود كھ كرنش جھشي تأثیري در تغییر حجم ماده ن مشاھده مي. حالات تنش معتبر است

  ): در حالت تنش صفحھ اي(اگر ماده از قانون ھدك تبعیت كند، داریم  ◄
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)21(.21.210 vE
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v
xxxvy −=−=−=→= εεσεσ→ در حالت تك محوري 

  : تنش سھ محوري -
xyzاگر یك المان در سھ امتداد عمود بر ھم تحت اثر تنش ھاي  σσσ ,, 
  . دارد قرار گیرد، مي گوییم المان تحت اثر تنش سھ محوري قرار

تنش جھشي وجود ندارد، لذا این وجوه،  z,y,xاز آنجا كھ روي وجوه 
  صفحات اصلي بوده و تنش ھاي

xyz σσσ   .نیز، تنش ھاي اصلي مي باشند ,,



 

 

و  σش قائم ، المان را قطع كند، در صفحة ایجاد شده، تنzاگر یك صفحة مایل، بھ موازات محور 
στاز آنجا كھ تنش ھاي . عمل مي كنند xy، ھر دو بھ موازات صفحة τتنش جھشي  از تعادل  ,

مي باشند و براي تعیین آنھا از روابط قبلي و  zσبدست مي آیند، لذا مستقل از  xyنیروھا در صفحة 
نیز المان  y,xصفحات مایلي كھ بھ موازات محورھاي  این نتیجھ براي. دایرة مور میتوان استفاده كرد

  . را قطع كنند، صادق است
  

بر روي صفحاتي رخ مي دھد كھ با صفحات  maxاز آنجا كھ تنش جھشي 
مي سازد، لذا در تنش سھ محوري، حداكثر تنش جھشي بر  o45اصلي زاویة 

  . مي سازند o45زاویة  z,y,xصفحاتي رخ مي دھد كھ با محورھاي روي 

)  :دوران كند داریم zحول محور  o45اگر المان  )
2max
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−
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)  : دوران كند داریم xحول محور  o45اگر المان  )
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)  : دوران كند داریم yحول محور  o45اگر المان  )
2max

zx
y

σστ −±=  

  .است مطلق، بزرگترین مقادیر فوق maxتنش جھشي 
  
را رسم  Aدوران كند میتوان دایرة محور  zاگر المان حول محور -

yxبا فرض (نمود  σσ  xاگر المان حول محور ) و ھر دو مثبت <
   Bدایرة : دوران كند

   Cدایرة : دوران كند yاگر المان حول محور 
- max تنش ھاي . تنش جھشي برابر شعاع بزرگترین دایره است

نیز برابر است با میانگین  maxقائم مربوط بھ صفحات تنش جھشي 
   .تنش ھاي اصلي مربوط

  
ç قانون ھدك در تنش سھ بعدي :  

   :مشابھ حالت تنش مسطح میتوان نوشت
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 . مي دانیم كھ این رابطھ براي ھر نوع مصالح با شھا كوچك بودن كرنش ھا صادق است

zyxv V
V εεεε   تغییر حجم واحد  =∆=++

  : ھا داریم εقادیر اگر ماده از قانون ھدك تبعیت كند، با جاگذاري م
)(2)(1

zyxzyxV E
V

E
σσσσσσε ++×−++=  

)(21
zyxV E

V σσσε ++−=  



 

 

ç در حالتي كھ المان تحت تنش ھیدرواستاتیك قرار دارد، داریم: حالت خاص :oσσσσ === zyx 

  .نش كروي نیز مي گوینداین حالت را ت
پس در روي تمامي صفحات تنش برشي صفر . دوایر مور در این حالت تبدیل بھ یك نقطھ مي شوند

  . پس ھر صفحھ، یك صفحة اصلي است. است oσاست و تنش قائم نیز برابر مقدار ثابت 
  : ھات یكسان ھستندكرنش ھا نیز در تمام ج

)( oo
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o σσσε +−=
E
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)21(33 V
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V
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ç كرنش صفحھ اي یا مسطح :(plane strain)  
رخ دھد، در آن  xyاگر تغییر شكل این المان فقط در صفحھ . یك المان مكعبي را در نظر بگیرید

xyxy: رنش وجود خواھد داشتصورت سھ مؤلفھ ك εεγ الماني كھ تحت اثر این كرنش ھا قرار . ,,
===0: پس در حالت كرنش مسطح داریم. گرفتھ باشد در حالت كرنش مسطح قرار دارد yzxzz γγε  

xyxy(كرنش ھاي دیگر  εεγ   . ممكن است داراي مقدار غیرصفر باشند) ,,
شرایط كرنش صفحھ اي زماني ایجاد مي شود كھ وجوه مقابل و پشت المان در مقابل تغییر مكان قید 

===0: در حالت تنش مسطح داشتیم. شده باشند yzxzz ττσ  و تنش ھاي دیگر ممكن است
در یك . بطور كلي حالت تنش مسطح و كرنش مسطح ھمزمان اتفاق نمي افتند. داراي مقدار باشند

در . مخالف صفر است پس المان در حالت كرنش مسطح نیست zالمان تنش مسطح، كرنش در جھت 
  . تنش وجود دارد zسطح نیز معمولاً در امتداد حالت كرنش م

یك حالت استثناء زماني است كھ المان تنش مسطح تحت اثر تنش ھاي قائم برابر و مختلف العلامت 
)( yx σσ : قرار گیرد، كھ المان ھم در حالت تنش مسطح و ھم كرنش مسطح قرار دارد =−

0)( =+−= yxz E
V

σσε  

)0(حالت خاص دیگر زماني است كھ ضریب پواسون صفر باشد  =V  

                                    0=zε    
  
  
  
  
  
  
  
  



 

 

  
  
  
  

  كاربردھاي تنش صفحھ اي  : فصل ھفتم

çمخازن كروي تحت فشار:  

  . آن كوچك باشد، آنرا پوستھ مي نامنداگر ضخامت جدار مخزن نسبت بھ شعاع و یا طول 
باشد، سازه را جدار نازك  10در مورد مخازن، زماني كھ نسبت شعاع بھ ضخامت جدار بزرگتر از 

براي تعیین تنش كششي در جدار مخزن، كره را بطور قائم بدو نیم تقسیم نموده و دیاگرام . مي نامند
  .جسم آزاد را رسم مي كنیم
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σ t در مخزن جدار نازك
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 . مقطع مورد نظر را میتوان در محل دیگري نیز انتخاب نمود

t
rP

r
aatpa

tapa

2
...2

)cos.(.2).(

2

2

=→=

=

σσππ

ασππ
 

 
  

پس اگر كره را در ھر امتداد دلخواه برش دھیم، خواھیم دید كھ كره تحت اثر تنش ھاي كششي 
این تنش ھا را كھ مماس بر سطح خمیدة پوستھ عمل مي كنند . یكنواخت در تمامي جھات قرار دارد

)(σ را تنش ھاي غشایي مي نامند.  
  
  



 

 

  
  
  
  
  
  
çتنش روي سطح خارجي و داخلي مخزن :  

روي سطح خارجي چون بارگذاري دیگري وجود ندارد، 
σσσچون . المان در حالت تنش دو محوري است == yx 

پس تمامي . دیل بھ یك نقطھ خواھد شدپس دایرة مور تب
صفحات، صفحة اصلي بوده و روي آنھا تنش قائم ثابت و 

  ) zدر دوران المان حول محور . (تنش برشي صفر است

0,
2
.

321 ==== σσσσ
t
rP

  تنش ھاي اصلي  

دوران كند، در روي  yیا  xاگر المان حول محورھاي 
بدست مي آیند،  yو  xنسبت بھ  o45صفحاتي كھ با دوران 

  : تنش جھشي حداكثر خواھد شد

t
rP

4
.

2max ==
σ

τ  

  
çدر سطح داخلي مخزن :  

تنش ھاي نشان داده . ري قرار داردالمان در حالت تنش سھ محو
  :شده ھمگي تنش ھاي اصلي مي باشند
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σ

σσ   

 . دایرة مور یك نقطھ خواھد بود: zدر دوران حول محور 
     :yیا  xدر دوران حول محور 
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max
P

t
rPPP ==+=−−= σστ  

با فرض اینكھ نسبت 
t
r  در مقابل  1بزرگ است، میتوان از عدد

t
rP

t
rP

4
.)1

2
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2max ≈+==τ  جملة

t
r
2

صرف نظر كرد و لذا تنش ھاي اصلي و تنش جھشي حداكثر مانند سطح خارجي مخزن خواھد  

، صرف نظر كرده و روي سطح داخلي نیز zدر جھت  3σپس میتوان با تقریب قابل قبول، از . شد
  . مانند سطح خارجي از روابط تنش دو محوري استفاده نمود

  
çمخازن استوانھ اي تحت فشار :  

بعلت تقارن در ھندسھ و بارگذاري سازه، ھیچ گونھ تنش برشي 
  ) ريتنش دو محو. (در وجوه المان وجود ندارد

  
1σ : ،2تنش محیطيσ : تنش طولي  



 

 

  : 1σبراي تعیین 
  . تنش و فشار سمت راست و چپ المان نشان داده نشده اند چرا كھ در معادلات تعادل وارد نمي شوند

)2(1 brpP =  

: تنش محیطي
t
rPbrpbt .)2()2( 11 =→= σσ 

  : 2σبراي تعیین 

t
rPrprt

2
.)()2( 2

2
2 =→= σππσ :    تنش طولي  

 
  
  

اگر دو خط جوش . نتیجھ اینكھ در یك مخزن استوانھ اي، تنش محیطي دو برابر تنش طولي است
  . زن در نظر بگیریم، مقاومت خط جوش طولي باید دو برابر خط جوش محیطي باشدبراي مخ

  
ç تنش روي سطح خارجي و داخلي مخزن استوانھ اي :  

  . روي سطح خارجي المان در حالت تنش دو محوري است
  : ، تنش جھشي حداكثر برابر است باzدر دوران حول محور 
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 yو  xحول محورھاي  o45تنش جھشي حداكثر خارج از صفحھ نیز بر روي صفحاتي كھ با دوران 
 : بدست مي آیند، رخ مي دھد
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  : كثر مطلق برابر است باپس تنش جھشي حدا
t
rP

2
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  : روي سطح داخلي
  : تنش ھاي جھشي حداكثر عبارتند از zو  x ،yدر دوران حول محورھاي 
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)(xتنش جھشي  maxτ مانند مخزن كروي بعلت جدار نازك بودن میتوان . بزرگترین تنش جھشي است

از جملة 
2
P  در مقابل

t
rP

2
صرف نظر كرده و با این فرض د مسائل مخازن جدار نازك، روي سطح  .

 . داخلي و خارجي مخازن، تنش دو محوري است
  
  
  
  
  



 

 

  
  
  
  
  

  تغییر مكان تیرھا: فصل ھشتم
ç معادلة دیفرانسیل منحني تغییر مكان تیر  
  

در اثر اعمال . طره را تحت اثر بار منفرد در انتھا در نظر مي گیریمیك تیره 
بار، محور تیر بصورت یك منحني تغییر شكل مي دھد كھ آنرا منحني خیز تیر 

  . یا منحني ارتجاعي تیر مي نامند
  
  

صفحھ وارد مي ، صفحة تقارن تیر است و تمامي نیروھا در ھمین xyفرض مي كنیم كھ صفحة 
عبارتست از  (v)خیز یا تغییر مكان . خواھد بود xyشوند، لذا منحني ارتجاعي تیر نیز در صفحة 

را روي منحني  m2و  m1مانند قبل دو نقطة  yجابجایي ھر نقطھ بر روي محور تیر در امتداد محور 
  . تغییر مكان در نظر مي گیریم

  
  

بر مماس بر منحني،  m2و  m1اگر در نقاط : از قبل مي دانیم كھ
قطع  ′O)(عمود رسم كنیم، این عمودي ھمدیگر را در مركز انحناء 

om. مي كنند مي  k)(و عكس آن را انحناء  ρ)(شعاع انحناست  ′1

  : نامند
ρ
1

=k  

  

ds
dkdds θ

ρ
θρ ==→=

1  

θtog
dx
dV  شیب منحني تغییر مكان  ==

  

  
  
  
  
  

، میتوان با انتگرال گیري xبصورت تابعي از  (EI)و صلبیت خمشي  (M)با معلوم بودن لنگر خمشي 
  . از معادلة فوق تغییر مكان تیر را محاسبھ نمود

  : یادآوري قرارداد علائم مثبت
  
  



 

 

  
  . بھ سمت بالا مثبت است vتغییر مكان  -
  
  
  

)(
dx
dv  وزاویة چرخشي شیب  -

)  . در جھت مثلثاتي مثبت است )θ 
  . رسید با استفاده از این روابط میتوان بھ معادلات دیگري نیز
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çصلبیت خمشي تغییرات : در تیرھاي غیرمنشوري(EI) :  

  . منحني ارتجاعي تیر را میتوان از حل ھر یك از سھ معادلھ مقابل بدست آورد
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  با مشتق گیري داریم 

3 (      q
dx
dv

dx
VdEI

dx
d

x −=== )( 2

2

  

         
ç در تیرھاي منشوري :EI ثابت است .  
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2 (      V
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3 (      q
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  : معادلات فوق را میتوان بھ این صورت نیز نوشت
],,[ qVEIVVEIMVEI −=′′′′=′′′=′′  

 : رابطھ دقیق انحناء تیرھا
در استخراج معادلات فوق فرض كردیم كھ قانون ھدك برقرار است و شیب منحني تغییر مكان نیز 

dxdstog: اشد نمي توان فرض كرد كھاگر شیب منحني كوچك نب θ)(كوچك است  ≈≈ ,θθ  
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