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 سری فوریه

 خواص کلی -41-4

 تمرینات

ذیر( را به پ)به صورت عبارت درجه دوم انتگرال xf)(می خواهیم تابع  41-4-4

کمک یک سری فوریه متناهی نمایش دهیم. معیار مناسبی برای دقت سری به کمک 

 انتگرال مربع انحراف برقرار زیر به دست می آید.
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 یعنی: Pنشان دهید که شرط کیمنه شدن 
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( و 44-41به صورتی که در معادله های ) bnو  an، به انتخاب nبه ازای همه مقادیر

 ( داده شده است، می انجامد.41/41)
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 به همین ترتیب خواهیم داشت:
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( استفاده 9-41( و )8-41( و )7-41که برای رسیدن به روابط فوق از روابط تعامد )

 کرده ایم.

یچیده )کشنده های اقیانوسی، زمین لرزه ها، پدر بررسی یک شکل موج  41-4-1

آنها( بهتر است. از سری فوریه ای به صورت زیر بهره  نوارهای موسیقی و مانند

 گیریم.
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 ( هم ارز است و در آن 4-41نشان دهید که این معادله با معادله )

nnnnnnnnnnnn abbaaabaa /tan,,sin,cos 222    

 پاسخ: قبلاً سری فوریه را به صورت زیر تعریف کرده بودیم.
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 دیدی که در نظر گرفته بودیم به صورت زیر قابل بسط دادن است.سری فوریه ج
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 هم ارز هستند. I Iو  Iروابط 

 را به صورت یک سری فوریه نمایی بسط داده ایم.xf)(تابع  41-4-3
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 شگرد مجموعه یابی این بخش را به کار بندید و نشان دهید. 41-4-5




 












1 0)(2/1

)(2/1sin

n x

x0
          

x

x

n

nx 







  

 مراجعه کنید. 1-41به شکل 
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 از طریق تبدیل توابع مثلثاتی به توابع نمایی، سری توانی تشکیل دهیم.
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 .مجموع سری مثلثاتی زیر را به دست آورید 41-4-6
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 مجموع سری مثلثاتی زیر را به دست آورید. 41-4-7
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 رابطه بالا را ساده می کنیم. ،با استفاده از بسط مقابل
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 مزایا و موارد استفاده سری فوریه 41-2

 تمرینات

))0()(0)نظیر شرایط مرزی  41-1-4  l جوابهایی به صورت)/sin( lxn  را

 ایجاب و کسینوسهای متناظر را حذف می کند.

لیوریل  -)الف( تحقیق کنید که در این صورت شرایط مرزی که در نظریه اشتورم

منظور می شوند، در بازه  l,0 بازه صدق می کنند دقت کنید که این بازه فقط نصف

 معمولی فوریه است.
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22
sin)(

1 



  




























1

1
1

2

sin
)1(2

)(
2

)1()1)(1(
2

cos)1(
2

n

n
nn

l

xn

n

l
xxf

n

l

n

l
tn

n

l

l







41-

در بازه xsinدر برخی مسائل بهتر است که  1-3 1,0 را تقریبا توسط سهمی

)1( xax  نشان دهسم که در آنa  مقداری است. ثابت برای آنکه از میزان دقت این

4)1(تقریب برآوردی به دست آورید،  xx یک سری سینوسی فوریه  را به صورت

 بسط دهید.



























1

sin
)1(4

)1(4
)(

n

n xn b
0x1

1x0
         

xx

xx
xf   
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)(xf

x
1-  

1 

                              ( توجه کنید.1-41به شکل )

 

  

 

 1-41شکل 

 :اسخپ


1

1
cos)( xdxnxfan   





   dx x  n xxdx x nxx  cos)1(4cos)1(4

1

0

0

1
 

dx x  n xxdx xnxx  cos)1(4))(cos()1(4
1

0

0

1
   

0cos)1(4cos)1(4
1

0

0

1
  dx x  n xxdx x nxx   

   



 

1

1

1

0

0

1
sin)1(4sin)1(4sin)( xdxnxxxdxnxxxdxn xfbn   

 
0

1

0

1
sin)1(4))(sin()1(4 xdxnxxdxxnxx   

  



 

1

0

1

0

2
1

0
sinsin8sin)1(42 xdxnxxdxnxxdxn xx   

1

0

2

332222
cos

2
sin

2cossin
8 


























 xn

n

x

n
xn

n

x

n

xnx

n

xn











  

















3

2
)1(

2)1()1(
8

333  nnnn

n
nn
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 
nزوج

nفرد
         

n

n







 

0
3

1
.

32

1)1(
16

31

33 


 

 کاربردهای سری فوریه 41-3

 تمرینات

 نمایش سری فوریه تابع زیر را تشکیل دهید. 41-3-4














 t

t
      

t
tf

0

0

sin

0
)(  

خروجی یک یکسو ساز نیم موج ساده به این صورت است. اگر گرمای خورشیدی 

 ز تقریباً به این شکل است.که باعث ایجاد کشند در جو می شود نی

 اسخ: برای راحتی در حل مسئله تغییر متغیر مقابل را در نظر می گیریم.پ















u

u
         

u
tfut

0

0

sin

0
)(  




 1

2

2
)cos(

1
sin

1 0

0
00  

a
uudua  

nفرد

nزوج
         nnuduuan












 
0

1

12

cossin
1

2

0




  
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ضرب ( نتیجه شده است و به کمک قوائد حاصل39-41که رابطه بالا مطابق معادله )

 توابع مثلثاتی قابل حصول است.

 

















 0

0
2

1
)

2
(

1

sinsin
1

1n

1n
          nuduubn

 

 بنابراین خواهیم داشت:









1

1

sin
)1(

2)(
n

n

nx
n

xf  

قسمت )ب( تغییر متغیر مقابل را انجام دهیم به  1-1-41پاسخ: چنانچه در تمرین 

 جواب می رسیم:

















1

1 sin)1(
2

n

n

L

xnL
xnx

L

xn 



  















 




















1

1

1

1

1

1 sin
)1(

2sin)1(2sin)1(2
n

n

n

n

n

n nx
n

x
L

xn
nx

L

xn

L

xn   

نه اراه ای دیگر را می توان به کمک تابع زیر صفر توصیف یک موج دندا 41-3-3

 کرد.


























x

x
             

x

x
xf

0

0

)(
2

1

)(
2

1

)(  

 نشان دهید که
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





1

/)(sin)(
n

nxnxf   

 پاسخ:

   




















 0

0

0

0

0 ))((
2

11
)(

2

11
)(

2

11
)(

2

11
dxxdxxdxxdxxa  

  








 0

0

0)(
2

11
)(

2

11
dxxdxx  

xxدر انتگرال دوم  .تبدیل کرده و تغییرات لازم را مبذول داشته ایم 

   




















 0

0

0

0

))((
2

11
)(

2

11
)(

2

11
)(

2

11
dxxdxxdxxdxxan  

  








 0

0

0)(
2

11
)(

2

11
dxxdxx  

xxدر انتگرال دوم   .تبدیل کرده و تغییرات لازم را مبذول داشته ایم 

  








 0

0

cos)(
2

11
cos)(

2

11
ntdttntdttan

  








 0

0

0cos)(
2

11
cos)(

2

11
ntdttntdtt  

 

ntntمی دانیم که : cos)cos(  

    














 0

0

0

0

))(sin()(
2

1
sin)(

2

11
sin)(

2

1
sin)(

2

11
dtnttntdttntdttntdttbn

  












 0

0

0
sin)(

2

11
sin)(

2

1
sin)(

2

11
ntdttntdttntdtt 
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n
nt

n
nt

n

t
nt

n
ntdtt

1
sin

1
coscos

1
sin)(

1

0
0200 







 








 

 











11

)(sinsin)(
nn

n n     nxnxbxf  

 ( با تابع زیر نمایش داده می شود.7-41موج مثلثی )شکل  41-3-1












0
)(

x

x0
          

x

x
xf



  

)(xf.را با یک سری فوریه نمایش دهید 

 پاسخ: 

ر عمودی متقارن متوجه می شویم که نمودار نسبت به محو 7-41پاسخ: از شکل 

 ها برابر صفر می شود. nbاست، پس  xاست و در نتیجه تابعی زوج بر حسب 

 







 


 222

122
)(

1 0
0

2

0
0

a
xxdxdxxfa  

 















 nفرد

nزوج
          

n

xdxxnxdxxfan
2

0
14

0
cos

2
cos)(

1  


n n

nx
xf

2

cos4

2
)(



  

تابع زیر را در محدوده بازه  41-3-5 , .بسط دهید 
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+r 

-r 










2

0

2

2

0

0

1
)(

xx

xx
        xf

2

 

 یادآوری: این موج با پهنای متغیر در موسیقی الکترونیکی حائز اهمیت است.

 پاسخ:

01)( xxx             xf 0   

 


0

0

0

0

0

00

0 1
2

2
21 x

x

x a
dx

x
dx

x
a  








10

0

0

0

0

00

cossin2
1)(

sin2
)(sin

2
cos

1 0

0

0

n

x

x

x

n
n

nx

x

x
xf

nx

nx
nx

nx
nxdx

x
a  

به طور طولی به دو نیمه غیر مماس  aیک لوله استوانه ای فلزی به شعاع  41-3-6

نگه داشته  v–و نیمه پایینی در پتانسیل  vی در پتانسیل شکافته شده است. نیمه بالای

((، متغیرهای معادله لایلاس را جدا کنید و پتانسیل 8-41می شود )شکل )

arالکترواستاتیکی را به ازای    به دست آورید. به تشابه بین جوابی که به ازای

ar ه مربوط به موج مربعی توجه کنید.یافته اید و سری فوری 

  

 

 8-41شکل 
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به وضوح و  r، وابستگی پتانسیل به دو متغیر 8-41پاسخ: با توجه به شکل 

مشخص می شود. در نتیجه به کمک معادله لاپلاس با توجه به وابستگی پتانسیل به 

 شت.خواهیم دا rو  متغیرهای 

0
11

),(
2

2

2

2 

























u

rr

ur

r

ur

r
rV 

می دانیم که جواب این چنین معادله ای در کتاب مبانی الکترومغناطیس به صورت 

 زیر است:

 )sincos()sincos(),(  nBnArnBnArrV nn

n

nn

n

n

  

arچون پتانسیل را به ازای نقاط   می خواهیم، جملات با توانهای منفی به دلیل

 حذف می شوند در نتیجه خواهیم داشت:0rواگرا شدن در 

 
n

nn

n nBnArrV )sincos(),(  

را به دست می nBو  nAحال با استفاده از شرایط مرزی و روابط تعامد ضرایب 

 آوریم.

 
n

nn

n nBnAaaV )sincos(),(  
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),(همچنین چون  rV  تابع فردی از  است شکل مناسب جواب به صورت زیر در

 می آید.

 
n n

n

nn

n naBaVnBrrV  sin),(sin(),( 

  


dmnaBdmaV
n

n

n sinsinsin),(
2

0
 

m

mnm

n

n

n aBm
m

V

m

V

m

V
m

m

V
aBdmVdmV 







   coscossinsin ,

2

0
 

mزوج

mفرد
          

amV
B

m

m






0

/4  














mفرد

m

ar           m
a

r

m

V
rV 


 sin

14
),( 

یک استوانه فلزی را در میدان الکتریکی یکنواخت )یکنواخت قبل از قرار  41-3-7

طوری قرار می دهیم که محور استوانه عمود بر امتداد اصلی میدان 0Eاستوانه(  دادن

 باشد.

 )الف( پتانسیل الکترواستاتیکی مختل شده را بیابید.

 )ب(بار سطحی القائی روی استوانه را به صورت تابعی از موضع زاویه ای پیدا کنید.

 

 
0E0E

a
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به وضوح  و  rل ترسیمی وابستگی پتانسیل بدو متغیر پاسخ )الف(: با توجه به شک

مشاهده می شود، مانند مسئله قبل به کمک معادله لاپلاس جواب را به صورت زیر به 

 دست می آوریم.

   

n

nn

n

nn

n nBnArnBnArrV )cossin()cossin(),(  

arمی دانیم در فواصل   د.میدان به صورت یکنواخت در می آی  

  ar          rEdErV  cos.),( 0 

 با اعمال این شرط مرزی خواهیم داشت:

01

0

011 0)cossin()cossin(),( EB        AnBnArBBArrV 1nn

n

n  




 

)cossin(cos(),(
0

00  nBnArrEBrrV nn

n

n  




 
















 1

10
,0)cossin(cos

2

00

0
n

n
        

bEB

B
AnBnAaaE

n

n

nnn

n

n  

 coscos),( 2

0

1

0 aErrErV  

 )ب(:




sin1ˆcos1ˆˆ1
ˆ

2

2

02

2

0 




























r

a
E

r

a
Er

V

r
r

r

V
E 

)چگالی بار سطحی( cos2 000 EarEr  
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را به یک سری توانی تبدیل  6-3-41سئله بسط فوریه موج مربعی، م 41-3-8

یک سری واگرا تشکیل می دهند. این عمل را برای  1xکنید. نشان دهید که ضرایب 

تکرار کنید. سری توانی را نمی توان برای نا پیوستگی به کار برد. این  3xضرایب 

 غلبه بر این محدودیت اساسی سری توانی است.ضرایب نامتناهی حاصل تلاش برای 

 ( داریم.36-41پاسخ: با استفاده از بسط فوریه موج مربعی، معادله )









 ...

5

5sin

3

3sin

1

sin2

2
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xxxhh
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
 

 از طرفی داریم:

 
















0

12

0

12

)!12(

)(
)1(

sin

)!12(
)1(sin

n

n

n

n
n

n

nm

xm

m

mx

n

x
x 

با هم جمع کنیم به  n=0های مختلف و  mحال اگر ضرایب سری فوق را به ازای 

 دست می آوریم:





mففر

...111 

 در نتیجه مجموع این ضرایب یک سری واگرا تشکیل می دهند.

قابل به  n=1این سری خیلی زودتر واگرا می شود، که به ازای  3xدر مورد ضریب 

 دست آوردن است.
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



mففر

...
)!3(5

5

)!3(3

3

!3

1 33

 

 به صورت زیر است: axcos)الف( نشان دهید که بسط فوریه  41-3-9















 ...

2

2cos

1

cos

2

1sin2
cos

22222 a

x

a

x

a

a
ax



 

)(

sin2
)1(

22 na

aa
a n

n





 

 )ب( با استفاده از نتیجه بند قبل نشان دهید:







1

2)2(21cot
p

papaa  

این معادله روش دیگری برای استخراج رابطه بین تابع زتای ریمان و اعداد برنولی، 

 ( در اختیار ما می گذارد.454-45معادله )

برابر صفرند و  nbتابعی زوج است، در نتیجه  axcosسخ )الف(: با توجه به آنکه پا

 خواهیم داشت:

  






 

 0 0
))cos()(cos(

2
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coscos

2
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1
dxxnaxnanxdxaxnxdxaxan 















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1
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


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na
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















 )sin(

)(

1
)sin(

)(
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


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na
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)(

sin2
)1(sin

)(

1
sin

)

1)1(
22 na
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a

na
a
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n
n


























 















 ...

2

2cos

1

cos

2

1sin2
cos

22222 a

x

a

x

a

aa
ax



 

 )ب(:




 




1
222 )(

cos)1(sin2

2

sin2
cos

n

n

na

nxaa

a

aa
ax







 

 خواهیم داشت:xبه ازای 




 




1
222 )(

)1()1(sin2

2

sin2
cos

n

nn

na

aa

a

aa
a








 




 


1
22

2

)(
21cot

n na

a
aa  








 





1
22

22

1
22

2

)/1(

/
21

)1/(
21cot

nn na

na

na

a
aa  

حاصل جمع تصاعد هندسی مخرج کسر داخل 














0

2

p

p

n

a

با قدر نسبت 

2










n

a

 

 است.
































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

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2

2121cot
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a
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a
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




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



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

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p
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 






















1

2

1 1
2

2 )2(2121cot
p

p

p n
p

p ap
n

a
aaa  

را در بازه x)(بسط سری فوریه تابع دلتای دیراک  41-3-41  x به دست

 آورید.

 )الف( به جمله ثابت چه مفهومی می توان نسبت داد

 صادق است؟ )ب( این نمایش در چه ناحیه ای

 تحاد ا)ج( با استفاده از 






















N

n

x
N

x

Nx
nx

1 22

1
cos

)2/sin(

)2/sin(
cos 

 ( سازگار است.83-9با معادله ) x)(نشان دهید که نمایش فوریه 

 

 

 

 

 

)(xn

x

)(xn

x
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اسخ: با توجه به شکل های نمایش داده شده که مربوط به تعریف های مختلف تابع پ

 برابر صفرند. bnج است. در نتیجه دلتا است می بینیم که تابع دلتا تابعی زو

 


 


 2

1

2

1
)(

1 0
0

a
dxxa 




















2/

2/2/

2/

0

/1

0

0

lim
)(

x

x

x

         x 

در محدوده x)(مقدار متوسط  2/0aبا توجه به تعریف بالا می بینیم که   , .است 

 









 





 1

cos
1

2

1
)(

1
)0cos(

1
cos)(

1

n

n nxxnxdxxa 

 ناحیه ها گسترش یابد.د در تمام )ب(: این بسط می توان

                                                                      :)ج(






1

cos
1

2

1
)(

n

nxx



 

 









1 1

)()(cos
1

2

1
)1(cos

1

2

1
)(

n n

xtxtnxntx 


  

مفروض این خاصیت تابع دلتای دیراک را ثابت همچنین می توان با استفاده از اتحاد 

 کرد.

41-3-44 )( tx  را به صورت یک سری فوریه بسط دهید. نتیجه ای را که به

 ( مقایسه کنید.83-9دست آورده اید با صورت دو خطی معادله )
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               اسخ:پ
 









1 1

)(cos
1

2

1
)sinsincos(cos

1

2

1
)(

n n

txnntnxntnxtx



 

( است و با تغییر متغیر 41-3-41قبل )اسخ: این مسئله کاملاً شبیه مسئله پ

utxساده   وdtdx .جواب این مسئله نتیجه می شود 

 

 تحقیق کنید که: 41-3-41









m

im
e

)(

21
21

2

1
)(






 

یک تابع دلتای دیراک است؛ برای انجام این کار نشان دهید که این تابع در تعریف 

 دلتای دیراک:

 













 


 )(
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1
)( 21
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1
21 fdef

m

im 

 اسخ:پ







m

in

necf 1

1)(  

 ی خواهیم داشت:با جایگذار















decedeec nmi

n

n

n
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m
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m
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n  























 )(12

1
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2

1

2

1
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)(2
2

1
2

2

,

2 


 fecce
n

im

m

m

nmn

m

in  













 

 )الف( با استفاده از: 41-3-43

  xxxf ,)( 2 

 نشان دهید که:











1

2

2

1

)2(
12

)1(

n

n

n


 

تشکیل شد،  1-3-41)ب( با بهره گیری از سری فوریه موج مثلثی که در مسئله 

 نشان دهید که:







1

2

2
)2(

8)12(

1

n n


 

 )ج( با استفاده از:

   x            ,          xxf 4)( 

 نشان دهید که:

 














1

4

4

2

4
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1

n 1n

1n v

n
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n








 

 )د( با استفاده از:
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












0)(
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x

x0
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xf
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 سری زیر را استخراج کنید.







,...5,3,1

3

sin8
)(

n n

nx
xf


 

 و نشان دهید:






 

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 موج مربعی نشان دهید. )هـ( با استفاده از سری فوریه مربوط به یک





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 رابطه زیر را به دست آوردیم: 3-3-41اسخ )الف(: با توجه به مثال پ


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 خواهیم داشت:0xبه ازای 

  















1 1 1
2

12

2

2
2

2

2
2 )1(

)2(
12

1
)1(4

3

1
)1(4

3 n n n

n
nn

n
  

n
x 

n
x 

 

 )ب(:







,...5,3,1

2

cos4

2
)(

n n

nx
xf



 



 28 

 :فرد است می توانیم بنویسیم n چون


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 
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
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2)12(
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 خواهیم داشت: x=0به ازای 
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)(4)ج(: ابتدا ضرایب مربوط به سری فوریه تابع  xxf  :به دست می آوریم 
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 می دانیم که:


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2
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4
3 n
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n 

 با جایگذاری خواهیم داشت:
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










1
4

4
224 )1(

cos)1(
48

15

7
2

n

n

n

nx
xx


 

 خواهیم داشت:xبه ازای 
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 را برابر صفر قرار دهیم خواهیم داشت: x(، 4چه در رابطه )و چنان
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





   
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
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

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 با توجه به راهنمایی که در قسمت قبل شد، خواهیم داشت:
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

,...5,3,1
3

2/)1(3

3

2 )6(

32

2/sin8

4 n nففر

n

nn

n 
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
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 خواهیم داشت: x/2به ازای 
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 )الف( نمایش سری فوریه تابع زیر را بیابید. 41-3-41
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
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 )ب( با استفاده از بسط فوریه ای که یافته اید، نشان دهید:
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 خواهیم داشت: x=0)ب(: به ازای 


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
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n   داریم 41-3-45

z
1)(z)(1 zf

n

1n

1n




 ln)(

به ازای 1zاین سری به ازای [

)1ln( z  همگرا می شود مگر در نقطهz=-1 [ 

 )الف( با استفاده از اجزای موهومی نشان دهید:















1

cos

2
cos2ln

n

                                           
n

n


 

 )ب( به کمک تغییر متغیر، بند )الف( را به صورت زیر تبدیل کنید.
















1

cos
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n
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n

n


 

)2cos2ln(ابع اسخ )الف(: با توجه به اینکه تپ  تابعی حقیقی است، با استفاده از معادله

(41-19 ،)),( rv :برابر صفر است و خواهیم داشت 

 nurCru
n

n

n

n

n cos),1(cos),(
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








 

 به شکل سری به صورت بالا می رسیم:xf)(حال با تغییرات در تابع 










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





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   11ln(
2

1
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2

1
   ii ee 

   )1ln()1ln(
2

1
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2

1  iii eee   
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

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
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
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
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 س در اینجا داریم:پ

n
C

n

n

1)1( 
 

 

)ب( اگر  :قرار دهیم خواهیم داشت 

  




 



1

1 20
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n
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
 
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



 








1
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n
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






1
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n
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

 

هنای قابل تنظیم پالس مثلثی متقارن با بلندی و پتوصیفگر یک  تابع زیر 41-3-46

 است:






















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b
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 )الف( نشان دهید که ضرایب فوریه عبارت اند از:
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,
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a
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a n





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 اسخ:پ
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 در نواحی مختلف، انتگرالهای اول و چهارم صفر می شود.با توجه به تعریف تابع 
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
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 یتال داریم:پبا استفاده از قاعده 
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 خواص سری فوریه 41-1

 تمرینات
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xxfxنشان دهید که انتگرال گیری از بسط فوریه  41-1-4  )(, به سری

 زیر منجر می شود.

...
16

1

9

1

4

1
1)1(

12 1

21
2








n

n n
 

 

 

 اسخ:پ
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 اریم:)ب( د 43-3-41همچنین با استفاده از مسئله 
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 ارسوال:پاتحاد  41-1-1

 به طور یکنواخت همگرا باشد، نشان دهید که: xf)()الف( با فرض اینکه بسط فوریه 
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( 71-9ارسوال است. این در واقع حالت خاصی از رابطه تمامیت، معادله )پد این اتحا

 است.
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








1

2

2
2 cos)1(

4
3 n

n

x                      
n

nx
x 
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 را به صورت بسته به دست آورید.)4(ارسوال، پبا بهره گیری از اتحاد 

ز اتحاد )ج( شرط همگرایی یکنواخت ضروری نیست، این مطلب را با بهره گیری ا

 ارسوال درباره موج مربعی زیر نشان دهید:پ
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 اسخ الف:پ
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ضرب کرده و در بازه xf)(طرفین را در   ,.انتگرال گیری می کنیم 
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 س می بینیم که شرط همگرایی یکنواخت ضروری نیست.پ



 38 

-41دیراک )مسئلهنشان دهید که انتگرال گیری از بسط فوریه تابع دلتای  41-1-3

 می انجامد. h=1( با 36-41( به نمایش فوریه موج مربعی معادله )3-41

)21(یادآوری: انتگرال گیری از جمله ثابت   به یک جمله2x منجر می شود چه

 کاری با این جمله انجام می دهید.
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  
 






x x

n n

nx
dxdxx

  


1

sin1

2

1
)( 







1

sin1

2

1

2
1

n n

nx
x



 

همچنین می دانیم که 








1

1

sin
)1(

2
n

n

nx
n

x

و چون بسط فوریه تابع دلتای دیراک نیز در 
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 له ای یکه پ)الف( از بسط فوریه تابع  41-1-3
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 41-3-41انتگرال بگیرید. نشان دهید که سری انتگرال گیری شده حاصل با مسئله 

 سازگار است.
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 با انتگرال گیری از طرفین خواهیم داشت:


 


n

x

x

x

x n

nx
xxdxxf

0
0

20

cos2
)(

2

1
)(


 

 ])ب( -1-1-41مسئله  [از طرفی داریم
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n

nx
x

n

n sin
)1(

2

1

1







 

 بنابراین خواهیم داشت:





n

x

x
n

nx
xxxx

0200

cos2

2

1

2

1


 

2/0به ازای  x :خواهیم داشت 

 
 


n n n

nx

n

nx
x

sincos2

4 2

 

),(در بازه  41-1-1  










nx

nx
         

n
xn

2/1

2/1

0
)( 

 را به صورت یک سری کسینوسی فوریه بسط دهید.xn)()الف( 

سازگار  x)(با بسط فوریه  n)ب( نشان دهید که سری فوریه حاصل در حد 

 است.

 

 

 


n2

1


n2

1 

x

n

)(xn
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 ها صفرند. bnها،  yالف(: به علت تقارن نسبت به محور اسخ )پ

  








 


 2

1

2

11
)(

1 0
2/1

2/1
0

a
ndxdxxa n 

 













n

nn
n

nxn
nxdxnnxdxxa 2/1

0

2/1

0

sin2
cos

2
cos)(

1 







1

cos
2/1sin

2

1
)(

2/1sin2

n

nn nxxa





 

 

 )ب(:




n

nn
n

n
nxdxna

2/1

2/1

1
coslim

1
lim

 

بنابراین  ( با استفاده از قضیه مقدار میانگین به دست آمده است.4-7-8که در مسئله )

 خواهیم داشت:








1

)(cos
1

2

1
)(lim

n

n
n

xnxx 


 

را محقق کنید. برای این  1-1-41ماهیت تابع دلتایی سری فوریه مسئله  41-1-5

که در بازه  xf)(کار نشان دهید که به ازای هر تابع   , متناهی و درx=0 یوسته پ

 راست است داریم:
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)0(fdx  ] بسط فوریه 



 )()( xxf 

 اسخ:پ

  
 






























 11

cos)(
1

)(
2

1
cos

1

2

1
)(

nn

nxdxxfdxxfdxnxxf 











1

0

1

0 )0()0(cos
22 nn

n fn
a

a
a 

)الف( نشان دهید که بسط سری سینوسی فوریه تابع دلتای دیراک  41-1-6

)( ax 0,)0,(در نیم بازه LLa .از رابطه زیر به دست می آید 
























1

sinsin
2

)(
n L

xn

L

an

L
ax


 

 این سری عملاً تابع زیر را توصیف می کند. دقت کنید که

)())(,(در بازه  LLaxax   

، نشان دهید که بسط xتا  0)ب( با انتگرال گیری از دو طرف معادله قبل از 

 کسینوسی موج مربعی:










Lxa

ax0
           xf

1

0
)( 

 به صورت زیر است:
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Lx
L

xn

L

an

nL

an

n
xf

n n

























  







1 1

0cossin
12

sin
12

)(







 

 )ج( تحقیق کنید که:















1

)(sin
12

n

xf
L

an

n




 

 اسخ )الف(:پ

 























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

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L
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L
dx

L
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L
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L
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L
b
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sin

2
sin)(

2
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1 


 






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




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



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 L
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n


 sinsin
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 )ب(:

  
















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

x
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L
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L
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dxax

0
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1
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




 
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L
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n
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
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
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
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

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  
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
 

 )ج(

 

































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2
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n n L
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L
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n
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




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 

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
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




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

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

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
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
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
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
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
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
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


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

1 101
22
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12
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12

n n
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ا به کمک )ب( ر 6-1-41بسط کسینوسی فوریه موج مربعی، مسئله  41-1-7

 محاسبه مستقیم ضرایب فوریه تحقیق کنید.

 اسخ مسئله:پ

  


L

L

L L

a
aL

L
dx

L
dxxf

L
dxxf

L
a

0
0 )(

22
)(

2
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
















  L
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n
dx

L
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L
a
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a
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




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









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









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





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

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

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


1
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1
n L
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L
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a 


 

 داشتیم: 1-1-41یادآوری: قبلا در مسئله 
















1

sin
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n L

xn
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L
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
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 داریم: x=aبه ازای 











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
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1
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1
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 با جایگذاری خواهیم داشت:

 
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
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Lxو  0x)الف( دو انتهای ریسمانی،  41-1-8   را محکم کرده ایم. با در نظر

),(ی می بریم که دامنه پارتعاشهای کم دامنه،  گرفتن txyدر معادله موج زیر صدق می 

 کند:

2

2

22

2 1

t

y

vx

y








 

به ارتعاش در  x=aسرعت موج است، بر اثر یک وزش تند، ریسمان در  vکه در آن 

 می آید. از این رو داریم:

 

0)0,( xy 

در 
0t                        axLv

t

txy





)(

),(
0 

)(را برای به توازن در آوردن ابعاد  Lثابت  ax)گنجانیده ایم.  )که عکس طول است

)(با استفاده از  ax الف( داده شد، معادله موج را تحت این  6-1-41که در مسئله(

 شرایط اولیه حل کنید.

t)ب( نشان دهید که سرعت عرضی ریسمان، 

txy



 ),(

 از رابطه زیر به دست می آید:
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









1

0 cossinsin2
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n L

vtn

L

xn

L

an
v

t

txy  

),( اسخ )الف(: دامنهپ txy را در حالت کلی به صورت حاصلضرب سری فوریه

 در نظر می گیریم: tو  xمتغیرهای 






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

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 حال شرایط مرزی را برای به دست آوردن ضرایب اعمال می کنیم:
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 ی می بریم:پبا استفاده از شرط مرزی 






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
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 )ب(:
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L
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L
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0 cossinsin2
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 

نه محکم شده است، آزادا xو 0xریسمانی که دو انتهای آن در  41-1-9

 ارتعاش می کند. معادله زیر حرکت آن را توصیف می کند:

2

22

2

),(),(

x

txuv

t

txu








 

 

 سری فوریه ای به صورت زیر در نظر بگیرید:







1

sin)(),(
n L

xn
tbtxu

 

 را محاسبه کنید. شرایط اولیه عبارت اند از: tbn)(ضرایب 

)()0,(),()0,( xgxu
t

xfxu 



 

 :اسخپ

)(sin)0,(sin)sincos(),(
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xf
xn

Axu
xnvtn

B
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n

n  






 

 

اگر طرفین تساوی را در 

xn
sin

ضرب کرده و در بازه   ,  ،انتگرال گیری کنیم

 خواهیم داشت:
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 خواهیم داشت: اگر مانند حالت قبل عمل کنیم
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بر اثر وجود یک محیط  9-1-41)الف( در ادامه مسئله ریسمان مرتعش، مسئله  41-1-41

 مقاوم ارتعاشات مطابق معادله زیر میرا می شوند:

t
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x
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v

t

txu
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
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
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 سری فوریه ای به صورت زیر در نظر بگیرید:


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n

n


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1






 
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را محاسبه کنید. شرایط اولیه را همان شرایطی بگیرید که ذر  tbn)(و باز ضرایب 

 در نظر داشتیم. فرض کنید میرایی ناچیز است. 9-1-41 مسئله

 )ب( این مسئله را برای میرایی بزرگ تکرار کنید.

در نظریه معادلات مرتبه دوم به صورت زیر  tbn)(اسخ )الف(: می دانیم که شکل پ

 است:

 tBtAetb nnnn

kt

n  sincos)( 2/   

که از حال به روش ضرایب ثابت قابل حل است، حال شرایط مرزی مسئله را اعمال 

 می کنیم:

  )(sin)(sinsincos)0,(
1

0

1

2/ xf
xn

Axf
xn

tBtAexu
n

ntnnnn

n

kt  















 

 حال اگر مانند مسئله قبل از روابط تعامد استفاده کنیم، خواهیم داشت:




 0
sin)(

2
dx

xn
xfAn

 

 حال شرط دوم را اعمال می کنیم.

 


xn
tBtAe

k
xu

t n

nnnn

kt 
 sinsincos

2
)0,(

1

2/




 


 

  0

2/ sinsin 

  tnnnnn

kt

l

xn
tBtAe


 
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





1

sinsin
2

)(
n

nnn

xn
B

xn
A

k
xg






 

 اگر مانند حالت قبل عمل کنیم خواهیم داشت:

 


 0 2
sin)(

2
n

nn

n A
k

dx
l

xn
xgB






 

)ب(: اگر جوابهای معادله دیفرانسیل مرتبه دوم را یادآوری کنیم، چون در این حالت 

   2/2/2 vnkn    است، جوابهایی به صورت مختلط ایجاد نمی شود، در نتیجه ما

را انتظار نداریم و برعکس جوابهایی به صورت  cos,sinجوابهایی به صورت 

cosh,sinh .را انتظار خواهیم داشت 

 tBtAetb nnnn

kt

n  sinhcosh)( 2/   

 حال به مانند قسمت )الف( شرایط مرزی را اعمال می کنیم.

  )(sinsinhcosh)0.( 0

1

2/ xf
xn

tBtAexu tnnnn

n

kt  









 

 






 0
1

sin)(
2

)(sin)0,( dx
xn

xfAxf
xn

Axu n

n

n

 

 همچنین به کمک شرط مرزی بعدی خواهیم داشت.

 


xn
tBtAe

k
xu

t
tnnnn

n

kt 
 sinsinhcosh

2
)0,( 0

1

2/







 




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 


xn
tBtAe t

n

nnnnnn

kt 
 sincoshsinh 0

1

2/







 

 

 





1

0 2
sin)(

2
sinsin

2
)(

n

n

nn

nnnn A
k

dx
xn

xgB
xn

B
xn

A
k

xg


 










 

 یدا کنید.پ 6-3-41توزیع بار را روی سطح داخلی نیم دایره های مسئله  41-1-44

ا دست می یابید و این رهیافت سری فوریه در این مورد یادآوری. به یک سری واگر

کارساز نیست. با استفاده از شگردهای نگاشت همدیس می توانیم نشان دهیم که 

 بسط فوریه ای دارد. csc. آیا cscچگالی بار متناسب است 

 اسخ:پ














m

m

m
a

r

m

V
rV 


 sin

14
),(

 

 
 

 









m m

m

arr m
a

V
arm

a

r

a

V
E 









 sin

4
)(sin

4 0

1

0
0

 

بسط  cscهمان طور که می بینید به یک سری واگرا دست یافته ایم. برای اینکه 

 sin/1ای دارد یا خیر ضرایب بسط فوریه آن را به دست می آوریم چون  فوریه

 ها برابر صفر هستند. anس پتابعی فرد است 












d

n
bn

sin

sin1
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






 









  





















d
i

d
e nin

sin

)sin(cosIm

sin
Im

1

 

















   












 0
0

)sin(cos
sin

Im
2 mmn

m

i
m

nd

 





1

0
0

sin)(cosIm
2 




 







 mmmn

m

id
m

n

 

( به دست آوریم و به وسیله آزمون 1-41تابع بتا )بخش  چنانچه حاصل انتگرال را به وسیله

نامعین است  nbنسبت همگرایی این سری را تعیین کنیم، می بینیم که این سری واگراست در نتیجه 

 بسط فوریه معینی ندارد. cscو بنابراین 

 داریم:41-1-41





















 








x

x
           

x

x

n

nx
x

n 0

0

)(
2

1

)(
2

1
sin

)(
1

1  

 از طریق انتگرال گیری نشان دهید.























 








x

x
           

x

x

n

nx
x

n 0

0

124

)(
124

)(
cos

)(
22

22

1
22  

 اسخ:پ
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












 

 
















1 1

2

22

0

1

1 1

2

220
1

0)
2

1
(

2

11cos
)(

0)
2

1
(

2

11cos
)(

n n
x

n n

x

xxx
nn

nx
dxx

xxx
nn

nx
dxx





 































1

1
2

2

1
2

2

22

0
1

)
2

1
(

2

1

0
1

)
2

(
2

1

cos
)(

n

n

n

x        
n

xx

x        
n

x
x

n

nx
x





  

 همچنین می دانیم که:







1

2

2 6

1

n n

  






















1

22

22

22

0
124

)(

0
124

)(
cos

)(
n x                   

x

x                 
x

 

n

nx
x







  

 که در مرحله آخر، از روش مربع کردن استفاده کرده ایم.

 داریم: 41-1-43












1

1212

1
22

cos
)(

sin
)(

n
ss

n
ss

n

nx
x                     ,          

n

nx
x   

 روابط بازگشتی زیر را به دست آورید.

)الف( dxx
x

ss )(
0

122     

)ب( dxxsx
x

ss )()12()(
0

212    
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 اسخ )الف(:پ

    







 

x x

n n

x

sss dx x n 
n

dx
n

x n 
dxxI

0 0
1 1

0121212 cos
1cos

)(  

 














)(
sin

sin
11

220

1
12

x
n

nx
nx

nn
ss

x

n
s

  

 )ب(:

    








 
x x

n n

x

sss dx x n 
nn

x n 
dxxII

0 0
1 1

02212 sin
1sin

)(  


























1
12

1
120

1
2

1cos
cos

11

n
s

n
s

x

n
s nn

nx
nx

nn
 

 











1

0
212

1
12

)(
1cos

n

x

ss
n

s
dxx

nn

nx


 



x

ss dxxsx
0

212 )()12()(   

 نشان دهید عبارت  41-1-41




 


1 1

cos
)(

n n

nx
xf

 

 را می توان به صورت زیر نوشت:




 


1
221

)1(

cos
)()()(

n nn

nx
xxxf 

 

1)(یادآوری: در مسائل قبلی از توابع  x  2)(و x .را تعریف کرده ایم 



 55 

 اسخ:پ






 
1

0121

cos
)()(

n

ss
n

nx
xx 

 







1

22

cos
)(

n n

nx
x

 




 


1
221

)1(

cos
)()(

n nn

nx
xx 

 

  










 


1 1 1
22 )1(

coscoscos

n n n nn

nx

n

nx

n

nx

 

  























1 1 11

)(
)1(

cos

)1(

coscoscos

n n nn

xf
n

nx

n

nx

n

nx

n

nx

 

 دیده گیبسپ 41-5

 تمرینات

به کمک شگردهای مجموعه یابی مجموعه های جزئی که در این بخش  41-5-4

، مقدار میانگین xf)(یوستگی پدر یک ناxf)(نشان دهید که سری فوریه آموختیم 

 و راست را به خود می گیرد. پحسابی حدود چ

 )()(
2

1
)( 000

  xfxfxf
 

lim)(در هنگام محاسبه  0xsr
r   شاید بهتر باشد که بخشی از انتگرالها را با یک تابع

 لتای دیراک یکی بگیرید.د
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 اسخ:پ

 
dt

xt

xtr
tfxsr  






 2/)sin(

))(2/1(sin
)(

2

1
)(

 

 ( داریم:441-8با استفاده از فرمول )

   
2/)sin(2

))(2/1(sin

)2/sin(

)2/1sin

2

1
)(

xt

xtr

x

xn
xn












 

 
 






  2/)sin(2

))(2/1(sin
)(lim)(lim

0

0
0

xt

xtr
tfxs

r
r

r  







 dtxttf

r
)()(lim 02  

 









0

)()(
2

1
lim)()(

2

1
lim 0202

xrr
dtxttfdtxttf

 











0

0

)()(
2

1
lim)()(

2

1
lim 00

x
r

r

x

r
r

dtxttfdtxttf
 

 انتگرال دوم و سوم صفر می شوند بنابراین داریم:

 )()(
2

1
)( 000

  xfxfxf
 

( را با استفاده از 61-41، سری متعلق به معادله ) snمجموعه جزئی،  41-5-1

 روابط زیر تعیین کنید.

 )الف(:


x

mydy
m

mx

0
cos

sin
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 )ب(





n

p y

ny
yp

1 sin2

2sin
)12cos(

 

 ( به آن دست یافته اید؟68-41آیا به همان نتیجه ای می رسید که در معادله )

 ( داریم:61-41اده از معادله )اسخ: با استفپ














mففر m

mxhxxxh
xf

sin2
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5

5sin

3

3sin

1

sin2
)(

  

 به صورت مقابل به دست می آید. sn(x)مجموعه جزئی 





mففر

n
m

mxh
xs

sin2
)(

  

 با استفاده از بند )الف( داریم:

 



mففر

x

n mydy
h

xs
0

cos
2

)(
  

  
 


n

m

x x n

m

ydym
h

ydym
h

1
0 0

1

)12cos(
2

)12cos(
2

  

 با استفاده از بند )ب( و تغییر متغیرخواهیم داشت:

 
x

n ndtdyt2ny            dy        
y

nyh
xs

0
2/

sin2

2sin2
)(

  

 
nx nx

n

dt

nt
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n

dt

nt

th 2

0

2

0 )2/sin(

sin

22)2/sin(2

sin2

  
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pnو tچنانچه   ( می 68-41)تبدیل کنیم انتگرالده به صورت انتگرالده معادله

 شود ولی بازه انتگرال گیری دو برابر شده است.

 تبدیل فوریه گسسته -تعامد گسسته -41-6

 تمرینات

( را استخراج 75-41ای مثلثاتی تعامد گسسته متناظر با معادله )صورته 41-6-4

 کنید.
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
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 راهنمایی: می توان از اتحادهای مثلثاتی نظیر اتحاد زیر سود جست.

 )sin()sin(
2

1
sinsin BABABA 

 

 اسخ:پ





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12,1اگر جفت جمله های   Nk  22,2و  Nkیل کنیم و ... را به صورت بالا تبد

حاصل برابر صفر خواهد شد، سری دوم نیز مانند سری اول قابل تبدیل است و 

 مجموعه آن برابر صفر می شود.
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qpچنانچه    باشد وجود عامل)(sin qp  در صورت، عامل صفر شدن مجموعه

0خواهد بود. چنانچه  qp  باشد مجموعه دوم به خاطر عامل)(sin qp  برابر

 صفر می شود و مجموعه اول به صورت زیر به دست می آید.
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یتال پباشد هر دو مجموع مخالف صفر بوده و با استفاده از قاعده هو p=q=0نانچه چ

 خواهد شد. 2Nمجموع برابر 
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qpاگر    باشد وجود عامل)(sin qp  در صورت، عامل صفر شدن مجموع خواهد

0بود. چنانچه  qp  باشد مجموع دوم به خاطر عامل)(sin qp  برابر صفر می

خواهد شد. چنانچه  Nمی شود و مجموع کل برابر  N2شود، مجموع دوم برابر 

p=q=0  ،باشد، هر دو مجموعه مخالف صفر است، اما به علت تفاضل دو مجموعه

 مجموع کل برابر صفر است.
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( تعامد را با جمع زدن روی نقاط زمانی را نمایش می 75-41معادله ) 41-6-1

دهد. نشان دهید که با جمع زدن روی نقاط بسامدی نیز همین رابطه تعامدی را 

 خواهیم داشت.
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ثابت خواهیم کرد که توابع نمایی   NKTi p 2/exp و nmti p 2/exp   روی نقاط گسسته
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 است. m=kمتناظر با  r=lایینی به ازای پ 2Nمقدار 

 به طور مشروح نشان دهید که چگونه از رابطه  41-6-3
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 به رابطه زیر می رسیم:
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)(*اسخ: اگر طرفین رابطه را درپ
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از طرفین رابطه مجموع روی ضرب کنیم و  

 بگیریم خواهیم داشت: pاندیس 
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)(توابع  41-6-1 ktf و)( pF  تبدیلهای گسسته فوریه یکدیگرند روابط تقارنی زیر را

 استخراج کنید:

)(الف( اگر  ktf  ،حقیقی باشد)( pF  :متقارن هرمیتی است، یعنی 
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)(ب( اگر  ktf :موهومی محض باشد، داریم 
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pTN)الف( نمایشی است، از دگرنامی بسامد موجود در بند یادآوری: تقارن   /4 

 نهان می شود.پ pر نقاب زی

 ( داریم:79-41)اسخ )الف(: با استفاده از معادله پ
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 ( مزدوج هرمیتی بگیریم، خواهیم داشت.4چنانچه از طرفین رابطه )
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 در آوریم:به صورت زیر ( جمله نمایی را می توانیم 1در رابطه )
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 ( می دانیم که عامل نمایی برابر با یک است.71-41با استفاده از معادله )
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( به صورت زیر 1خاص رابطه برابر با یک خواهد بود، در نتیجه رابطه ) kبه ازای هر 

 در می آید.
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)(اینکه  ktf  ،خواهیم داشت: موهومی محض است 
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)(sin,2,2با داشتن  41-6-5  NTttf kk  )الف()( pF  را به ازایp=0,1,2,3 

)(پیدا کنید. )ب( با استفاده از  pF  ،)( ktf  11را بازسازی کنید و دگرنامی   و

33  .را نمایش دهید 
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 پاسخ )الف(:

0,1,2,3k           kkTtk  2/4/   

kk ttf sin)(   1,0,1,0(مولفه ای  1توسط بردار()( ktf 

 ( به دست می آیند.77-41از معادله ) pبسامدهای 

Tpp /2   

)exp()2()exp()2/2(ماتریس تبدیل  11  ipkNiN
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 به صورت زیر در می آید:
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)(وقتی این ماتریس روی بردار ستونی  ktf عمل کند، بردار ستونی زیر به دست می

 آید.
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)( ktf ( با79-41به کمک معادله ):زسازی می کنیم و خواهیم داشت 
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، در رابطه تعامد گسسته زیر xTm)(نشان دهید که چند جمله ایهای چبیشف  41-6-6

 صدق می کنند.
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 پاسخ:

 با استفاده از صورتهای مثلثاتی توابع چبیشف داریم:
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 بنابراین خواهیم داشت:
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ابط تعامد قابل حصول ( رو41-6-4حال با جمع بندی روابط، مشابه با مسئله )

 است.

 


