
 

 

  مقدمه
  .  آماده شده استریاضی مهندسیجزوه حاضر به منظور دوره کلی و مرور جامع مطالب اصلی درس 

باشد، پیشنهاد  این درس میسوالات مطرح شده در آزمون % 80از آنجاکه هدف این مجموعه ایجاد توانایی براي پاسخگویی به بیش از 
  :شود می

  .سلط باشیدم در درس ریاضی مهندسی به مباحث زیر کاملاً
  
 )از کل سوالات% 20به طور متوسط  (در بحث آنالیز فوریه .1

  هاي فوریه  در سري ـالف
 (A توجه به نوع سري فوریه خواسته شده  با سري فوریهمحاسبه ضرایب )سري فوریه معمولی ـ سینوسی ـ کسینوسی(  

(Bها  و کسینوسها سینوس   و یا ضرب سري فوریه توابع بیان شده در فرم توان  
(Cهاي فوریه جدید هاي فوریه براي یافتن سري گیري از سري گیري و انتگرال  مشتق  
(Dهاي نامتناهی  استفاده از قضیه دیریکله و تساوي پارسوال براي محاسبه حاصل سري  

  هاي فوریه  در انتگرالـ ب 
(A      هاي فوریه ضرایب انتگرالمحاسبه  
 (B    حل معادلات انتگرالی   
(C    هاي ناسره انتگرالتفاده از قضیه دیریکله و تساوي پارسوال براي محاسبه حاصل  اس  

   در تبدیلات فوریه ـج
(A     با استفاده از تعریف تبدیلات فوریه سینوسی ـ کسینوسی ـ معمولیمحاسبه   
(B      تبدیل فوریه توابع معروفحفظ بودن  
(C     قضایاي مربوط به محاسبه تبدیل فوریه توابع  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )i tf ' t , tf t , e f t , f t , F F tα − α     
)وقتی تبدیل فوریه  )f t  به صورت( )F ω معلوم است .   

  
 در بحث مقدمات توابع مختلط  .2

  ام و لگاریتم اعداد مختلطn هاي   محاسبه ریشه ـالف
1 عادلهتعیین اشکالی که با مـ ب  2z z z z R− ± −   اند  داده شده=
)  با فرض ـج )w f z=تعیین  Re wو  Im wو  wبرحسب  xو  y یا r  وθ  

   
 )از کل سوالات% 10به طور متوسط (در بحث مشتق توابع مختلط  .3

  قضایاي اول و دوم کوشی ریمانالف ـ 
  استفاده از معادلات کوشی ریمان براي یافتن مزدوج همسازـ ب 

 



  

 

 )از کل سوالات% 15به طور متوسط  (در بحث نگاشت .4
   مختلط معروفعملکردهاي توابع

n z1 1 az b, z , az b , sin z , cos z , z ,e , ln z ,
z z cz d

+
+ +

+
  

  ها ها در بحث ترکیب نگاشت ها و یا نواحی خاص و استفاده از آن روي منحنی
 
 )از کل سوالات% 30به طور متوسط (هاي مختلط  در بحث انتگرال .5

  هاي مختلط به روش مستقیم محاسبه انتگرال  ـالف
  امn ریشه اي مختلط با روش ه تعیین ناحیه همگرایی سري -ب
  ها بندي انواع نقاط تکین و تعیین نوع آن دستهـ  ج
  هاي لوران بسطیافتن ها  براي  لوران توابع معروف و استفاده از آن هاي مک  بسط ـد
  هاي هندسی   سريبسط توابع کسري معتبر در نواحی مختلف با عنایت به نوشتن  ـهـ
  هاي   روشباتنها  مانده در نقاط تکین محاسبه - و

  (A    استفاده از بسط لوران   
(B       ها استفاده از فرمول محاسبه مانده در قطب  

   در فرمهايهاي حقیقی ها و محاسبه انتگرال  مختلط با روش ماندههاي محاسبه انتگرال ـ ز

( ) ( )
( )

( )
( )

2
i x

0

P x P x
f sin ,cos d , dx , e dx

Q x Q x

π ∞ +∞
α

−∞ −∞
θ θ θ∫ ∫ ∫  

 
 )ز کل سوالاتا% 25به طور متوسط  (در بحث معادلات با مشتقات جزئی .6

  بازنویسی یک معادله دیفرانسیلی با تغییر در متغیر یا تغییر در تابع  ـالف
  مساله حذف تابع اختیاري و معکوس آن یعنی روش لاگرانژ در حل معادلات مرتبه اول شبه خطی -ب
  و تغییر متغیرهاي لازم براي فرم استاندارد ∆ تعیین نوع معادلات مرتبه دوم شبه خطی با تأکید بر علامتـ  ج
aD معادلات مرتبه دو با ضرایب ثابت با تأکید بر تجزیه به عوامل  ـد bD ' c+ +  
   همگن کردن معادله و شرایط مرزي آن ـهـ
  یافتن جواب حالت ماندگار ـ و
  کراندار ماندن جوابـ ر معادله رد گزینه کردن با تأکید بر ارضاء شرایط مرزي ـ صدق کردن د ـ ز
  ایده کلی روش جداسازي متغیرها ـ ح
  )هاي فوریه ها و انتگرال با استفاده از بحث سري(هاي کلی موجود براي یافتن ضرایب  اعمال شرایط مرزي در جواب ـ ط
   حل دالامبر معادله موج-ي
 قات جزئی در حل معادلات با مشت استفاده از تبدیل لاپلاس و تبدیل فوریه-ك

  
 ارادتمند شما

 محمدصادق معتقدي



  رياضي مهندسي

 

۱  

  هاي فوريه  سري
)اگر )f x تابعي متناوب با دوره تناوب P 2 L= ،تحت شرايطي اين امكان وجود دارد تابع مذكور را به صورت مجموعي از جملات  باشد

  .كردشود، بيان  سينوسي و كسينوسي كه به سري فوريه تابع موسوم است و به فرم زير نوشته مي

  ( ) 0
n n

n 1

a n nf x a cos x b sin x
2 L L

∞

=

π π = + + 
 ∑  

( )
L

n
L

1 na f x cos x dx
L L−

π
=   ضرايب جملات كسينوسي:    ∫

( )
L

n
L

1 nb f x sin x dx
L L−

π
=   ضرايب جملات سينوسي:   ∫

( )
L

0
L

1a f x dx
L −

=   ثابت سري فوريه:   ∫

0a   :۱ توجه
2

)متوسط  مبين مقدار وگويند   را ثابت سري فوريه تابع مي )f xدر يك دوره تناوب است و در حقيقت داريم :  

   در يك پريودfسطح خالص زير نمودار تابع 
  طول بازه يك پريود

0a
2

=  

  .آيد ها منفي به احتساب ميxهاي پايين محور  ها مثبت و مساحتxهاي بالاي محور  منظور از سطح خالص آن است كه مساحت

  : داريم،ها متقارن باشدy يعني نمودار آن نسبت به محور ، تابعي زوج باشدf اگر   :۲ توجه

  ( )
L

n n
0

2 nb 0 , a f x cos x dx
L L

π
= = ∫  

  : داريم، يعني نمودار آن نسبت به مبدأ مختصات متقارن باشد، تابعي فرد باشدfاگر 

  ( )
L

n n
0

2 na 0 , b f x sin x dx
L L

π
= = ∫  

)اي مانند  در بازهfگاهي تابع    :۳ توجه )a , bدر اين شرايط اين طور فرض .گويند براي آن سري فوريه بنويسيد شود و مي  تعريف مي 
) را در فاصله fشود كه  مي )a , b و در بيرون آن فاصله همان شكل را با دوره تناوب گيريم مي در نظر P b a=  گسترش داده و −

  .ويسيمخواهيم سري فوريه بن براي تابع متناوب ساخته شده مي

bتوان نشان داد در اين حالت  مي aL
2
−

  : بوده و داريم=

( )

( )

b

n
a
b

n
a

1 na f x cos x dx
L L

1 nb f x sin x dx
L L

π
=

π
=

∫
∫

  

  



 رياضي مهندسي

 

۲  

)تابع    : مثال ) 2f x x= 0 و x 2< < πتعيين كنيد اين تابع سري فوريهبراي سينوسي را  جملات ضرايب. مفروض است . 

  :  حل

 
,0) در فاصله2xكند چون   كه تابعي زوج را تداعي مي2xشود برخلاف ضابطه  ه ميبه وضوح ديد 2 )π و در بيرون آن با است  مد نظر
Pدوره تناوب  2= πخواهيم   شكل مدنظر است كه مي تابعي نه زوج و نه فرد مطابق،يابد  گسترش ميnbداريم.هايش را بيابيم : 

  2L 2 L= π → = π 

  انتگرال       مشتق
2

2

3

x sin nx

12x cos nx
n

12 sin nx
n

10 cos nx
n

+

−

−

−

+

  

2
2

n
0

22

2 3
0

2

3 3

1b x sin n x dx

1 x 2 x 2cos n x sin n x cos n x
n n n

1 4 2 2 4
n nn n

π

π

=
π

 
= − + + 

π   

 − π π
= + − = − 

π   

∫
  

  : داريملهمطابق قضيه ديريك   :۴ توجه

 )0x در نقطهfحاصل سري فوريه تابع (  
( ) ( )0 0f x f x

2

− ++
=  

  : داريم، پيوسته باشد0x در نقطه fو طبيعتاً اگر 

) )0x در نقطهfحاصل سري فوريه تابع (   )0f x =  

  .هاي عددي بهره برد توان براي محاسبه حاصل مقدار همگرائي سري و از اين قضيه مي

باتوجه به سري فوريه تابع نشان داده شده در شكل مقابل، حاصل سري   :مثال
n 1

sin nI
n

∞

=

α
=  .دست آوريد  را به∑

  
   :  حل

  P 2 L= π → = π  
  :س پ.تابع زوج است

  nb 0=  



  رياضي مهندسي

 

۳  

)  :و البته داريم ) ( )n
0 0

2 n 2a f x cos x dx 1 cos n x dx 0 cos nx dx
π α π

α

 π  = = × + 
π π π   ∫ ∫ ∫  

  n
2 1 2a sin n x sin n

0n n
α

= × = α
π π

  

  ( ) ( ) ( ) 0
0

0 0

a2 2 2 2a f x dx 1 dx 0 dx
2

π α π

α

α α
= = + = → =

π π π π π∫ ∫ ∫ 

  ( )
n 1

2 sin nf x cos nx
n

∞

=

α α
= +

π π∑  

x ) نقطه پيوستگي تابع =0 )f xه داريم است، طبق قضيه ديريكل:  

  ( )
n 1 n 1

2 sin n 2 sin nf 0 cos 0 1 I 1
n n 2

∞ ∞

= =

α α α α π α = + → = + → = − π π π π π ∑ ∑  

)تابع  :مثال ) 3 2f x x 3x 4 x 1= − + + ،0 x 1< xحاصل سري فوريه اين تابع در نقطه .  مفروض است>   كدام است؟=0
  :طبق قضيه ديريكله داريم :  حل

  
( ) ( )f 0 f 0

2

− ++
xر نقطه مقدار سري فوريه تابع د( = 0=(  

)بايد تابع تعريف شده در بازه  )0 , P ، با دوره تناوب 1 1 با −0، لذا مقدار تابع در نقطه  گسترش داده شود=1   . برابر است+−0

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f 0 f 0 f 1 0 f 0 1 3 4 1 1
2

2 2 2

− + − ++ + + − + + +
= = =  

)تابع   :مثال )f x 2 با دورة تناوبπ بر بازه ( )0,2πاي به صورت   داراي سري فوريهcos 2x cos3x1 cos x
2! 3!

+ + + +باشد،   مي( )f x 

 :برابر است با

۱ ([ ]sin xe sin cos x  ۲ ([ ]sin xe cos sin x  ۳ ([ ]cos xe cos sin x  ۴ ([ ]cos xe sin cos x  

iz با فرض   : حل e θ=داريم :  

  ( ) ( ) ( )( )
i cos i sinz e cos i sin cose e e e e e cos sin i sin sin
θ θ+ θ θ θ θ= = = = θ + θ  

  :دانيم اما مي

  
2 3 2i 3i

z iz z e ee 1 z 1 e
2! 3! 2! 3!

θ θ
θ= + + + + = + + + +   

  ( ) cos 2 isin 2 cos3 isin 31 cos isin
2! 3!

θ + θ θ + θ   = + θ + θ + + +   
   

  

  :آيد ت حقيقي دو طرف به دست ميبا مساوي قرار دادن قسم

  ( )coscos 2 cos31 cos e cos sin
2! 3!

θθ θ
+ θ + + + = θ  

  . درست است۳يعني گزينه 

xشده در مسئله به ازاي   حاصل سري داده:راه ديگر 1 برابر با ،=0 11 1
2! 3!

+ + + +  معرف وeاي كه حايز اين شرط   است و تنها گزينه

  .  است۳است، گزينه 



 رياضي مهندسي

 

۴  

هاي مختلف است  ز آنجا كه سري فوريه يك تابع بيان تابع به صورت مجموعي از جملات سينوسي و كسينوسي با آرگومانا   :۵ توجه
 با عمليات جبري توان باشند، مي  ميsin و cos لذا در توابعي كه خود از جنس ،)طوري كه نه در هم ضرب شوند و نه به تواني برسند(

  .دست آورد ساده، سري فوريه تابع را به سادگي به
  :يادآوري

  :روابط تبديل ضرب به جمع

  

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

1cos cos cos cos
2
1sin cos sin sin
2
1sin sin cos cos
2

 α β = α + β + α − β

 α β = α + β + α − β



α β = α − β − α + β

  

)  سري فوريه تابع  : مثال ) ( ) 2f x sin x cos 2x ; P 2= + = πرا بنويسيد . 

  :داريم :  حل

  ( ) ( ){ }2 2 1 cos 2x 1 cos 4x 1f x sin x cos 2 x 2 sin x cos 2x 2 sin 3x sin x 2 x
2 2 2

− +
= + + = + + × + −  

  ( ) 1 1f x 1 cos 2 x cos 4 x sin 3x sin x
2 2

= − + + −  

  : در سري فوريه داريم:توضيح اضافه

  
n n

n
n

na cos x a cos n xL
n b sin n xb sin x
L

π
 → π


  

  :پس

  0
0 2 4 1 3

a 1 11 a 2 , a , a , b 1 , b 3
2 2 2

= → = = − = = − =  

  هاnb،  هاna بقيه =0  

  

)گاهي اوقات    :۶ توجه )f x در بازه ( )0 , hتابعي  ۳گويند براي آن سري فوريه بنويسيد در اين شرايط مانند توجه شود و مي  تعريف مي
Pمتناوب با دوره تناوب  2L h=   .نويسيم  تشكيل داده و برايش سري فوريه مي=

) بازه اما اگر قرار باشد براي اين تابع سري فوريه كسينوسي بنويسيم در حقيقت بايد تابع را براي )h ,  به فرم زوج گسترش داده و −0
Pسپس تابع زوج حاصله را با دوره تناوب  2h=نويسيم، طبيعتاً  توسيع و براي آن سري فوريه مي:  

  ( )
h

n n
0

2 na f x cos x dx , b 0
h h

π
= =∫  

)د تابع را براي بازه  باي،و اگر قرار باشد براي اين تابع سري فوريه سينوسي بنويسيم )h ,  به فرم فرد گسترش داده و سپس تابع فرد −0
Pحاصله را با دوره تناوب  2h=نويسيم، طبيعتاً توسيع و براي آن سري فوريه ب:  

  ( )
h

n n
0

2 nb f x sin x dx , a 0
h h

π
= =∫  



  رياضي مهندسي

 

۵  

0توجه به سري فوريه سينوسي تابع  با  : مثال x< < π  ؛( )f x  . حاصل سري زير را بيابيد=1

  ( )
( )

n

n 1

1
I

2n 1

∞

=

−
=

−∑  

)تابعي كه در بازه . ( قرار است براي تابع زير سري فوريه بنويسيم۸توجه مطابق  :  حل )0 , π بوده و در بازه 1 داراي مقدار ( ), 0− π 
  )باشد و ساختاري فرد دارد  مي−1داراي مقدار 

( )n
n

0 0 1

2 2 2 2b 1 sin nx dx sin nx cos n x cos n 1
0n n

π π

−

 
π− −  = × = = = π − π π π π  

 
∫ ∫   

            n             زوج 

  nفرد   

0 ;

4 ;
n


= 


π

  

  :يه سينوسي تابع چنين استپس سري فور
     

  ( ) ( )
( )

n

n 1
b

2n 14f x sin x
2n 1

∞

=

− π
=

− π π∑


  

  
( ) ( )

( )
( )

n1
n

n 1 n 1

14 1f sin 2n 1
2 2n 1 2 2n 1 4

− −
∞ ∞

= =

−π π π  = − → = −  π − −  ∑ ∑


xدر نقطه : 
2
π

   داريم=

)اگر    :۷ توجه )f x در بازه ( )L , L−سري فوريه زير باشد داراي :  

∗    ( ) 0
n n

n 1

a n nf x a cos x b sin x
2 L L

∞

=

π π = + + 
 ∑  

) چنانچه )الف ) ( )f L f L− )ق گرفته و سري فوريه ت مش∗مجازيم از رابطه ،  باشد= )f x′ را در بازه ( )L , L− به صورت زير 

  :بنويسيم

  ( ) n n

n 1

n n nf x a sin x b cos x
L L L

∞

=

π π π ′ = − + 
 ∑  

)انتگرال گرفته و در فاصله  ∗  مجازيم از رابطه)ب )L , L−دست آوريم  به:  

  ( ) 0
n n

n 1

a L n nf x dx x a sin x b cos x k
2 n L L

∞

=

π π = + − + π  ∑∫  

0aرابطه فوق اگر شامل 
x

2
)تواند سري فوريه   نمي، باشد )f x dx∫ را در بازه ( )L , L−ولي بديهي است. توصيف كند :  

)ي فوريه  از طريق اين رابطه، سر)۱ ) 0a
f x dx x

2
) در بازه ∫− )L , L−البته لازم است . قابل تعيين است k را از طريق ثابت 

)سري فوريه تابع  ) 0a
f x dx x

2
) در بازه ∫− )L , L−تعيين كنيم .  
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۶  

) را در بازه xابع  اگر سري فوريه ت)۲ )L , L− فوق قرار دهيم، سري فوريه  نوشته و آن را در رابطه( )f x dx∫ در بازه مذكور پيدا 

) ثابت سري فوريه kشود، البته  مي ) 0a
f x dx x

2
  .ن فاصله خواهد بود در اي∫−

)تابع   : مثال )f x x ; x= − π < < πاي به فرم  داراي سري فوريه ( ) 2 2 2
4 cos x cos3x cos5xf x ...

2 1 3 5
π  

= − + + + π  
 . است

)مطلوبست محاسبه  )
( )

n

3
n 0

1
I

2n 1

∞

=

−
=

  ؟∑+

  :گويد فرض مسئله مي :  حل

  ( )
( ) 2

n 0

cos 2n 1 xx ; x 0 4x
x ; 0 x 2 2n 1

∞

=

+− − π < < π
= = − < < π π +∑  

  :گيريم از طرفين اين فرض انتگرال مي

  ( )
( )

2

32
n 0

x ; x 0 sin 2n 1 x42 x k
2 2n 1x ; 0 x

2

∞

=


− − π < < +π = − +

π + < < π

∑  

xدر  k :دهد  تساوي فوق نتيجه مي=0 xدر  و =0
2
π

  : طبق قضيه ديريكله داريم=

  
( )

( )

( )

n1
2

2 2 2 2

3
n 0

sin 2n 14 42 2 I I
2 2 2 8 4 4 8 42n 1

−

∞

=

π π 
+   π π π π π π π   = − → = − → = −    π π  +  

∑


  

  :داریم فوریه هاي درسري پارسوال تساوي مطابق :توجه

  ( ) ( )
2L
02 2 2

n n
L n 1

a1 f x dx a b
L 2

∞

− =

= + +∑∫  

) تابع  : مثال ) 2f x x ; x= − π < < πچنانچه سري فوريه اين تابع به صورت. مفروض است ( ) n2
2

2
n 1

1
x 4 cos nx

3 n

∞

=

−π
= + ∑  

4مطلوبست محاسبه باشد، 
n 1

1I
n

∞

=

=   ؟∑

  :مطابق تساوي پارسوال داريم :  حل

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n 1

22
22 nL 20 22 2 2 2

n n 2
L n 1

2
a 3 4 11 1f x dx a b x dx 0

L 2 2 n
=

∞ ∞π

− − π =

 π
      −    = + + → = + +  π    

∑ ∑∫ ∫  

( ) 2n5 4 4 4 4 4 4

4
n 1

16 12 x 2 2 2 1 2 216 I I
05 9 5 9 16 5 9 90n

∞

=

 −π π π π π π π
→ = + → − = → = − =  π  

∑  
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۷  

)فرض كنيد   : مثال )f x x , L x L= − <   : به صورت زير باشدf و سري فوريه تابع >

  ( ) ( )n 1

n 1

12L nπf x sin x
π n L

+∞

=

−
= ∑ 

2در اين صورت مقدار سري زير 
n 1

1
n

∞

=
   كدام است؟∑

1 (π
2

  2 (
3π

20
  3 (

2π
6

  4 (
22π

3
  

  
  : آوريم گيري از طرفين فرض مسئله به دست مي با انتگرال :  حل

  ( ) ( )n 1 n2 2

2 2
n 1 n 1

1 1x 2L L nπ 2L nπcos x k cos x k
2 π n nπ L Lπ n

+∞ ∞

= =

− −−
= ⋅ + = +∑ ∑  

 ثابت سري فوريه تابع kكه در آن 
2x

2
) در بازه  )L , L−آيد  به دست مي است و چنين:  

  
L L2 3 2

LL

1 1 x 1 x Lk dx
2 L 2 4L 3 6−−

 
= ⋅ = =  

 ∫  

  :لذا داريم

  ( )n2 2
2

2 2
n 1

14L nπ Lx cos x
L 3π n

∞

=

−
= +∑  

xدر  L=شود  طبق قضيه ديريكله نتيجه مي :  

  ( )n2 2
2

2 2
n 1

14L LL cos nπ
3π n

∞

=

−
= +∑  

)و چون  ) ncos nπ 1= ) لذا − )n1 cos nπ 1−   : و خواهيم داشت=

  
2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

n 1 n 1

4L 1 L 1 π L πL L
3 3 6π n n 4L

∞ ∞

= =

 
= + → = ⋅ − =  

 
∑ ∑  

  :توان نوشت طبق تساوي پارسوال مي: راه ديگر

  ( )
2n 1

n 1

12L
π n

+∞

=

 − 
 
 

∑
L

2

L

1 x dx
L −

=∫( )2 2
n n

n 1
a b

∞

=

+ →∑( )
2L

2 0

L

a1 f x dx
L 2−

= +∫  

  
L3 2 2 2 2

2 2 2 2 2
L n 1 n 1 n 1

1 x 4L 2L 4L 1 1 π.
L 3 3 6π n π n n

∞ ∞ ∞

− = = =

= → = → =∑ ∑ ∑  
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۸  

  هاي فوريه انتگرال
) ولي چنانچه .تابعي غيرمتناوب باشد، امكان نوشتن سري فوريه براي آن موجود نيست fاگر  )f x در بازه ( ),− ∞ +  مطلقاً ∞

)پذير باشد، يعني  انتگرال )f x dx
+ ∞

−  را به صورت انتگرالي از جملات سينوسي و كسينوسي fشد، اين امكان وجود دارد  موجود با∫∞

  .كه به انتگرال فوريه تابع موسوم است، به فرم زير بيان نمود

  ( ) ( ) ( )( )f x A cos x B sin x d= ω ω + ω ω ω∫  

  ( ) ( )1A f x cos x dx
+ ∞

− ∞
ω = ω

π ∫  

  ( ) ( )1B f x sin x dx
+ ∞

− ∞
ω = ω

π ∫  

     :۱ توجه
  : تابعي زوج باشد داريمfاگر 

  ( ) ( ) ( )
0

2B 0 , A f x cos x dx
∞

ω = ω = ω
π ∫  

  : تابعي فرد باشد داريمfاگر 

  ( ) ( ) ( )
0

2A 0 , B f x sin x dx
∞

ω = ω = ω
π ∫  

  : مطابق قضيه ديريكله داريم  :۲ توجه

) )0x مقدار انتگرال فوريه در نقطه(   ) ( )0 0f x f x

2

− ++
=   

  .كردهاي ناسره استفاده  براي محاسبه حاصل انتگرالتوان  مي اين موضوع و از

     :۳ توجه
  :مطابق تساوي پارسوال در انتگرالهاي فوريه داريم

  ( ) ( ) ( )( )2 2 2

0

1 f x dx A B d
∞ ∞

−∞
= ω + ω ω

π ∫ ∫  

)ضرايب انتگرال فوريه تابع   : مثال ) 4 x

0 x 0
f x

e x 0−

<= 
>

 . را پيدا كنيد

   : حل

  
( ) ( ) ( ){ }4 x

2 2
0

2

1 1 1 1 sA f x cos x dx e cos x dx L cos x
s 4 s 4s

1 4
16

+ ∞ + ∞
−

− ∞
ω = ω = ω = ω =

= =π π π π + ω

=
π + ω

∫ ∫  
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۹  

  
( ) ( ) ( ){ }4 x

2 2
0

2

1 1 1 1B f x sin x dx e sin x dx L sin x
s 4 s 4s

1
16

+ ∞ ∞
−

− ∞

ω
ω = ω = ω = ω =

= =π π π π + ω

ω
=

π + ω

∫ ∫  

)باتوجه به انتگرال فوريه تابع   : مثال )
1 ; x 1

f x
0 ; x 1

<
=  >

) كه به صورت  )
0

2 sinf x cos x d
∞

ω
= ω ω

πω∫مطلوبست .  است

 هاي محاسبه انتگرال
6

0

sin xI dx
x

∞

=  و ∫
2

0

sin xJ dx
x

∞
 =  
 ∫.     

xدر   : حل   :مطابق قضيه ديريكله داريم =0

*( )f 0
1

2 sin cosω
= ω

πω0 01

sin0 d d
2

∞ ∞
ω π

ω → ω =
ω∫ ∫  

  

6xωبا تغيير متغير  5d : داريم= 6 x dxω =  
0 x 0 , xω = → = ω = ∞ → = ∞   

  :آيد دست مي  به*پس با بازنويسي 

  
6 6

5
6

0 0

sin x sin x6 x dx I dx
2 x 12x

∞ ∞
π π

= → = =∫ ∫  

  :الهاي فوريه داريممطابق تساوي پارسوال در انتگر

( ) ( ) ( )( )2 2 2

0

1 f x dx A B d
∞ ∞

−∞
= ω + ω ω →

π ∫ ∫  

( )
2 2

2
2

0 0

2 2

0 0

1 2sin 2 4 sin1 dx d d

sin sin xd J dx
2 x 2

∞ ∞ ∞

−∞

∞ ∞

ω ω   = ω → = ω →   π πω π ω   π

ω π π   ω = → = =   ω   

∫ ∫ ∫
∫ ∫

  

 : باتوجه به معادله انتگرالي  : مثال

  ( )
0

2 ;0 x 1
3 ;1 x 2 P cos x d
0 ; x 2

∞< <
 < < = ω ω ω
 >

∫  

)تابع )P ωرا پيدا كنيد .  

)تابعي تعريف شده در بازه معادله مذكور شود معادله داده شده در سمت چپ ملاحظه مي  : حل )0,+  يك ، و در سمت راستمي باشد ∞
cosبيان انتگرالي فقط شامل جمله xω كه تابع سمت چپ معادله را براي  شود اين طور تداعي ميلذا. مي باشد x هاي منفي به

  :ايم و طبيعتاً بايد  انتگرال فوريه نوشته،ده و براي اين تابع زوج درست ش فرم زوج گسترش داده

  
( ) ( ) ( )

( )

1 2

0 0 1

2 2P A f x cos x dx 2 cos x dx 3 cos x dx

1 22 2 3 2 2 3sin x sin x sin sin 2 sin
0 1

∞   ω = ω = ω = ω + ω 
π π   

    = ω + ω = ω + ω − ω   
π ω ω π ω ω   

∫ ∫ ∫
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۱۰  

) فرض كنيد داشته باشيم  : مثال ) ( )
0

f x P cos x d
∞

= ω ω ω∫ و  ( ) ( )
0

x f x q sin x d
∞

= ω ω ω∫ . حاصل( )dP
d

ω
ω

اي با   چه رابطه

( )q ωدارد؟  

) دريافتتوان از رابطه اول مي  : حل )f xتابعي زوج بوده است و داريم :  ( ) ( )
0

2P f x cos x dx
∞

ω = ω
π ∫  

)توان دريافت همچنين از رابطه دوم مي )x f xتابعي فرد بوده است و داريم :  ( ) ( )
0

2q x f x sin x dx
∞

ω = ω
π ∫  

  :حال داريم

  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
0 0

dP 2 2f x cos x dx f x x sin x dx q
d

∞ ∞ω ∂
= ω = − ω = − ω

ω π ∂ ω π∫ ∫  

   فوريهتبديلات

  ( )( ) ( ) ( )c c
0

2F f x F f x cos x dx
+ ∞

= ω = ω
π    تبديل فوريه كسينوسي∫

  ( )( ) ( ) ( )1
c c

0

2F F f x F cos x d
+ ∞

− ω = = ω ω ω
π    تبديل فوريه كسينوسي معكوس∫

  ( )( ) ( ) ( )s s
0

2F f x F f x sin x dx
+ ∞

= ω = ω
π   يل فوريه سينوسيبد ت∫

  ( )( ) ( ) ( )1
s s

0

2F F f x F sin x d
+ ∞

− ω = = ω ω ω
π    تبديل فوريه سينوسي معكوس∫

  ( )( ) ( ) ( ) i xF f x F f x e dx
+ ∞

− ω

− ∞
= ω =    تبديل فوريه∫

  ( )( ) ( ) ( )1 i x1F F f x F e d
2

+ ∞
− ω

− ∞
ω = = ω ω

π    تبديل فوريه معكوس∫

   :)هاي ناسره براي محاسبه برخي از انتگرال (يادآوري از تبديل لاپلاس

  ( )( ) ( ) ( )s x

0
: L f x e f x dx F s

∞
−=    تعريف تبديل لاپلاس∫=

  :جدول تبديل لاپلاس چند تابع مهم

   
( )

( )

a x n

2 2 2 2 n 1

f x a e sin a x cos a x x
a 1 a s n!F s
s s a s a s a s +− + +
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۱۱  

  چند قضيه

  ( ) ( )( ) ( ) ( )L f x g x F s G sα + β = α + β    

  ( )( ) ( ) ( ) ( )
s

d 1L x f x F s , L f x F s ds
ds x

+ ∞
 = − = 
  ∫  

  چند قضيه در تبديل فوريه

  قضيه تبديل فوريه مشتق) ۱
)اگر  ){ } ( )F f x F= ωباشد، آنگاه :  ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }nnF f x i F f x= ω    

  قضيه انتگرال) ۲

)اگر  ){ } ( )F f x F= ω بوده و ( )F 0 )                                  : آنگاه، باشد=0 ) ( )
x 1F f t dt F

i− ∞

   = ω 
ω  ∫  

  قضيه تقارن) ۳
)اگر  ){ } ( )F f x F= ωآنگاه، باشد :                                                                    ( )( ) ( )F F x 2 f= π − ω  

  قضيه اول انتقال) ۴
)اگر  ){ } ( )F f x F= ωو aآنگاه، عددي ثابت باشد :           

( )( ) ( )iaF f x a e F− ω− = ω  

  قضيه دوم انتقال) ۵
)اگر  )( ) ( )F f x F= ωآنگاه، باشد :   ( )( ) ( )i a xF e f x F a= ω −  

  گيري از تبديل فوريه قضيه مشتق) ۶

)اگر  )( ) ( )F f x F= ω ،آنگاه باشد:           ( )( ) ( )
n

n n
n

dF x f x i F
d

= ω
ω

  

  و قضاياي آن) كانولوشن(هم گردشي تعريف انتگرال ) ۷
)اگر  )( ) ( )F f x F= ω و ( )( ) ( )F g x G= ωباشند، آنگاه :  

  ( ) ( ) ( ) ( )xf * g f t g x t dt
+ ∞

− ∞
= −∫  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1F f * g F G , F f x g x F * G
2

= ω ω = ω ω
π
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۱۲  

  قضيه مقياس) ۸
)اگر )( ) ( )F f x F= ω  ،آنگاهباشد:  ( )( ) 1F f a x F

a a
ω =  

 
  

  : مهمتبديل فوريه چند تابع

  ( ) ( )
a x 1e ; x 0f x F

a i0 ; x 0

− >= → ω =
+ ω<

 *  

  ( ) ( )a x
2 2

2af x e F
a

−= → ω =
+ ω

 *  

  ( ) ( )
1 ; x a 2sin af x F
0 ; x a

 < ω= → ω = > ω
 *  

  ( ) ( ) a
2 2

1f x F e
aa x

− ωπ
= → ω =

+
 *  

  ( ) ( ) a
2 2

x if x F e
aa x

− ω− πω
= → ω =

ω+
 *  

  ( ) ( )
; asin axf x F

0 ; ax
 π ω <= → ω =  ω >

 *  

  :تبديل فوريه توابع زير را پيدا كنيد
  ( ) 2

1f x =
x + 2 x + 2

)۱  

  ( )
( )

( ) ( )i 1 i
2 2

1 1F F F e F e e
x 1x 1 1

− ω− ω − ω
   
 ω = → ω = = π    ++ +   

 

  ( ) - a xf x = e sin b x)۲  

  ( ) i b x i b x
a x

2 2
2a e eF e , sin b x

2ia

−
− −

= =
+ ω

  

  :لذا

  ( ) ( )a x a x a xi b x i b x1 1F F e sin b x F e e e e
2i 2i

− − − − 
ω = = − 

 
  

  ( )
( ) ( )2 22 2

1 2a 2aF
2i a b a b

 
 ω = −
 + ω − + ω + 

  

 ( )
2- a xf x = e)۳  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2a xf x 2a x e f x 2a x f x F f x F 2a x f x−′ ′ ′= − → = − → = − →  

  ( ) ( ) ( )
2

4ai F 2a i F F ce
ω

−
′ω ω = − ω → ω =  

cدست آورد  توان به مي
a
π

  : لذا، =

  ( )
2

2 4aa xF e e
a

ω
−

− π
=  
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۱۳  

)تبديل فوريه كسينوسي  : مثال ) xf x x e−=را پيدا كنيد . 

  :طبق فرمول داريم  : حل

  ( ) ( ){ }x
c

0

2 2F x e cos x dx L x cos x
s 1

∞
−ω = ω = ω

=π π∫  

  { } { }
( )

( ) ( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2

1 s 2ss d s sL cos x L x cos x
dss s s s

+ ω −  − ω
ω = → ω = − = − =  + ω + ω  + ω + ω

    

  :لذا 

( )
( ) ( )

2 2 2

c 2 22 2 2
s 1

2 s 2 1F
s 1

=

 
 − ω − ω

ω = = 
π π + ω + ω

 

  

)تبديل فوريه سينوسي  : مثال )
xef x

x

−
  را پيدا كنيد=

( )( ) ( ) ( )
x

s s
0 0

2 2 e 2 sin xF f x F f x sin x dx sin x dx L
s 1x x

+ ∞ + ∞ −  ω  = ω = ω = ω =    =π π π   ∫ ∫  

{ } 2 2 2 2
s

sin x s s sL sin x ds Arc tan Arc tan Arc tan Arc tan
sx 2s s

+ ∞ ∞ω ω ω ∞ π ω = → = = = − = − 
ω ω ω ω + ω + ω∫  

  :لذا داريم 

( )s
2 s 2 1 2F Arc tan Arc tan Arc tan

s 12 2
π π   ω = − = − = ω   =π ω π ω π   

  

    
; x   تبديل فوريه تابع   : مثال  >1
  ;بقيه جاها

( )
x

f x
0

= 


  .را پيدا كنيد  

  :طبق تعريف داريم  : حل

  

( ) ( ) ( )
1 1

i x i x

1 1
11 1 1

2
1 1 0 0

2

F f x e dx x e dx x cos x isin x dx

x 1x cos x dx i x sin x dx 0 2i x sin x dx 2i cos x sin x

1 12i cos sin

+ ∞
− ω − ω

− ∞ − −

− −

ω = = = ω − ω

 
= ω − ω = − ω = − − ω + ω ω ω 

 
= − − ω + ω ω ω 

∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫  
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۱۴  

 :آيد توجه داريم طبق روش جزء به جزء به دست مي

  مشتق    انتگرال
sin xω    x  
      
1 cos x− ω
ω

    1  
      

2
1 sin x− ω

ω
    0  

1تبديل فوريه جواب معادله ديفرانسيل  : مثال ; x 1
y y

0 ; x 1
 <′′ + =  >

) را  )Y ωايم  ناميده.( )Y ωرا بيابيد . 

)اگر سمت راست را. كنيم ا پيدا مينخست تبديل فوريه تابع سمت راست معادله داده شده ر  : حل )f xطبق فرمول داريم، بناميم:  

  ( ) ( ) ( )
1 1 1

i x i x

1 1 0
F f x e dx e dx cos x isin x dx 2 cos x dx

+ ∞
− ω − ω

− ∞ − −
ω = = = ω − ω = ω∫ ∫ ∫ ∫  

  
1

0

2 2sinsin x ω
= ω =

ω ω
  

)  گيريم و با توجه به قضيه  ميحال از طرفين معادله ديفرانسيل داده شده تبديل فوريه  ) ( )( ) ( ) ( )( )n nF y x i F y x= ω  

  :داريم
  ( ) ( ) ( )( )F y F y F f x′′ + =  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2sin 2sini Y Y Y

1

ω ω
ω ω + ω = → ω =

ω ω − ω
  

)تبديل فوريه تابع   : مثال ) 4 x

0 ; x 0
f x

e sin 2 x ; x 0−

<= 
>

 . را بيابيد

     : حل

  
( ) ( ) ( )

( ){ }
( )

4 i xi x 4 x i x

0 0

2 2
s 4 i s 4 i

F f x e dx e sin 2 x e dx e sin 2 x dx

2 2L sin 2 x
s 4 4 i 4

+ ∞ ∞ + ∞
− + ω− ω − − ω

− ∞

= + ω = + ω

ω = = = ⋅

= = =
+ + ω +

∫ ∫ ∫
  

+

−
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۱۵  

  اعداد مختلط
  مبناء تعريف اعداد مختلط

1عنصر تعريف نشده در مجموعه اعداد حقيقي يعني  i− =  

z   :بيان اعداد مختلط در فرم دكارتي x i y= +  
   Re z x= : ي مت حقيققسz  
   Im z y= :  قسمت موهوميz  

   2 2z x y=   zقدر مطلق يا اندازه :  +
  z x i y=   zمزدوج  : −

 .ضرب يك مختلط در مزدوجش حاصلي حقيقي دارد  : مهم توجه

  ( ) ( ) ( ) 222 2 2 2 2 2z z x i y x i y x i y x i y x y z= + − = − = − = + =  

  :مختلط نظير يك نقطه در صفحه است، يعني   هر عدد :توصيف هندسي

)اي با مختصات نقطه )x , yدر صفحه دكارتي z x i y= + ≡  

  دستگاه مختصات قطبي
: OA شعاع حامل نقطه A  

: r طول شعاع حامل نقطه A  
: θاي كه شعاع حامل نقطه   زاويهA با جهت مثبت محور xسازد  مي.  

  

  
2 2x r cos r x y

, yArc tany r sin x

= θ = +
   θ =   = θ  

  

: θشود  انتخاب مي، باتوجه به محل قرار گرفتن نقطه در صفحه و اين كه در كدام ربع دستگاه مختصات واقع است.  
  :بيان اعداد مختلط در فرم قطبي

  i iz r e , e cos i sinθ θ= = θ + θ  
  y: Arc tan

x
 θ =  
 

z2 آرگومان  2: r x y ,=     z مدول +

  : بديهي است
( )iz r e r cos i sin− θ= = θ − θ    

( ) ( )
nn i n i n nz r e r e r cos n i sin nθ θ= = = θ + θ  ( )n N ;∈  

( )1 2
1 2 3

3

i i
i1 2 1 2 1 2

i3 33

z z r e r e r r
e

z rr e

θ θ
θ + θ − θ

θ
= = =    
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  معرفي چند منحني خاص در صفحه مختلط
1توان نشان داد اگر  به سادگي مي 2z , z 1، حاصل )كنند كه دو نقطه را مشخص مي( دو عدد مختلط معلوم باشند 2z z− مبين 

zبنابراين اگر . فاصله بين اين دو نقطه خواهد بود x i y=   : عددي حقيقي و مثبت باشدR فرض شود و +

*1z z R−   R و شعاع 1zاي است به مركز   مبين دايره=

*1 2z z z z R− + − =  

1با فرض  2z z R− 1هاي   مبين بيضي با كانون> 2z , zاست .  

1با فرض  2z z R− 1خط واصل   پاره مبين= 2z , zاست .  

1با فرض  2z z R−   )تهي. ( مبين هيچ شكلي نيست<

*1 2z z z z R− − − =  

1با فرض 2z z R− 1هاي   مبين هذلولي با كانون< 2z , zاست .  

1با فرض 2z z R− 1خطي در امتداد واصل   مبين نيم= 2z , z 2 و در سمتzاست .  

1با فرض 2z z R−   )تهي. ( مبين هيچ شكلي نيست>

*1 2z z z z− = 1خطي است با دو سر  مبين عمودمنصف پاره − 2z , z  

*1 2z z R z z− = ) .مبين يك دايره است  − )R 1≠  

  ام و لگاريتم نپرين يك عدد مختلط nهاي  محاسبه ريشه
)،  عددي صحيح باشدkدانيم اگر مي )i 2kie e θ + πθ izفرضلذا با .  مي باشد = r e θ=توان نوشت  مي:  

  ) الف

  
( ) ( ) ( ){ }

11 11 2kini 2kn in nn n

n

n N ; z z r e r e r e

2k 2kr cos i sin
n n

θ + π 
 θ + πθ  ∈ = = = =

θ + π θ + π = + 
 

  

kمثلاً  (k مقدار متوالي براي nتوان ديد به از  مي 0 , 1 , ... , n 1= −(، nآيد و قرار دادن مقادير  دست مي ه فوق به جواب متمايز از رابط
  .هاي تكراري منجر خواهد شد به جواب، kديگري براي 

nاُم متمايز بوده كه همگي در فاصلهn ريشه nپس هر عدد مختلط داراي  rز مبداء مختصات قرار گرفته و رئوس يك  اn ضلعي 
  .دهند منتظم را تشكيل مي

  ) ب
  ( ) ( )( ) ( )i 2kiln z ln r e ln r e ln r i 2k ; k 0, 1, 2,...θ + πθ= = = + θ + π = ± ±  

ك عدد مختلط داراي پرين ينآيد و به تعبيري لگاريتم  دست مي  يك جواب از رابطه فوق به،kتوان ديد به ازاء هر مقدار صحيح براي  مي
ln كه قسمت حقيقي همگيبيشمار مقدار است r2 و در فاصله است , 2 , ...π πدارندقرار موهومي از هم  محور در امتداد .  
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zمساحت شكلي كه با رابطه   :مثال i 2
z 1

−
=

+
 .شود را پيدا كنيد  توصيف مي

     : حل

( )
( )

( )

( )

22

2 2

x y 1x i y 1
z x i y 2 2

x 1 i y x 1 y

+ −+ −
= + → = → = →

+ + + +
  

) )دايره(   )2 2 2 2 2 2x y 2 y 1 4 x 2 x 1 y 3x 3y 8x 2 y 3 0+ − + = + + + → + + + + =  

  
2 2

2 2 8 2 4 16 1 1x y x y 1 0 x y 1 0
3 3 3 9 3 9

   → + + + + = → + − + + − + = →   
   

  

  
2 24 1 8x y

3 3 9
   + + + =   
   

  

4اي است با مركز شكل موردنظر دايره 1,
3 3

 − − 
 

8 و شعاع
9

پس مساحت آن.  
2

8
9

 
π  

 
  .باشد  مي

1Imاي كه با رابطه حيهنا  : مثال 0
z 2i

 
≥ + 

 .شود را مشخص كنيد  توصيف مي

    : حل
( )

( )
( )

( )
( )22

x y 2 i x i y 21 1z x i y
z 2i x y 2 i x y 2 i x y 2

− + − +
= + → = × =

+ + + − + + +
  

  :لذا 
( )

( )
( )2 22 2

y 21 x 1Re , Im
z 2i z 2ix y 2 x y 2

− +   
= =   + +   + + + +

     

  :پس ناحيه مورد نظر ما چنين است

  ( )
( )

( )22

y 2
0 y 2 0 y 2 0 y 2

x y 2

− +
≥ → − + ≥ → + ≤ → ≤ −

+ +
  

)هاي تمامي جواب  : مثال ) 8iA 1 i=  . را بيابيد+

)    : حل )ln A 8i ln 1 i 8i ln 2 i 2k 8i ln 2 8 2k
4 4

 π  π   = + = + + π = − + π    
    

  

  ( ) ( )4i ln 2 2 16k 2 1 8k4i ln 2A e e e− π + π − π += =  

  ( ) ( ) ( ){ }2 1 8kA e cos 4ln 2 isin 4ln 2 , k 0 , 1 , 2 , ...− π += + = ± ±  
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  حد و پيوستگي در توابع مختلط 

)گوئيم تابع مختلط  مي ) ( ) ( )f z u x , y i v x , y= 0 در نقطه + 0 0z x i y= ) هرگاه هر دو تابع ، داراي حد است+ )u x , y و 

( )v x , y در نقطه ( )0 0x , yمچنين  داراي حد باشند و ه( )f z 0 در نقطهzهرگاه هر دو تابع ، پيوسته است u و v در نقطه 

( )0 0x , y باشند  پيوسته.  
  :يادآوري

شويم، حاصل حد مذكور مستقل از  ه هر طريقي كه به آن نقطه نزديك هرگاه ب، ي حد است بع حقيقي دو متغيره در يك نقطه دارايك تا
  .مسير نزديك شدن، عددي يكتا باشد

حاصله مؤثر باشد و به تعبيري لااقل به ازاء دو مسير نزديك شدن به نقطه در جواب لذا اگر طريق پيدا كردن حاصل يك حد دو متغيره 
  .حاصل گردد، حد مورد نظر موجود نخواهد بودمورد بحث، دو جواب متفاوت 

)تابع مختلط  :مثال )
2 2

2 2
x yf z x y i

x y

 
= +   + 

zحد اين تابع در نقطه .  مفروض است   كدام است؟=0

    : حل
( ) ( )

( )
( ) ( )x , y 0 , 0 x , y 0 , 0

lim u x , y lim x y 0
→ →

= =  

 ) مبهم (  
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2

2 2x , y 0 , 0 x , y 0 , 0

x y 0lim v x , y lim
0x y→ →

= =
+

  

) صفر حدي (×كراندار =0  
( ) ( )

( )
2 2 2 2

2 2 2
2x , y 0 , 0 r 0 , r 0 ,

r cos r sinlim v x , y lim lim r cos sin
r→ → ∀θ → ∀θ

θ θ
= = θ θ =  

)پس  ) ( )
z 0
lim f z 0 i 0 0
→

= +   .باشد  مي=

)تابع مختلط   :مثال ) x y
2 2

x yf z i e
x y

++
+

zآيا اين تابع در .  مفروض است   داراي حد است؟=0

   : حل

( ) ( )
( )

( ) ( ) 2 2 2x , y 0 , 0 x , y 0 , 0 r 0 r 0

x y 0 r cos r sinlim u x , y lim lim lim cos sin
0x y r→ → → →

∀θ ∀θ

θ θ
= = → = θ θ

+
 

)بنابراين . باشد شود پس حد مورد نظر موجود نمي مينحاصل جواب يكتايي  θلفمقادير مختبه ازاي  )
z 0
lim f z
→

  . موجود نيست

  مشتق توابع مختلط

)مشتق تابع  )f zشود   به صورت زير تعريف مي:  

  ( ) ( ) ( )
z 0

f z z f z
f z lim

z∆ →

+ ∆ −
′ =

∆
  

)ق تابع همچنين مشت )f z 0در نقطهz) به دو طريق زير قابل محاسبه است)در صورت وجود :  

  ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0 0
0

z z z 00

f z f z f z z f z
f z lim , f z lim

z z z→ ∆ →

− + ∆ −
′ ′= =

− ∆
  

 . مناسب است ارزيابي وجود مشتق و محاسبه مقدار آن را از طريق قضاياي كوشي ريمان انجام دهيممعمولاً :توجه
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  يمانقضاياي كوشي ـ ر

  :قضيه اول 
)هرگاه تابع مختلط ) ( ) ( )f z u x , y i v x , y= 0 در نقطه+ 0 0z x i y=   :داريم آنگاه ،باشد پذير  مشتق+

   ( )
( )0 0

0
x , y

u vf z i
x x

 ∂ ∂′ = + ∂ ∂ 
   

) در نقطه ،و همچنين معادلات زير كه به معادلات كوشي ريمان موسومند )0 0x , yبرقرارند .  

  
u v
x y

CR . eq:
u v
y x

∂ ∂ = ∂ ∂
 ∂ ∂ = −
 ∂ ∂

  

)گويد تابع  قضيه اول كوشي ريمان نمي :توجه )f zگويد اگر   بلكه مي.پذير است  در چه نقاطي مشتق( )f z0اي مثل   در نقطهz 

)پذير باشد،  مشتق )0f z′ت آورددس  بهتوان مينه  را چگو. 

  :قضيه دوم

)هرگاه تابع مختلط  ) ( ) ( )f z u x , y i v x , y= )اي مانند  ، در نقطه+ )0 0x , y معادلات كوشي ريمان x y

y x

u v

u v

=
 = −

 برقرار 

xباشند و مضافاً توابع  y x yu , v , u , u , v , v در نقطه ( )0 0x , y و يك همسايگي اين نقطه توابعي پيوسته باشند، آنگاه تابع 

( )f z 0 در نقطهzو البته طبق قضيه اول كوشي ريمان (پذير است   مشتق( ) ( ) ( )0 0
0 x x x , y

f z u i v′ =   .) خواهد بود+

پذيري يك تابع مختلط  كوشي ريمان، شرط لازم ولي غيركافي براي مشتقمطابق قضيه دوم كوشي ريمان، برقراري معادلات  :توجه
 .كند پذيري تابع مختلط مورد نظر را در آن نقطه تضمين مي  عدم مشتق، بنابراين عدم برقراري اين معادلات در يك نقطه.باشند مي

)تابع مختلط   :مثال )f z 3 z 2 Im z=  پذير است؟ اين تابع در چه نقاطي مشتق.  مفروض است+

zبا فرض   : حل x i y=   : داريم +

  ( ) ( ) ( )
u 3x 2 y

f z 3 x i y 2 y f z 3x 2 y 3i y
v 3y

= +
= − + → = + − →  = −

    

  :شود براي برقراري معادلات كوشي بايد ملاحظه مي

  
)ير ممكنغ (

 
u v 3 3 :
x y
u v
y x

∂ ∂ = → = − ∂ ∂
 ∂ ∂ = −
 ∂ ∂

  

) لذا تابع .شود  هرگز ارضا نميCRبنابراين معادلات  )f z  باشد پذير نمي هيچ جا مشتقدر.  
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)تابع مختلط   :مثال ) ( ) ( )2 2 2 2f z x y i x y= − + ) حاصل . مفروض است+ )f 1 i′ ) و + )f 1 i′  را در صورت وجود پيدا −

 .كنيد

    : حل
2 2

2 2

u x y

v x y

 = −


= +
  

  :طلبد برقراري معادلات كوشي ـ ريمان مي

  
u v 2 x 2 y x y
x y
u v 2 y 2 x x y
y x

∂ ∂ = → = → = ∂ ∂
 ∂ ∂ = − → − = − → =
 ∂ ∂

  

xاين يعني معادلات كوشي ـ ريمان فقط به ازاي y=شود  برقرار مي.  
)شود بنابراين تا اينجا نتيجه مي )f 1 i′ )باشد  قطعاً موجود نمي− )y 1 , x 1= − ) ولي شايد.= )f 1 i′   .جود باشد مو+

yت توابعبديهي اس x y xv , v , u , u , v , uاند و البته در اطراف نقاطي كه جا پيوسته  همه x y=اند  باشد نيز پيوسته  مي.  

)لذا تابع )f zدر تمام نقاطي كه x y=طبق قضيه دوم كوشي ـ ريمان(ا پذير است و لذ باشد مشتق  مي(،( )f 1 i′ و طبق   موجود است+
  :قضيه اول كوشي ريمان داريم

  ( )
( )

( ){ } ( )1 , 1
1 , 1

u vf 1 i i 2 x i 2 x 2 2i
x x

 ∂ ∂′ + = + = + = + ∂ ∂ 
 

  چند تعريف و قضيه و نكته
)تابع) ۱ )f z0 را در نقطهzهرگاه،گويند  تحليلي مي f0 در تابعz 0 و يك همسايگيzطبيعي است يك تابع (. پذير باشد  مشتق

  )پذير باشد ولي در آن نقطه تحليلي نباشد اي مشتق ممكن است در نقطه
) اگر)۲ )f zطبيعي  (.گويند قاطي خاص تحليلي باشد، به آن نقاط خاص، نقاط تكين تابع مذكور مي در تمام صفحه مختلط به جز ن

باشد نيز نقطه تكين تعريف   همچنين براي تابعي كه هيچ جا تحليلي نمي. است، نقطه تكين ندارديا تحليلج است تابعي كه همه
  )شود نمي

cos وze توابع)۳ zو sin zاز هاي اي  و چند جمله zاند جا تحليلي  با درجة دلخواه همه.  

) اگر)۴ )g zو ( )f zتوابع، تحليلي باشند ( ) ( )f z g z±
) و× )( )f g zاند و تابع جا تحليلي  همه

( )
1

f z
هاي  جا به غير از ريشه  همه

)معادله )f z   . استي تحليل=0
Re توابع)۵ z و Im z و z و zجايي تحليلي نيستند  هيچ.  

  .باشند هاي يك تابع تحليلي، توابعي تحليلي مي  مشتقات و انتگرال)۶

) اگر)۷ ) ( ) ( )f z u x , y i v x , y= u كافي است در عبارتz براي بيان آن برحسب، تحليلي باشد+ i v+ همه x ها را بهz و 
  .ها را به صفر تبديل كنيمyهمه 

) تابع حقيقي)۸ )h x , yيعني.  هرگاه در معادله لاپلاس صدق كند،گويند  را همساز مي:  

  
2 2

2 2
h h 0

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

2يا h 0∇ =  
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) اگر )۹ )f z u i v=  uگويند و نيز وقتي   ميu را مزدوج همساز v توابعي همساز بوده و اصطلاحاً v و u آنگاه ، باشدي تحليل+

)شود هرگاه تابع مختلط   مزدوج همساز آن ناميده ميvتابعي همساز باشد،  )f z u i v=  v تحليلي باشد و طبيعتاً براي يافتن +
yبايد از معادلات كوشي ريمان xu v= x و− yu v=استفاده كرد .  

)تابع  :مثال ) 3 2 2u x , y x a x y b x y= + bهاي اولاً ثابت.  مفروض است+ , a را طوري پيدا كنيد كه u بتواند قسمت حقيقي يك 
)ثانياً تابع مختلط تحليلي. تابع مختلط تحليلي باشد )f z u i v=  . بيان كنيدz را برحسب +

   : حل

  :طلبد  بايد همساز باشد و اين مي،  قسمت حقيقي يك تابع مختلط تحليلي باشدuاگر بخواهيم : اولاً

  ( ) ( )
2 2

2 2
6 2b 0 b 3u u 6 x 2a y 2b x 0 6 2b x 2a y 0
2a 0 a 0x y

+ = → = −∂ ∂
+ = + + = → + + = →  = → =∂ ∂ 

  

  :پس فعلاً داريم

  3 2u x 3x y= −  

  : ثانياً
)اگر بخواهيم  :راه اول )f z u i v=   : باشد و اين مي طلبد u مزدوج همساز v بايد ، تحليلي باشد+

  
( )

( ) ( )

2 2 2 3u v v 3x 3y v 3x y y A x
x y y

u v v 6 x y 6 x y A x 6 x y
y x x

∂ ∂ ∂ = → = − → = − +∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ′− = → = − − → + =
 ∂ ∂ ∂

  

  ( ) ( )A x 0 A x k′→ = → =  
  :پس

  ( ) 2 3v x , y 3x y y k= − +  
  :حال داريم

  ( ) ( ) ( )3 2 2 3f z u i v x 3x y i 3x y y k= + = − + − +  

)يان تابع تحليليبراي ب )f z برحسب zكافي است تبديلات  x z→و y   . را انجام دهيم→0
  ( ) 3 3f z z i k z c= + = +  

  :) vبدون محاسبه ( مطابق قضيه اول كوشي ـ ريمان داريم :راه دوم

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2u v u uf z i f z i 3x 3y i 6 x y
x x x y

 ∂ ∂ ∂ ∂′ ′= + → = + − = − + ∂ ∂ ∂ ∂ 
  

)چون )f zاست پسي تحليل ( )f z′لذا با تبديلات .  نيز تحليلي استx z→ و y   : داريم→0

  ( ) ( )2 3f z 3z f z z c= → = +∫    
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)ابع  ت  : مثال ) ( ) ( )f z u x , y i v x= اگر بدانيم اين تابع تحليلي است  zترين بيان اين تابع مختلط برحسب  كلي.  مفروض است+
 ؟چه خواهد بود

  :طلبد براي تحليلي بودن بايد قضاياي كوشي ـ ريمان همواره ارضا شود و اين مي  : حل

  
( )

( )

u v I
x y
u v II
y x

∂ ∂ = ∂ ∂
 ∂ ∂ = −
 ∂ ∂

  

v لذا ، استx فقط تابعي از v طبق فرضچون 0
y

∂
=

∂
) و از معادله )Iشود  نتيجه مي:  

  ( )u 0 u u y
x

∂
= → =

∂
  

)حال از معادله )IIگوئيم  مي:  
)ثابت   ) ( ) ( ) ( )u y v x u y v x k′ ′ ′ ′= − → = − =  

  :پس داريم.  استy تابعي از ′u و xفقط تابعي از  ′vلذا 
  ( ) ( ) 1u y k u y k y c′ = → = +  

  ( ) ( ) 2v x k v x k x c′ = − → = − +  
  :لذا بايد

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2f z u i v k y c i k x c i k x i y c i c f z i k z c= + = + + − + = − + + + → = − +  

1 2k , c , c :هاي حقيقي دلخواهند تثاب.   
c :ثابت مختلط دلخواه  

)دانيم   مي  : مثال )u x , yمطلوبست محاسبه .  تابعي همساز است
2 u

z z
∂

∂ ∂
 ؟

  
z zz x i y x

2
z zyz x i y 2i

+= + = →  −  == − 

  

  :اي داريم گيري زنجيره مطابق قاعده مشتق

  x y 1 1 1 i
z x z y z 2 x y 2i 2 x y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = + ⋅ = − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  

  x y 1 1 1 i
z x z y z x 2 y 2i 2 x y

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = ⋅ + − = +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

  

  :پس داريم

  
2 2 2

2 2
1 1 1i i

z z z z 2 x y 2 x y 4 x y

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ = − ⋅ + = +        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

  

  :پس
2 2 2

2 2
u 1 u u 0

z z 4 x y

 ∂ ∂ ∂
= + =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

  

  . همساز استuشده است كهمسأله گفته در  زيرا .صفر است
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۲۳  

  دو قضيه در باب توابع تحليلي
  :قضيه اصل ماكسيمم

)اي تحليلي و غيرثابت باشد، آنگاه   در داخل ناحيهfهرگاه  )f zبه تعبير ديگر .  داراي هيچ مقدار ماكسيممي در داخل آن ناحيه نيست

( )f zهمچنين اگر . كند  مقدار ماكسيمم خود را روي مرز ناحيه اختيار ميfاي از اين ناحيه صفر نشود، مينيمم مقدار   در هيچ نقطه

( )f zنيز روي مرز اين ناحيه رخ خواهد داد .  

2zحداكثر مقدار   : مثال is z در ناحيه +  . را بيابيد≥1

)تابع   : حل )
2z if z e باشد و طبق قضيه اصل ماكسيمم حداكثر مقدار  لي است لذا در ناحيه داده شده نيز تحليلي مي همه جا تحلي=+

zخود را در اين ناحيه روي مرز آن يعني   :از آنجا كه. كند  اختيار مي=1

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 22

2 2 2 2

x iy i x y i 2xy 1z i

i 2xy 1x y x y

f z e e e

f z e e e

+ + − + ++

+− −

= = = →

= =
 

)دار بنابراين حداكثر مق )f z ناحيه مورد بحث در نقطه  درy x و =0 1=  .e دهد، كه برابر است با  رخ مي±

  :ليوويل قضيه
) تابعي همه جا تحليلي و كراندار باشد، آنگاه f هرگاه )f zبعي ثابت است و به عبارتي هيچ تابع تحليلي غيرثابتي وجود ندارد كه كراندار  تا
  .باشد

  ....................fدر اينصورت .  مقادير آن خارج دايره واحدندهباشد ك) همه جا تحليلي( تابعي تام fفرض كنيد   : مثال

    .خطي كسري است) ۱

  .متناوب است) ۲

  .اي از درجه بيش از يك است چند جمله) ۳

 .ثابت است) ۴

  تابعي تام است و مقادير آن خارج دايره واحد قرار دارد لذا fچون  : حل

( ) ( ) ( )
1f z 1 f z 0 , 1

f z
> → ≠ <  

لذا 
( )
1

f z
)ويل تابعي ثابت است و به طبع  همه جا تحليلي و كراندار است و طبق قضيه ليو )f zتابع ثابت است .  
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۲۴  

  نگاشت
)از نظر هندسي عملكرد يك تابع مختلط مانند  )w f z=توان يك تبديل دانست كه هر نقطه از صفحه   را ميzاي از صفحه  ها را به نقطه

wنگارد ها مي.  

P و اصل چند تعريف و قضيه:  
) نگاشت)۱ )w f z= 0 را در نقطهz0گوئيم هرگاه هر زاويه با رأس   همديس ميz در صفحه z اي هم اندازه و هم  ها به زاويه

  .ها تبديل شود wجهت با اين زاويه در صفحه 

 
)اي هرگاه مطابق قضيه )f z 0 در نقطهzتحليلي بوده و ( )0f z′نگاشت، مخالف صفر باشد ( )w f z= 0 در نقطهzهمديس است .  

 لذا براي يافتن نقاط .باشد شان تحت آن نگاشت دقيقاً مانند نقطه مذكور مي بت يك نگاشت نقاطي هستند كه تبديل يافته نقاط ثا)۲

)ثابت نگاشت )w f z= بايد معادله ( )f α = αرا حل كنيم .  

  :ها داريم بق اصل تركيب نگاشتاط م)۳

  
  .)ماند  باقي مي،مرز (شوند يه تبديل يافته، نگاريده ميتحت يك نگاشت مرزهاي يك ناحيه به مرزهاي ناح) زحفظ مر( مطابق اصل )۴

 به ′Aاز روي مرز تبديل يافته   سمت چپمان باشد با حركتD ناحيه B به Aاز روي مرز اگر با حركت )  جهتظحف(مطابق اصل 
B′) ها  تبديل يافتهA و B ( ناحيهD′)  تبديل يافته ناحيهD (واهد شدسمت چپمان واقع خ.) هاي همديس در نگاشت(  
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۲۵  

  بررسي عملكرد چند نگاشت مقدماتي

1wنگاشت كسري ) ۱
z

=  

zجا به غير از در  همهدر نگاشت مذكور  2 تحليلي بوده و مشتق آن يعني =0
1

z
جا به   همه لذا اين نگاشت. همواره مخالف صفر است−

1wت ش با نگا0 و ∞توان اين طور تصور كرد كه نقاط  مي. باشد غير از در مبدأ مختصات همديس مي
z

 تبديل ∞ و 0 به نقاط =

  .شوند مي

    :۱ توجه
iwاگر فرض كنيم  e ϕ= ρ و iz r e θ=  ،تحت اين نگاشت داريم:  

  i i
i

1
1 1 1 rw e e
z rr e

ϕ − θ
θ

 ρ == → ρ = = → 
 ϕ = − θ

  

1wيعني نگاشت 
z

  :دهد  عمل متوالي زير را انجام مي دو=

   .كند فاصله هر نقطه تا مبداء مختصات را معكوس ميـ 
  .كند ه شعاع حامل هر نقطه را منفي ميزاويـ 

  

    :۲ توجه
wاگر فرض كنيم  u i v= z و + x i y=   : تحت اين نگاشت داريم+

  
2 2

2 2

2 2

ux
u v1 1 1 1 u i v u i vw z x i y x i y

vz w u i v u i v u i v u v y
u v

 = +− − = → = → + = → + = = →  −+ + − +  =
 +

  

)توان نشان داد شكلي با معادله از اينجا مي )2 2A x y B x C y D 0+ + + + باشد به   ميz صفحه اي در بين خط و يا دايرهم كه =

)ا معادلهشكلي ب )2 2D u v Bu C v A 0+ + − +   .شود باشد، تبديل مي  ميwاي در صفحه  بين خط و يا دايرهم كه =

)ناحيه   : مثال )Im z 1w تحت نگاشت واروني z از صفحة ≥1
z

 = 
 

  شود؟ اي تبديل مي  به چه ناحيهw در صفحه 

۱ (1 1w
2 2

− ≥  ۲ (i 1w
2 2

− ≥  ۳ (1 1w
2 2

+ ≥  ۴ (i 1w
2 2

+ ≥  
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   : حل

  2 2
1 1 1 u iv u ivw z z z
z w u iv u iv u v

− −
= → = → = → =

+ − +
  

)پس ناحيه  )Im z   :شود به  تبديل مي≥1

  
2

2 2 2
2 2

v 1 11 u v V u v
2 4u v

−  ≤ → + ≥ − → + + ≥ 
 +

  

,10اي به مركز  كه مرز و بيرون دايره
2

− 
 
 

1 و شعاع 
2

  :توان به صورت زير نيز بيان كرد  است و آن را مي

  i 1w
2 2

+ ≥  

1wتبديل يافته ناحيه نشان داده شده در شكل زير را با نگاشت   : مثال
z

 . پيدا كنيد=

  

    : حل

  ( ) ( )
1w2 2 2 2zA x y B x C y D 0 D u v Bu C v A 0

=
+ + + + = → + + − + =  

  .كنيم تبديل يافته مرزها را پيدا مي

  
2 2

2 2 21 1x y x y y 0
2 2

   + − = → + − =   
   

  دايره كوچك: 

1wبا نگاشت 
z

  :شود به  تبديل مي=
  ( ) ( )2 20 u v 0u 1 v 1 0 v 1+ + − − + = → = −  

  ( ) ( )2 22 2 2 1x y 1 1 x y 2 y 0 2 v 1 0 v
2

+ − = → + − = → + = → =   دايره بزرگ : −

3zمثلاً (گيريم  يك نقطه دلخواه از ناحيه اصلي در نظر مي i
2

  :شود  تبديل يافته آن چنين مي،)=

1 2w i
3 3i
2

= = −  

  
11كه در ناحيه  v

2
−

− ≤  .گيرد  قرار مي≥

- 
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1w تحت نگاشت.ايم هكند در نظر گرفت خطي را كه از مبدأ مختصات عبور نمي  : مثال
z

 هاي شكل حاصله چه خواهد بود؟  ويژگي=

xدر صفحه   : حل yيعني . گذرد  خطي داريم كه از مبدأ مختصات نميA D و =0 0≠ ( )Bx Cy D 0+ + =  
uپس در صفحه  vيعني .گذرد اي داريم كه از مبدأ مختصات مي  دايره ( )( )2 2D u v Bu Cv 0+ + − =  

1wتبديل يافته ناحيه نشان داده شده در شكل زير را تحت نگاشت   : مثال
z

 . پيدا كنيد=

   : حل

  
wنگاشت خطي) ۲ a z b= + )a , bاعداد مختلط دلخواه و a 0≠(  

  .باشد جا همديس مي همهدر  همواره مخالف صفر است، لذا اين نگاشت aجا تحليلي بوده و مشتق آن يعني  نگاشت مذكور همه
  :دهد توان نشان داد اين نگاشت سه عمل متوالي زير را انجام مي مي

  .)شود  ايجاد ميaانبساط يا انقباضي به اندازه (كند   برابر ميaفاصه هر نقطه را تا مبدأ، ـ 
Argزاويه شعاع حامل هر نقطه را با ـ  aدوراني به اندازه (كند   جمع ميArg a شود حول مبدأ ايجاد مي(.  
Reطول و عرض هر نقطه را با ـ  b و Im bانتقالي به اندازه (كند    جمع ميbشود  ايجاد مي(.  

}تبديل يافته ناحيه   : مثال }0 Re z 1
D z |

0 Im z 1
≤ ≤ 

=  
≤ ≤ 

) را با نگاشت  )w 1 i z 1 i= − + +  .دست آوريد   به+

aبا در نظر گرفتن   : حل 1 i= − b و + 1 i=   :دهد  يك نگاشت خطي داريم كه سه عمل زير را انجام مي+

  
a 2

a 1 i 3arg a
4

 =
= − + →  π

=

  

  

a 2=
→

  
  

 

  

b 1 i= +
→

  لاقتنا
  

3arg a
4
π

=

→
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4iwتبديل يافته ناحيه نشان داده در شكل زير را تحت نگاشت  : مثال
z

−
 . پيدا كنيد=

 

1w  :توان با تركيب از انتهاي دو نگاشت زير پيدا كرد  را ميw  : حل , 4i z
z

= − 

4i درzاز سمت راست نگاه كنيم و به جاير يعني اگ z− 1 عبارت
z

 
 
 

حال با ديدن اعمال . رسيم  به نگاشت اصلي مي،را قرار دهيم 

  :نگاشت فوق از ابتدا داريم

  

  
nwنگاشت تواني ) ۳ z=) nعدد طبيعي مخالف يك (  

nجا تحليلي بوده و مشتق آن يعني نگاشت مذكور همه 1n z z در جا به غير از همهدر  − جا   مخالف صفر است، لذا اين نگاشت همه=0
  .باشد به غير از در مبدأ مختصات همديس مي

iwيم  اگر فرض كن  :۱ توجه e ϕ= ρ و iz r e θ=توان نوشت  مي: 

( )
nnn i i n i n rw z e r e r e

n
ϕ θ θ  ρ == → ρ = = → 

ϕ = θ
  

nwيعني نگاشت  z=دهد  دو عمل متوالي زير را انجام مي:  
  .رساند  ميnفاصله هر نقطه تا مبدأ مختصات را به توان ـ 
  .كند  برابر ميnزاويه شعاع حامل هر نقطه را ـ 

 :به شكل زير دقت كنيد  :۲ توجه

 

nwيعني تحت نگاشت z=اش   با حفظ جهت، اندازه،باشد اي كه رأس آن در مبدأ مختصات مي  زاويهnشود  برابر مي.  
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Dناحيهكنيد كه دا نگاشتي پي  : مثال z | arg z
3 2
π π = ≤ ≤ 

 
}به ناحيهرا   }D w | Re w 1 , Im w 2′ = ≥ ≤   . تبديل كند−

  :ترجمه شكلي مسئله  : حل

  
 از  در مبدأگوئيم زاويه مي

6
π به 

2
π3 پس از نگاشت . يعني سه برابر شده است،  تبديل شدهz استفاده كرده و داريم :  

  
  :آيد دست مي هاي فوق به دهد با تركيب از انتهاي نگاشت لذا نگاشتي كه عمل فوق را يك ضرب انجام مي

  ( ) ( )3 3w i z 1 2i o z i z 1 2i= + − = + −  

تبديل يافته ناحيه زير را تحت نگاشت   : مثال
( ) 2

1w
2i z 2

=
−

 . پيدا كنيد

   

)هاي  توان با تركيب از انتهاي نگاشت  را ميw  : حل ) 2 12i z 2 , z ,
z

  :حال با ديدن اعمال نگاشتهاي فوق از ابتدا داريم .يافت −
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xخط   : مثال 2w با نگاشت =2 i z=اي در صفحه   به چه معادلهu vشود؟ ديل مي تب 

  :حل 

  ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2w i z i x i y i x y 2i x y 2 x y i x y= = + = − + = − + −  

  
2

x 2
2 2

2

uu 2 x y u 4 y y u4 v 4
4v x y v 4 y

=
 = − = − → = − −   → → = −   

 = −  = −

  

nwامnنگاشت ريشة) ۴ z= )nعدد طبيعي مخالف يك (  

izدانيم چنانچه كه مي همانطوري r e ;θ= − π < θ ≤ πاريم د، باشد:  

  ( )n n 2k 2kz r cos i sin ; k 0 , 1 , ... , n 1
n n

θ + π θ + π = + = − 
 

  

nwاگر بخواهيم به. آيد دست مي  جواب متمايز بهnام يك عدد مختلط، nيعني براي ريشه  z= تابع تك ( به عنوان يك نگاشت
k خاص كه معمولاً k را به ازاء يكنگاه كنيم، بايد رابطه گفته شده) مقداره   :ترتيب داريم  مدنظر قراردهيم و بدين،شود  انتخاب مي=0

1
1 ninn i i n n r

w z e r e r e

n

θ
θ θ


 ρ == → ρ = = →  θ ϕ =


  

nwيعني تحت نگاشت z=شود  دو عمل متوالي زير انجام مي:  

1مبدأ مختصات به توانفاصله هر نقطه تا ـ 
n

  .رسد  مي

1زاويه شعاع حامل هر نقطهـ 
n

  .شود  برابر مي

nwو به تعبيري نگاشت z=1 البته با توان، نگاشت تواني دارد دقيقاً عملكردي شبيه
n

 .  

 :يدا كنيد كه عمل زير را انجام دهدنگاشتي پ  : مثال

 

180زاويه مركزي از   : حل  90 به لذا با توجه به عملكرد نگاشت . يعني نصف شده است، رسيده استw z=داريم:  

  
1w  :پس نگاشت مورد نظر ما چنين است z 3

2
= −  
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a )موبيوس( خطي كسري نگاشت) ۵ z bw
c z d

+
=

+
 )a , b , c , d اعداد مختلط دلخواه با شرط a d bc 0− ≠(  

dzجا به غير از در نگاشت مذكور همه
c

=  تحليلي بوده و مشتق آن يعني −
( ) 2

a d bc

c z d

−

+
در  همواره مخالف صفر است، لذا اين نگاشت 

dzجا به غير از در همه
c

= dصور كرد با اين نگاشت نقاطتوان ت مي. باشد  همديس مي−
c

zو− = aw و∞ به نقاط∞
c

 تبديل =

  .شوند مي

   :۱ توجه
1اين امكان وجود دارد سه نقطه  2 3z , z , zاز صفحه z 1ها را از طريق يك نگاشت موبيوس به سه نقطه 2 3w , w , w از صفحه w ها

1  بنگاريم، اين نگاشت از رابطه 3 2 1 3 2

2 3 1 2 3 1

z z z z w w w w
z z z z w w w w

− − − −
=

− − − −
  

 را ∞ بودند، كل صورت و مخرج شامل∞ها iwها يا izاگر يكي از در دستور صليبي (. آيد دست مي كه به دستور صليبي موسوم است به
  )كنيم با هم ساده مي

    :۲ توجه
 معادله شكل حاصله را وخواهد بود ) بدون رعايت ترتيب( يك خط و يا يك دايره ،نگاشت موبيوس، تحت ديل يافته هر خط و يا دايره تب

  .وان از طريق معادله نگاشت مورد نظر و معادله شكل اوليه پيدا كردت مي

    :۳ توجه

  







  
α دلخواه عدد حقيقي  

 0z 0 عدد مختلط دلخواه با شرطz 1<  








  

  






  
αعدد حقيقي دلخواه   

 0z 0 عدد مختلط دلخواه با شرطIm z 0>  
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۳۲  

w ?=→

w z 1 2i= − +→
i 0

0

z z
w e

z z
α −

=
−→

 دو نقطه دلخواه از ،كنند علاوه بر تبديلات گفته شده  اين امكان را فراهم مي0z و αهر دو نگاشت فوق به واسطه داشتن دو پارامتر آزاد
  . از نواحي سمت راست بنگاريمنواحي سمت چپ را به دو نقطه دلخواه

zنگاشت   : مثال 1w
z 2

−
=

−
z نقاط واقع بر منحني  1 3+   نگارد؟  را بر كدام منحني مي=

  .گذرد خطي كه از مبدأ مختصات مي) ۲    خطي موازي محور مختلط) ۱
  .گذرد أ مختصات مياي كه از مبد دايره) ۴  .اي كه مركز آن مبدأ مختصات است دايره) ۳

  

  ( )z 1 2w 1w wz 2w z 1 z w 1 2w 1 z
z 2 w 1

− −
= → − = − → − = − → =

− −
  

zپس  1 3+   :شود به  تبديل مي=

  2w 1 3w 2 21 3 3 w w 1
w 1 w 1 3

− −
+ = → = → − = −

− −
  

2wخطي با دو سر  كه نقاط روي عمود منصف پاره 1 و =1
2w
3

5u است يعني خط =
6

  .  كه خطي موازي محور مختلط است=

  :نگاشتي پيدا كنيد كه عمل زير را انجام دهد  : مثال
  

  
  

  

    : حل
  

  
  
  
  
  

  :آيد دست مي هاي فوق به پس نگاشت مذكور با تركيب از نگاشت

( )
( )

6
0i

6
0

z 1 2i z
w e

z 1 2i z
α − + −

=
− + −

  

α 0 عدد حقيقي دلخواه وzباشد  عدد مختلط دلخواه با قسمت موهومي مثبت مي.  

6w z=→
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۳۳  

zكدام تبديل، ديسك   : مثال u را روي ناحيه >2 v 0+   كند؟  تصوير مي>

  :هدف انجام عمل زير است  : حل

  
  :توان ديد مي

  
  : كه چنين استآيد هاي بالا از انتها، نگاشت مورد نظر به دست مي پس با تركيب نگاشت

  i i
4 4

1 z i z 2i2e e1 z 2iz i
2

π π+ +
=

−−
  

zدقت كنيد با نگاشت  i
z i

+
−

  : داريم

  A : i A 0′− → =  

  1 iB 1 B i
1 i

+′= → = =
−

  

  C i C′= → = ∞  

1wنگاشت يا كوفسكي ) ۶ z
z

= +  

z در ازجا به غير  نگاشت مذكور همه 2 تحليلي بوده و مشتق آن يعني =0
11
z

zدرجا به غير از   همه− 1=  مخالف صفر است، لذا ±

z و ±1در جا به غير از  همهدر اين نگاشت    .اشدب  همديس مي=0

    :۱ توجه
wاگر فرض كنيم  u i v= iz و+ r e θ=، تحت اين نگاشت داريمباشند :  

  i i i
i

1 1 1w z u i v r e r e e
z rr e

θ θ − θ
θ

= + → + = + = + →  

  ( ) ( )

1u r cos
r1u iv r cos i sin cos i sin

r 1v r sin
r

  
= + θ  

  + = θ + θ + θ − θ → 
  = − θ   

  

rط به سادگي تبديل يافته دوايرابو با اين رو c=و نيم خطوط kθ   . قابل تعيين است=
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۳۴  

    :۲ توجه

  

,تبديل يافته دواير  : مثال r 2 , r 1
4
π

θ = = 1w را تحت نگاشت= z
z

=  . پيدا كنيد+

  
  

  

1u r cos
r1w z

z 1v r sin
r

  = + θ   = + → 
  = − θ   

  

u 2cos
r 1

v 0
= θ

= →  =
  

  

  

  

2 2 2 2
cos sin 1

2 2

5u cos u v2r 2 1
3 5 3v sin
2 2 2

θ + θ =


 = θ
= → → + =
    = θ        

  

  
  

  

2 2
2

2 2

2 2
2

2 1 11 u r 2u r
2r 2 r u v 2

4 1 121 v r 2v r 2r 2 r

     = + += +    π      θ = → → → − = 
    = + −= −       

  

  ) يك عدد حقيقي باشدaاگر : (دانيم و چون مي
  1a 2 ;a 0

a
1a 2 ;a 0
a

 + ≥ >

 + ≤ − <


  

21u  :گوئيم در مورد آخر مي r 2
r 2

 = + ≥ 
 

  

  .يعني فقط شاخه سمت راست هذلولي مدنظر خواهد شد

zwنگاشت نمايي ) ۷ e=  
  .باشد جا همديس مي همهدر  همواره مخالف صفر است، لذا اين نگاشت ze يعنيجا تحليلي بوده و مشتق آن همهدر نگاشت مذكور 

zاز آنجا كه 2 i ze e+ π 2 لذا اين نگاشت متناوب با دوره تناوب= iπباشد، يعني تمام نقاطي كه   ميx دارند و  يكسانy 2شان با هم π 
  .شوند  تبديل ميwاختلاف دارد، تحت اين نگاشت به نقطه واحدي در صفحه 
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۳۵  

    :۱ توجه

( )
x

z x i y x i y x
x

u e cos y
w e e e e e cos y i sin y

v e sin y
+

 == = = = + → 
=

  

yشود با تبديل  به وضوح ديده مي y 2→ + πري در مقادير  تغييu , vگردد  حاصل نمي.  

    :۲ توجه
x

z x i y x i y ew e e e e
y

+  ρ == = = → 
ϕ =

  

yشود با تبديل  به وضوح ديده مي y 2→ + π تغييري در مقادير ϕ و ρگردد  حاصل نمي.  
zwت شود تحت نگاش  ملاحظه مي e=:  

xخطوطـ  c=اي هاي دايره  به قوسceρ   .شوند باشد، تبديل مي  كه مركزشان در مبدأ مي=
yخطوطـ  k=وط به نيم خطkϕ   .شوند يگذرند، تبديل م  كه از مبدأ مي=

1Dتبديل يافته نواحي  : مثال z | 1 Re z , Im z
2
π = ≤ < + ∞ − ≤ ≤ π 

 
و  { }2D z | Re z 0 , 0 Im z= − ∞ < ≤ ≤ ≤ π را با 

zw نگاشت e=پيدا كنيد . 

   : حل

  
x

z ew e
y

 ρ == → 
ϕ =

  

  

11 x e e

y
2 2

+ ∞ ≤ < + ∞ → ≤ ρ <
 π π

− ≤ ≤ π → − ≤ ϕ ≤ π


  

  
 

         

0x 0 e e
0 y 0

− ∞ − ∞ < ≤ → < ρ ≤


≤ ≤ π → ≤ ϕ ≤ π
  

        

wپرين نيتم نگاشت لگار) ۸ ln z=  
izدانيم چنانچه كه مي همانطوري r e ;θ= − π < θ ≤ + πباشد داريم :  

  ( ) ( )ln z ln r i 2k , k 0 , 1 , 2 , ...= + θ + π = ± ±  
  .آيد دست مي يعني براي لگاريتم يك عدد مختلط، بيشمار جواب متمايز به

wهيم به اگر بخوا ln z=نگاه كنيم، بايد رابطه گفته شده را به ازاء يك) مقدارهتابع تك (گاشت  به عنوان يك نk ًخاص كه معمولا 
k   :ترتيب داريم  مدنظر قرار دهيم و بدين،شود  انتخاب مي=0

u ln r
w ln z ln r i

v
=

= = + θ →  = θ
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۳۶  

  :يعني تحت اين نگاشت
rدوايرـ  c=به خطوط u ln c=شوند  تبديل مي.  
kθنيم خطوطـ  v به خطوط= k=شوند  تبديل مي.  

2Dتبديل يافته ناحيه  : مثال z | 1 z e , arg z 0
2
π = ≤ ≤ − ≤ ≤ 

 
w را تحت نگاشت  ln z=بيابيد . 

u    : حل ln r
w ln z

v
=

= →  = θ
  

  

  

  

2 2

r 1 u ln 1 0

r e u ln e 2

v
2 2

0 v 0

= → = =


= → = =
 π π

θ = − → = −


θ = → =

  

 

wنگاشت سينوس و كسينوس ) ۹ sin z , w cos z= =  
  :اند و جا تحليلي نگاشت مذكور همههر دو 

zدر نقاط ـ  k
2
π

= π sin يعني جاهايي كه مشتق + zنگاشت ،شود  صفر مي w sin z=باشد  همديس نمي.  

zدر نقاط ـ  k= π يعني جاهايي كه مشتق cos zنگاشت ،شود  صفر مي w cos z=باشد  همديس نمي.  
2با دوره متناوب  توابعي متناوب رهمچنين هر دو نگاشت مذكو πهستند .  

  

   :۱ توجه
  : آنجا كهزا

  
i i i ie e e esin , cos

2i 2

α − α α − α− +
α = α =  

  e e e esin h , cos h
2 2

α −α α −α− +
α = α =  

  : داريم

  sin i i sin h , cos i cos hα = α α = α  
  :توان نوشت لذا مي

  ( )sin z sin x i y sin x cos i y cos x sin iy sin x cos h y i cos x sin h y= + = + = +  
  ( )cos z cos x i y cos x cos i y sin x sin i y cos x cos h y i sin x sin h y= + = − = −  

  .آرگومان مختلط هيچگونه محدوديتي در جواب خروجي ندارندتوان ديد سينوس و كسينوس با  و از اينجا به سادگي مي
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۳۷  

 :توجه

 

  

sinمعادله   : مثال z 2i=را حل كنيد . 

   : حل

  
i z i z

i z i ze e 2i e e 4
2i

−
−−

= → − = −  

iبا فرض ze t=:  

  21t 4 t 4 t 1 0 t 2 4 1 2 5
t

− = − → + − = → = − ± + = − ±  

  :كه باتوجه به اين
  ( )ln A ln A i arg A 2k= + + π  

  :گوئيم ل ميحا

  ( ) ( ) ( )lni zt 2 5 e 2 5 i z ln 2 5 ln 2 5 i 0 2k= − + → = − + → = − + = − + + + π →  
  ( ) ( )z i ln 2 5 2k , k 0 , 1 , 2 , ...= − − + + π = ± ±  

  ( ) ( ) ( )lni zt 2 5 e 2 5 i z ln 2 5 ln 2 5 i 2k= − − → = − − → = − − = + + π + π →  
  ( ) ( )z i ln 5 5 2k , k 0 , 1 , 2 , ...= − + + π + π = ± ±  

wتحت نگاشت   : مثال sin z= خطوط x
4
π

x و =
2
π

y و =  .دنشو  به چه اشكالي تبديل مي=1

    : حل

  u sin x cos h y
w sin z

v cos x sin h y
=

= →  =
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۳۸  

  

  
2  )هذلولي(   2cos h y sin h y 1 2 2

2
u cos hy

2x 2u 2 v 1
4 2

v sin hy
2

− =


=π = → → − =

 =

  

cosتوجه داريم چون h y 2  پس≤1
u

2
  . يعني فقط شاخه سمت راست اين هذلولي پذيرفته است.باشد  مي≤

  

  

u     )خط( cos h y 1
x

v 02
= ≥π

= →  =
  

  
 

  

  

      )بيضي(
( ) ( )

2 2

2 2
u sin x cosh1 u vy 1 1
v cos x sinh1 cosh1 sinh1

=
= → → + = =

  

  

  
  
  

     
 

  

 

Dتبديل يافته ناحيه   : مثال z | Re z , Im z 0
2
π = ≤ ≤ π ≥ 

 
w را تحت نگاشت  cos z=پيدا كنيد . 

   : حل

  u cos x cos h y
w cos z

v sin x sin h y
=

= →  = −
  

  

u 0x
2

v sin h yy : 0

π ==  →  = − + ∞ →

1  

y 0 u cos x
v 0x :

2

= = → π  =→ π 

2  

x u cos h y
y : 0 v 0

= π = − 
→ → + ∞ = 

3  
  

 
w گفته شده براي نگاشت نكاتدقت داريم طبق  cos z=،شود معلوم ميجواب به عنوان  ناحيه سوم  بدون حل نيز صحت.  
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۳۹  

1 تبديل يافته ناحيه   : مثال 1D z | Re z 0 , Im z
2 2

 = ≥ − ≤ ≤ 
 

) را تحت نگاشت  )w sin h z 1 2i= − π +  .تعيين كنيد +

    : حل

: z , sin h z 1 2iπ − +   تركيب از انتها  +

: z , sin h z , z 1 2iπ − + +    

: z , i z , i sin z , z 1 2iπ − − + +    

: z , i z , sin z , i z , z 1 2iπ − − + +    
  

  :حال با ديدن اعمال از ابتدا داريم
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۴۰  

  هاي مختلط انتگرال

Pهاي مختلط  روش مستقيم محاسبه انتگرال  

 آن است كه باتوجه به ،دست آورده شود  بهcروال كلي براي محاسبه يك انتگرال مختلط كه قرار است روي يك منحني معلوم مانند 
 و ارتباطي كه بين متغيرها بر روي اين منحني وجود دارد، تمام متغيرها را در عبارت زير علامت انتگرال، برحسب يك cمعادله منحني 

  .متغير نوشته و باتوجه به حدود تغييرات آن متغير، يك انتگرال معين معمولي را حل كنيم

لاوه برنقاط ابتدايي و انتهايي مسير، به خود مسير نيز وابسته  در حالت كلي حاصل يك انتگرال مختلط عبايد به خاطر داشته باشيم

  : مگر در حالت خاص زير،است

)هرگاه  )f z در تمام صفحه مختلط به جز احتمالاً نقاطي خاص تحليلي باشد، حاصل ( )f z dz∫ روي هر مسير باز دلخواهي كه نقطه 

1z 2 را به نقطهzو البته اين مسير از روي نقاط تكين احتمالي تابع (كند   وصل مي( )f zمستقل از مسير بوده و چنانچه )گذرد  نمي ،

( )F z يك تابع اوليه ( )f z باشد ( ) ( )( )F z f z′ )، حاصل انتگرال مذكور = ) ( )2 1F z F z−خواهد بود .  

)مطلوبست محاسبه   : مثال )2

c
I Re z . dz= 1خطي است كه مبدأ مختصات را به نقطه   پارهc كه در آن ∫ 2i+كند  وصل مي. 

   : حل

c : y 2 x=  

  
  :در حالت كلي داريم

  ( )2 2 2 2 2 2z x y i 2 x y Re z x y
z x i y

z x i y dz dx i dy

 = − + → = −= + → 
 = − → = −

  

  : داريمcحال روي منحني 

  y 2 x d y 2dx= → =  
  :توان نوشت و مي

  ( ){ } ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

22 2 3

x 0 0

1
I x 2 x d x i 2 dx 3x 1 2i dx 1 2i x 1 2i

0=
= − − = − − = − − = − −∫ ∫  
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مطلوبست محاسبه انتگرال  : مثال
c

I z dz=  : منحني نشان داده شده در شكل زير استc كه در آن ∫

 

    : حل
  :در حالت كلي داريم

i iz r e z r eθ − θ= → =  

  

  1 2 3

r 1 3
c : c : c :4 23:r : 0 1 r : 1 04 2

π = π  θ = θ =  
  π π 

θ →  → →  

  

  :داريم

  
1 2 3c c c c

I = = + +∫ ∫ ∫ ∫  

  ( ) ( )
3 3 31 0i i i i2 i i4 4 2 2

r 0 r 1
4

I r e d r e 1e d 1 e r e d r e

ππ π π π
− −− θ θ

π
= θ = =

       
       = + +
       
       

∫ ∫ ∫  

  

3
31 0 2 222 i i

0 1
4

4

1 0r r 3 5ir dr i e e d r dr i i
0 12 2 2 4 4

π
π

− θ θ
π π

π π π = + θ + = + θ + = − = 
 ∫ ∫ ∫  

مطلوبست محاسبه انتگرال   : مثال
1
z

2
c

eI dz
z

= z منحني دلخواهي است كه نقطه c كه در آن ∫ i= z را به −  و كند  وصل مي=1

 .گذرد البته از مبدا نمي
  

  : حل

1
z

2
e
z

zجا به جزء   همه و البته تابع اوليه آن .  تحليلي است=0
1
ze−لذا طبق نكات گفته شده. است :  

  ( )
1

1 iz 1
I e e e

i
= − = − −

−
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) هرگاه تابع   : قضيه )f zكدام از نقاط تكين احتمالي   در تمام صفحه مختلط به جز احتمالاً نقاطي خاص تحليلي باشد و هيچ( )f z در 
)كدام از نقاط تكين احتمالي  البته هيچ( قرار نگيرد Cداخل ناحيه محصور شده به مرز بسته  )f z حق قرار گرفتن روي مرز C را 

  :آنگاه داريم، )ندارند

  ( )
C

f z dz 0= =∫  

2مطلوبست محاسبه   : مثال
c

ln zI dz
z 2z

=
3 كه در آن ∫+

2 2
π π

− ≤ θ < :ln z ln r i= + θ و c دايره z 3i 1−  .باشد  مي=

ln  : حل z3اي اين تابع كه باتوجه به تعريف صورت گرفته  ط به بريدگي شاخه در تمام صفحه مختلط به جز نقاط مربو
2 2
π π

− ≤ θ < 

خط  نقاط واقع بر نيم
2
−θ

θ=زير انتگرال در نقاط عبارت البته . تحليلي استباشد،   ميz 0 , 2= 2 كه مخرج كسر −
ln z

z 2z+
را  

  .باشد كنند، نيز تحليلي نمي نيز صفر مي
  .اند اين نقاط تكين در شكل زير نمايش داده شده

I ) كوشي ـ گورسا انتگراليطبق قضيه( 0=  

  

  هاي مختلط ناحية همگرائي سري

)براي تعيين ناحيه همگرائي سري تابعي )
n

a n , z
∞

=
هايي را تعيين كنيم كه به zت زير را حل كنيم ونامعادلا كافي است يكي از ∑

  .پردازد ها مي ارضاء آن

( )n
n
lim a n , z 1
→ ∞

) يا > )
( )n

a n 1 , z
lim 1

a n , z→ ∞

+
<  

  .نامند عاع همگرائي سري مذكور ميشدست آمده يك دايره باشد، شعاع آن دايره را  دقت كنيد اگر ناحيه همگرائي به
   :توجه

  .در محاسبه حدهاي نوشته شده ممكن است استفاده از موارد زير مفيد باشد

n وقتي )الف → + a و ∞ 1 , b 0 , c 1> >   : داريم<
n b n
alog n c<< <<  

n وقتي )ب → +   : داريم∞

( )
k

n k nk n ! ~
e
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  : خاطر داشته باشيد به)ج

n
n k k 1

n n
lim 1 e , lim a n b n ... 1

n

β
αβ −

→ ∞ → ∞

 α
+ = + + = 

 
  

 .هاي زير را تعيين كنيد و روي شكل نمايش دهيد ناحيه همگرايي سري  : مثال

۱ (
n

n 1

z i
z 1

∞

=

 −
 + ∑  

  :شرط همگرايي  : حل

  

  
n

n
n

z i z ilim 1 1 z i z 1
z 1 z 1→ ∞

 − −
< → < → − < + + + 

  

  

  

۲ (
( ) ( )n 2

n n
n 0

z 1 n 3n 1

3 4

∞

=

− + +

+∑  

  :شرط همگرايي  : حل

  
( ) ( )n 2

n
n nn

z 1 n 3n 1
lim 1

3 4→∞

− + +
<

+
  

  

n 2

n n nn

z 1 n 3n 1 z 1 1
lim 1 1 z 1 4

43 4→ ∞

− + + − ×
< → < → − <

+
  

R پس شعاع همگرايي ، است4اي به شعاع  و چون ناحيه همگرايي دايره   .باشد  مي=4

3 (
n
z

n 1

e
∞ −

=
∑  

  :شرط همگرايي  : حل

  
( )

2 2

x i y1 x i yn 1
x i y x i y x yz zn

n
lim 1 1 e 1 e 1ee

−− −− ×− − + − +

→ ∞
< → < → < → < →  

  2 2 2 2 2 2
x i y x

x y x y x y
2 2

xe e 1 e 1 0 x 0
x y

−
−

+ + + −
< → < → < → >

+
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 : حقيقي باشدαاگر   : نكته

i 2 2e e , e cos i sin cos sin 1α α α= = α + α = α + α =  

P بسط تيلور و مك لوران يك تابع  

)بسط تيلور تابع  )f z 0 حول نقطهzشود  به صورت زير نوشته مي:  

  ( ) ( ) ( ) ( )n 2
n 0 0 1 0 2 0

n 0

f z a z z a a z z a z z ...
∞

=

= − = + − + − +∑  

 بسط تيلور از رابطه كه در آن ضرايب
( ) ( )n

0
n

f z
a

n!
 تا 0z فاصله minو شعاع همگرائي اين بسط برابر است با . آيند دست مي  به=

)همه نقاط تكين تابع  )f zهاي حقيقي و يا مختلط  اعم از تكنيك.  
0zيف بسط تيلور يك تابع حول نقطه مطابق تعر   .گويند  را بسط مك لوران آن تابع مي=0

  بسط مك لوران چند

( )
( )

( )
( )

( )

( )

2 3 4 n
z

n 0

n 2n 13 5

n 0

n 2n2 4

n 0

3 5 2n 1

n 0

2 4 2n

n 0

z z z ze 1 z ...
2! 3! 4! n!

1 zz zsin z z ...
3! 5! 2n 1 !

1 zz zcos z 1 ...:
2! 4! 2n !

z z zsin h z z ...
3! 5! 2n 1 !

z z zcos h z 1 ...
2! 4! 2n !

∞

=

∞ +

=

∞

=

∞ +

=

∞

=


 = + + + + + =




− = − + − + = +

 − = − + − + =



 = + + + =

+

= + + + =



∑

∑

∑

∑

∑






  zبراي همه مقادير   

( )

n 2 3

n 0

n n 2 3

n 0

1 z 1 z z z ...
1 z

:
1 1 z 1 z z z ...

1 z

∞

=

∞

=


 = = + + + +
 −




= − = − + − + −
+

∑

∑
zبراي  1<  

)ن تابع در بسط مك لورا  : مثال ) ( ) 22 zf z 3z 4z 1 e= +  . را پيدا كنيد6z ضريب جمله −

   : حل

  ( ) ( ) ( ) ( )2 32 2
2 2

z z
f z 3z 4z 1 1 z ...

2! 3!

 
 

= + − + + + + 
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  :شود كه ضريب آن چنين است  دو بار حاصل مي6zدر كل جمله 

  ( )1 1 3 1 8 43 1
2! 3! 2 6 6 3

   
+ − = − = =   

   
  

)در بسط مك لوران تابع    : مثال ) ( )2f z sin z . ln 1 z= z با شرط +   كدام است؟5z ضريب جمله >1

zبا شرط (  : حل    :داريم) >1

  
( ) ( )

2 3 4 5

2 3 4 5 4 6
2 2

1 1 z z z z z
1 z

z z z z z zln 1 z z ln 1 z z
2 3 4 5 2 3

= − + − + − + − →
+

+ = − + − + → + = − + +

∫

 
  

  :گوئيم حال مي

  ( )
3 5 4 6

2z z z zf z z ... z ...
3! 5! 2 3

   
= − + − + −      

   
  

  1 1
2 3!

−   5zجملهضريب  : −

)تابع   : مثال )
cos z cos h z ; z 0

f z z
0 ; z 0

− ≠= 
 =

)مطلوب است محاسبه .  مفروض است )( )13f 0 ?= 

   : حل

  

2 4 14 2 14

13
z z z z z1 .... ... 1 ... ...
2! 4! 14! 2! 14!cos z cos h z 2z 2z... ...

z z 2! 14!

   
− + + − + − + + + +      − −   = = − − −  

2 برابر 13zشود ضريب  ملاحظه مي
14!
  :يعني.  است−

  
( ) ( ) ( ) ( )
13

13f 0 2 2f 0
13! 14! 14

= − → = −  

  نوشتن بسط تيلور و لوران توابع گويا، معتبر در نواحي مختلف
A تنها براي ،هاي هندسي موسومند دو بسط زير كه به سري  لذا هرگاه شرط مذكور برقرار نباشد، مجاز به استفاده از . اعتبار دارند>1

  :باشيم ها نمي آن

  2 3 n

n 0

1 1 A A A ... A
1 A

∞

=

= + + + + =
− ∑  

  ( ) n2 3 n

n 0

1 1 A A A ... 1 A
1 A

∞

=

= − + − + = −
+ ∑  
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Pيك قرارداد و نكته   
)گويند بسط تابع  وقتي مي )f z 0 را در ناحيهz zα < − < β بنويسيد )αتواند صفر و   ميβمنظور آن )نهايت باشد تواند بي ي م ،

)است كه بسط تابع  )f z 0 حول نقطهz) هاي عبارت  برحسب توان( )0z z− ( 0نوشته شود كه در ناحيهz zα < − < β معتبر 

  .باشد

)نقاط تكين احتمالي تابع توان ديد اگر لااقل يكي از  مي )f z 0 در ناحيهz z− ≤ α در حفره داخلي ناحيه ( قرار گيرد

0z zα < − < βهاي منفي عبارت   آنگاه در بسط نوشته شده قطعاً توان،) يا مرز محذوف داخلي آن( )0z z−شود و   مي نيز ظاهر

)اصطلاحاً جنس بسط لوراني خواهد شد و اگر هيچ كدام از نقاط تكين احتمالي  )f z 0 در ناحيهz z− ≤ α تمام ( قرار نگيرد

0zهاي احتمالي در ناحيه  تكين z− ≥ βهيچ توان منفي از عبارت  آنگاه در بسط نوشته شده قطعاً ،) واقع باشد( )0z z− ظاهر 

  .شود و اصطلاحاً جنس بسط تيلوري است نمي

)براي تابع   : مثال ) 2
2z 3f z

z 3z 4
+

=
+ −

0zها حول نقطه   انواع بسط   . را بنويسيد=0

 :با استفاده از روش تجزيه كسرها داريم  : حل

  ( ) ( )( )
2z 3 A Bf z

z 1 z 4 z 1 z 4
+

= = +
− + − +

  

zبا ضرب طرفين رابطه فوق در    :آيد دست مي  به−1

  ( ) z 1B z 12z 3 A A 1
z 4 z 4

=−+
= + → =

+ +
  

zبا ضرب طرفين رابطه فوق در    :آيد دست مي  به+4

  ( ) z 4A z 42z 3 B B 1
z 1 z 1

= −++
= + → =

− −
  

)پس  ) 1 1f z
z 1 z 4

= +
− +

  .باشد  مي

zتكين تابع فوق كه باتوجه به نقاط  1 , 4= 0zباشد، سه نوع بسط براي تابع حول   مي−   : قابل بيان است كه عبارتند از=0

z معتبر در ناحيه )۱ 1هاي  باشند، لذا بسط كدام از نقاط تكين در آن نمي  كه هيچ>1
z 4+

1 و 
z 1−

) تيلوري و كل بسط  )f z 

  .نيز تيلوري است

1 معتبر در ناحيه )۲ z 4< ) كه روي مرز محذوف داخلي > )z z، تكين =1 1 قرار دارد، لذا بسط =1
z 1−

 لوراني و بسط 

1
z 4+

) تيلوري و كل بسط  )f zنيز لوراني است .  

z معتبر در ناحيه )۳ z كه روي مرز محذوف <4 z، تكين =4 zه مياني تكين  و داخل حفر=4 هاي   قرار دارد، لذا بسط=1

1
z 4+

1 و 
z 1−

) لوراني و كل بسط  )f zنيز لوراني است .  
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zدر ناحيه    : داريم>1

  n

n 0

1 1z 1 z
z 1 1 z

∞

=

< → = − = −
− − ∑  

  ( )
n

n

n 0

z 1 1 1 1 1 zz 1 1
z4 4 z 4 4 4 41
4

∞

=

 < → < → = = −  +  +
∑  

  ( ) ( )
n

nn
n 1

n 0 n 0

zf z z 1
4

∞ ∞

+
= =

= − + −∑ ∑  

1در ناحيه  z 4<   : داريم>

  
n

n 0

1 1 1 1 1 1 11 z 4 1
14 z z 1 z z z1
z

∞

=

 < < → < < → = =  −  −
∑  

  ( )
n

n

n 0

1 z 1 1 1 1 z1 z 4 1 1
z4 4 z 4 4 4 41
4

∞

=

 < < → < < → = = −  +  +
∑  

  ( ) ( )
n

n
n 1 n 1

n 0 n 0

1 zf z 1
z 4

∞ ∞

+ +
= =

= + −∑ ∑  

zدر ناحيه    : داريم<4

  
n

n 0

1 1 1 1 1 1 1z 4
1z 4 z 1 z z z1
z

∞

=

 > → < → = =  −  −
∑  

  ( )
n

n

n 0

4 1 1 1 1 4z 4 1 1
4z z 4 z z z1
z

∞

=

 > → < → = = −  +  +
∑  

  ( ) ( )
n

n
n 1 n 1

n 0 n 0

1 4f z 1
z z

∞ ∞

+ +
= =

= + −∑ ∑  

  انواع نقاط تكين

)كه گفتيم اگر تابع مختلط  طوري همان )f z در تمام صفحه به جز نقاطي خاص تحليلي باشد، به آن نقاط، نقاط تكين اين تابع مختلط 
  .گوئيم مي

  :شوند قسيم مينقاط تكين به دو دسته زير ت

  .شوند بندي مي هاي از نوع تنها كه خود به دو گونه قطب و تكين اساسي دسته  تكين)۱

  هاي از نوع غيرتنها يا از نوع انباشته  تكين)۲
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) يك نقطة تكين تابع 0zاگر  )f z0 ديگري از اين تابع وجود نداشته باشد،  ولي در همسايگي محذوف اين نقطه، تكين، باشدz را تكين 
)تنها براي تابع  )f z0اگر . (گويند  ميz يك تكين تنها براي ( )f z باشد ( )

0z z
lim f z
→

  )نهايت خواهد شد  بي

) يك تكين تابع 0zاگر  )f z ،يكي از دو اتفاق زير رخ داده است باشد كه از نوع تنها نيست:  

) يا )الف )f z0اند و  اي از نقاط تكين را تشكيل داده اي است كه يك طيف به هم پيوسته  داراي يك بريدگي شاخهz نيز يكي از اين 

  . نقطه تكين ديگري از تابع مورد نظر وجود دارد0zدر چنين شرايطي طبيعي است در همسايگي . باشد نقاط تكين مي

) يا )ب )f z 0 است كه همگي در حال نزديك و نزديكتر شدن به اي گونه ها به موقعيت آنو  داراي بيشمار نقطه تكين استzباشند   مي

از تابع  1zمثل  نقطه تكيني ε و لذا اين امكان وجود دارد كه به ازاء هر مقدار كوچك .) دارند0zيعني تمايل به انباشته شدن در (
0بيابيم كه  1z z− < ε.  

 :ها را از حيث تنها يا غيرتنها، مشخص كنيد نقاط تكين توابع زير را پيدا كرده و نوع آن  : مثال

  ( ) 2 3
1f z sin

z z

 
=   − 

) ۱  

  :نقاط تكين  : حل

( )2 3 2z z 0 z 1 z 0 z 0 , 0 , 1− = → − = → =  

  .باشند هاي مذكور از نوع تنها مي و همه تكين
  ( )f z ln z ; 0 2= ≤ θ < π) ۲  

lnدانيم  مي  : حل z در تمام صفحه مختلط به جز بريدگي 
شود،   مشخص ميθاش كه باتوجه به محدوده  اي شاخه

  .لذا در اين مثال نقاط تكين مطابق شكل زيرند. تحليلي است
  

  

  .ذكور از نوع غيرتنهايندهاي م تمامي تكينو البته 

  ( ) z
1f z

1 e
=

+
) ۳  

  :نقاط تكين  : حل
( ) ( ) ( )z z1 e 0 e 1 z ln 1 z ln 1 i 2k i , 3i , 5i+ = → = − → = − → = + π + π = ± π ± π ± π  

  .شمار نقطه تكين دارد كه البته همگي از نوع تنهايند تابع مذكور بي

  ( ) 1f z
11 cos
z

=
−

) ۴  

  :نقاط تكين  : حل

  
z 0

1 1 1 1 1 1 11 cos 0 cos 1 2k z , , , ...
z z z 2k 2 4 6

=

 − = → = → = π → = = ± ± ± π π π π

  

zقطه تكين است كه همگي از نوع تنهايند، به جز تابع مذكور داراي بيشمار ن   .است) غيرتنها (  كه تكين از نوع انباشته=0
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  هاي تنها انواع تكين

) يك تكين تنها براي تابع 0zاگر  )f z باشد و بتوان m يافت كه اي( ) ( )
0

m
0

z z
lim z z f z
→

 0zنهايت نشود،   حاصلش صفر و بي−

تابع مورد نظر ) نهايت  مرتبه بيقطب( را يك تكين اساسي 0zاي موجود نباشد، mام تابع مذكور گفته و اگر چنين mرا يك قطب مرتبه 

   .گويند مي

z  : مثال ) قطب مرتبه چندم تابع =0 )
2z

3
1 ef z

z
−

 باشد؟  مي=

)غ ق ق     : حل )
23 z

z 0 z 0
lim z f z lim 1 e 0
→ →

= − =  

) )غ ق ق(   )
2 2z z

H2
z 0 z 0 z 0

1 e 0 2zelim z f z lim lim 0
z 0 1→ → →

− −
= = → =   

  ( )
2 2z z

H1
2z 0 z 0 z 0

1 e 0 2z elim z f z lim lim 1 0 ,
0 2zz→ → →

− −
= = → = − ≠ ∞  

zيعني    . قطب مرتبه اول تابع مذكور است=0

Pرفي بسط لوران يك تابع حول نقطه تكين تنهاي آنع م  
)اگر  )f z 0 در نقطهzه صورت يك سري تواني از توان ب اي كه تابع را مي گونه  تحليلي باشد، حول اين نقطه داراي بسط تيلور است به

( )0z z−هاي صحيح نامنفي از عبارت   نوشت به طوري كه در آن فقط توان( )0z z−آيد  پديد مي.  
) يك نقطه تكين تابع 0zاما اگر  )f z0ر حول اين نقطه وجود ندارد اما چنانچه  نوشتن بسط تيلون باشد، امكاz يك تكين تنها براي اين 

)توان بسطي موسوم به بسط لوران تابع  تابع باشد، مي )f z 0 را حول نقطهzهاي ويژگي بارز اين بسط آن است كه در آن توان. بيان نمود 
)منفي عبارت  )0z z−آيد  نيز پديد مي.  

)از بسط لوران تابع  )f z 0 حول نقطه تكين تنهايي مانندzآيد دست مي  دو نتيجه به:  

 ضريب جمله )الف
0

1
z z−

و با  گفته 0z را مانده تابع در نقطه 
0

Res
z

1 يا 
0

C
z−دهيم  نمايش مي.  

) اگر در اين بسط بالاترين توان منفي عبارت )ب )0z z− 0 قابل رويت باشد، يعنيz قطب تابع  يك( )f z بوده و عدد اين 

)بالاترين توان منفي، مرتبه اين قطب را نشان مي دهد و اگر بالاترين توان منفي براي عبارت  )0z z−0 يعني ، موجود نباشدz 
  .يك تكين اساسي تابع بوده است

zبسط توابع زير را حول نقطه   : مثال  . نوشته و نتايج حاصله را بيان كنيد=0

  ( )
2

1
5 zf z z e

−
=) ۱  

    : حل

  ( )

2 3 4

2 2 25 5 3
2 3

1 1 1
1 z 1 1z z zf z z 1 ... z z ...

2! 3! 4! 2! z3!z z 4!

       − − −           = − + + + + = − + − + − 
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  :نتايج

zكند   موجود است لذا چنين بسطي لوراني است و اين تأكيد ميzهاي منفي عبارت  در بسط مذكور توان )١  نقطه تكين تابع =0
  .است
zبالاترين توان منفي در اين بسط قابل رويت نيست لذا  )٢   . تكين اساسي است=0

۳(1Res
z 0 3!

= = −
=

 جمله  ضريب
1
z

  

  ( ) 3
z sin h zf z

z
−

=) ۲  

    : حل
( )

3 5 7

2 4

3

z z zz z ...
3! 5! 7! 1 z zf z ...

3! 5! 7!z

 
− + + + +     = = − + + +  

 
  

  :نتايج

zكند   موجود نيست لذا جنس بسط از نوع تيلوري است و اين تصريح ميz بسط مذكور هيچ توان منفي از عبارت در  نقطه تكين =0
zآيد و به عبارتي تابع در  تابع به احتساب نمي   . تحليلي است=0

  ( ) z
cos zf z
e 1

=
−

) ۳  

 : حل
( )

2 4z z1 ...
2 24f z

1

− + −
=

2zz ... 1
2

 
+ + + −  

 

  

  :با عمل تقسيم داريم
  
  

z است لذا−1z جمله بالاترين توان منفي :نتايج  نقطه تكين از نوع =0
  :قطب مرتبه اول است و البته 

( )Res f z 1
z 0

=
=

1ضريب جمله : 
z

  

  

  

2
2

2

zz ...z1 ... 2
2 1 1

z1 z 2
2

z z
2 2
z z
2 4

................

+ +
− +

− +
+

− −

− −
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  چند نكته در تعيين نوع نقاط تكين

) تابع )۱ ) ( )
( )

P z
f z

Q z
) را در نظر بگريد كه در آن = )Q z و( )P z0اگر . اند جا تحليلي  همهz يك صفر مرتبه m ام تابع( )P z و 

0z يك صفر مرتبه n ام تابع( )Q zتوان گفت  مي، باشد:  

m اگر )الف n> 0 باشد، آنگاهz يك صفر مرتبه ( )m n− اُم تابع( )f zاست .  

m اگر )ب n< 0 باشد، آنگاهz يك قطب مرتبه ( )n m− اُم تابع( )f zاست .  

m اگر )ج n= 0 باشد، آنگاهz تابع )قطب مرتبه صفرم( يك تكين برداشتني ( )f z0در اين حالت بدانيم مهم است  (. استz 

)بع آيد و به تعبيري تا نقطه تكين تابع به احتساب نمي )f z 0 درzباشد  تحليلي بوده و حول اين نقطه داراي بسط تيلور مي(.  

P يادآوري:   

      ۱(z = α را يك صفر مرتبه k ام تابع( )h zهرگاه ،گويند   مي :  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k 1 kh 0 , h 0 , ... , h 0 , h 0−′α = α = α = α ≠  

) اگر )۲ )f zجا تحليلي باشد  همه:  

 توابع )الف
( ) ( ) ( ) ( )

( )
1

f z1 1 1 1sinh , cos h , sin , cos , e
f z f z f z f z

       
              
       

)هاي معادله   در ريشه )f z  داراي =0

  .باشند تكين اساسي مي

  : توابع)ب

  

( ) ( )

1 1,
1 1L sin L sinh

f z f z
   

− −      
   

  

  

( ) ( )

1 1,
1 1L cos L cos h

f z f z
   

− −      
   

  

  )  عدد ثابت دلخواه مخالف صفر مي باشندh عدد ثابت دلخواه وLكه(
)هاي معادله  در ريشه )f z   .باشند  داراي تكين از نوع انباشته مي=0

                                       
( )
1

f z

1

h e−
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)تابع   : مثال )
( )

( )

3 z

5

z 1 e
f z

1 cos z

−
=

−
z.  مفروض است  اي براي اين تابع است؟  چگونه نقطه=0

)    : حل )
0

1 cos z sin z 0 cos z 1 0
z 0 z 0 z 0
=

− → = → = ≠
= = =

  

z 1 براي =0 cos z−لذا براي .به دوم است صفر مرت ( ) 51 cos z−صفر مرتبه دهم است .  

  ( ) ( )z z1 e 0 e 1 0
z 0 z 0

− = → − = − ≠
= =

  

z z1 براي =0 e−لذا براي . صفر مرتبه اول است ( )3 zz 1 e−صفر مرتبه چهارم است .  

)براي كل و لذا  )f z ،z ) قطب مرتبه =0 )10 4 6−   .ام است=

zدر هر كدام از موارد زير   : مثال  اي است؟  چگونه نقطه=0

۱ (( ) 3
2
1f z z 4z

z 1
= + +

+
    

z ) يك نقطه عادي براي تابع =0 )f zاست .  

۲ (( ) 5 3 2f z z 4z z= + +  
z ) صفر مرتبه دوم براي تابع =0 )f zاست .  

۳ (( ) 7 4
3 9

3 5f z z z
z z

= + + +  

z   . قطب مرتبه نهم تابع است=0

۴ (( ) 1f z
35
z

=
−

  

z   :زيرا .  صفر مرتبه اول است نه تكين آن=0
z 0

1 1lim 0
35
z

→
= =

∞−
  

۵( ( ) zf z
5z 3

=
−

  

zبينم  به وضوح مي 3zالبته . ( يك صفر مرتبه اول تابع است=0
5

  ) قطب مرتبه اول تابع است=

۶( ( ) ( )7 1f z z 6z sin
z

= +  

z 1sin تكين اساسي براي =0
z

)صفر مرتبه دوم براي  و البته  )7 2z 6z+ محسوب مي شوددر كل تكين اساسي  مي باشد  و.  

۷ (( ) 4
5 2

1 1f z z cos
z z

   
= +   

   
  

z 2 تكين اساسي براي =0
1cos

z
 
 
 

4 براي پنجم قطب مرتبه  و 
5

1z
z

 
+ 

 
  . محسوب مي شوددر كل  تكين اساسي مي باشد و 

 مشتق مشتق

 مشتق
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۸ (( )
1
z

8
1 1f z e

1z sin
z

= + +
 
 
 

  

z  تكين اساسي براي =0
1
ze8 براي هشتمبه  قطب مرت و البته

1
z

1 براي   تكين انباشته و
1sin
z

 
 
 

اي  در كل تكين انباشته مي باشد و 

  .محسوب مي شود

)براي تابع   : مثال )
( )

( )

1
z 22

6

z 4 e
f z

sin z 2

−
−

=
+

z نقاط  2=  . چگونه نقاطي هستند±

z:حل   براي تابع  تكين اساسي=2
1

z 2e   . مي باشد −
z 2=   .  قطب مرتبه پنجم است−

)براي تابع   : مثال )
2
z1f z e

11 cos
z 1

= +
 

−  − 

 ،z 0 ,  . چه نقاطي هستند=1

z  : حل   . مي باشد   تكين از نوع انباشته=1
z   . مي باشد  تكين اساسي=0

Pمحاسبه مانده در نقاط تكين از نوع قطب   
 ولي اگر نقطه تكين مذكور از .باشد ه در نقاط تكين، استفاده از بسط لوران تابع حول آن نقطه تكين ميدحل هميشگي براي محاسبه مان راه

  .ري نيز موجود است راه ديگ،نوع قطب باشد
)اُم تابع m يك قطب مرتبه 0z هرگاه  )f zباشد، داريم :  

  ( ) ( ) ( ) ( ){ }
0

m 1 m
0m 1z z0

1 dRes f z lim z z f z
z m 1 ! dz

−

−→
= −

−
  

) يك قطب مرتبه اول تابع 0zبه خصوص اگر  ) ( )
( )

P z
f z

Q z
  : خواهيم داشت، باشد=

  ( ) ( ) ( )
0

0
z z0

Res f z lim z z f z
z →

= −  

) يك قطب مرتبه اول تابع 0z هرگاه   :۱ توجه ) ( )
( )

P z
f z

Q z
) باشد، و مضافاً = )0P z 0يعني ( مخالف صفر باشدz يك صفر مرتبه اول 

)تابع  )Q zآنگاه داريم،)باشد  مي : 

  ( ) ( )
( ) ( )

0 0

P z
Res f z *

z zQ z
=

′
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) اگر   :۲ توجه )f z تابعي زوج باشد ( ) ( )( )f z f z− zآنگاه در بسط اين تابع حول ، = عبارت ) مثبت يا منفي(هاي زوج   فقط توان=0
zشود  ظاهر مي. 

zلذا اگر  ) يك نقطه تكين تنها براي تابع زوج =0 )f z 1در اين نقطه مانده تابع كه همان ضريب جمله ) قطب يا اساسي( باشد
z

 

  .باشد صفر خواهد بود مي

)مانده تابع   : مثال )
( )

2z

5
ef z

3z 1
=

−
 . را در نقطه تكينش بيابيد

1zتنها نقطه تكين   : حل
3

  :باشد و داريم  است كه قطب مرتبه پنجم مي=

  
( ) ( )

( )
( ) ( )

54 2z 4 2z

4 5 4 51 1z z
3 3

2
4 3

4 2z
5 5

1 d 1 e 1 d eRes lim z lim1 5 1 ! 3 4!z dz dz 33z 13

1 1 2 e2 e 14! z3 4! 33

→ →

       = − × =    −=    −    

= × =
=

  

)مانده تابع   : مثال )
z

2
e 1f z
sin z

−
z را در نقطه =  . پيدا كنيد=0

z  : حل ze براي =0 2sinبراي و  صفر مرتبه اول −1 z پس در كل .  صفر مرتبه دوم استz  قطب مرتبه اول است و طبق =0
  :فرمول محاسبه مانده براي قطب مرتبه اول داريم 

  
z z z z

H
2 2z 0 z 0 z 0 z 0

e 1 e 1 e 1 0 eRes lim z lim z lim lim 1
z 0 z 0 1sin z z→ → → →

− − −
= = = = → =

=
  

  ها مختلط ها در محاسبه انتگرال قضيه مانده
) يك منحني بسته طي شده در جهت مثلثاتي باشد و Cهرگاه  )f z در تمام صفحه مختلط به جز احتمالاً نقاطي خاص تحليلي باشد و 

)هاي تابع  هيچكدام از تكين )f z روي مرز Cهاي تابع   قرار نگيرد و مضافاً تمام تكين( )f z كه احتمالاً داخل ناحيه محصور به منحني 
  :، آنگاه داريم)قطب يا اساسي( هستند، از نوع تكين تنها باشند  Cبسته 

)ابعهاي ت مجموع مانده{    )f z داخل مرز بستهدر نقاط تكين واقع در C{( )f z dz 2 i= π∫  

 تعطيل  هاگيري بسته نباشد و يا تابع زير علامت انتگرال هيچ جايي تحليلي نباشد، استفاده مستقيم از روش مانده وقتي مرز انتگرال :توجه
zگيري  وص در مواردي كه مرز انتگرالاما به خص. است a=باشد، چنانچه در تابع زير علامت انتگرال جملاتي مانند   ميIm z و 

Re zو zو z باتوجه به روابطنتوا ، مي)باشند لي نميكه هيچ جايي تحلي( داشتيم z zIm z
2i
−

z و = zRe z
2
+

 و اين =

 حقيقت كه
2zz zz

z z
= z از اين موضوع كه روي= a= هستيم، از شر جملات گفته شده خلاص شد و مساله را براي حل با 

 . آماده كردها روش مانده
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 مطلوبست محاسبه  : مثال
( ) 2c

sin zI dz
1z 1 z
4

π
=

 − − 
 

z  دايرهc كه در آن∫  .باشد  مي=2

 :نقاط تكين تابع عبارتند از  : حل

1z
2

=    كه هر دو قطب مرتبه اولند±

  .اند  واقعcكه هر دو داخل مرز 
  

zو البته   كه صورت و مخرج را يكبار صفر =1
  .آيد كند، تكين تابع به حساب نمي مي

  

( ) ( ) ( )
*

2

sin z 1 2Res 1 1 31 3z z1 z z 1 2z2 2 24

π
= = − = −

= − = − − + − 
 

( ) ( )( )
12 z

2

* sin zRes 21 1z 1 z z 1 2z2 4

+
=

π
= = −

=  − + − 
 

  

  

  :پس در كل

  2 16 iI 2 i 2
3 3

− π = π − − = 
 

  

 مطلوبست محاسبه   : مثال
1

2 z

z 1

1I z sin e dz
z=

= ∫.  

zتنها نقطه تكين   : حل z از نوع اساسي است و البته و =0 z داخل =0 z براي محاسبه مانده در . است=1  بايد بسط لوران =0
z  نقطهحول   )كنيم  براي محاسبه مانده از بسط لوران استفاده مي، اگر نقطه تكين اساسي باشديمدقت دار( .  را نوشت=0

  ( ) 2
3 5 7 2 3 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1f z z ... 1 ... z ... 1 ...
z z z3! zz 3! z 5! z 7! z 2! z 5! z 2!

              = − + − + + + + = − + − + + +       
              

    

1 پس در كل ضريب جمله
z

z كه مانده تابع در   :باشد ، چنين مي است=0

  1 1 1 1 1
2! 3! 2 6 3

− = − =  

  :پس

  1I 2 i
3

 = π  
 

  

مطلوبست محاسبه  : مثال
1
z

c

eI dz
1 z

=
10z بيضيc كه در آن∫− i z 2

3
+ + +  .باشد  مي=

 :نقاط تكين عبارتند از  : حل
  

z .  استc تكين اساسي و داخل مرز =0

100:زيرا  i 0 2 1 2 3
3

+ + + = + = <  

  

z : زيرا.  استc قطب مرتبه اول و خارج مرز =1
101 i 1 2 2 3
3

+ + + = + >  
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zبراي محاسبه مانده در  z بايد بسط لوران حول =0   : نوشته شود=0

  { }
1

2 3 4z
2 3

1 1 1 1e 1 ... 1 z z z z ...
1 z z z 2! z 3!

  = + + + + + + + + + 
−   

  

  ( ) 1 1 1Res f z 1 ... e 1
z 0 2! 3! 4!

= + + + + = −
=

1ضريب جمله  : 
z

  

  :پس
  ( )I 2 i e 1= π −  

2  :دقت داريم 3
z 1z z 1 1e 1 z ... e 1 1 ...

2! 3! 2! 3!
= + + + + → − = + + +  

)مطلوبست محاسبه   : مثال )
( )

2

3
c

ln z 1
I dz

z 2i

+
=

1z دايره c كه در آن ∫− 2i
3

−  .باشد  مي=

)تابع   : حل )2ln z اي اين تابع  جا كه نقاط شاخه باشد و از آن اي اش تحليلي مي هاي شاخه  در تمام صفحه مختلط به جز بريدگي+1

  :عبارتند از
  2z 1 0 z i+ = → = ±  

1zكه بيرون دايره  2i
3

− به (كنيم   انتخاب مي، قرار بگيردcاي دلخواه كه البته در خارج دايره  اي را به گونه  بريدگي شاخه.اشندب  مي=

)تعبيري  )2ln z 1zتكيني در ناحيه  در اين مسئله +1 2i
3

−   .) ندارد=

z است، cتنها نقطه تكين كه داخل مرز  2i=باشد كه قطب مرتبه سوم بوده و داريم  مي:  

( )
( )

( )

( )
( )

22
3

2 3 2z 2i z 2i

2 2

2z 2i 2

ln z 11 d 1 d 2zRes lim z 2i lim
z 2i 2! 2 dzdz z 1z 2i

2 z 1 4z1 1 10 5lim
2 2 9 9z 1

→ →

→

 +   = − =     = +−    
 

+ − 
= = × = 

 +
 

  

  
  

5I  :در نهايت 2 i
9

= π ×  
  

3مطلوبست محاسبه   : مثال
c

tan zI dz
z

=  منحني c كه در آن ∫

  . داده شده در شكل روبرو استنشان
  

  :نقاط تكين عبارتند از  : حل
  قطب مرتبه دوم

  هاي مرتبه اول قطب

z 0
3cos z 0 z k : , ,

2 2 2

=

 π π π

= → = π + ± ±


  

zتنها  0 ,
2
π

  .باشند  ميc داخل مرز =
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)چون تابع  )f zتابعي زوج است لذا :  ( )Res f z 0
z 0

=
=

  

  ( ) *
2 3 3 3

sin z 1 8Res f z
z z3z cos z z sin z2 2 0

2

= = = −π π
= =− ππ −  

 

  

  :در نهايت

  3 2
8 16iI 2 i 0 − 

= − π + = 
π π 

  
  . در خلاف جهت مثلثاتي داده شده استcعلامت منفي به خاطر آن كه جهت 

مطلوبست محاسبه   : مثال
z 2

z 1I sin dz
z 1=

 −
=  + ∫ ؟ 

zتنها نقطه تكين   : حل 1= براي نوشتن بسط لوران تابع حول . گيري نيز واقع است  است كه تكين اساسي بوده و داخل مرز انتگرال−
zنقطه  1=   :نويسيم  مي−

  

( )

2

z 1 2z 1 2 2 2sin sin sin 1 sin1 cos cos 1 sin
z 1 z 1 z 1 z 1 z 1

2
z 1 2sin 1 1 ... cos 1 ...

2! z 1

+ −      −
= = − = −      + + + + +      

    +    = − + − −   
+  

 
 

  

1شود ضريب جمله  بنابراين مشاهده مي
z 1+

  : برابر است با

  Res 2 cos 1
z 1

= −
= −

  

  :پس
  ( )I 2 i 2cos 1 4 i cos1= π − = − π  

2مطلوبست محاسبه   : مثال

z 3
I z Im z dz

=
= ∫. 

Imاز آن جايي كه   : حل z توان نوشت مياما . معنا است ها بي فعلاً استفاده از روش مانده، هيچ جايي تحليلي نيست:  

  ( )2 2 3

z 3 z 3 z 3

z zzz z 1zI z dz z dz z 9z dz 0
2i 2i 2i= = =

−−
= = = − =∫ ∫ ∫  
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مطلوبست محاسبه   : مثال
z 1

sin zI dz
z 2i=

=
−∫. 

  :نويسيم  مي، خلاص كنيمzكه مسئله را از وجود ترم  براي اين  : حل

  
z 1 z 1 z 1

sin z sin z z sin zdz dz dz
z z 1 1 2i z2i 2i
z z

= = =
= =

−− −∫ ∫ ∫  

  : عبارتند از تكين اطنقها استفاده كنيم  يم از روش ماندهتوان حال مي

z مرزقطب مرتبه اول و داخل (   1 )باشد  مي=1 i1 2i z 0 z
2i 2

− = → = = −  

  *i i
z z

2 2

i i i 1isin sin i sinhsinz sin z 2 2 2 22Res
2i 2i 4 4 4= − = −

     − − − −     
     = = = = − =

− −
  

  :در نهايت

  
1isin h
2I 2 i

4

  −     = π
 
 
 

  

  ها ها با روش مانده محاسبه برخي انتگرال
) صورت هايي به  در محاسبه انتگرال)۱ )

2

0
I f sin , cos d

π

= θ θ θ∫) ز sinتوابع كسري ا , cosθ θ( با توجه به روابط ،

i ie ecos
2

θ − θ+
θ  و =

i ie esin
2i

θ − θ−
θ iz چنانچه فرض كنيم = e θ=دهد  كه نتيجه مي: i dzdz i e d d

i z
θ= θ → θ =  

داريم 
1z
zcos

2

+
θ  و =

1z
zsin

2i

−
θ zتوان مساله را به يك انتگرال مختلط كه بايد روي دايره  ي و لذا م=  محاسبه شود، تبديل =1

  .نمود

)هايي به صورت   در محاسبه انتگرال)۲ )
( )

P x
I dx

Q x

+ ∞

− ∞
= ) كه در آن ∫ )Q x و ( )P xاي از   دو چند جملهx هستند كه درجه 

( )Q x لااقل دو واحد از درجه ( )P x ًبيشتر است و مضافا ( )Q xتوان نشان داد  هيچ صفر حقيقي ندارد، مي:  

)هاي تابع  مجموع مانده{  )
( )

P z
Q z

I} نقاط تكين واقع بر نيم صفحه فوقانيدر  2 i= π  

)هايي به صورت   در محاسبه انتگرال)۳ )
( )

i xP x
I e dx

Q x

+ ∞
α

− ∞
= ) مثبت است و  و عددي ثابتα كه در آن ∫ )Q x و ( )P x دو 

)كه درجه   هستند به طوريxي از ا چند جمله )Q x لااقل يك واحد از درجه ( )P x ًبيشتر است و مضافا ( )Q x يا هيچ صفر حقيقي 
cosندارد و يا اگر دارد صفري ساده و منطبق بر يكي از صفرهاي  xα يا sin xαتوان نشان داد باشد، مي  مي:  

)هاي تابع  مجموع مانده )
( )

i z P z
e

Q z
α  اي تابع ه مجموع مانده( )

( )
i z P z

e
Q z

α  





  
  در نقاط تكين روي محور حقيقي







  i+ π  






  
  در نقاط تكين واقع بر نيم صفحه فوقاني







  I 2 i= π  
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۵۹  

iتوجه كنيد داريم  xe cos x i sin xα = α + α  .لذا طبيعي است:  

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
P x P x

cos x dx Re I , sin x dx Im I
Q x Q x

+ ∞ + ∞

− ∞ − ∞
α = α =∫ ∫  

لوبست محاسبه مط  : مثال
2

0

dI
2 cos

π
θ

=
+ θ∫ . 

  :باتوجه به بحث صورت گرفته داريم  : حل

2
z 1 z 1

dz
1 2 dzi zI

1 1 i 4z z 12 z
2 z

= =
= =

  + ++ + 
 

∫ ∫  

  :نقطه تكين

  2z 4z 1 0 z 2 4 1 2 3+ + = → = − ± − = − ±  
zتنها  2 3= − z داخل +   : است و داريم=1

  *
2 z 2 3

1 2 1 2 1 2 1Res
i i 2z 4 iz 2 3 2 3 i 3z 4z 1 = − +

= = =
+ = − ++ +

  

  : نهايتپس در

  1 2I 2 i
i 3 3

  π
= π =  

 
  

   مطلوبست محاسبه انتگرال  : مثال

  ( )
2

i n sincos

0
I e . e d n N

π
− θ − θθ= θ ∈∫ 

  :داريم  : حل
  

  
2

cos i sin i n

0
I e e d

π
θ + θ − θ= θ∫  

izبا فرض e θ=داريم :  

  ( )
z

nz
n 1

z 1 z 1

dz 1 eI e z dz
i z i z

−
+

= =
= =∫ ∫  

zنقطه تكين تنها  n  است كه قطب مرتبه=0   .باشد ام است و داخل دايره مي+1

  
z n z

n 1 z
n 1 n n 1z 0

e 1 d e 1 1 1 1 2Res lim z e I 2 i
z 0 z 0n! n! n! i n! n!z dz z

+
+ +→

    π
= = = → = π =    = =   
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۶۰  

مطلوبست محاسبه   : مثال
( ) 22

dxI
x 4

+ ∞

− ∞
=

+∫ . 

 :نقاط تكين عبارتند از   : حل

)      )اند م هر دو قطب مرتبه دو(  )
( ) ( ) 22

P z 1 z 2i
Q z z 4

= → = ±
+

 

zفقط  2i=حه فوقاني واقع است و مانده چنين محاسبه مي شود در نيم صف:  

  ( )
( )

( )
( )( )

( ) ( )

2 2
2 2z 2i z 2i2 2

3
3

1 1 d 1 dRes lim z 2i lim z 2i
z 2i 1! dz d zz 4 z 4

1 22 z 2i 2
z 2i 4i 64 i

−

→ →

−

 
 

= − = + =  + +
 

  −
= − + = − = = − 

  

  :در نهايت

  
( )

2I 2 i
64 i 16

 − π
= π =  − 

  

2مطلوبست محاسبه  : مثال
cos 2 x dx

x 2 x 2

+ ∞

− ∞ + +∫ . 

)    : حل )
( )

i z 2i z
2

P z 1e e
Q z z 2z 2

α =
+ +

  

  :نقطه تكين

2z )هر دو قطب مرتبه اولند(   2z 2 0 z 1 i+ + = → = − ±  

z 1 i= − z و  در نيم صفحه فوقاني است+ 1 i= −   . در نيم صفحه تحتاني است−

  
( )2i 1 i2i z i 2z 2i 2

*
2 z 1 i z 1 i

e e e e eRes
2z 2 2i 2iz 2z 2

− + − −

= − + = − +
= = =

++ +
  

  :گوئيم حال مي

  ( )
i 2 x 2i 2

2 2
e e eI dx 2 i cos 2 i sin 2

2ix 2 x 2 e

+ ∞ − −

− ∞

  π
= = π = −  + +  ∫  

  :گوئيم حال مي

  ( )2 2
cos 2 x dx Re I cos 2

x 2 x 2 e

+ ∞

− ∞

π
= =

+ +∫  

)  :و البته  )2 2
sin 2 x dx Im I sin 2

x 2 x 2 e

+ ∞

− ∞

π
= = −

+ +∫  
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۶۱  

طلوبست محاسبه  م  : مثال
( )2

sin x dx
x x 1

+ ∞

− ∞ +∫. 

    : حل

  ( )
( ) ( )

i i z
2

P z sin ze e z 0 , z i
Q z z z 1

α = → = = ±
+

  

z و البته همگي قطب مرتبه اولند z واقع بر محور حقيقي و =0 i=صفحه فوقاني است  واقع بر نيم.  

  
( )

i z i z
*

22 z 0 z 0

e eRes 1
3z 1z z 1 = =

= =
++

  

  
( )

i z i z 1
*

22 z i z i

e e eRes
23z 1z z 1

−

= =
= =

−++
  

  :گوئيم حال مي

  
( ) ( )

1
i x

2
1 e iI e dx 2 i i 1 i

2 ex x 1

+ ∞ −

− ∞

  −π
= = π + π = + π  −+  ∫  

  :توان گفت حال مي

  
( ) ( )2

sin x 1dx Im I 1
ex x 1

+ ∞

− ∞

 = = π − 
 +∫  
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۶۲  

  تعاريف اوليه معادلات با مشتقات جزئي
را نشان ) ها(موجود و خود متغير) هاي(ت به متغيرباي است كه ارتباط بين يك تابع و مشتقات آن تابع نس يك معادله ديفرانسيل معادله ـ

  .دهد مي
 و اگر تابع مورد بحث از چند متغيير "ODE" معادله ديفرانسيل از نوع معمولي ،اگر تابع مورد بحث فقط از يك متغير تبعيت كند ـ

  .شود  ناميده مي"PDE") زئيمشتقات ج (يا  معادله ديفرانسيل از نوع پاره،تبعيت كند
عادله از نوع خطي را  هرگاه شامل هيچ جملة غيرخطي از تابع و يا مشتقات تابع نباشد و م،گويند ل را از نوع خطي مييمعادله ديفرانس ـ

  .باشد هرگاه تمام جملات معادله شامل تابع يا يكي از مشتقات آن ،گويند همگن مي
  .گويند بالاترين مرتبه مشتق موجود در معادله را مرتبه آن معادله ديفرانسيل مي ـ

  :هاي زير توجه كنيد به مثال
  اي ـ مرتبه دو ـ غيرخطي معادله ديفرانسيل پاره

  
  اي ـ مرتبه دو ـ خطي ـ غيرهمگن انسيل پارهمعادله ديفر

  
  اي ـ مرتبه اول ـ غيرخطي معادله ديفرانسيل پاره

2
2 u uy x y 0

x x y
∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

  

3
u u u 0
y x

 ∂ ∂
− + = ∂ ∂ 

  

2

2
u uu x y 0
x y

∂ ∂
− + =

∂ ∂
  

  »تغيير در متغير«يا » تغيير در تابع«بازنويسي يك معادله با 
هاي مذكور بازنويسي و   بايد مشتقات موجود در مساله را باتوجه به فرض،هايي خاص بازنويسي كنيم تحت فرضاگر بخواهيم يك معادله را 

  .در داخل معادله اصلي قرار دهيم

vبا تغيير متغيرهاي   : مثال x= و u x y= x معادله + x x y y yz 2z z 0− +  شود؟ بديل مي تمعادله اي به چه =

 :اي داريم گيري زنجيره با استفاده از قاعده مشتق  : حل

  ( ) ( )x u x v x u vz z . u z . v z 1 z 1= + = +  

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

x x u v u u x u v x v u x v v x

u u u v v u v v u u u v v v

z z z z . u z . v z . u z . v
x

z 1 z 1 z 1 z 1 z 2z z

∂
= + = + + +

∂
= + + + = + +

  

  ( ) ( )y u y v y u v uz z . u z . v z 1 z 0 z= + = + =  

  ( ) ( ) ( )y y u u u y u v y u u u v u uz z z . u z . v z 1 z 0 z
y

∂
= = + = + =

∂
  

  ( ) ( ) ( )x y u u u x u v x u u u v u u u vz z z . u z . v z 1 z 1 z z
x

∂
= = + = + = +

∂
  

  :آيد  دست مي با قراردادن اين عبارات در معادله داده شده به

  ( ) ( )u u u v v v u u u v u u v vz 2z z 2 z z z 0 z 0+ + − + + = → =  



  رياضي مهندسي

 

۶۳  

  :را در نظر بگيريد روبرو معادله  : مثال
2 z z z z 0

x y x y
∂ ∂ ∂

− − + =
∂ ∂ ∂ ∂

  

)اگر اين معادله را با فرض  )x yz e . u x , y+=اي براي   به چه معادله، بازنويسي كنيمuرسيم؟  مي  

   : حل

  
x y x y

x
x y

x y x y
y

z e . u e . u
x

z e . u
z e . u e . u
y

+ +

+

+ +

∂ = + ∂= →  ∂ = +
 ∂

  

  :وريم آ دست مي  به، مشتق بگيريمyز معادله اول نسبت به اگر ا

  
2

x y x y x y x y
y x xy

z e . u e . u e . u e u
x y

+ + + +∂
= + + +

∂ ∂
  

xاز (گذاريم  اين عبارات را در معادله اصلي ميحال  ye   :) گيريم   فاكتور مي+
  ( ) ( ) ( ){ }x y

y x x y x y x ye u u u u u u u u u 0 u 0+ + + + − + − + + = → =  

  حذف تابع اختياري
x تابعي از دو متغير مستقل zاگر  , yباشد، و داشته باشيم :  

  ( ) ( )( )F u x , y , z , v x , y , z 0=  

 از طريق zمعادله با مشتقات جزئي حاكم بر 
u u
x y

0
v v
x y

∂ ∂
∂ ∂

=
∂ ∂
∂ ∂

  .آيد دست مي  به

)اگر   : مثال ) ( )f x z g y z 0− + ) باشد معادله حاكم بر = )z x , yكدام است؟  

)با نوشتن رابطه داده شده به صورت   : حل )F x z , y z 0−  : داريم،=
  x z u , y z v− = =  

  :و لذا بايد داشته باشيم

 x y
y x x y x y x y

x y

u u
1 z zx y

0 0 z y z z z z y z y z z 0 z z y z z
v v y z z y z
x y

∂ ∂
− −∂ ∂

= → = → + − − + = → − =
∂ ∂ +
∂ ∂

  

   جزئي مرتبه اول شبه خطيروش لاگرانژ در حل معادلات با مشتقات
)معادله  ) ( ) ( )z zP x , y , z Q x , y , z R x , y , z

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

  . را در نظر بگيريد

  :دهيم  تشكيل مي كه به دستگاه لاگرانژ موسوم است را دستگاه زير را،براي يافتن جواب اين معادله

  
( ) ( ) ( )

dx dy dz
P x , y , z Q x , y , z R x , y , z

= =  

) دو جواب به صورت ،با حل دو معادله مستقل اين دستگاه ) 2v x , y , z C= و ( ) 1u x , y , z C=آوريم دست مي  به.  
  : به صورت زير خواهد بودشود جواب عمومي معادله با مشتقات جزئي مرتبه اول شبه خطي مورد نظر نشان داده مي

   ( ) ( )( )F u x , y , z , v x , y , z 0=  
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۶۴  

zجواب عمومي معادله   : مثال zx y z
x y

∂ ∂
− =

∂ ∂
  كدام است؟

dبه صورت دستگاه لاگرانژ خطي مرتبه اول و  له با مشتقات جزئي شبهمعاد  : حل x d y d z
x 1 y z

= =
−

 :باشد و داريم  مي

  1 1
d x d y ln x y C y ln x C
x 1

= → = − + → + =
−

  

  
2 2

2 2
dy d z d z y yy dy ln z C ln z C

1 y z z 2 2
= → = − → = − + → + =

−
  

  :پس جواب عمومي چنين است

  
2yF y ln x , ln z 0

2

 
+ + =  

 
  

  ها زئي مرتبه دوم شبه خطي و يافتن فرم كانونيك آنبندي معادلات ديفرانسيل با مشتقات ج دسته
  :معادله با مشتقات جزئي زير را در نظر بگيريد

  ( )x x x y y y x ya u 2b u C u F x , y , u , u , u 0+ + + =  

aكه در آن  , b , cتوانند توابعي از   ميx , yباشند .  

2bبا فرض  a c∆ =   :گوئيم  مي−
∆0اگر  ـ   . باشد، معادله از نوع هذلوليگون است<

∆0اگر  ـ   .  باشد، معادله از نوع سهميگون است=

∆0اگر  ـ   . باشد، معادله از نوع بيضيگون است>

  كيافتن تغيير متغيرهاي لازم براي رسيدن به فرم كانوني

اي به صورت   معادله مشخصه،براي يافتن تغيير متغيرهاي لازم براي رسيدن به فرم كانونيك
2

d y d ya 2b c 0
d x d x

   
− + =   

   
تشكيل  

  .دهيم مي

dاين معادله براي  y
d x

∆0اگر ( مثل يك معادله درجه دوم است كه با حل آن، دو جواب حقيقي  ∆0اگر (، يك جواب مضاعف )< ، دو )=

∆0اگر (جواب مختلط    .آيد دست مي به) >
  .ندآي دست مي يل حاصله، تغيير متغيرهاي لازم براي رسيدن به فرم كانونيك بهسبا حل معادلات ديفران

  ).گردد مي تغيير متغيرهاي مورد نياز به فرم دلخواه انتخاب دقت كنيد اگر معادله از نوع سهميگون باشد يكي از(

 .معادله با مشتقات جزئي زير را در نظر بگيريد  : مثال

  ( ) x x x y y y y1 k u 2k u 3u 2u 0− + − + =  
  . را طوري تعيين كنيد كه معادله از نوع هذلوليگون باشدkثابت
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۶۵  

 :در اين مساله داريم  : حل
  ( )a 1 k , 2b 2k , C 2= − = =  

  ( ) ( )2 2 2b a c k 1 k 2 k 2k 2∆ = − = − − = + −  
  :نويسيم  مي∆براي تعيين علامت 

  2k 2k 2 0 k 1 1 2 1 3+ − = → = − ± + = − ±  
k 1 3 1 3

0 0
− − − +

∆ + − +
  

  :پس براي هذلوليگون بودن معادله كافي است
  k 1 3> − 0 يا + k 1 3∆ > → < − −  

 تغيرهاي لازم براي رسيدن به فرم كانونيك در مسئله زير چيست؟تغيير م  : مثال

  ( )
2 2 2

2 2
z z zy y x x 0

x yx y
∂ ∂ ∂

− + + =
∂ ∂∂ ∂

  

  :معادله مشخصه  : حل

  ( )
2

dy 1
dy dy dxy y x x 0

dy c xdx dx
dx a y

 = −   + + + = →     −     = − =


  

  1 1
dy 1 dy dx y x c y x c
dx

∫= − → = − → = − + → + =  

  
2 2

2 2
2 2

dy x y xydy x dx c y x 2c k
dx y 2 2

− ∫= → = − → = − + → + = =  

2  :لذا تغيير متغيرهاي لازم براي رسيدن به فرم استاندارد عبارتند از 2

u y x

v y x

= +


= +
  

 . معادله با مشتقات جزئي زير را در نظر بگريد  : مثال

  ( )x y2 y 2 x
x x x y x y ye u x e u 3y u e u 0++ − + =  

  .هاي مختلف صفحه اظهار نظر كنيد گون در قسمت روي طبيعت اين معادله از حيث سهميگون، بيضيگون، هذلولي
  ( )x y2 y 2 xa e , 2b x e , c e+= = =  

  ( ) ( )
2 2 2

2 x y 2 y 2 x 2 x 2 y 2 x 2 y 2 x 2 yx x xb a c e e e e e e 1
2 4 4

+ + + +   ∆ = − = − = − = −       
  

2 x 2 ye    )مثبت استهمواره  (+
  :پس

∆0كه  جايي xيعني  است، < 2<  يا −
2x 1 x 2

4
> →   .گون است  معادله از نوع هذلولي،<

∆0كه  جايي يعني  ، است=
2x 1 x 2

4
= → =   .معادله از نوع سهميگون است،  ±

∆0كه  جايي يعني  ، است>
2x 1 2 x 2

4
< → − <   . معادله از نوع بيضيگون است،>
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۶۶  

  معادلات با مشتقات جزئي همگن با ضرايب ثابت
)فرض كنيد معادله با مشتقات جزئي همگن با ضرايب ثابتي روي تابع دو متغيره  )u x , yبا تعريف اپراتورهاي.  داده شده باشد:  

  
2

2
2D , D , ...

x x
∂ ∂

= =
∂ ∂

  

  
2

2
2D , D , ....

y y
∂ ∂′ ′= =

∂ ∂
  

Dفرم اپراتوري معادله را نوشته و آن را به صورت حاصلضرب عوامل درجه اول از  , D′كنيم  تجزيه مي.  
aبراي هر عامل  D b D c′+  پايه جوابي به صورت روبرو خواهيم +

  :داشت
  

( )

( )

c x
a

c y
b

e a y b x ;a 0

e a y b x ;b 0

−

−


 ϕ − ≠



ϕ − ≠

  

  

aو براي تكرار عامل  D b D c′+ هاي جوابي به صورت روبرو   پايه+
  :خواهيم داشت

  

( )

( )

c x
a

c y
b

x e a y b x

y e a y b x

−

−


 ψ −



ψ −

  

 .جواب عمومي معادلات زير را بنويسيد  : مثال

  ∂ ∂

∂ ∂

u u+ 3 + 4u = 0
x y

 )۱  

    : حل

  ( ) ( )

( ) ( )

4 x
1

4 y
3

u x , y e 1 y 3x

u x , y e . 1y 3x

−

−

= ϕ −

= ϕ −

)يا  )F D , D D 3D 4′ ′= + + →
  

  ∂ ∂ ∂

∂ ∂∂ ∂

2 2 2

2 2
u u u+ 2 - 3 = 0

x yx y
 )۲  

    : حل
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2F D , D D 2D D 3D D D D 3D u x , y y x y 3x′ ′ ′ ′ ′= + − = − + → = ϕ + + ψ −  

  ∂ ∂ ∂

∂ ∂∂ ∂

2 2 2

2 2
u u u4 + 12 + 9 = 0

x yx y
 )۳  

    : حل

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

u x , y 2 y 3x x 2 y 3x
u x , y 2 y 3x y 2 y 3x

= ϕ − + ψ −
= ϕ − + ψ −

) يا ) ( ) 22 2F D,D 4D 12 D D 9D 2D 3D′ ′ ′ ′= + + = + →  

 يا

 يا
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۶۷  

  آنهمگن كردن معادله و شرايط مرزي 
  .نمائيم) بدون طرف ثاني( همگن ،هايي مناسب منديم يك معادله ديفرانسيل و شرايط مرزي آن را با فرض معمولاً علاقه

 :مسئله زير را در نظر بگيريد  : مثال

  

( ) ( )
( )

2

2

x

u u x
tx

u 0 , t 1 , u 0 , t 2

u x , 0 x

 ∂ ∂
− =

∂∂


= =
 =

  

)اگر بخواهيم با فرض  ) ( ) ( )u x , t v x , t x= + φ معادله و شرايط مرزي مربوط به x را همگن كنيم تابع ( )xφرا پيدا كنيد .  

)    : حل ) ( ) ( )u x , t v x , t x= + φ *  
  :گذاريم  را داخل معادله اصلي مي*فرض 

  ( )
2

2
v vx x

tx
∂ ∂′′+ φ − =

∂∂
  

v يد با،اگر بخواهيم معادله فوق همگن باشد   :طلبد مي ارضايش كند و اين =0

  **( ) ( ) ( )
2 3x xx x x c x c x k

2 6
′′ ′φ = → φ = + → φ = + +∫ ∫  

  : همگن باشد بايدxاگر بخواهيم شرايط مرزي روي 
  ( ) ( )xv 0 , t 0 , v 0 , t 0= =  

  :حال داريم
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x xu x , t v x , t x u x , t v x , t x′= + φ → = + φ *   

  ( ) ( ) ( ) ( )u 0 , t v 0 , t 0 0 1= + φ → φ =  
  ( ) ( ) ( ) ( )x xu 0 , t v 0 , t 0 0 2′ ′= + φ → φ =  

  : داريم**پيدا شده روي با اعمال شرايط 
  ( )0 1 k 1φ = → =  
  ( )0 2 c 2′φ = → =  

  :پس

  ( )
3xx 2 x 1

6
φ = + +  

  »Steady state«يافتن حل حالت ماندگار 
)فرض كنيد معادله با مشتقات جزئي براي تابع  )u x , tت جواب مساله براي وقتي  داده شده باشد، در شرايطي خاص ممكن اسt → ∞ ،

  .گويند  ميssuچنين جوابي را جواب حالت ماندگار .  وابسته باشدxمستقل از زمان شده و فقط به متغير مكاني 
steadyتوجه به اين نكته مهم است كه در حالت  stateمشتقات نسبت به زمان صفر خواهند بود .  
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۶۸  

) عادله در م  : مثال ) ( )
( )

2

2

x

u u ux
x tx

u 1 , t 1 , u 1 , t 2

u x , 0 x


∂ ∂ ∂

+ = ∂ ∂∂
 = =
 =


 ،ssuكدام است؟  

uدر حالت ماندگار داريم   : حل 0
t

∂
=

∂
 : لذا، 

  
2

ss2
u u u u u Ax 0 x 0 x A u A ln x B

x x x x x xx

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = → = → = → = → = + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂  

  

  :آيد دست مي با اعمال شرايط مرزي به

  ( )x
Au 1 , t 2 2 A 2
1

= → = → =  

  ( )u 1 , t 1 A ln 1 B 1 B 1= → + = → =  
  :پس

  ( )ssu x 2 ln x 1= +  

  مشتقات جزئي همراه با شرايط كمكيبا انتخاب گزينه صحيح براي يك معادله 
  .فرض كنيد براي يك پديده فيزيكي معادله با مشتقات جزئي به همراه شرايط مرزي و اولية خاص داده شده باشد

  :يد باجواب صحيح

  . تمام شرايط مرزي و اوليه داده شده را ارضاء كند)۱

  . مقادير ممكنه متغيرها ارضاء كند شرط محدود و كراندار ماندن را براي تمام)۲

  . معادله با مشتقات جزئي حاكم بر مساله را ارضاء كند)۳

  .ضوع فوق بيانجامدتواند به ارضاء هر سه مو از آنجائي كه جواب يكتا است، لذا تنها يك گزينه مي

اي با شرايط مرزي داده شده در معادله   پتانسيل الكتريكي در داخل ربع دايره  : مثال
2

2 2
1 u 1 ur 0
r r r r

 ∂ ∂ ∂
+ = ∂ ∂ ∂ θ 

كند،   صدق مي

)عبارت  )u r , θكدام است؟  

۱(r sin
2

θ  ۲(2 sin 2
r

θ  

۳(
2r sin 2

4
θ  ۴( 

3r sin 2
8

θ  

  

rهندسه حل شامل   : حل rدر ) ۲باشد و جواب   مي=0 ها شرط محدود  بقيه گزينه( است مردود كراندار نيست، لذا اين گزينه =0

rماندن در  ) مرزي  شرط.)كنند ع مي ناق را ا=0 )u r , 0 u ولي شرط مرزي ،شود ها ارضاء مي  در همه گزينه=0 r , 0
2
π  = 
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۶۹  

)و  )u 2 , sin 2θ = θ در معادله ) ۳با قرار دادن جواب مثلاً . شوند اع مينقا) ۴و ) ۳هاي   در جوابشود و ارضاء نمي) ۱ در جواب
 :داده شده داريم

  
( )

( ) ( )

2 2

2 2 2

2
2

1 u 1 u 1 2 r 1 rr r sin 2 4 sin 2
r r r r r 4 4r r

1 1r sin 2 r sin 2 0
r r

  ∂ ∂ ∂ ∂  + = θ + − θ      ∂ ∂ ∂  ∂ θ   

= θ + − θ =
  

صحيح ) ۳، پس گزينه )اگرچه ديدن اين موضوع ضرورتي ندارد(كند،  در معادله داده شده صدق نمي) ۴توان ديد جواب  و به سادگي مي
  .است

)در حل مساله مقدار اوليه ـ مرزي  : مثال ) ( )
( ) ( )

t x x

x

u u 0 ;0 x L , t 0

u x , 0 x , 0 x L
u 0 , t 0 , u L , t 0

− = < < >


= ϕ ≤ ≤
 = =

)اي هموار تابع مفروض و تكه   )xϕ نسبت به ،

 شود؟مي كدام پايه متعامد بايد بسط داده 

۱ (x 2 x n xcos , cos , ... , cos
2L 2L 2L
π π π  ۲ (( )2k 1 xx 3 xcos , cos , ... , cos

2L 2L 2L
− ππ π  

۳ (( )2k 1 xx 3 xsin , sin , ... , sin
2L 2L 2L

− ππ π  ۴ (x 2 x n xcos , cos , ... , cos
L L L

π π π  

)شرط   : حل )u L , t xگويد بايد پايه متعامد مورد نظر در   مي=0 L=  صفر شودمتحد با:  

n )كند ارضاء نمي(   L ncos cos
2L 2
π π

  ۱جواب  : =

) )كند ارضاء مي(   ) ( )2k 1 L 2k 1
cos cos

2L 2
− π − π

  ۲جواب  : =

) )كند ارضاء نمي(   ) ( )2k 1 L 2k 1
sin sin

2L 2
− π − π

  ۳جواب  : =

n )كند ارضاء نمي(   Lcos cos n
L
π

= π :  ۴جواب  

  . صحيح است۲ستفاده از شرايط ديگر، پاسخ پس بدون ا
)دقت كنيد شرط  )xu 0 , t xگويد مشتق پايه متعامد مورد نظر بايد در   مي=0 ها به جز   صفر شود كه اين موضوع در همه گزينه=0

  .شود  ارضاء مي۳جواب 

لاپلاسمعادله  در  : مثال
2 2

2 2
u u 0

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

)را به صورت  جواب اگررايط مرزي نشان داده شده، ش با ) ( )
n 1

u x , y P x sin n y
∞

=

= ∑ 

)فرض كنيم، جواب را به طور كامل براي دو حالت ) ( )u 0 , y f y 1= ) و= ) ( )u 0 , y f y sin y 2 sin 3y= =  . پيدا كنيد+
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۷۰  

 :دآي دست مي با قراردادن جواب پيشنهادي در معادله لاپلاس داده شده به  : حل

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2

n 1 n 1 n 1

P x sin n y P x n sin n y 0 P x n P x sin ny 0
∞ ∞ ∞

= = =

′′ ′′+ − = → − = →∑ ∑ ∑  

  ( ) ( ) ( )2 n x n x
n nP x n P x 0 P x C e d e −′′ − = → = +  

  :تواند به فرم زير باشد لذا ساختار جواب مي

  ( ) ( )n x n x
n n

n 1

u x , y C e d e sin ny
∞

−

=

= +∑  

xشرط محدود ماندن جواب در  → + nCطلبد كه   مي∞   : لذاباشد،  =0

  ( ) n x
n

n 1

u x , y d e sin n y
∞

−

=

= ∑  

) با اعمال شرط )حالت اول )u 0 , y   : داريم=1

  ( )n 0
n

n 1

1 d e sinny
∞

−

=

= ∑  

) ضرايب سري فوريه سينوسي تابع ndپس بايد  )f y ] در فاصله =1 ]0 , πباشند، يعني :  

  ( ) ( )( )n
n

0

2 2 1 2 2d 1 sin n y dy cos n y cos n 1 1 1
0n n n

π π− −
= = = π − = − −

π π π π∫  

  :و در اين حالت جواب كلي چنين است

  ( ) ( )( )n n x

n 1

2u x , y 1 1 e sin n y
n

−

=

= − −
π∑  

)با اعمال شرط  )حالت دوم )u 0 , y sin y 2 sin 3y=   : داريم+

  ( )n 0
n 1 2 3 4

n 1

sin y 2 sin 3y d e sin n y sin y 2 sin 3y d sin y d sin 2 y d sin 3y d sin 4 y ...
∞

−

=

+ = → + = + + + +∑  

1ها nd بقيه =0   3d 1 , d 2 ,→ = =  
  .ر اين حالت جواب كلي از فرم سري خارج شده و تنها داراي دو جمله استلذا د

  ( ) 1 x 3 xu x , y 1 e sin 1y 2 e sin 3y− −= +  

)پاسخ معادله لاپلاس،   : مثال )2u x , y 0∇ ):  با شرط مرزيxصفحه بالاي محور   در نيم= ) ( )
1 , x 1

u x , 0 f x
0 , x 1

 <= =  >
، كدام 

  اشد؟ تواند ب پاسخ مي

1 (ky

0

2 cos k e sin kx dk
k

∞
−

π ∫   2 (ky

0

2 sin k e cosh kx dk
k

∞
−

π ∫  

3 (ky

0

2 sin k e cos kx dk
k

∞
−

π ∫  4 (ky

0

2 sinh k e cos kx dk
k

∞
−

π ∫  
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۷۱  

  :ها ساختار كلي جواب به صورت زير است  با توجه به گزينه  : حل

  ( ) ( ) ( )ky

0
u x , y A k e g x dk

∞
−= ∫  

با قرار دادن اين جواب در معادله لاپلاس 
2 2

2 2
u u 0

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

  :آيد  به دست مي

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )ky 2 ky 2 ky

0 0 0
A k e g x dk A k k e g x dk 0 g x k g x A k e dk 0

∞ ∞ ∞
− − −′′ ′′+ = → + =∫ ∫ ∫  

  ( ) ( ) ( )2
1 2g x k g x 0 g x c sin kx c coskx′′→ + = → = +  

  :پس داريم

  ( ) ( ) ( )ky
1 2

0
u x , y A k e c sin kx c cos kx dk

∞
−= +∫  

)از شرط  ) ( )u x , 0 f x= و با توجه به زوج بودن ( )f x1شود   نتيجه ميc    و=0

  ( )2
0

1 ; x 1
c A k cos kx dk

0 ; x 1

∞ < = > ∫  

  :و بايد

  ( ) ( )
1 1

2
00 0

2 2 2 2sin kc A k f x cos kx dx 1cos kx dx sin kx
k k

∞

= = = =
π π π π∫ ∫  

ky  :پس جواب نهايي چنين است

0

2sin ku e cos kx dk
k

∞
−=

π∫ 

  روش جداسازي متغيرها

)فرض كنيد معادله با مشتقات جزئي براي تابع  )u x , y , zبايدبا اين تصور كه .  مطرح شده باشد ( ) ( ) ( )u A x . B y . C z= باشد 
  :دهيم اگر بتوان پس از اين كار معادله را در فرم زير نوشت اين تابع را در معادله قرار مي

  ( ) ( ) ( )1 2 3H x , A , A , ... H y , B , B , ... H z , C , C , ...′ ′ ′= =  
ي براي توابع ترتيب به سه معادله ديفرانسيل معمول آنگاه فرض اوليه صحيح بوده و طبيعتاً بايد هر سه عبارت فوق يك ثابت باشند و بدين

( ) ( ) ( )A x , B y , C zها  رسيم كه با حل آن  ميA , B , C و سپس uآيد دست مي  به.  

تغيرها معادله  با روش جداسازي م  : مثال
2 2

2 2 2
u 1 u 1 u 0

r rr r
∂ ∂ ∂

+ + =
∂∂ ∂ θ

 . را حل كنيد

)با فرض  : حل ) ( ) ( )u r , A r Bθ = θن آن در معادله داريم و قرار داد: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2

1 1A r B A r B A r B 0 r A r B r A r B A r B 0
r r

′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′θ + θ + θ = → θ + θ + θ = →  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 A r A r B
r r k

A r A r B
′′ ′ ′′ θ

+ = − = →
θ
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۷۲  

)     )معادله كوشي( )
( )

( )
( )

2 2A r A r
r r k r A r A k A 0

A r A r
′′ ′

′′ ′+ = → + − =  

)     )معادله با ضرايب ثابت(   )
( )

B
k B k B 0

B
′′ θ

′′− = → + =
θ

  

2kبا فرض = λداريم :  

  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4A r C r C r , B C sin C cosλ − λ= + θ = λ θ + λ θ  

2kضبا فر = − λداريم :  

  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4A r C sin ln r C cos ln r , B C e C eλ θ − λ θ= λ + λ θ = +  

معادله ديفرانسيل   : مثال
2 u u 0

x y
∂

− =
∂ ∂

 . را با روش جداسازي متغيرها حل كنيد

)با فرض   : حل ) ( ) ( )u x , y A x B y=و قرار دادن اين عبارت در معادله داريم :  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

A x B y A BA x . B y A x . B y 0 k
A x B y A B

′ ′
′ ′ − = → = → = =

′ ′
    

( )
( )

B y
B y′

)  ، yفقط شامل   )
( )

A x
A x

  . ثابت استk و xفقط شامل  ′

  :پس داريم

  ( ) ( ) 1c k x
1

A k ln A x k x c A x e
A

+′
= → = + → =∫  

  ( ) ( ) 2
y c
k2

B 1 B 1 1ln B y y c B y e
B k B k k

+′
= → = → = + → =

′ ∫  

  :در نهايت داريم

  2
1

y yc kxc k x k ku A . B e e u c e
+ ++= = → =  

  دالامبر معادله موجحل 

معادله موج 
2 2

2 2 2
u 1 u

x c t
∂ ∂

=
∂ ∂

x را براي  , t 0− ∞ < < + ∞ ) به همراه شرايط اوليه < ) ( )
( ) ( )t

u x , 0 f x
u x , 0 g x

 =
 =

 در نظر بگيريد، 

  .جواب به صورت زير قابل بيان است

( ) ( ) ( )( ) ( )
x c t

x c t

1 1u x , t f x c t f x c t g p dp
2 2c

+

−
= + + − + ∫  

xبراي حالت  :توجه , t 0− ∞ < < + ∞  : استفاده است، فقط بايد دقت كنيمبه همراه شرايط مرزي همگن، همان جواب فوق قابل <

x اگر شرط مرزي در ـاولاً xرا نسبت به خط g و f داده شده بود توابع u روي خود =0   .دهيم  توسيع فرد مي=0
x اگر شرط مرزي در و ) روي مشتق =0 )xu uتوابع ، داده شده بود fو  g را نسبت به خطx   .دهيم  مي توسيع زوج=0

xدر  اگر شرط مرزي ـثانياً L= روي خود u داده شده بود توابع f و g را نسبت به خطx L=دهيم  توسيع فرد مي.  
xاگر شرط مرزي در و  L= روي مشتق ( )xu u داده شده بود توابع f و g را نسبت به خطx L=دهيم  توسيع زوج مي. 

]سپس توابع حاصله را كه اينك در بازه  ]2L , 2L−با دوره تناوب ،اند  تعريف شده P 4 L=دهيم  به طور متناوب گسترش مي.  
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۷۳  

)در مساله مقدار اوليه ـ مرزي زير مقدار   : مثال )u x , t 1 در نقطهt 3 , x
3

=   چقدر است؟=

  ( ) ( )

( ) ( )

t t x x

t

x

u u 0 ;0 x 1 , t 0

1x 0 x
2u x , 0 , u x , 0 0

1 1 x 1
2 2

u 0 , t u 1 , t 0

− = ≤ ≤ ≥


 ≤ ≤ = = 
  ≤ ≤

 
 = =

  

 :داريم  : حل

  ( ) ( )
1x 0 x
2c 1 , f x , g x 0

1 1 x 1
2 2

 ≤ ≤= = =
 ≤ ≤


  

  :و جواب به صورت زير است

  ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 2u x , t f x t f x t u , 3 f 3 f 2
2 3 2 3 3

      = + + − → = + −      
      

  

  .باشد  كه به فرم زير ميfو باتوجه به گسترش مناسب براي 

( ) ( )f x 4 f x± =  
x را نسبت به خط fتابع  xشرط مرزي در (ايم   گسترش زوج داده=0   ) استxu روي =0
x را نسبت به خط fتابع  xشرط مرزي در ( ايم  گسترش فرد داده=1   ) استu روي =1

  
  :داريم

  1 1 2 1 1 1 1u , 3 f f 1 0
3 2 3 3 2 2 2

            = − + = + − =           
            

  

2ل لاپلاس حل معاد T 0∇    در چند حالت خاص=
2در حل معادله لاپلاس )۱ T 0∇ aاي  در حلقة دايره= r b≤ ) همراه با شرايط مرزي ≥ ) ( )1 2T a , T , T b , Tθ = θ =  

)1 2T , Tداريم،) بايد ثابت باشند :  

)  )θ مستقل از( )T r , A ln r Bθ = +  

( ) 2 2T x , y A ln x y B= + +  
A , Bآيند دست مي  با اعمال شرايط مرزي به.    

2در حل معادل لاپلاس  )۲ T 0∇ α در قطاع نامتناهي = ≤ θ ≤ βرايط مرزي  همراه با ش( ) ( )1 2T r , T , T r , Tα = β = 

)1 2T , Tداريم،) بايد ثابت باشند :  

)  )rمستقل از ( )T r , A Bθ = θ +  

( ) 1 yT x , y A tan B
x

−  = + 
 

  

A , Bآيند دست مي  با اعمال شرايط مرزي به.    
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۷۴  

واب معادله لاپلاس ج  : مثال
( ) ( )

2 T 0 , 1 r e 0 2
T 1 , 2 , T e , 3

 ∇ = ≤ ≤ ≤ θ ≤ π


θ = θ =
  كدام است؟

   : حل

  ( ) ( ) ( )
( ) ( )

T 1 , 2 2 A ln 1 B
T r , A ln r B A 1 , B 2

T e , 3 3 A ln e B
 θ = → = +θ = + → → = = θ = → = +

  

  :و لذا
  ( )T r ln r 2= +  

جواب معادله لاپلاس   : مثال
( ) ( )

2 T 0 , x 0 , y 0
T 0 , y 1 , T x , 0 2

 ∇ = ≤ ≥


= =
  كدام است؟

 

)    : حل ) y 0 , x 0 :
T r , A B 2

x 0 , y 0 :

π
≥ = θ =

θ = θ + → →
≤ = θ = π

  

  ( )

( ) ( )

T 0 , y 1 T r , 1 A B 1 22 2 A , B 0
T x , 0 2 T r , 2 A B 2

 π π = → = → + =   → = = 
π = → π = → π + =

  

  و لذا

  ( ) ( ) 12 2 yT T x , y tan
x

−  θ = θ → =  π π  
  

2 در حل معادله لاپلاس )۳ T 0∇   : در داخل دايره كامل داريم=

( ) ( ) n
n n

n 0

T r , a cos n b sin n . r
∞

=

θ = θ + θ∑  

  
2 در حل معادله لاپلاس )۴ T 0∇   : در خارج دايره كامل داريم=

( ) ( ) n
n n

n 0

T r , a cos n b sin n . r
∞

−

=

θ = θ + θ∑  

  
2  در حل معادله لاپلاس)۵ T 0∇   :اي كامل داريم  در حلقه دايره=

( ) ( ) ( )n n
n n n n

n 0

T r , a cos n b sin n . c r d r k ln r
∞

−

=

θ = θ + θ + +∑  

  
  .ها لازم نيست به صورت ثابت مطرح شده باشند در اين مسايل شرط مرزي



  رياضي مهندسي

 

۷۵  

در مساله   : مثال
( )

2 T 0 , ;0 r R , 0 2
0 ; 0

T R ,
;0

 ∇ = ≤ ≤ ≤ θ ≤ π


− π < θ < 
θ =  θ < θ < π

) حاصل  )T r , θكدام است؟  

  :لذا داريم.  يك دايره كامل مدنظر استلداخحل معادله لاپلاس در   : حل

  ( ) ( ) n
n n

n 0

T r , a cos n b sin n . r
∞

=

θ = θ + θ∑  

  :با اعمال شرط مرزي داريم

)٭   ) ( ) ( ) n
n n

n 0

0 ; 0 0 ; 0
T R , f a cos n b sin n R

;0 ;0

∞

=

− π < θ < − π < θ < 
θ = = θ → = θ + θ ⋅ θ < θ < π θ < θ < π  ∑  

  :ندآي دست مي يب جملات  سينوسي و كسينوسي در سري فوريه مذكور چنين بهاو ضر

  
( )

( )( )

n
n

n
n n n 2 n 20

1a R f cos n d

1 1 1 1 1a cos n d sin n cos n 1 1
0nR R n R n

π

− π

π

= θ θ θ →
π

πθ 
= θ θ θ= θ + θ = − − 

π π   π

∫

∫
  

  
( )

( )

n
n

n 1
n n n 2 n0

1b R f sin n d

1 1 1 1b sin n d cos n sin n 1
0n nR R n R

π

− π

π
+

= θ θ θ →
π

πθ π   = θ θ θ = − θ+ θ = −   
 π π   π

∫
∫

  

n جمله ثابت كه به ازاء ٭كنيد در بسط جواب دقت  ) بايد ثابت سري فوريه ،آيد دست مي  به=0 )f θ)  مقدار متوسط( )f θ ( لحاظ شود

كه 
4
πخواهد بود .  

  : داريمϕك كره در حالت تقارن نسبت به در حل معادله لاپلاس در داخل ي) ۶

( ) ( )n
n n

n 0

T r , A r P cos
∞

=

θ = θ∑  

  : داريمϕ در حل معادله لاپلاس در خارج يك كره در حالت تقارن نسبت به )۷

( ) ( )n 1
n n

n 0

T r , B r P cos
∞

− −

=

θ = θ∑  

  :باشد، مثلاً هاي لژاندار مي اي انگر چند جمله بيnPكه در اينجا 

  ( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 2

1P x 1 , P x x , P x 3x 1
2

= = = −  

  ( ) ( )
n n2

n n n
1 dP x x 1

2 n! dx
= −  



 رياضي مهندسي

 

۷۶  

  استفاده از تبديل لاپلاس در حل معادلات با مشتقات جزئي
)شود، براي تابعي مانند  از آنجا كه لاپلاس روي متغير زماني اعمال مي )u x , tداريم :  

  ( )( ) ( )L u x , t U x , s=  

  ( )uL U x , s
x x

 ∂ ∂
= ∂ ∂ 

  

  ( ) ( )uL s U x , s u x , 0
t

 ∂
= − ∂ 

  

  ( )uL x x U x , s
x x

 ∂ ∂
= ∂ ∂ 

  

  ( ) ( )( )uL t sU x , s u x , 0
t s

 ∂ ∂
= − − ∂ ∂ 

  

  ( ) ( ) ( )( )
2

2
t2

uL x x s U x , s s U x , 0 u x , 0
t

 ∂
= − −  ∂ 

  

  ( )
2

2
2

UL t U x , s
x xs

   ∂ ∂ ∂
=   ∂ ∂∂   

  

 .جواب مسئله زير را پيدا كنيد  : مثال

  

  كراندار

( )

( ) ( )
( )

( )

2 2

12 2

t

x

u u t
x t

u x ,0 u x ,0 0

lim u x , t :

u 0 , t cos t
→ + ∞

 ∂ ∂
− =δ

∂ ∂
 = =




=
  

)با فرض   : حل ){ } ( )L u x , t U x , s=گيريم  از طرفين معادله لاپلاس مي.  

  ( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2

2 s 2 s
t2 2

UU x , s s U x , s s u x , 0 u x , 0 e s U e
x x

− −∂ ∂
− − − = → − =

∂ ∂
  

   ( ) ( ) ( )
s

s x s x
2

eU x , s A s e B s e *
s

−
−= + +

−
  

  .گيريم از شرايط مرزي لاپلاس مي
  ( )* A s 0→ )كراندار = )L

x
lim U x , s :
→ ∞

→ كراندار( )
x
lim u x , t
→ ∞

=  

  ( ) ( ) ( )
s

L *
2 2 2

s s eu 0 , t cos t U 0 , s B s
s 1 s 1 s

−
= → = → = +

+ +
  

  :حال داريم

  ( )
1s s

Ls x
2 2 2

s e eU x , s e
s 1 s s

−− −
−

↓

 
= + − →  + 

  

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 x 1u x , t cos t x t x 1 u t x u t t 1 u t= − + − − − − −  



  رياضي مهندسي

 

۷۷  

   حل معادلات با مشتقات جزئيدراستفاده از تبديل فوريه 
)شود لذا با فرض از آنجا كه تبديل فوريه روي متغير مكاني تعريف مي )u u x , t=اريم د:  

  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2

u uF u x , t U , t F i U , t , F i U , t
x x

  ∂ ∂
= ω → = ω ω = ω ω    ∂ ∂   

  

  ( ) ( )
2 2

2 2
u uF U , t , F U , t
t t t t

  ∂ ∂ ∂ ∂
= ω = ω    ∂ ∂ ∂ ∂   

  

; x , t 0− ∞ < < + ∞ >

    
   تبديل فوريه جواب معادله   : مثال

  كراندار
( ) ( )

( )

x x t t

t

u u 0

u x , 0 f x
lim u x , t :
→ ∞

 + =
 =



   كدام است؟
  

)با فرض  : حل ){ } ( )F u x , t U , t= ωآيد دست مي ، با فوريه گرفتن از طرفين معادله به: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 t t
1 22 2

Ui U , t U , t 0 U 0 U , t c e c e
t t

ω − ω∂ ∂
ω ω + ω = → − ω = → ω = ω + ω

∂ ∂
  

): كراندار: چون )
t
lim U , t
→ ∞

→ ωكراندار  :( )
t
lim u x , t
→ ∞

  : پس بايد

  ( )1 t

2

0 c 0
U , t c e

0 c 0
− ωω > → =

→ ω =
ω < → =

  

)با تبديل فوريه گرفتن از شرط مرزي  ) ( )u x , 0 f x=داريم :  
  ( ) ( ) ( ) ( ) tU , 0 F U , t F e − ωω = ω → ω = ω  


