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این مساله این بود  .یکی از کاربردهای سری فوریه مساله ای در صنعت است که سال ها پیش اتفاق افتاد (1

که رانندگان متوجه شدند که تایرهای یخ شکن در جاده های مرطوب صداهایی را ایجاد می کنند که این 

صداهای تولید شده ناشی از اثر دینامیکی متقابل سطح جاده با عاج لاستیک می باشد. در اثر برخورد این 

( ایجاد می شود که این انرژی acoustic energyعاج ها با سطح جاده پالسی از انرژی آکوستیک )

صداهای ناهنجار را ایجاد می کند. اگر فضای بین عاج ها مساوی باشد پالس ایجاد شده به صورت زیر می 

 باشد:

 

 در صورتی که فاصله بین عاج ها مساوی نباشد، پالس ایجاد شده به صورت زیر می باشد:

 

 

با  اگر فرکانس ایجاد شده بوسیله ی عاج ها را
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را برای هر پالس محاسبه کرده و بحث کنید که تغییر فاصله ی بین nAسری فوریه پالس ایجاد شده هستند(. 

را به طور اختیاری دارد. )عاج ها چه  تاثیری در صدای ایجاد شده بوسیله تایر 
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 در نظر بگیرید(.

 حل:

 اگر فاصله بین عاج ها مساوی باشد داریم:
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 اگر فاصله بین عاج ها مساوی نباشد داریم:
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رسم شده برای فواصل مساوی و نامساوی عاج ها به آن پی میبریم این است نکته ای که از مقایسه دو نمودار 

که اگر فواصل بین عاج ها نامساوی باشند بعضی از هارمونیک ها کاهش می یابند و یا حتی حذف می شوند 

نسبت به حالتی که فواصل بین عاج ها مساوی باشند. پس نتیجه مفیدی که از تغییر فواصل بین عاج ها حاصل 

ی شود این است که در حالتی که فواصل بین عاج ها نامساوی باشند سر و صدای کمتری در فرکانس های م

بیشتر تولید می شود نسبت به حالتی که فواصل بین عاج ها مساوی باشند که در این حالت سر و صدای 

 بیشتری در فرکانس های کمتر تولید می شود.

، تعیین توزیع دمای روی سطح سفینه اهمیت زیادی دارد. معمولا نوسانات دما در سطح سفینهدر طراحی   (2

سفینه به علت چرخش آن می باشد. در صورت نازک بودن جداره ی سفینه از تغییرات در راستای شعاعی 

توانست تقریب میدان دمای بدون بعد در خط استوای یک سفینه در حال  Hrycakمی توان صرفنظر نمود. 

 چرخش را بدست آورد که این رابطه به صورت زیر می باشد:
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گرمای خالص خورشید، Sشعاع سفینه،  rنسبت چرخش،  fپخش حرارتی پوسته سفینه،  aه که در این معادل

 ، نسبت تشعشع دیواره داخلی سفینه به تشعشع دیواره خارجی آن ،تشعشع دیواره خارجی هدایت

فاصله نصف النهار از خط استوا با در نظر  متغیر مستقل  ثابت استیفان بولتزمن است. حرارتی دیواره و

گرفتن اثرات چرخشی سفینه می باشد که از رابطه زیر محاسبه می شود:

tf 22 

برابر دمای سفینه  است اگر که سفینه با سرعت زاویه ای بینهایت چرخش کند در این  Tدمای مرجع 

صورت توزیع دمای خورشید اطراف سفینه را می توان یکنواخت در نظر گرفت. مطلوب است پیدا کردن 

 دمای سفینه؟

 راهنمایی:

 برای ساده سازی مساله از تغییر متغیر های زیر استفاده کنید:
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                 





2

2

22

2

22 )4sin(16)4cos(16
n

nn nbnnan   

 گذاری مقادیر بدست آمده در معادله اصلی داریم:با جای 

)2cos(
2

44
2

1 0

1

2

01001

20
0

2

0 


 









A
abva

A
a  

   )2sin(44 1

2

01001

2  bavb   

)4cos(
)14(

)1(2
816

2
2

0
2

2

02002

22 


 n
n

A
abvnan

n

n

nnn
















  

  0)4sin(816
2

2

2

02002

22 




 nbavnbn
n

nnn
 

 با مقایسه طرفین معادله داریم:

2

0

0

0

2



A
a   

2
4)4( 0

1001

2

0

2 A
bva    

04)4( 1001

2

0

2  avb   

)14(

)1(2
8)16(

2

0

2002

2

0

22






n

A
bvnan

n

nn


  

08)16( 2002

2

0

22  nn avnbn   

 یا:

 
2

)4(
)4(16 0

2

0

2

1

2

0

22

0

2

0

2 A
av





  

  0001

2

0

22

0

2

0

2 2)4(16 Avbv    

 
)14(

)16()1(2
)16(64

2

0

2

0

22

2

2

0

222

0

2

0

22






n

An
anvn

n

n



  
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 
)14(

)1(16
)16(64

2

000

2

2

0

222

0

2

0

22






n

nAv
bnvn

n

n


  

 پس جواب نهایی به فرم زیر است:

  2

0

2

0

222

0

2

000

2

0

2

0

222

0

2

0

2

0

2

2

0

0

16)4(

)2sin(2

16)4(2

)2cos()4(
)(

v

Av

v

AA
y


















  

               
 



 




2
22

0

222

0

2

0

222

2

0

22

0

)16(64)14(

)2cos()16()1(
2

n

n

nvnn

nnA






 

              
 



 




2
22

0

222

0

2

0

222000
)16(64)14(

)2sin()1(
16

n

n

nvnn

nn
Av




  

 های مختلف رسم شده است:  سفینه غیر چرخشی در شکل زیر نمودار توزیع دما برایدر 



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

T
/T

0
0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2





 

  سری فوریه تابع (3 cos)( f  را تعیین کنید. با استفاده از این سری ، سری فوریه تابع)(g  را

 نیز تعیین کنید.

 
























2
0

2
cos

)(

if

if

g  

 حل: 

ابتدا سری فوریه تابع  cos)( f :را پیدا می کنیم 

2
2


  LLT  
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













4

0

2sin
4

cos
4

)(
2

)(
1 2

00

0 

















 




ddf
L

df
L

a

LL

L

 

















 




2

00

2coscos
4

cos)(
2

cos)(
1












 dnd
L

n
f

L
d

L

n
f

L
a

LL

L

n   

    












































0

2
12

)12sin(

0

2
12

)12sin(2
)12cos()12cos(

2

14 2

0














n

n

n

n
dnn     




































































12

)1(

12

)1(2

12

)1(

12

)1(2

12

2
)12sin(

12

2
)12sin(

2 1

nnnnn

n

n

n nnnn






                                                 














































14

)1(4

14

2)1(2

12

1

12

1)1(2
2

1

2 nnnn

nnn


 

پس سری فوریه تابع  در سری فوریه آن برابر صفراست. nbتابعی زوج است پس ضریب  f)( چون تابع

 مورد نظر به صورت زیر است:

)2cos(
14

)1(42
)sin()cos(

2
)(

1
2

1

1

0 



 n

nL

n
b

L

n
a

a
f

n

n

n

nn 






 


  

 قسمت دوم:

:داریمبا توجه به شکل فوق   

2

cos)(
)(







f
g  

 به صورت زیر است: g)(پس سری فوریه تابع 

2

cos
)2cos(

14

)1(21
)(

1
2

1 



 












 







n
n

g
n

n

 

 مطلوب است حل معادله زیر: (4




 




n n

tni
e

yy
2)12(

)12(
2

2
9




 

 حل:
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ph yyy   

 جواب عمومی معادله فوق به صورت زیر است:

iss 3092   

tBtAyh 3sin3cos   

 از طرفی فرم جواب خصوصی به صورت زیر است:





 

n
ecct

p
y tni

n

)12(

0
)(  

 با دو بار مشتق گیری از عبارت فوق داریم:





 

n
eicnt

p
y tni

n

)12()12()( 





 

n
ecnt

p
y tni

n

)12(2)12()(  

 با قرار دادن مقادیر بدست آمده در معادله اصلی داریم:




 














 

n n

tni
etni

e
n

c
n

n

nc
2)12(

)12(
2

2

)12(2)12(9
0

9



 

 طرفین معادله داریم:از مقایسه 

18
0


c  

 9)12()12(

2
22 


nn

cn


 

 پس جواب خصوصی به صورت زیر است:









 




n

nn

tni
e

t
p

y

92)12(2)12(

)12(
2

18
)(




 

 داریم: 2,1n. برای 2,1nعبارت بالا وقتی صحیح است که 









 







n

nn

tni
eittecittect

p
y

92)12(2)12(

)12(
23

1
3

218
)(




 

 داریم: 2nرا محاسبه می کنیم. برای  2cو  c-1حالا 
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)3936(
2

)333(
2

3
2

)( itteitiec
p

yititeitec
p

ytitect
p

y   

 با قرار دادن در معادله داریم:

i
citeitteitteitiec

 27

1

2
3

9

2
)393936(

2
  

 داریم: 1nبرای 

)333(
1

3
1

)( ititeitec
p

ytitect
p

y 






 

                                       
)3936(

1
itteitiec

p
y 


  

قرار دادن در معادله داریم:با   

i
citeitteitteitiec

 27

1

1
3

9

2
)393936(

1






 

 پس جواب خصوصی به فرم زیر است:









 




n

nn

tni
eitte

i

itte
i

t
p

y

92)12(2)12(

)12(
23

27

13

27

1

18
)(




 

 جواب کلی معادله هم به فرم زیر است:

itte
i

itte
i

itBitA
h

y
p

yy 3

27

13

27

1

18
3sin3cos 





 

                                                    









 




n

nn

tni
e

92)12(2)12(

)12(
2


 

سری فوریه به مقدار تابع  tسری فوریه تابع زیر را محاسبه نموده و مشخص کنید برای چه محدوده ای از  (5

 همگرا می شود؟














tt

t
tf

0cos

00
)(  

 حل:

 ابتدا ضرایب سری فوریه را بدست می آوریم:

  LLT 22  
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0
0

sin
1

cos0
1

cos
1

0

0

0 







 















ttdtdttdt
L

a

L

L

 









 














0

0

coscoscos0
1

cos)(
1

ntdttntdtdt
L

tn
tf

L
a

L

L

n  

 

      

  0
01

)1sin(

2

1

01

)1sin(

2

1
)1cos()1cos(

2

1

0










 











n

tn

n

tn
dttntn  

. از طرفی فقط  1nبرقرار است به جز در ریشه های مخرج یعنی  nعبارت فوق برای همه ی مقادیر 

n=1  در دامنه سری فوریه موجود است یعنی درn=1  ضریبna :را جداگانه محاسبه می کنیم

 
 























0

2

0

0

1 cos
1

coscoscos0
11

cos)(
1

tdttdtttdtdt
L

t
tf

L
a

L

L       

      
2

1

2

1

02

2sin

02

1
)2cos1(

2

1

0









  








t

tdtt  









 














0

0

sincossin0
1

sin)(
1

ntdttntdtdt
L

tn
tf

L
b

L

L

n  

 

      

 
01

)1cos(

2

1

01

)1cos(

2

1
)1sin()1sin(

2

1

0



















  n

tn

n

tn
dttntn  

       

 
1

2

2

1)1(

1

1

1

1

1

)1cos(

1

)1cos(

2

1
2

1
































n

n

nnn

n

n

n n






 

 













oddisn

evenisn
n

n

bn

0

1

2
2  

)2sin(
14

4
cos

2

1
)sin()cos(

2
)(

1
2

0

0 nx
n

n
x

L

xn
b

L

xn
a

a
xf

nn

nn 






 




 

که به  x=0همگرا می شود به جز در f(x)سری فوریه در همه جا به 
2

1
که به  xو در  

2

1
  همگرا

می شود. دقت شود تابع در همه جا پیوسته است به جز در 
2

1
,0 x. 

طبق قضیه همگرایی سری فوریه در نقاط پیوستگی سری فوریه به خود تابع و در نقاط گسستگی به میانگین 

 ر این مساله داریم:حد چپ و راست همگرا می شود. برای نقاط ناپیوستگی د
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2

1

2

10
0 


 seriesforierx  

2

1

2

10

2

1



 seriesforierx  

)()(معادله روبرو را حل کنید به طوریکه  (6  tFtF :بوده و سری فوریه آن به فرم زیر باشد 

)(9 tFyy   

0)0( y  

0)0( y  















1
2

)sin(
)1(

)cos(
)(

n

n

n

nt

n

nt
tF  

 حل: 

 با ضرایب ثابت است که دارای جواب خصوصی و عمومی به صورت زیر است: 2معادله خطی مرتبه 

)()()( tytyty ph    

 حل عمومی:

iyy 30909 2    

tctctyh 3sin3cos)( 21   

 حل خصوصی:

 با توجه به سمت راست معادله فرم جواب خصوصی به صورت زیر است:

ntBntAty nnnp sincos)(,   

 مشتق گیری از عبارت فوق داریم: با

ntnBntnAty nnnp cossin)(,  

ntBnntAnty nnnp sincos)( 22

,  

 با جای گذاری در معادله داریم:















1
2

22 )sin(
)1(

)cos(
sincossincos

n

n

nnnn
n

nt

n

nt
ntBntAntBnntAn  

)9(

)1(
,

)9(

1
222 nn

B
nn

A
n

nn






  
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3,0برقرار است به جز در ریشه های مخرج یعنی  nعبارت فوق برای همه ی مقادیر  n  از طرفی .

 :شودجداگانه محاسبه  جواب باید n=3در دامنه سری فوریه موجود است یعنی در  n=3فقط 

tbtatyty 3sin3cos)(9)( 3333   

 در این حالت جواب خصوصی به صورت زیر است:

 ttBtAty p 3sin3cos)( 333,   

 با مشتق گیری از عبارت فوق داریم:

  )3cos33sin3(3sin3cos)( 33333, tBtAttBtAty p  

  )3cos63sin6(3sin93cos9)( 33333, tBtAttBtAty p  

 با جای گذاری مقادیر فوق در معادله داریم:

18

1

6

3

3 
b

A  

54

1

6

3

3 
a

B  

 پس جواب خصوصی به فرم زیر است:


































3,1
222 9

3sin

3

3cos

6
sin

)9(

)1(
cos

)9(

1
)(

n

n

p

ttt
nt

nn
nt

nn
ty  

 جواب نهایی هم به فرم زیر است:























3,1
22221 sin
)9(

)1(
cos

)9(

1
3sin3cos)(

n

n

nt
nn

nt
nn

tctcty  

                         )
9

3sin

3

3cos
(

6

ttt
  

 ثابت های دلخواه هستند که از شرایط مرزی محاسبه می شوند: 2cو  1cکه  




 


3,1
221
)9(

1
0)0(

n nn
cy  




 




3,1
22

9

)1(

3

1

54

1
0)0(

n

n

n
cy  

انتگرال فوریه تابع زیر را محاسبه کرده و مشخص کنید این انتگرال چه موقع به مقدار تابع همگرا می  (7

 ؟شود



15 
 
















2
0

2
cos1

)(




x

xx

tf  

 حل:

 



0

sin)(cos)()(  dxBxAxf  

 




 dxxxfA 


 cos)(
1

)(  

 




 dxxxfB 


 sin)(
1

)(  

)(0یک تابع زوج است بنابراین  f(x)چون  B. 

    



2

0

2

2

coscoscos
2

coscos1
1

)(











 dxxxxxdxxA   

            





2

0

2

0

2

0

2

0
2

)1cos()1cos(2
cos

2
coscos

2
cos

2















dt

tt
tdtxdxxxdx  
































21

2
cos

2
sin

2

1

2

)1(
sin

1

1

2

)1(
sin

1
)

2
sin(

2






















 






















21

2
cos

2
sin

2
)(










A  

1,0رابطه فوق به ازای   .بر قرار است 






2
1)cos1(

2
)0(0

2

0

  dxxAif  

2

12
cos

2

1

)
2

sin(
2

)cos1(cos
2

)1(1
2

0

2
2

0






  








tdtdxxxAif  
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













































0

2

22

1

2
0

2
cos1

cos
1

2
cos

2
sin

2


















x

x

xx

xd
 

طبق قضیه همگرایی انتگرال فوریه در نقاط پیوستگی انتگرال فوریه به خود تابع و در نقاط گسستگی به 

 میانگین حد چپ و راست همگرا می شود. برای نقاط ناپیوستگی در این مساله داریم:

2

1

2

10
int

2



 egralforierx


 

فنر یک درجه آزادی بدون استهلاک تحت اثر نیروی پریودیک مربعی شکل نشان داده -یک سیستم جرم (8

شده در شکل می باشد،چنانچه با استفاده از روش تبدیل فوریه این نیرو تبدیل به نیروهای هارمونیکی ساده 

شود،در محاسبات چنددرصدخطا در تابع نیرواعمال گرددودر این تبدیل فقط از سه ترم اول بسط استفاده 

 )تابع فرد است( خواهدشد؟

 

 حل:

 در نظر میگیریم. 2Tدوره تناوب تابع را به طور دلخواه 

 چون تابع فوق فرد است پس:

00  naa  

  LLT 22  

0
cos

02
sin

2
sin)(

2
sin)(

1

0

0

0








nt
n

F
ntdtFdt

L

tn
tf

L
dt

L

tn
tf

L
b

LL

L

n  


   

      

,....)3,2,1(
)12(

4
)cos1(

2 00 


 n
n

F
n

n

F





 

 پس سری فوریه تابع به صورت زیر است:
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 tn
n

F

L

xn
b

L

xn
a

a
xf

nn

nn )12(sin
12

14
)

)12(
sin()

)12(
cos(

2
)(

1

0

1

0 








 






 


 

 اگر سه جمله اول این سری را در نظر بگیریم داریم:

)
5

5sin

3

3sin
(sin

04
)(

tt
t

F
xf 


 

در نقطه 
2


t :مقدار سری فوریه برابر است با 

0

0 1.1
15

52
)

5

1

3

1
1(

04
)

5

2

5
sin

3

2

3
sin

2
(sin

04
)

2
( F

FFF
f 









 

 نقطه تابع دراز طرفی مقدار واقعی 
2


t 0برابرF .است 

 پس درصد خطا برابراست با:

%10100
1.1

0

00 



F

FF
error 

)0,(که در بازه ی  f(t)تابع غیر پریودیک  (9 را در نظر بگیرید. مطلوبست نمایش بسط  تاس دهتعریف ش

 نیم قلمرو و یک چهارم قلمرو این تابع به صورت زوج، فرد و نه زوج ونه فرد.

 

 حل:

با دانستن این مطلب که تابع زوج تقارن نسبت به محور عمودی و تابع فرد تقارن نسبت به مبدا مختصات 

 دارد، داریم:

 رن:بسط نه زوج و نه فرد به صورت غیر متقا

 

 بسط نه زوج و نه فرد به صورت متقارن:
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 بسط نیم قلمرو به صورت زوج و متقارن:

 

 بسط نیم قلمرو به صورت فرد و متقارن:

 

 بسط یک چهارم قلمرو به صورت زوج و متقارن:

 

 بسط یک چهارم قلمرو به صورت فرد و متقارن:

 

( را در زمان های متفاوت x(t))مطلوب است پیدا کردن سری فوریه ای که موقعیت لغزنده  (11

 5rpmبر حسب دقیقه می باشد. همچنین بازوی چرخنده با سرعت ثابت  tتوصیف کند. دقت شود که زمان 

 حرکت می کند. 
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 حل:

 معادله ای که موقعیت لغزنده را در زوایای مختلف توصیف می کند به صورت زیر است:

cosRRx    

rpmNاز طرفی برای  5 :داریم 

tt
t





105

5

12
  

 پس:

min
5

1
0)10cos1()(10cos  ttRtxtRRx   

 با رسم تابع فوق در زمان های مختلف داریم:

 

10

1

5

1
2  LLT  

0

10

1

10

)10sin(
20))10cos(1(

10

1

2
)(

2
)(

1 10

1

00

0 

























 








t
tRdttRdttx

L
dttx

L
a

LL

L

      

R2
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















 




10

1

00

)10cos())10cos(1(

10

1

1
cos)(

2
cos)(

1
dtnttRdt

L

tn
tx

L
dt

L

tn
tx

L
a

LL

L

n 


 

   

















 
10

1

0

)10cos()10cos(10cos20 dtntttnR        

   

















 
10

1

0

)10cos()10cos(

0

10

1

10

10sin
20 dttnt

n

tn
R 




 

   

 
















 
10

1

0

10)1cos(10)1cos(
2

1
020 dttntnR          

    0

0

10

1

1

10)1sin(

0

10

1

)1(

10)1sin(2




























n

tn

n

tnR 


  

جزء دامنه حل مساله  1nدرست است. از آنجایی که  2nیا   1nدقت شود عبارت فوق برای 

 را جداگانه بدست می آوریم. 1aاست پس 

















 



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1
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1 )10cos())10cos(1(
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1

1
cos)(

2
cos)(

1
dtttRdt

L

t
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L

t
tx

L
a

LL

L




 

   
 


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 
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0
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1
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10sin
20)10(cos10cos20

tt
RdtttR






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tR 






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
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
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)20sin(
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1
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
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 بنابراین: در سری فوریه آن برابر صفراست. nbتابعی زوج است پس ضریب tf)(چون تابع 

))10cos(1()10cos()sin()cos(
2
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0

0 tRtRR
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tn
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a

a
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n

nn 
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 را بیابید. Sرا تعیین وبه کمک آن حاصل سری  زیرسری فوریه تابع  (11











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 حل:
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 بنابراین: در سری فوریه آن برابر صفراست. nbتابعی زوج است پس ضریب xf)(چون تابع   
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)12(

8
)sin()cos(

2
)(

1
22

,...5,3,1

0 xn
nL

xn
b

L

xn
a

a
xf

nn

nn 






 









 

 برای حل قسمت دوم از طرفین رابطه بالا انتگرال می گیریم:

))12sin((
)12(

8
)(

1
33

xn
n

dxxf
n












 





















1
32

2

))12sin((
3)12(

8

10

01
)(

n

xn
n

c
xxx

xxx
dxxf 


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است. c=0برابر صفر است. پس  f(x)مقدار انتگرال تابع  x=0از طرفی چون در 

 

 




















1
32

2

))12sin((
3)12(

8

10

01

n

xn
nxxx

xxx



 

از طرفی چون تابع فوق در 
2

1
x پیوسته است، طبق قضیه همگرایی سری فوریه باید مقدار سری فوریه

 در این نقطه به مقدار تابع همگرا شود پس:

....)
5

1

3

1

1

1
(8

4

1
)

2
)12sin((

)12(

8

4

1

2

1
333

1
33




 


n

n
n




 

 پس جواب نهایی برابر است با:

32
......

5

1

3

1

1

1 3

333


S

 

 مطلوب است حل مساله مقدار مرزی زیر به کمک تبدیل فوریه: (12




xeuk
dx

ud x2

2

2

 

)(0ثابت مثبت است. همچنین به عنوان شرط مرزی  kکه در معادله فوق  xu  وقتی کهx. 

 حل:

 ابتدا از تک تک جملات معادله بالا تبدیل فوریه می گیریم:

)(2

2

2

 U
dx

ud
F 









 

  )(UuF  

 
21

12

 


 x
eF 

 با قرار دادن در معادله داریم:

 
21

12
)(

1

12
)()( 22

2

22











 kUUkU  

222

1

1

12
)(

k
U





  

 معادله فوق تبدیل معکوس فوریه می گیریم:حالا برای یافتن جواب از 
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





 de
k

xudeUxu xixi

222

1

1

11
)()(

2

1
)(


 









 

1,
1

1

1

1

121

1

12
)( 2

2222222

















 k

kkk
U


  

 از طرفی می دانیم:

 
21

12

 


 x
eF  

 پس جواب نهایی به فرم زیر است:

1,
1

1

1
)( 2

2















ke

k
e

k
xu

xkx
 

)(0شرط مرزی همچنین واضح است که عبارت فوق به طور اتوماتیک  xu  وقتی کهx  باشد را

 ارضاء می کند.

باشد از xمعادله تغییر مکان یک ستون با سطح مقطع متغیر، در صورتی که شعاع متناسب با  (13

 رابطه:
















0)(

0)(

,02

by

ay

bxayyx 

 

داده شده است که 
0

2

EI

Pb
،P ، بار واردهE 0مدول الاسیسیته وI ممان اینرسی مقطع درbx .است 

جواب کلی تغییر مکان ستون را وقتی -اولا
4

1
 است بیابید.  

 نشان دهید که بار بحرانی برابر است با: -ثانیا































2

2

2

0

)ln(
4

1

a

bb

EI
Pcr


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x

x=a

x=b

p

 

 حل:

 ابتدا معادله زیر را که یک معادله کشی اویلر است را حل می کنیم:
















0)(

0)(

,02

by

ay

bxayyx 

 

 برای حل از تغییر متغیر زیر استفاده می کنیم:

xdx

dz
xzex z 1

ln   

dz

dy

xdx

dz

dz

dy

dx

dy 1
  

2

2

222

2 11
)

1
()(

dz

yd

xdz

dy

xdz

dy

xdx

d

dx

dy

dx

d

dx

yd
  

 دادن در معادله اصلی داریم:با قرار 

0
2

2

 y
dz

dy

dz

yd
  

با فرض 
4

1
 :معادله فوق دارای جوابی به فرم زیر است 









































 zBzAezy

z

)
4

1
(sin)

4

1
(cos)( 2   









































 xDxCxxy ln)

4

1
(sinln)

4

1
(cos)( 2

1

  

 از شرایط مرزی قابل محاسبه اند. C,Dکه ضرایب 
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 حل قسمت دوم:

 با استفاده از شرایط مرزی داریم:

0ln)
4

1
(sinln)

4

1
(cos)( 2

1










































 aDaCaay   

0ln)
4

1
(sinln)

4

1
(cos)( 2

1










































 bDbCbby   

 پس به دستگاه دو معادله دو مجهول زیر می رسیم:

0ln)
4

1
(sinln)

4

1
(cos 









































 aDaC   

0ln)
4

1
(sinln)

4

1
(cos 









































 bDbC   

می دانیم برای آنکه دستگاه دو معادله دو مجهول فوق دارای جواب غیر بدیهی داشته باشد باید دترمینان 

 پس:ضرایب آن مساوی صفر باشد. 

  0lnln)
4

1
(sin0

ln)
4

1
(sinln)

4

1
(cos

ln)
4

1
(sinln)

4

1
(cos












































































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bb
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


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 پس:

4

1

ln

ln
4

1
0ln)

4

1
(sin

2

22














































a

b

n
n

a

b

a

b
n


  

 از طرفی با توجه به صورت مساله داریم:

0

2

EI

Pb


 

همچنین می دانیم بار بحرانی کمترین باری است که به ازای آن کمانش روی می دهد. پس این بار به ازای 

n=1 :روی می دهد. پس داریم 
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









































4

1

ln
4

1

ln

2

2

2

0

2

22

0

2

a

bb

EI
P

a

b

n

EI

pb
cr


 

پوند نمک به صورت محلول  است را  111گالون مخلوط آب نمک که حاوی  211مخزنی حاوی  (14

گالون بر دقیقه   3پوند بر واحد گالون نمک است با دبی   یک هشتم در نظر بگیرید.  مخلوطی که شامل

وارد مخزن می شود. محتویات مخزن به طور پیوسته در حال به هم خوردن است.  همچنین این مخلوط با 

گالون بر دقیقه از مخزن خارج می شود. میزان نمک موجود در مخزن در هر لحظه را محاسبه  3دبی 

 کنید.

 
 حل:

 رخ تغییرات دبی درون مخزن برابر است با تفاضل دبی ورودی و خروجی از مخزن. پس:می دانیم که ن

)
min

3)(
200

)(
()

min
3)(

8

1
()()(

ute

gallons

gallon

poundstQ

ute

gallons

gallon

pounds
outrateinrate

dt

dQ
    

 )(
200

3

8

3
tQ           

 پس:

8

3
)(

200

3
)(  tQtQ     

 

 .که معادله فوق یک معادله خطی مرتبه اول و غیر همگن می باشد

 یادآوری:

 به صورت زیر داشته باشیم: مرتبه اول و غیر همگناگر معادله 

 

)()( xqyxp
dx

dy
  

 این معادله دارای جوابی به فرم زیر است:
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





 



cexqexy
dxxpdxxp )()(

)()(  

 جواب مساله فوق به صورت زیر است:پس 


































 ceecdteecdteetQ
ttttdtdt

200

3

200

3

200

3

200

3

200

3

200

3

25
8

3

8

3
)(  

        
t

ce 200

3

25


  

 را به کمک شرط اولیه محاسبه می کنیم: cحالا ثابت 

7525100)0(  ccQ  

 پس جواب نهایی به فرم زیر است:

t

etQ 200

3

7525)(


  

را دارد. سرعت شناگر  wشناگری را در نظر بگیرید که قصد عبوراز یک رودخانه با پهنای ثابت  (11

در نظر بگیرید. فرض کنید شناگر طوری حرکت کند که همواره  sو سرعت جریان آب رودخانه را  vرا 

به نقطه ی هدف باشد. معادله  در جهت رسیدن 

ی مسیر حرکت  شناگر را پیدا کنید.

 

 

 

 

 

  

 :حل

 با توجه به توضیحات صورت مساله می توان مسیر حرکت شناگر را به صورت زیر رسم کرد:

 

 با توجه به این شکل داریم:

)sin()(),cos()(  vstyvtx   
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 پس داریم:

)sec()tan(
)cos(

)sin(

)(

)(






v

s

v

vs

tx

ty

dx

dy










  

 از طرفی از شکل داریم:

221
)sec(,)tan( yx

xx

y
   

 بنابراین:

222 )(1
1

x

y

v

s

x

y
yx

xv

s

x

y

dx

dy
  

uxyکه یک معادله تفکیک پذیر مرتبه اول می باشد. با استفاده از تغییر متغیر   :داریم 

dx
xv

s
du

u

1

1

1

2



 

 این معادله دارای جوابی به فرم زیر است:

v

s
x

v

s

c kxuueeuucx
v

s
uu



 2
ln

22 11ln1ln  

v

s

v

s

v

s

v

s

v

s

x
k

kxxuukxuxkuukxu
1

2

1

2

1
)(211 2

2
222 



 

uxyاز طرفی   :بود. پس 

v

s

v

s

x
k

kxxy



11 1

2

1

2

1
)(  

 از شرط مرزی تعیین می شود. از روی شکل داریم: kکه ثابت 

 

v

s

v

s

v

s

wkw
k

kwwy 


0
1

2

1

2

1
)(

11

 

 پس جواب نهایی به فرم زیر است:



































v

s

v

s

w

x

w

xw
xy

11

2
)(  

در شکل زیر نمودار موقعیت شناگر در 
v

s
 های مختلف رسم شده است: 
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 زیر:مطلوب است حل معادله  (16

0)(
21

2

222
2222 





  y

x

cna
xcby

x

a
y c

 

 ثابتند. a,n,c,bکه 

 راهنمایی:

و  cbxبا استفاده از تغییر متغیرهای 
ax

xy )(
 .معادله فوق را ساده کنید 

 حل:

 :و استفاده از مشتقات زنجیره ای داریمبا استفاده از تغییر متغیرهای فوق 

dx

d

bc

x

dx

d

d

dx

d

d c


1


 

dx

d

cb

xc

dx

d
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x

d

d cc
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21

2

2

22
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2

2 )1(  



 

y
x

a

dx

dy

xx

y

dx

d
aaa 1

1










 

y
x

aa

dx

dy

x

a

dx

yd

xx

y

dx

d
aaaa 212

2

2

2 )1(21












 

 با قرار دادن عبارت های فوق در معادله اصلی به معادله زیر می رسیم:

0)( 22

2

2
2  









 n

d

d
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 که معادله فوق یک معادله بسل با پایه های جواب زیر است:

)()(  nn BYAJ   

و  cbxبا قرار دادن
ax

xy )(
 :داریم 

)()()( c

n

ac

n

a bxYBxbxJAxxy   

 مطلوب است حل معادله ی زیر با کمک سری های توانی: (17

 0)1( 2  yyxyx   

 که جواب معادله در آن موجود است را تعیین کنید. xهمچنین محدوده ی 

 حل:

نقطه منفرد منظم برای معادله فوق است پس می توانیم جواب معادله را به  x=0با توجه به این که نقطه 

 صورت زیر فرض کنیم:







0n

n

n xay  

 با مشتق گیری از غبارت فوق داریم:







1

1

n

n

n xnay  












 
0

2

2

2 )1)(2()1(
n

n

n

n

n

n xannxanny  

2دقت شود در رابطه دوم بالا از تغییر  nn .استفاده شده است 

 از طرفی داریم:

 












 
01 1

1
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n

n n

n

n

n

n xnaxnaxnaxyx  

 





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 
01 2

222 )1()1()1(
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n n

n

n

n

n xannxannxannxyx  

 ا در معادله جایگذاری می کنیم:رحالا مقادیر بدست آمده 

  0)1)(2()1()1(
0

2

2  






n

nnnn

n annanaannxyyxyx
 

 بنابراین داریم:
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,....3,2,1,0
)1)(2(

)1( 2

2 



 na

nn

n
a nn  

 داریم: n=1برای 

00 13  aa  

 داریم: n=3برای 

0
5

3

5 
a

a  

 برابر صفرند. پس: 1aبنابراین نتیجه می گیریم همه ضرایب فرد به جزء 

,....3,2,1,012  ka k
 

 از طرفی ضرایب زوج هم به صورت زیر نوشته می شوند:
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2
2.1

)1(
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
  

0
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2

2
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)1.()1(
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
    

0
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6
6.5.4.3.2.1
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
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2
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)32......()3.()1.()1(
)1( a
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k
a k

k


  

 از طرفی جواب عمومی به فرم زیر است:

)()()( 2011 xyaxyaxy   

 که در این معادله:









1

2
2222

21
)!2(

)32......()3.()1.()1(
)1(1)(,)(

k

kk x
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k
xyxxy

 

 قسمت دوم:

xxy )(1 به ازای همه مقادیرx  موجود است و)(2 xy  به ازای مقادیری ازx  موجود است که سری فوق

 همگرا باشد. پس:



32 
 

1

)
2

2
1)(

2

1
1(

)
2

1
1(
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11بنابراین سری فوق در بازه   x .همگرا است. که در این محدوده جواب معادله نیز موجود می باشد 

 را به کار برده و جواب معادله زیر را بیابید: variation of parametersروش  (18

)ln3tan(92 xyyxyx   

 حل:

 یادآوری:

 نظر بگیرید:معادله زیر را در 

)()()( xfyxqyxpy  

),()(اگر  12 xyxy :دو پایه جواب عمومی از معادله فوق باشند. جواب خصوصی معادله به فرم زیر است 

2211 yvyvy p   

 که در این معادله:

 dx
W

fy
xv 2

1 )(  

 dx
W

fy
xv 1

2 )(  

 رونسکین پایه های جواب نام دارد و از رابطه ی زیر قابل محاسبه است: Wکه 

2121

21

21
yyyy

yy

yy
W 


  

 حالا مساله را حل می کنیم:

 حل معادله همگن:

092  yyxyx  

 معادله فوق یک معادله کشی اویر است که دارای پایه های جواب به فرم زیر است:

))ln(3cos()(1 xxy      

))ln(3sin()(2 xxy    

 پس:
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 
x

xx
x

W
3

))ln(3(sin))ln(3(cos
3 22   

  duuu
x

dx
xxdx

W

fy
xv )tan()sin(

9

1
))ln(3tan())ln(3sin(

3

1
)( 2

1  

             )sin()tan()sec(ln
9

1
)cos()sec(

9

1

cos

cos1

9

1 2

uuuduuudu
u

u



   

  duuduuu
x

dx
xxdx

W

fy
xv )sin(

9

1
)tan()cos(

9

1
))ln(3tan())ln(3cos(

3

1
)( 1

2  

          )cos(
9

1
u  

ln(3(که در معادله های فوق  xu  .می باشد 

 پس جواب خصوصی به فرم زیر است:

)tan()sec(ln)
9

1
()sin()cos( 212211 uuuvuvyvyvy p   

 جواب کل هم به صورت زیر است:

)ln(3,)tan()sec(ln)
9

1
()sin()cos( 21 xuuuucucyyy ph   

در این تمرین کاربرد تبدیل لاپلاس در حل یک معادله معمولی بیان می شود. در این مثال طراحی  (19

یک پراژکتور برای حرکت عکس ها و تصاویر بررسی می شود. برای شروع باید اطمینان داشته باشیم 

. می خواهیم وسیله ای فیلم عبوری از چشم الکتریکی به صورت ذاتی ثابت باقی می ماندکه سرعت 

 طراحی کنیم که نوسانات یا سر و صدای حرکت عکس در پراژکتور را دمپ کند.

 شکل زیر یک دیاگرامی از یک پراژکتور را نمایش می دهد: 

 

تور را نشان می دهد و تصویر سمت که تصویر سمت چپ شماتیک اسکن نور در یک تصویر متحرک پراژک

( با جابجایی کوچک  hallow dramهد از یک هالو درام ) یک فیلم گردان را نشان می دهد. هدراست درون 

 وجود دارد. 2Jتشکیل شده است که درون آن یک فلای ویل داخلی هم مرکز با جابجایی اینرسی  1Jاینرسی 
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12که همیشه  JJ   .فلایویل داخلی روی توپی می باشد. فضای درون فیلم گردان از روغن پر شده است

چرخدنده های گردان می چرخد. کوپل بین فلایویا و چرخدنده های گردان اصطکاکی را در سیال و ههچنین 

م زمانی گردش حلقه های فیلم بین هد و قرقره ها نیروی ذخیره شده ای را برای سیستتوپی ها ایجاد می کند. 

 که فیلم با سرعت از سیستم عبور می کند، فراهم می کند.

 از شکل فوق معادله دینامیکی حاکم بر هد فیلم و فلایویل داخلی به صورت زیر است:

میزان جابجایی هد فیلم برابر است با پیچش اصطکاکی که بدنه خارجی فیلم از فلایویل دریافت می  (1

 کند.

است با منفی پیچش اصطکاکی که بدنه خارجی فیلم از فلایویل  میزان جابجایی فلایویل برابر (2

 دریافت می کند.

یعنی برابراست  با فرض اینکه پیچش اصطکاکی در دو فلایویل به علت تفاوت در سرعت زاویه ای آنها باشد.

 با:

)( 12   Btorquefrictional  

به ترتیب انحراف های هد گردان و فلایویل از سرعت  2و  1مقاومت اصطکاکی و  Bکه در این معادله 

، نسبت قطر دندانه های پیچاپیچ به قطر هد گردان باشد rهای زاویه ای عمودی متناظرشان می باشند. اگر 

 پیچش به علت حرکت فیلم از رابطه ی زیر قابل محاسبه است:

 

t

drKtorque
0

10 )(     

انحراف دندانه های پیچاپیچ از  0( و Rotational Stiffnessسختی چرخشی ) Kکه در این معادله  

مربوط به سرعت زاویه ای است که فیلن  0rسرعت زاویه ای عمودی متناظر می باشند. همچنین عبارت 

با آن از پراژکتور عبور می کند زیرا دندانه های پیچاپیچ دارای مکانیسمی هستند که فیلم را می کشند. معادله 

 های حاکم بر این سیستم مکانیکی به صورت زیر است:

)()( 12

0

10
1

1 


  BdrK
dt

d
J

t

 

)( 12
2

2 


 B
dt

d
J  

) انحراف دندانه های پیچاپیچ از سرعت زاویه ای عمودی متناظر(، پالسی ازیک دامنه 0 فرض شود که

فیلم در برخورد با هد هیچ گونه لغزشی نداشته باشد و همچنین  ثانیه باشد و 1115نوسان واحد با مد ت زمان 

 شرایط اولیه نیز به فرم زیر باشد:

0)0()0( 21     

 همچنین:

radianpercmdyneJ 24

1 sec1084.1   
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radianpercmdyneJ 24

2 sec1043.8   

radianpercmdyneB sec104.12 4  

radianpercmdyneK 26 sec1089.2   

578.0r  

 معادلات کوپل شده فوق را به کمک تبدیل لاپلاس حل کنید؟

 حل:

 با تبدیل لاپلاس گیری از دو معادله داریم:









 
t

drKLs
s
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sBs

s
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BsJ

0

00211 )()()()()(   

0)()()( 221  sBsJsB  

 با حل معادله های فوق داریم:
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1

)()(
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bsbsbs

sas

J

rK
s




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 که در معادله فوق:

20.8
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,157,231,47.1,8.90
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1
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)(1 s  58.11دارای سه قطب ساده s ،is 6.1132.32   وis 6.1132.32  .است 

می توانیم آن را به صورت ثانیه است پس  1115،پالسی ازیک دامنه نوسان واحد با مد ت زمان 0چون 

 تفاوت دو تابع پله ای هویساید به صورت زیر در نظر بگیریم:

)15.0()()(0  tHtHt  

 با تبدیل لاپلاس گیری از عبارت فوق داریم:

se
ss
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 بنابراین:

)1(
))()((

)(
)( 15.0

321

0

1

1

se
sssssss

as

J

rK
s 




  



36 
 

 با تبدیل لاپلاس گیری معکوس از رابطه فوق داریم:

tststs
eKeKeKKt 321
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 که در این معادله:
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با فرض 
2

)cos(
itit ee

t


 :جواب نهایی به صورت زیر است ، 

)1656.11cos(652.0046.0578.0)( 032.358.1

1   teet tt  

  )15.0()165)15.0(6.11cos(652.0046.0578.0 0)15.0(32.3)15.0(58.1   tHtee tt  

1)(شکل زیر نمودار  t  در زمان های مختلف را نشان می دهد که از این نمودار نتیجه می شود که در این

 پراژکتور نوسانات یا سر و صدای حرکت عکس در پراژکتور با گذشت زمان دمپ می شود.

t

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0


1
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ه آن نیروی زیر متصل شده است وب kرا در نظر بگیرید که به انتهای یک فنر با سختی  mجرم  (21

 وارد می شود:
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 معادله دینامیکی حاکم بر این سیستم به صورت زیر است:
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که در این معادله 
m

k
2 .فرض کنید در لحظه آغاز سیستم در حالت سکون قرار داشته باشد.   می باشد

 مطلوب است یافتن جابجایی سیستم )برای حل معادله از تبدیل لاپلاس استفاده کنید(.

 حل:

 ابتدا از طرفین معادله تبدیل لاپلاس می گیریم:
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 با تبدیل معکوس لاپلاس گرفتن از عبارت فوق داریم:
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 جواب فوق شامل دو بخش است:

 قسمت اکسپتانسیلی که قسمت گذرای جواب است. (1

 قسمت سینوسی که قسمت غیر گذرای جواب است. (2
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رسم شده است همانطور که از شکل واضح است با  2,1,1.0Tدر شکل های زیر جابجایی سیستم در 

 افزایش فرکانس جابجایی کاهش می یابد:
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 مطلوب است محاسبه انتگرال زیر: (21

 







0
cos2

d
 

 حل:
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dzانتگرال مختلط 2 )2
iz

e

z

z

  2 3
 را محاسبه نمایید؟
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 ( نشان دهید:23

,.....2,1,0,

2
sinh

2

1
sinh

2cotcosh 











 n

n

izdzz
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دایره مثبت جهت دار که در آن 
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 ( انتگرال زیر را محاسبه کنید:22
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