
  مقدمه
تعداد دروسی که در کنکور کارشناسی ارشد از آنها رشته مهندسی مکانیک در   ها، در مقایسه با سایر رشته 

 که روابط ریاضی و تجربی فراوانی  می باشدنحويه  ب نیز و ماهیت دروساستسئوالات تستی مطرح می شود زیاد 
هدف از . دنان این روابط به سادگی فراموش گردهمین ویژگی سبب می شود که با مرور زم. دندر آن بکار می رو

که در زمان نزدیک به کنکور کارشناسی ارشد که امکان دوره کامل دروس و روابط  ست اارائه این چکیده آن
 ،این چکیدهمرور  کم باقیمانده وجود ندارد با بازه زمانی در  کتاب و جزوات کامل مطالعهوهمچنین امکان آنها 

 تعدادي تست نیز گنجانده شده که ،براي کمک به این مهم.  در ذهن تداعی گردد به سرعتروابط فراموش شده
 آمادگی و سرعت عمل مورد نیاز براي شرکت در کنکور کارشناسی پس از یادآوري نکات و روابط این دروس

  .ارشد فراهم آید
 
    با آزروي موفقیت

  



  
در جدول ذیل دروس به سرفصلهاي مهم آن طبقه بندي شده و مشخص شده است که در هر سال از هر مبحث چند تست 

  .سوال شده است و دانشجوي محترم می تواند زمان باقیمانده تا کنکور را با توجه به اهمیت مباحث مدیریت نماید
 

دینامیک      : رشته مکانیک          درس  
١٣٨٩ ١٣٨٨ ١٣٨٧ ١٣٨٦ ١٣٨٥ 

تعداد  مبحث رديف
 تست 

تعداد 
 تست 

تعداد 
 تست 

تعداد 
 تست 

تعداد 
 تست 

 ٥مجموع در 
 سال

نسبت از 
 کل

الخط حرکت مستقیم 1  1 0 0 0 0 1 3% 

2 
الخط در  حرکت منحنی
 %9 3 1 0 0 1 1 صفحه

3 
قانون دوم نیوتن و قانون 

 %12 4 1 1 1 1 0 اویلر

4 

هاي چرخان و  دستگاه
عت و شتاب نسبی و سر

 مفهوم شتاب کریولیس
3 1 0 1 0 5 15% 

 %30 10 2 2 2 2 2 کار و انرژي 5

 %15 5 0 1 1 3 0 ضربه و اندازه حرکت 6

 %6 2 0 0 1 0 1 سینماتیک اجسام صلب 7

 %9 3 1 0 0 1 1 سینتیک اجسام صلب 8

 %100 33 5 5 5 9 9 جمع
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   ذرات ديناميك
  :اند در اين حركت روابط زير صادق. كند است حركت ميركه در آن ذره بر روي يك خط  حركتي :الخط حركت مستقيم

  2 1
av

2 1

s ssv
t t t

−∆
= =

∆ −
  )سرعت متوسط ذره (

  dsv s
dt

= =) اي سرعت لحظه(  

  2 1
av

2 1

v vva
t t t

−∆
= =

∆ −
  ) شتاب متوسط (

  
2

2
dv d sa v s
dt dt

= = = =) اي شتاب لحظه(  

 2v و 1vدر ضمن . شندبا  مي2t و 1tهاي  در زمان به ترتيب مكان ذره 2s و t ، 1s مكان ذره در زمان دلخواه s در روابط بالا
  . باشند  مي2t و 1tهاي  اي ذره در زمان لحظههاي  سرعت

  هندسي سرعت و شتاب تعابير 
  . باشد زمان مي سرعت متوسط بين اين دو لحظه 2t و 1tشيب خط قاطع بر منحني مكان ـ زمان بين دو زمان ) الف
  اي در آن لحظه شيب خط مماس بر منحني مكان ـ زمان در هر لحظه برابر است با سرعت لحظه) ب
  . باشد  شتاب متوسط بين اين دو لحظه زمان مي2t و 1tمنحني سرعت ـ زمان بين دو زمان  بر قاطعشيب خط ) ج
  اي در آن لحظه شيب خط مماس بر منحني سرعت ـ زمان در هر لحظه برابر است با شتاب لحظه) د

  اين دو لحظه زمانجايي ذره بين  ر است با جابه براب2t و 1tسطح زير منحني سرعت ـ زمان بين دو زمان ) هـ
)اي ذره  برابر است با تغييرات سرعت لحظه 2t و 1t زمان دو زمان بينسطح زير منحني شتاب ـ ) و )v∆بين اين دو لحظه زمان   
اي در اين دو مكان   برابر است با نصف تفاضل مجذور سرعت لحظه2s و 1sان بين دو مكان سطح زير منحني شتاب ـ مك) ز

2 2
2 1v v

Area
2

 −
=  

 
   

  . كند  مي حركتOو مركز  Rحركت است كه در آن ذره بر روي يك مسير دايروي به شعاع ثابت :  دايرويحركت ذره در مسير
  : روابط حاكم بر اين حركت عبارتند از

  2 1
av t t

θ − θ∆θ
ω = =

∆ ∆
  )اي متوسط سرعت زاويه (

  d
dt
θ

ω = θ =) اي اي لحظه سرعت زاويه (  

  2 1
av t t

ω − ω∆ω
α = =

∆ ∆
  )اي متوسط شتاب زاويه (

  
2

2
d d
dt dt
ω θ

α = ω = θ = =) اي اي لحظه شتاب زاويه(  

  v R R= θ = ω )اي سرعت خطي لحظه(  
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براي حركت ذره بر روي خط راست براي حركت ذره در مسير دايروي نيز صادق است با اين به عنوان تعابير هندسي تمامي نكات ارائه شده 
 و ωاي  هاي زاويه  و شتابها با سرعتبه ترتيب  a و vهاي خطي  شتاب و ها  و سرعتθ اي جايي زاويه با جابه sجايي خطي  تفاوت كه جابه

αگردند  جايگزين مي .  
جايي  و جابهبت باشد و اين تابعيت معلوم باشد و روابط سرعت اتواند شتاب تابعي از زمان، مكان، سرعت و يا ث در مسائل مختلف مي

  . شود در اين صورت به صورت زير عمل مي. رحسب زمان خواسته شودب

a )الف cons tan t=    
0

v t

0
v 0

dva dv adt dv a dt v v at
dt

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = +∫ ∫  

  ( )
o

s t
2

0 0 0
s 0

ds 1v ds vdt ds v at dt s s v t at
dt 2

= ⇒ = ⇒ = + ⇒ = + +∫ ∫  

)) ب )a f t=  ( ) ( ) ( ) ( )
0

v t

0
v 0

dva f t dv f t dt g t v v g t
dt

= = ⇒ = = ⇒ = +∫ ∫  

  ( )( )
0

s t

0
s 0

dsv ds vdt ds v g t dt
dt

= ⇒ = ⇒ = +∫ ∫  

)) ج )a f v=  

)  : روش اول ) ( ) ( )
0

v t

v 0

dv dv dva f v dt dt t
dt f v f v

= = ⇒ = ⇒ = =∫ ∫  

  . آيد سرعت تابعي از زمان به دست مي

  
0

s t

s 0

dsv ds vdt ds vdt
dt

= ⇒ = ⇒ =∫ ∫  

)  : روش دوم ) ( )
0 0

v s

0
v s

vdvvdv ads f v ds ds s s
f v

= = ⇒ = = −∫ ∫  

  . آيد  سرعت تابعي از مكان به دست مي

  
0

t s

0 s

ds ds dsv dt dt
dt v v

= ⇒ = ⇒ =∫ ∫  

)) د )a f s=  ( ) ( )
0 0

v s

v s
vdv ads f s ds vdv f s ds= = ⇒ =∫ ∫  

  . آيد سرعت تابعي از مكان به دست مي

  
0

t s

0 s

ds ds dsv dt dt
dt v v

= ⇒ = ⇒ =∫ ∫  

vگذاري  از چندين متغير باشد مثلاً تابعي از زمان و مكان باشد بهتر است با جايتابعي اگر شتاب به طور هم زمان )   ه s=  و a v s= =  
  . معادله ديفرانسيل تشكيل و مسئله حل شوديك 



  دینامیک

 

٣  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  الخط در صفحه و فضا حركت منحني
  .توان با انتخاب دستگاه مختصات مناسب بررسي نمود حركت ذره بر روي مسير منحني در صفحه يا فضا را مي

  : گيرد عبارتند از هاي مختصاتي كه معمولاً مورد استفاده قرار مي دستگاه
  ارتيدستگاه مختصات دك) الف
  دستگاه مختصات قائم و مماسي ) ب
  اي دستگاه مختصات استوانه) ج
  كرويدستگاه مختصات ) د

  . بايستي مورد توجه قرار گيرد نكات زير در بررسي حركت ذره بر روي مسير منحني مي
  . باشد  مي(Hodograph)ـ بردار سرعت همواره مماس بر مسير و بردار شتاب مماس بر منحني شتابنما ۱

ˆ نسبت به زمان در هر دستگاه مختصات از رابطه λ̂كه يي ر مشتق برداـ۲ ˆλ = ω× λ
  كه در آن ω

اي است  بردار سرعت زاويه .  
  . باشد ماني تغيير اندازه سرعت و شتاب قائم ناشي از تغيير جهت سرعت مي نرخ زtaمماسي  شتاب يقائم و مماسـ در دستگاه مختصات ۳
rدر اين صورت (اي  مختصات استوانهتوان با هر دو دستگاه  ـ حركت ذره بر روي سطح مخروطي را مي۴ z tan= βباشد كه در آن   ميβ 

در اين صورت ( دستگاه مختصات كروي يا) نصف زاويه رأس مخروط است
2
π

ϕ = − β (بررسي نمود .  

  . هاي مختصات مختلف در جدول زير خلاصه شده است روابط مربوط به دستگاه

تواند با توجه به اشكال زير به  اي و كروي مي حاصل ضرب خارجي بردارهاي يكه هر سه دستگاه مختصات دكارتي، استوانه  : نكته
ترين مسير روي دايره طي شود در  د حاصل ضرب خارجي هر دو بردار يكه اگر از بردار اول به سمت بردار دوم كوتاهدست آين

 . باشد جهت فلش برابر بردار يكه سوم و در خلاف جهت فلش برابر منفي بردار سوم مي
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 بندي  جمع

  دستگاه مختصات كروي
دستگاه مختصات 

در (اي  استوانه
  )حالت خاص قطبي

دستگاه 
مختصات قائم و 

  مماسي

دستگاه 
مختصات 

  دكارتي
  

ˆˆ ˆR , ,θ ϕ  
ˆˆr̂ , , kθ  

r , , zθ  
ˆn̂ , t  

,ρ θ  

ˆ ˆ ˆi , j , k  
x , y , z  

  يكه و مختصاتبردارهاي 

( ) ˆˆ ˆR cos= θ ϕ θ + ϕϕ    

( ) ( )ˆ ˆ ˆcos R sinθ = − θ ϕ + θ ϕ ϕ    
( ) ˆˆˆ R sinϕ = −ϕ − θ ϕ θ   

ˆr̂ = θθ   
ˆ rθ = −θ   
k̂ 0=

  

ˆn̂ t= −θ   
ˆ ˆt n= θ  

î 0=
  

ĵ 0=
  

k̂ 0=
  

  مشتقات بردارهاي يكه

RV R=   
( )V R cos rθ = ϕ θ = θ   
v Rϕ = ϕ  

rv r=   
v rθ = θ  

zv z=   
tv = ρθ  

xv x=   
yv y=   

zv z=   
  هاي سرعت مولفه

Ra ...=  
a ...θ =  
a ...ϕ =  

2
ra r r= − θ  

a r 2rθ = θ + θ   
za z=   

2
t

n
v

a =
ρ

  

t ta v=   

xa x=   
ya y=   

za z=   
  هاي شتاب مولفه

ˆ ˆkω = θ − ϕθ
    k̂ω = θ

   k̂ω = θ
   -  اي بردارهاي سرعت زاويه  

مطابق شكل مقابل حركت پرتابه را : حركت پرتابه
نخست حركت . توان به دو حركت تفكيك نمود مي

 كه يك حركت با سرعت ثابت xسايه آن روي محور 
x 0x 0v v x cos= = θتوان حركت   است و سپس مي

ط آزاد با سرعت سايه عمودي آن كه يك حركت سقو
oyاوليه  0v v sin= θ و شتاب جاذبه g−راباشد  مي  

    در نظر گرفت بنابراين
  0 0x v cos x= θ +  

  ( )2
0 0 y 0

1y gt v sin t y v y gt v sin
2

= − θ + ⇒ = = − + θ  

  . آيد  مي كه يك سهمي است به دستو معادله بالا معادله مسير پرتابه بين دtبا حذف زمان 

  ( ) 2
0 02 2

0

gy x x R R tan y 0
2v cos

−
= − + θ + =

θ
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yزمان رسيدن به اوج از رابطه  0v gt v sin 0= − + θ   آيد لذا ارتفاع اوج برابر است با   به دست مي=

  
2 2
0v sin

h
2g

θ
=  

)  : شعاع انحناي مسير در ارتفاع اوج عبارت است از )2 2 22
0 0

n
v cos v cosvg a

g
θ θ

= = = ⇒ ρ =
ρ ρ

  

  هاي چرخان هاي نسبي و دستگاه  شتابها و رابطه سرعت
دستگاه .  ثابت استOXYZمطابق شكل دستگاه مختصات 

به يك جسم صلب متصل است و با بردار سرعت  Bxyzمختصات 
ωاي  زاويه

طه روابط سرعت و شتاب مطلق  نق. نمايد  دوران ميA از 
ديد ناظر واقع در مبدا دستگاه ساكن برحسب سرعت و شتاب 

 و متصل به دستگاه چرخان Bهمين نقطه از ديد ناظر واقع در نقطه 
Cدر اين روابط مؤلفه شتاب . در ذيل آمده است Rela 2 V= ω×

  
  . شود مؤلفه شتاب كريوليس ناميده مي

  
  بندي جمع

  A B A / B A / B Rel A / Bv v v , v v r= + = + ω×
       

  ( )A B A / B A / B Rel A / B A / B Rela a a , a a r r 2 V= + = + ω× + ω× ω× + ω×
            

  A / B
ˆ ˆ ˆr xi yj zk= + +

  
  Rel

ˆ ˆ ˆv xi yj zk= + +
     

  Rel
ˆ ˆ ˆa xi yj zk= + +

     

A را به صورت B و A  اختلاف سرعت دو نقطه Oناظر واقع در نقطه   : نكته / Bv و ناظر واقع در نقطه B و چسبيده به دستگاه 
نمايد و از ديد دو ناظر اين اختلاف سرعت يكسان   احساس ميRelv اختلاف سرعت اين دو نقطه را به صورت Bxyzات مختص

 از ديد دو ناظر مذكور Bو  Aهمين مطلب در مورد اختلاف شتاب دو نقطه .  چرخان نباشدBxyzباشد مگر اين كه دستگاه  نمي
 . نيز صادق است

ها مطرح بوده   و سرعت و شتاب نسبي آنB و Aهايي از حركت دو خودروي  هاي اخير كنكور كارشناسي ارشد مثال هاي سال در تست
منحني حركت ها عموماً يكي از خودروها بر روي خط راست و ديگري بر روي مسير  نكته حائز اهميت آن است كه در اين مثال. است
در اين صورت ) Bمثلاً خودروي (كند  بنابراين اگر دستگاه مختصات بر روي خودرويي باشد كه بر روي مسير منحني حركت مي. نمايد مي

A  با به ترتيبRela و Relvسرعت و شتاب خودروي ديگر از ديد اين خودرو يعني  / Bv و A / Ba چرا كه دستگاه . د بودنخواهن برابر
  . باشد ر منحني چرخان مييمختصات متصل به خودروي واقع بر مس
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  مفهوم شتاب كريوليس 
)براي نشان دادن مفهوم شتاب كريوليس دو زوج نقطه  )2 2B ,A و ( )3 2A ,A2زوج نقطه . شوند  با هم مقايسه ميA 2 وB هر دو بر 

2اع  و شع2Aاي به مركز  دايره 2A نسبت به 2B صلب قرار دارند و مسير نقطه مروي يك جس 2A B2باشد نقطه  ميB  2نسبت بهA 

2داراي شتاب عمودي  2

2 2

2
B / An 2

2 2 2B / A
2 2

v
a A B

A B
= = ω يو شتاب مماس ( )

2 22 2

t
B / A 2 2 2 2 2 2B / Aa v A B A B= = ω = α است لذا مطابق 

  . شود هاي نسبي نتيجه مي رابطه شتاب

  
  

  
2 2 2 2 2 2 22 2B A A Rel 2 B / A 2 2 B / A 2 RelB / Aa a a a a r r 2 v= + = + + ω × + ω × ω × + ω ×

           

Rel روي يك جسم صلب قرار دارند لذا 2A و 2Bچون دو نقطه  Re lv a 0= =
 و بنابراين 

2 22 2

n
2 2 B / AB / Aa r= ω × ω ×

     و

2 22 2

t
2 B / AB / Aa r= ω ×

  .  

)زوج نقطه  )2 3A ,A كدام بر روي جسم صلب متفاوت قرار دارند و نسبت به هم داراي سرعت نسبي  هر
3 2A / Av كه مماس بر ديواره 

  . شود هاي نسبي نتيجه مي مطابق رابطه شتاب. باشند شيار است مي
  

3 2 3 2 3 2A A Rel 2 A / A 2 2 A / A 2 Rela a a r r 2 v= + + ω × + ω × ω × + ω ×
           

لذا .  منطبق است2A بر 3Aچون نقطه 
3 2A / Ar 0=

و بنابراين  :  
  

3 2A A Rel 2 Re la a a 2 v= + + ω ×
      

2Aمتصل به دستگاه (بيده به جسم صلب  و چس2Aناظر واقع در نقطه  xy ( 3نقطهAكند كه با سرعت   را مشاهده مي بر روي لغزنده

3 2A / Av3اين ناظر براي نقطه . شود  يا نزديك مير از خودش دوA نسبت به خودش ( )2A 3 شتاب نرمال 2

3 2

2
A / An

A / A

v
a =

ρ
 ρ كه 

 يباشد و شتاب مماس شيار ميشعاع انحناي 
3 23 2

t
A / AA / Aa v= در حقيقت چون شيار منحني شكل است سرعت . نمايد  را مشاهده مي

3 2A / Avگاه شتاب مماسي  اگر لغزنده با سرعت متغير داخل شيار حركت كند آن. آورد  را به وجود مي
3 2

t
A / Aaمجموع . آورد  مي به وجود

دو شتاب 
3 2

n
A / Aa و 

3 2

t
A / Aa شتاب Relaسرعت ،اگر جسم شياردار دوران نمايد.  خواهد بود 

3 2A / Av دوران نموده و تغيير جهت 
  . نمايد شتابي را به نام مؤلفه شتاب كريوليس ايجاد ميتغيير جهت اين سرعت در اثر دوران ترم . دهد مي
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)دو نقطه واقع بر يك جسم صلب   : نكته )2 2A ,Bشوند لذا در راستاي خط واصل بين اين دو نقطه   نسبت به هم دور و نزديك نمي
 كه بر روي دو جسم صلب 2A و 3Aاما دو نقطه . سرعت نسبي وجود ندارد و شتاب كريوليس براي اين دو نقطه وجود ندارد

متفاوت قرار دارند نسبت به هم داراي شتاب كريوليس هستند كه از دوران سرعت 
3 2A / AV به وجود 2 در اثر دوران جسم 

 . آيد مي

 از يك B و Aهاي خطي دو نقطه  اگر مطابق شكل سرعت  : نكته
 جسم صلب معلوم باشند داريم 

A Bv v=  

B A
AB

v v
AB

⊥ ⊥
−

ω =  

  
  . شود  از يك جسم صلب معلوم باشند نتيجه مي B و Aهاي خطي دو نقطه  به طور مشابه اگر شتاب

  B A
AB

a a
AB

⊥ ⊥
−

α =  

  B A2
AB

a a
AB
−

ω =  

  هاي مختصات مختلف  قوانين نيوتن در دستگاه

  دستگاه مختصات دكارتي ) الف
  x xF ma mx= =   
  yF may my= =   
  z zF ma mz= =   

  اي  دستگاه مختصات استوانه) ب
  ( )2

r rF ma m r r= = − θ  

  ( )F ma m 2r rθ θ= = θ + θ   
  z zF ma mz= =   
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  دستگاه مختصات قائم و مماسي ) ج

  
2

n n
vF ma m= =
ρ

  

  t tF ma mv= =   

  كار و انرژي
Fكار انجام شده توسط نيروي 

اي به جرم   كه به ذرهmآيد يشود از رابطه زير به دست م  اعمال مي .  

  
2 2 2

1 1 1

2 x y z

12 x y z
1 x y z

W F.dr F dx F dy F dz= = + +∫ ∫ ∫ ∫
   

Fهاي نيروي   مولفهzF و xF ، yFكه در آن 
هستند .  

  كار نيروي فنر 

  ) ) 2 2
s e e 2 12 1

1 1W V V kx kx
2 2

  = − − = − −    
  

2كه در آن 
e

1V kx
2

  . باشد  تابع پتانسيل فنر مي=

  كار نيروي وزن 
  ) ) ( )g g g 2 12 1

W V V mgy mgy = − − = − −
 

  

gVكه در آن  mgy=باشد  تابع پتانسيل ثقلي مي .  

  كار نيروي گرانش 

  ( )
2 2

0 0
2 1

2 1

mg R mg R
W V V

r r

    − −
 = − − = − −           

  

كه در آن 
2

0mg R
V

r
−

 فاصله از مركز rو  شعاع كره زمين R شتاب جاذبه در نزديكي سطح زمين، 0gپتانسيل گرانشي است و تابع  =

  . باشد زمين مي
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  انواع نيروها
 مانند نيروي وزن، نيروي فنر، نيروي ،ها به مسير حركت بستگي ندارد نيروهايي هستند كه كار آن: ائي يا پايستارقنيروهاي اب) الف

  . هاي ثابت مولفهگرانش، نيرو با 
F    نوشت يعني(V)توان به صورت منفي گراديان يك تابع اسكالر به نام تابع پتانسيل  اين نيروها را مي V= −∇

   
F   شرط لازم و كافي براي آنكه يك نيرو پايستار باشد آن است كه كرل آن نيرو صفر باشد يعني cur F 0∇× = =

  
  

  . هاي ثابت همواره پايستار است هاي ثابت همواره كرل نيرو صفر است لذا نيرو با مولفه و با مولفهدر نير
كار نيروهاي وزن، فنر و گرانش به مسير بستگي نداشت چرا كه همانطور كه در روابط مربوط به كار مشاهده شد كار به مقدار تابع پتانسيل 

  .  مقدار آن در طول مسير لذا اين نيروها پاستار هستنددر ابتدا و انتهاي مسير بستگي دارد نه به
  ها به مسير حركت بستگي دارد مانند نيروي اصطكاك   نيروهايي هستند كه كار آن:ب ـ نيروهاي غير ابقائي يا ناپايستار

W    كار انجام شده توسط نيروهاي خارجي برابر است با تغييرات انرژي جبنشي يعني:قضيه كار و انرژي T= ∆  

)  . شود تري نير ارائه مي قضيه كار و انرژي در شكل كاربردي )n.c.W E T V= ∆ = ∆ +   
  . باشد هاي جنبشي و پتانسيل مي  انرژي مكانيكي يا مجموع انرژيE كار انجام شده توسط نيروهاي ناپايستار و n.c.Wكه در آن 

  اي  خطي و زاويهاندازه حركت 
  . باشد اي مطابق جدول زير مي روابط  اندازه حركت خطي و زاويه

  
0Hاي  اندازه حركت زاويه r G= ×

   
Angular momentum 

G  خطياندازه حركت mv=
   

Linear momentum 
o

o o
dH

M H
dt

= =


  گشتاور حول O dGF G

dt
= =

 نيرو   

اي  ضربه زاويه
2

1

t

o o
t

M dt H= ∆∫
   

Angular impulse 

ضربه خطي 
2

1

t

t
Fdt G= ∆∫

  

Linear impulse 

  قوانين بقا
ماند به  مي اگر كار نيروهاي غيرپايستار صفر باشد، تغييرات انرژي مكانيكي صفر بوده و انرژي مكانيكي ثابت :قانون بقاي انرژي) الف

  . عبارت ديگر انرژي مكانيكي بقا خواهد داشت
 اگر مجموع نيروهاي خارجي در يك راستاي ثابت صفر باشد بقاي اندازه حركت خطي در آن :قانون بقاي اندازه حركت خطي) ب

  . راستا برقرار است
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 بر يك ذره حول يك نقطه ثابت صفر باشد اگر مجموع گشتاورهاي نيروهاي خارجي وارد: اي قانون بقاي اندازه حركت زاويه) ج

  . اي حول آن نقطه بقا خواهد داشت اي حول آن نقطه صفر بوده و يا اندازه حركت زاويه تغييرات اندازه حركت زاويه

  برخورد ذرات 
 2v و 1vهاي   مطابق شكل با سرعت2m و 1mدو جرم 

كنند و پس از برخورد  كنند و با يكديگر برخورد مي حركت مي
  . شوند  از هم دوري مي′2v و ′1vهاي  با سرعت

  
 و ′1vهاي بعد از برخورد   معلوم هستند و اندازه سرعت2θ و 1θ و راستاهاي قبل از برخورد 2v و 1vهاي قبل از برخورد  اندازه سرعت

2v′ 1 و راستاهاي بعد از برخورد′θ 2 و′θكه . شود براي به دست آرودن اين مجهولات مجموعاً چهار معادله تشكيل مي.  مجهول هستند
  : عبارتند از

)۱ (  1 1 1 1v cos v cos′ ′θ = θ  
)۲ (  2 2 2 2v cos v cos′ ′θ = θ  
)۳ (  1 1 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1m v sin m v sin m v sin m v sin′ ′ ′ ′− θ + θ = − θ + θ  

1)ضريب بازگشت يا برخورد(  ) ۴( 1 2 2

1 1 2 2

v sin v sin
e

v sin v sin
′ ′ ′ ′θ + θ

=
θ + θ

  

  بندي  جمع
 و براي هر جرم بطور جداگانه دو معادله در راستاي عمود بر ضربه. شود در مسايل برخورد ذرات در حالت كلي چهار معادله نوشته مي

  : معادله عبارتند ازدو  كه اين شود نوشته مي
  . كند عمود بر ضربه تغيير نميمؤلفه سرعت جرم اول در راستاي ) ۱
  . كند مؤلفه سرعت جرم دوم در راستاي عمود بر ضربه تغيير نمي) ۲

  : شوند عبارتند از  نوشته مي و براي مجموعه دو جرمو دو معادله ديگر كه در راستاي ضربه
هاي خطي مجموعه دو جرم در راستاي  ركتمجموع اندازه ح(قانون بقاي اندازه حركت مجموعه دو جرم برخورد كننده در راستاي ضربه ) ۳

  ). هاي خطي مجموعه دو جرم در راستاي ضربه بعد از برخورد برابر است حركتضربه قبل از برخورد با مجموع اندازه 
ل بعد از برخورد به سرعت نسبي دو جرم در راستاي ضربه قبضريب بازگشت برابر است با نسبت سرعت نسبي دو جرم در راستاي ضربه ) ۴

  . از برخورد
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  . يابد در حالت خاص اگر جرم دوم يك جرم وزين ساكن باشد، اين چهار معادله به دو معادله زير كاهش مي
1  . كند مولفه سرعت جرم متحرك در راستاي عمود بر ضربه تغيير نمي) ۱ 1 1 1v cos v cos′ ′θ = θ  
اي ضربه بعد از برخورد به سرعت جرم متحرك در راستاي ضربه قبل ضريب بازگشت برابر است با نسبت سرعت جرم متحرك در راست) ۲

  . از برخورد

  1 1

1 1

v sin
e

v cos
′ ′θ

=
θ

  

   عبارت است از θ′1 و زاويه سرعت ذره پس از برخورد 1θدر اين حالت ارتباط بين زاويه برخورد 
  1 1tan e tan′θ = θ  

  ديناميك جسم صلب 
  . باشد كند سه نوع حركت مطرح مي  براي جسم صلب كه در يك صفحه حركت مي):تحليل دوبعدي(اي  حركت صفحه

حركت ) موازي و مساوي(سنگ يكديگر   حركتي است كه در آن تمامي نقاط جسم صلب با بردارهاي سرعت هم:حركت انتقالي) الف

  . كنند مي
  .كنند  دوران ميلادر اين حركت جسم صلب حول نقطه ثابتي لولا شده است و تمامي نقاط جسم صلب حول لو :حركت دوراني) ب

تواند سرعت  در اين حركت مركز جرم جسم مي. باشد  حركتي است كه در آن جسم هم داراي انتقال و هم دوران مي:حركت عمومي) ج

  .  باشدαاي   و شتاب زاويهωاي   را داشته باشد و در ضمن جسم صلب داراي سرعت زاويهGa و شتاب خطي Gvخطي 
GFتوان از قانون دوم نيوتن  تحليل ديناميكي حركت جسم صلب در اين حالت مشابه ذره بوده و مي ma=

  و قوانين بقاء براي حل مسائل 
بايستي تعادل انتقالي و دوراني  با اين تفاوت كه در صورت استفاده از قانون دوم نيوتن يا اصل دالامبر جهت حل مسائل مي. استفاده نمود

ابق توضيحات زير به دست اي و نيز انرژي جنبشي براي جسم صلب مط در ضمن روابط گشتاور و اندازه حركت زاويه. توأماً بررسي گردد
  . يدآ مي

  بندي جمع
به شرطي كه فاصله مركز جرم تا ( مركز آني دوران يا مركز دائمي دوران O كه در آن Oرابطه گشتاور براي يك جسم صلب حول نقطه ) ۱

 برابر است با حاصل ضرب ممان گذرد اي باشد كه امتداد شتاب آن نقطه از مركز جرم مي نقطه يا مركز جرميا ) مركز آني دوران ثابت باشد
)اي جسم صلب  اينرسي حول آن نقطه ضرب در شتاب زاويه )o oM I= α .  

 يا مركز جرم يا مركز آني دوران يا مركز دائمي دوران O كه در آن Oاي براي يك جسم صلب حول نقطه  رابطه اندازه حركت زاويه) ۲
گذرد برابر است با حاصل ضرب ممان اينرسي حول آن نقطه ضرب در سرعت   ميقطه از مركز جرم سرعت آن ناي باشد كه امتداد نقطه
)اي جسم صلب  زاويه )o oH I= ω .  
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2انرژي جنبشي در حالت كلي مجموع انرژي جنبشي انتقالي ) ۳
G

1 mv
2

 
 
 

2 و انرژي جنبشي دوراني 
G

1 I
2

 ω 
 

در حالت خاص . باشد مي 

2تواند به صورت  مي
o

1T I
2

= ω بيان شود كه Oباشد  مركز دائمي يا آني دوران مي .  

  . باشند اي به صورت زير مي  يك نقطه دلخواه باشد رابطه گشتاور و اندازه حركت زاويهOاگر ) ۴

  ( )
( )

O G G

O G G

M M OG ma

H H OG mv

= + ×

= + ×

  
    

  بعدي  تحليل سه
Aب سه بعدي كه حول محور جسم صل A− گذرنده از مركز جرم 

ωاي  جسم با سرعت زاويه
شود چرخد در نظر گرفته مي  مي .

 كه P صفر خواهد بود و سرعت نقطه Gبنابراين سرعت مركز جرم 
Pv  قرار داردdmدر آن المان جرم  r= ω×

 خواهد بود  .  
( )G PdH r dmv r r dm= × = × ω×

    )اي المان  اندازه حركت زاويه
  )Gحول نقطه 

  
xكه در آن  z

ˆ ˆi kω = ω + ω
 و ˆ ˆ ˆr xi yj zk= + +

باشد  مي .  

  ( )GH r r dm ?= × ω× =∫
     

  . آيد  به صورت زير به دست ميGاي حول مركز جرم  ار اندازه حركت زاويههاي برد اگر رابطه بالا ساده گردد مؤلفه

  { } ) ) ){ } [ ]{ } [ ]{ }
T T

G G G G G G x y zx y zH H H H I I= = ω = ω ω ω  

]كه در آن  ]GIدنآي باشد و از رابطه زير به دست مي تانسور لختي مي .  

  [ ]
xx xy xz

G yx yy yz

zx zy zz

I I I

I I I I

I I I

 − −
 

= − − 
 
− −  

  

)  كه  ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
xx yy zzI y z dm , I x z dm , I x y dm= + = + = +∫ ∫ ∫  

  :  نيز عبارتند ازهاي لختي و حاصل ضرب

  xy yx xz zx yz zyI I xydm , I I xzdm , I I yzdm= = = = = =∫ ∫ ∫  
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هاي بردار اندازه   لختي صفر شده و مولفههاي ي اصلي جسم صلب باشند حاصل ضرب خاص كه محورهاي مختصات همان محورها در حالت
  : اي حول مركز جرم عبارتند از حركت زاويه

  )G xx xxH I= ω  
  )G yy yyH I= ω  
  )G zz zzH I= ω  

  .آيند هاي بردار گشتاور حول مركز جرم از رابطه زير به دست مي مولفه
  ) ) )G G G G G Gx y z

ˆ ˆ ˆM H H i H j H k H= = + + + ω×
       

}اگر از رابطه  } [ ]{ }G GH I= ωاي برحسب  هاي بردار اندازه حركت زاويه  مولفهxω ، yω و zωگذاري شود   محاسبه و در رابطه بالا جاي
شان يعني تمشتقا و نيز zω و xω ، yωاي يعني  هاي بردار سرعت زاويه  برحسب مولفهGهاي بردار گشتاور حول مركز جرم  مؤلفهروابط 

xω ، yω و zωدر حالت خاص كه محورهاي اصلي بر محورهاي مختصات منطبق . دنشو آيد كه معادلات اويلر ناميده مي  به دست مي
  : باشند معادلات اويلر عبارتند از

  ) ( )G xx x y z xx yyxM I I I= ω + ω ω −  
  ) ( )G yy y x y xx zzyM I I I= ω + ω ω −  

  ) ( )G zz z y z yy xxzM I I I= ω + ω ω −  
روابط . شود كند درنظر گرفته مي  دوران ميxωاي ثابت   با سرعت زاويهxفقط حول محور به عنوان حالت خاص ديگر يك جسم صلب كه 

  : ازاي و گشتاور عبارتند  اندازه حركت زاويه
  )G xx xxH I= ω  
  )G xy xyH I= − ω  
  )G xz xzH I= − ω  

  )G xM 0=  
  ) 2

G xz xyM I= ω  

  ) 2
G xy xzM I= − ω  

طه حول آن نقطه نيز از راباي   زاويهاست اندازه حركت اي باشد كه جسم حول آن نقطه لولا شده  نقطهOاگر نقطه   : نكته

( )OH r r dm= × ω×∫
    كه در آن آيد ست ميد به r معرف بردار موقعيت المان جرم  dm نسبت به نقطه O كه مبدا مختصات 

}باشد است و لذا رابطه  مي } [ ]{ }O OH I= ωصادق است  . 

  . آيد  حالت كلي از رابطه زير به دست ميانرژي جنبشي براي جسم صلب در

  2
G G G G G

1 1 1 1T mv .H v .P .H
2 2 2 2

= + ω = + ω
     
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Gكه در آن  GP mv=
 تواند به صورت زير ساده گردد البته اين رابطه مي.  بردار اندازه حركت خطي مركز جرم جسم صلب است .  

  ( ) ( )2 2 2 2
G xx x yy y zz z xy x y xz x z yz y z

1 1T mv I I I I I I
2 2

= + ω + ω + ω − ω ω + ω ω + ω ω  

  گاه   سرعتش صفر باشد آنلحظهاي روي جسم موجود باشد كه در يك   شده و يا نقطه لولاOاگر جسم حول نقطه ثابت 

  O
1T .H
2

= ω
  

  روابط لختي چند جسم صلب 
2

G
1I m

12
=   

2 2
A B

1I I m(GA) m
3

= = =     
 m جرم و ميله يكنواخت به طول 

2
zz

1I mR
2

=  
2

zz
yy xx

I mRI I
2 4

= = =  

  
 R و شعاع قاعده mاستوانه به جرم 

) ( )2 2
zz G

1I m a b
12

= +  

) ( )2 2
zz A

1I m a b
3

= +  
  

 m و جرم b و a  و عرضمكعب به طول

  



  دینامیک

 

١٥  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

 نمونه سؤالات

   چيست؟ C و A ، Bها اجرام   بين شتابرابطه  ـ 1
)+ ثابت مقدار  )1 B C C Dy y y y= + + −) طول طناب اول(  

2+ مقدار ثابت  D A2y y= +) طول طناب دوم(  
۱ (A B C2a 2a 4a 0+ + =  
۲ (A B C2a a 4a 0+ + =  
۳ (A B Ca 2a 4a 0+ + =  
  كدام هيچ) ۴

  
  : گيريم از روابط بالا نسبت به زمان مشتق مي

  B C D

D A

y 2y y 0
2y y 0

+ − =
 + =

  
 

  

  :كنيم دو برابر رابطه اول را با دوم جمع مي
  B C A B C A2y 4y y 0 v 4v v 0+ + = ⇒ + + =    

  B C A B C A2v 4v v 0 2a 4a a 0+ + = → + + =    
  .باشد مي )۳(گزينه جواب 

 حركـت    پيچيده شده است به سـمت پـايين        h و ارتفاع    b در مسير مارپيچي كه دور سطح يك مخروط قائم دايروي به شعاع              Pذره    ـ 2
 ثابت  θ زاويه بين مماس افقي بر مخروط در هر نقطه و مماس بر مسير در هر نقطه ثابت است و حركت ذره طوري است كه                          γ. كند  مي

  : معادلات پارامتري مسير عبارتند از. است
  : اي براي مخروط داريم در مختصات استوانه

tan
z
γ

= β  

  r z tan= β 

۱ (( )sin tan t
Z he

− θ β γ
=


  

۲ (( )cos tan t
Z he

− θ β γ
=


  

۳ (( )sin cos t
Z he

− θ β γ
=


  

۴ (( )cos cot t
Z he

− θ β γ
=


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  درست است۱گزينه   : حل

لذا . باشد  ميγهمواره ) كه مماس افقي بر مخروط است (θ̂ و بردار يكه vبين مماس بر مسير يعني  سرعت كل ذره باشد زاويه vاگر 
v  : داريم vcosθ = γ  

  ( )
r

2 2 2 2 2 2 2 2
r z

z

v r z tan

v r z tan v v v v z l tan z tan
v z

θ θ

= = β


= θ = θ β ⇒ = + + = + β + θ β
 =

 
  


  

  ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2v cos z l tan z tan cos v z tanθ
 ⇒ γ = + β + θ β γ = = θ β ⇒  

   

 شود  كم ميzچون   
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

z cos z tan sin z cos z sin sin z cos z sin sin
cos

γ
= θ β γ ⇒ γ = θ β γ ⇒ γ = − θ β γ

β

      

  ( )z t
sin tan t

h 0

z sin dzsin sin tan sin tan dt z he
z cos z

− θ β γγ
⇒ = −θ β = −θ β γ ⇒ = −θ β γ ⇒ =

γ ∫ ∫
     

km54  با سرعت ثابت      Aخودروي    ـ 3
h

150 به شعاع    ي پيچ  m   در لحظـه نشـان داده شـده خـودروي     . زند   را دور ميB  داراي سـرعت 
km81
h

 
  

2وده و سرعتش را با ميزان  ب
m3
s

 
 
 

  : عبارتند ازB از ديد Aدهد سرعت و شتاب   كاهش مي

  A B B
ˆ ˆ ˆv 15j , v 22.5i , a 3i= = − =

   
۱ ([ ] 2

A / B A / B
ˆ ˆ ˆv 15i 22.5 j m / s , a 4.5 i m / s = − + = −  

  

۲ ([ ] 2
A / B A / B

ˆ ˆ ˆv 15i 22.5 j m / s , a 4.5 i m / s = − =  
  

۳ ([ ] 2
A / B A / B

ˆ ˆ ˆv 15i 22.5 j m / s , a 4.5i m / s = − − =  
  

۴ ([ ] 2
A / B A / B

ˆ ˆ ˆv 15 j 22.5 i m / s , a 4.5i m / s = + = −  
    

  درست است۴زينه گ  : حل

  A
km 54 mv 54 15
h 3.6 s

 = = =   
  

  B
km 81 mv 81 22.5
h 3.6 s

 = = =   
  

  B 2
ma 3
s

 
= −  

 
  

  

( )

t
A

22
n A
A A2 2

a 0

15v m mˆa 1.5 a 1.5i
150 s s

 =

    

= = = ⇒ = −    ρ    



ثابت استچون Av

  
  ( )A / B A B

mˆ ˆ ˆ ˆv v v 15j 22.5i 15j 22.5i
s

 = − = − − = +   
    

  A / B A B 2
mˆ ˆ ˆa a a 1.5i 3i 4.5i
s

 
= − = − − = −  

 

    
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3tan معلوم باشد θكند اگر زاويه   دوران ميOدر شكل مقابل ديسك حول نقطه   ـ 4
4

 θ = 
 

  :  برابر است باA سرعت نقطه 

۱ (A
mv 0.4 10
s

 =   
  

۲ (A
mv 0.2 10
s

 =   
  

۳ (A
mv 0.1 10
s

 =   
  

۴ (A
mv 0.3 10
s

 =   
  

  
  درست است۱گزينه   : حل

  
( )

( )

22
n 2B 2
B B

2
Bt

B B B

dv
a d a cosd 3tand d

d a sin 4
a v d d d a sin⋅

 ω
 = = = ω θω α ⇒ = ⇒ = θ =

α θ ω
= = ω = ω = α = θ 

  

  ( )t
A A 2

6 rada v 0.2 0.2 0.2 6 30
0.2 s

⋅  
= = ω = ω = α = ⇒ α = = ⇒ 

 
  

  ( )A
4 4 m30 2 10 v 0.2 0.2 2 10 0.4 10 1.265
3 3 s

 ω = α = × = ⇒ = ω = =   
  

2اي     با سرعت زاويه   Oديسك    ـ 5
rad20
s

 ω =   
m به جرم    Aلغزنده  . كند   دوران مي  O حول محور     0.5 kg=      در كشوي راهنما تحـت 

mxبور از مركز ديسك داراي سـرعت        كند و در لحظه ع      تأثير فنري كه در شكل نشان داده نشده نوسان مي          0.9
s

 =   
   اسـت مولفـه 

  : ما بر لغزنده در لحظه عبور از مركز ديسك عبارتست از وارد از سوي راهنNنيروي 
۱ ([ ]9 N  
۲ ([ ]18 N  
۳ ([ ]27 N  
۴ ([ ]36 N  

  
 .  درست است۲گزينه   : حل

  
33 O 2 A / O Rel Re l

ˆ ˆ ˆ ˆOA x , a 0 , 20k , A xi , V xi , a xi= = ω = = = =
       

  
3 3 3 3A O A / O Rel 2 A / O 2 2 A / O 2 Rela a a a r r 2 V= + = + ω × + ω × ω × + ω ×

           
  ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆxi 20k 20k xi 2 20k xi xi 400x i 40xj= + × × + × × = + − +     

  ( ) ( )y y x 0
ˆ ˆx 400x i 40xj N ma 0.5 40x 0.5 40 0.9 18 N== − + = = = × × =    
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). اي ديسك چقدر است  داشته باشيم سرعت زاويهحضاگر در نقاط تماس دريسك و صفحات غلتش م  ـ 6 )1 2v v>  

۱ (disk
1 2

2r
v v

ω =
+

  

۲ (1 2
disk

v v
2r
−

ω =  

۳ (1 2
disk

v v
2r
+

ω =  

۴ (disk
1 2

2r
v v

ω =
−

  

  
  درست است۳گزينه   : حل

  
  

( )
1 disk 1 1

1 1 2
2 disk 2 1 2

v x v 2v rx 2v r v x v x x
v 2r x v 2r x v v

= ω ⇒ = ⇒ − = ⇒ = = − ω − +
  

  1 1 1 2 1 2
disk disk

1

1 2

v v v v v v
2v rx 2r 2r

v v

+ +
⇒ ω = = = ⇒ ω =

+

  

  . گرددBدر ريسماننيروي كشش  دو برابر Aسمان ري چقدر باشد تا نيروي كشش در aشتاب   ـ 7

۱ (3 g
9

  

۲ (3 g
3

  

۳ (3 g
6

  

  كدام هيچ) ۴
  

  درست است۱گزينه   : حل
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  y A BF 0 T sin 60 T sin 60 mg 0= ⇒ + − =∑  

  ( )A B A B
3 2mgT T mg T T

2 3
⇒ + = ⇒ + =  

  
A B

x A B A B

T 2T
A B B B A

2 3F ma T cos 60 T cos 60 ma T T 2ma mg 2ma
g

2 3mg 2 3mg 2 3mg 4 3mg 3T T 3T T , T a g
3 3 9 9 9

=

= → − = → − = → =

→ + = → = ⇒ = = =

∑
  

x زنجير در مطلوب است سرعت  ـ 8 =   

۱ (k
P
m

− µ
   

۲ (k
2P g
m

+ µ
   

۳ (k
P g
m

+ µ
   

۴ (k
2P g
m

− µ
   

  

  درست است۴گزينه   : حل

mجرم زنجير  m و جرم واحد طول زنجير =
=


  

)جرم قسمتي از زنجير كه بر روي سطح زبر قرار دارد  )m x− =


  

  ( ) k
k k k

m P x PP x g ma a g g gx
m m

µ−     − µ − = ⇒ = − µ = − µ +         


  

  

  
*v

k
x k

0 0 0

Pvdv ad g gx dx
m

µ  = = − µ + ⇒    ∫ ∫ ∫
 


  

  
*

2k k k
k k

0

g gv P P Pg x gx g
2 m 2 m 2 m 2

µ µ µ    = − µ + = − µ + = −        

  


  

  *
x k

2Pv v g
m=⇒ = = − µ

   

30θالعمل ديواره لوله روي جرم در  مطلوب است نيروي عكس  ـ 9 =  
۱ (0.012 bf  
۲ (0.024 bf  
۳ (0.036 bf  
۴(  0.048 bf 
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  درست است۲گزينه   : حل
  [ ]mg 0.2 bf=   

  ( )
r k r

F N mg cos ma ma m 2r r

F N mgsin ma
θ θ θ = − θ = = = θ + θ


= µ − θ =

   

  N mg cos30 2mr− = θ  

  
  3 2 0.2N 0.2 4 3 N 0.024 bf

2 32.2
×

− × = × − × ⇒    

aصفحه متجانس مربع شكل به ابعاد         ـ 10 a×  اي آن بعـد از       سرعت زاويـه  . شود  اي مفصل شده است و از حالت سكون رها مي            در گوشه

45 ۸۷كنكور سال ( درجه چرخش برابر است با(  
  

  
  درست است۱گزينه   : حل

  ( )2 2 2
2

o G
m a a2a 2aOG I I MOG m

2 12 2

+  
= = + = +   

 
  

  
2 2 2 2

o
ma ma 4ma 2maI

6 2 6 3
⇒ = + = =  

  ) )

2
2 o1

g 1 g 2

1T IT 0 2
a 2V mg V mg a2 2

 = ω= 
 
   = −  = −      

  

  ( )2 2
2 2

1 2
2 1a 1 2ma 2 maE 0 E E 0 mg mga mga

2 2 3 2 3 2

− 
∆ = ⇒ = ⇒ − = ω − ⇒ ω =  

 
  

  ( ) ( )2 2a 2 1 3 g 3 gg 2 1 2 1
3 2 2 a 2 a

−
⇒ ω = ⇒ ω = − → ω = −  
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اگر . رود  فرو ميAكند و در صفحة  در شكل برخورد مي به سيستم نشان داده شده 0v و با سرعت اولية bmاي به جرم  گلوله ـ ۱
   بدون جرم باشد و اتلاف انرژي نداشته باشيم، حداكثر فشردگي فنر چقدر خواهد بود؟Aصفحة 

۱ (

2
b

b
b t

0

mm
m m

v
k

−
+  

۲ (( ) 22
b b t

0
b

m m m
v

m k

− +
  

۳ (
2 2
b t

0
b

m m
v

m k
−  

۴ (
2 2
b t

0
t

m m
v

m k
−   

  

 . باشد  صحيح مي١گزينه   : حل
  : در زمان حداكثر فشردگي فنر، با استفاده از قانون بقاي اندازه حركت خطي داريم

  ( ) b 0
b 0 b t

b t

m v
m v m m v v

m m
= + ⇒ =

+
  

  :نويسيم قانون بقاي انرژي را براي همان لحظه مي
  1 2 2T T V= +  

  ( )2 2 2
b 0 b t

1 1 1m v m m v k
2 2 2

⇒ = + + ∆  

  

2 2 2
2 b 0 b

b 0 b
b t b t

0

m v mm v m
m m m m

v
K K

− −
+ +

⇒ ∆ = = 

كه جسم به پايين نلغزد كدام  حداقل سرعت زاويه مخروط براي اين. يك جعبه مكعب شكل، داخل يك ظرف مخروطي قرار دارد ـ ۲
  است؟

۱ (2 g cos sin
r sin cos

µ θ + θ
ω =

θ − µ θ
  

۲(2 g cos sin
r cos sin

θ + µ θ
ω =

θ − µ θ
  

۳(2 g sin cos
r cos sin

θ − µ θ
ω =

θ + µ θ  
۴(2 g cos sin

r cos sin
µ θ − θ

ω =
θ + µ θ
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  .باشد  صحيح مي٣گزينه   : حل

  
  :نويسيم  رابطه نيوتن را ميy و xدر دو راستاي 

  ( )
( )2

N cos Nsin mg 0 I
F ma

Nsin N cos mr II

θ + µ θ − == ⇒ 
θ − µ θ = ω

∑  

  ( ) mgI N
cos sin

⇒ =
θ + µ θ

  

)با قرار دادن رابطه اخير در معادله )IIخواهيم داشت :  

  ( ) ( )2 2 N sin cos g sin cosN sin cos mr
mr r cos sin

θ − µ θ θ − µ θ
θ − µ θ = ω ⇒ ω = =

θ + µ θ
  

در اين . ها بدون جرم هستند  است و بقيه ميلهm داراي جرم 1تنها ميله . اند  به هم متصل شدهmه گلوله به جرم مطابق شكل س ـ ۳
از ( افقي شده است در كدام گزينه آمده است؟ 1اي كه ميله  سرعت مجموعه در لحظه. كنيم لحظه سيستم را از حال سكون رها مي

  .)نظر كنيد اصطكاك صرف

۱ (4 3
V g

5
−

= ۲(V 7g=   

۳(V 5g=   ۴(5 2V g
4

−
=   

  
  .باشد  صحيح مي٤گزينه   : حل

  . شود فقط حركت انتقالي داريم اي كه ميله افقي مي در لحظه

  
  :در اين سيستم اصل بقاي انرژي صادق است بنابراين

 ١ميله   

  

  

( )

1

2 2
2

5U mg mg mg mg
2 2

1 2U mg sin 45 m m m m V mg 2mV
2 2

↑

= + + =

= + + + + = +

  

 

  

 B  جرم     Aجرم 

 Bجرم 
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  2 2
1 2

5 2 5 2 5 2U U mg mg 2mV g 2V V g
2 2 2 2 4

  −
= ⇒ = + ⇒ − = ⇒ =  

 
     

چسبند كه  كنند و به آن مي اي اصابت مي هاي ميله ها در شكل نشان داده شده است، به قلاب هاي كوچك كه جرم و سرعت آن گوي ـ ۴
 ا كدام است؟ه  مجموعه پس از اصابت گويωاي  سرعت زاويه.  مفصل شده استoآزادانه در نقطه 

۱ (v2
L

  ۲ (7 v
2L

  

۳ (5v
3L

  ۴ (4V
3L

  
  

 .  درست است٣گزينه   : حل
  

1 2oz oz ozM 0 H HΣ = ⇒ =  

  
( )
( )

1

2

oz

oz

H 2m v L 3m v L 5m vL

H 3m v '

 = + =


=


  

  5v5m v L 3m v 'L v '
3

⇒ = ⇒ =  

  5v 5vv ' L L
3 3L

= ω ⇒ = ω ⇒ ω =  

200طول آزاد فنر .  كه بدون اصطكاك است حركت كندABCتواند بر مسير منحني   كيلوگرمي آزادانه مي2غلاف  ـ ۵ mmاگر .  است

kN10 رها كنيم و ثابت فنر Aغلاف را از نقطه 
m

2  ت؟ تقريباً كدام اسB سرعت غلاف در نقطه   باشد،
mg 10
s

 

۱ (m3
s

  

۲ (m4
s

  

۳ (m5
s

  

۴ (m6
s

    

 .  درست است٢گزينه   : حل

  
2

2 4
A A

1 200 1 50E m gh k x 2 10 10
2 1000 2 1000

   = + = × × + ×   
   

  

  2 2
B B B

1 1E m v 2 v
2 2

= = × ×  

  2
A B B

25E E 4 v
2

= ⇒ + =  

  2
B B

33 33 mv v 4
2 2 s

= ⇒ =   
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)سه گلوله با ضريب بازگشت كامل  ـ ۶ )e  روي يك سطح افقي بدون اصطكاك در فواصل 3m و 2m و 1mهاي به ترتيب   به جرم=1
را به  ي دوم آن آوريم كه پس از برخورد به گلوله  به طرف دومي به حركت در مي0Vاولي را با سرعت . رار دارندمعين از يكديگر ق

 2mبه ازاء چه جرمي از . آورد را به حركت در مي ي سوم برخورد كرده و آن آورد و دومي هم به نوبه خود به گلوله حركت در مي
  ي سوم بيشترين سرعت را پيدا خواهد كرد؟ گلوله

۱ (2 2
1 3

1 m m
2

+   ۲ (1 3m m
2
+

  ۳ (1 3m m−   ۴ (1 3m m  

 .  درست است١گزينه   : حل

  2 1
1 0 1 1 2 2 1 2 0

0

V V
m V 0 m V m V , 1 V V V

V 0

′−
′ ′+ = + = ⇒ = −

−
  

  ( ) 1 0
1 0 1 2 0 2 2 2

1 2

2m V
m V m V V m V V

m m
= − + ⇒ =

+
  

  2
2 2 2 2 3 3 2 3 2

3 2

V 0
m V 0 m V m V , 1 V V V

V V

−
′ ′+ = + = ⇒ = −

′−
  

  ( ) 2 2
2 2 2 3 2 3 3 3

2 3

2m V
m V m V V m V V

m m
= − + ⇒ =

+
  

  1 2 0
3 2

1 2 1 3 2 32

4m m V
V

m m m m m m m
⇒ =

+ + +
  

  
( )

2
1 0 1 2 1 3 2 3 1 2 3 1 2 023

2 1 3222
1 2 1 3 2 32

4m V m m m m m m m m 2m m 4m m VV
0 0 m m m

m m m m m m m m

   + + + − + +∂     = ⇒ = ⇒ =
∂

+ + +
  

  
  


