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  معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی
퐹 푥, 푦(푥), 푦 (푥), . . . , 푦( ) = 0 

 

  :مشتق نسبی یا جزئی یا پاره اي

,푢(푥فرض کنید  푦, 푧)  یک تابع از متغیرهاي مستقلx  وy  وz مشتق نسبی یا جزئی یا پاره در این صورت . باشد
 : برابر است با (x, y, z)در نقطه  xنسبت به  uاي 

퐷 푢 =
휕푢
휕푥

= lim
→

푢(푥 + ℎ, 푦, 푧) − 푢(푥, 푦, 푧)
ℎ

 

  فرم کلی یک معادله دیفرانسیل جزیی
  

퐹 푥 , 푥 , … , 푥
متغیرهاي مستقل

, 푢(푥 , 푥 , … , 푥 )
متغیر وابسته ≡ مجهول

, 푢 , 푢 , … , 푢 , 푢 , 푢 , …  = 0 

 

  :ثابت است cمعادله یک بعدي ارتعاش یک سیم، : مثال
 푢 = 푐 푢                ,       푢 = 푢(푡, 푥)               푡 ≥ 0 

 

  :ثابت است kمعادله یک بعدي گرما یا انتقال حرارت، : مثال

푢 = 푘푢  

uکه در آن = u(t, x)  حرارت نقطهx  در لحظه t>0 می باشد. 
 

  معادله لاپلاس: مثال
푢 + 푢 = 0 

  :ثابت است k، ) ورقه فلزي(معادله دو بعدي گرما یا انتقال حرارت : مثال
푢 = 푘(푢 + 푢 ) 

  عديجسم سه ب حرارت :مثال
푢 = 푘(푢 + 푢 + 푢 ) 
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  :معادله پواسن: مثال

푢 + 푢 = 푓(푥, 푦) 

  : معادله تلگراف: مثال

푢 = 푢 + 훼푢 + 훽푢 

  .در معادلات دیفرانسیل جزئی نشاندهنده زمان بوده و غیر منفی می باشد tمعمولاً متغیر 

  
  :مثال

풖풙풚 = ퟎ 

푢 = 0    ⟹     (푢 ) = 0     ⟹      푢 = 푓 (푥) 

⟹    푢 = 푓 (푥) 푑푥 + ℎ(푦)     ⟹     푢 = 푓(푥) + ℎ(푦) 

 .توابعی دلخواه و یک متغیره می باشند h(y)و  f(x)که در آن 
  

  :مثال

푢 = 1
푢 = 푢(푥, 푦)

� 

푢 = 1   ⟹    푢 = 푥 + ℎ(푦)    ⟹     푢 =
푥
2

+ 푥ℎ(푦) + 푔(푦) 

 

 نامیم  بالاترین مشتق جزیی موجود در معادله را مرتبه معادله می 

  درجواب عمومی هر معادله مشتق جزیی مرتبهn ،n موجود است) نامشخص(تابع دلخواه. 
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  :مثال

푢 = 1
푢 = 푢(푥, 푦, 푧)

� 

푢 = 1  ⟹    푢 = 푥 + ℎ(푦, 푧)   ⟹   푢 =
푥
2

+ 푥ℎ(푦, 푧) + 푔(푦, 푧) 

  

푢مطلوب است حل معادله : مثال + 푢 = 푒 sin 푦 

푢: قرار دهید: حل = 푣 در این صورت داریم:  

푣 + 푣 = 푒 sin 푦 

لذا جواب . یک ثابت در نظر بگیرید xدر اینجا . می باشد yو متغیر مستقل  vکه یک معادله دیفرانسیل با تابع مجهول 
  :بصورت زیر می باشد

푣 = 푐 (푥)푒 +
1
2

푒 sin 푦 −
1
2

푒 cos 푦 

  :پس داریم. وابسته می باشد  xثابت انتگرال به  c(x)که در اینجا 

푢 = 푣 = 푐 (푥)푒 +
1
2

푒 sin 푦 −
1
2

푒 cos 푦 

⟹     푢(푥, 푦) = 푐(푥)푒 +
1
2

푒 sin 푦 −
1
2

푒 cos 푦 + 푐 (푦) 
 

به عبارتی دیگر ). فقط جمع و مضرب داشته باشد(یک معادله را خطی گوئیم اگر نسبت به مجهول خطی باشد: نکته
 .خطی باشد... و  uyو  uxو  uنسبت به هر یک از متغیرهاي 

  :مثال

   utt=c2uxx  خطی می باشد  

uxuy= uXY    غیرخطی می باشد  

xux=uxy  خطی می باشد. 
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  خطی  اولمعادلات دیفرانسیل جزیی مرتبه 
  :فرم کلی معادلات دیفرانسیل با مشقتات جزئی خطی مرتبه اول بصورت زیر می باشد

푃(푥, 푦, 푧)
휕푧
휕푥

+ 푄(푥, 푦, 푧)
휕푧
휕푦

= 푅(푥, 푦, 푧)                    (1) 

را فقط در جهت  zبراي حل معادله فوق می توان یکبار تغییرات . متغیرهاي مستقل می باشند yو  xمتغیر وابسته و  zکه درآن  
x به عبارتی دیگر میزان تغییرات در جهت . ها در نظر گرفتy  ها را صفر در نظر گرفت( = را فقط در  zو بار دیگر تغییرات . (0

)ها را صفر در نظر گرفت  xتغییرات در جهت ها در نظر گرفت و میزان  yجهت  =  :خواهیم داشت. (0

�

휕푧
휕푦

= 0     
     ( )       

     푃(푥, 푦, 푧)
휕푧
휕푥

= 푅(푥, 푦, 푧)   
         

      
푑푧

푅(푥, 푦, 푧)
=

푑푥
푃(푥, 푦, 푧) 

 
휕푧
휕푥

= 0     
     ( )       

     푄(푥, 푦, 푧)
휕푧
휕푦

= 푅(푥, 푦, 푧)   
         

      
푑푧

푅(푥, 푦, 푧)
=

푑푦
푄(푥, 푦, 푧)⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

   
          

 

         
      

푑푥
푃(푥, 푦, 푧)

=
푑푦

푄(푥, 푦, 푧)
=

푑푧
푅(푥, 푦, 푧)

                  (2) 

푢حال اگر  (푥, 푦, 푧) = 푐   و푢 (푥, 푦, 푧) = 푐  باشند، آنگاه تقاطع آنها حل   (2)دو جواب مستقل و عمومی دستگاهz  را بدست
푐براي بدست آوردن این تقاطع باید رابطه . می دهد = 푓(푐   .را تشکیل داد (

  

 معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی زیر را حل نمایید: مثال

휕푢
휕푥

+ 2
휕푢
휕푦

= 푥 

 

(2)          
         

         
푑푥
1

=
푑푦
2

=
푑푢
푥

         
         

       

푑푦 = 2푑푥   
         

      푦 = 2푥 + 푐     
         

  푐 = 푦 − 2푥 
 

푑푢 = 푥 푑푥     
         

    푢 =
푥
2

+ 푐      
         

  푐 = 푢 −
푥
2

� 

푐حال با تشکیل رابطه  = 푓(푐   :داریم    (

푐 = 푓(푐 )   
         

    푢 − 
푥
2

= 푓(푦 − 2푥 )   
         

     푢 = 푓(푦 − 2푥 ) + 
푥
2

  

  :ا مشتقات جزئی زیر را حل نماییدمعادله دیفرانسیل ب: تمرین
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 معادلات دیفرانسیل جزیی مرتبه دوم خطی 

A
,

u + 퐵 푢 + 퐹푢 = 퐺 

  .می باشند x1 ، ...  ،xnتوابعی برحسب  Gو  Fها و  Biو    Aji=Aijکه در آن 

  .گوئیم) نامتجانس(در غیر این صورت ناهمگن ) متجانس(باشد معادله را همگن  G=0اگر در معادله فوق  
 

  :مرتبه دوم دو متغیرهمعادله جزیی 

퐴푢 + 퐵푢 + 퐶푢 + 퐷푢 + 퐸푢 + 퐹푢 = 퐺
푢 = 푢(푥, 푦)                                                             

�                   (1) 

  .می باشند X , Yتوابعی بر حسب  A , B , C , D , E , Fها آنکه در 

 اند توابعی پیوستهuy وux همیشه فرض میکنیم : نکته

  

 نام گذاري

∆(푥, 푦) = 퐵 (푥, 푦) − 4퐴(푥, 푦) 퐶(푥, 푦) 

 اگر    ∆(풙, 풚) >  .نامیم هذلولی می (x,y)را در نقطه ) 1(باشد معادله 0
 اگر    ∆(풙, 풚) = ퟎ را در نقطه ) 1(باشد معادله(x,y) نامیم سهموي می. 
 اگر    ∆(풙, 풚) <  .نامیم میبیضوي  (x,y)را در نقطه ) 1(باشد معادله 0

  

  درمعادله ارتعاش داریم : مثال

푢 = 푐 푢  

푢 = 푐 푢    ⟹     푢 − 푐 푢 = 0      

⟹    ∆(푡, 푥) = 0 − 4.1. (−푐 ) = 4푐 > 0  

,푢(푡لذا تابع ارتعاش  푥)  باشد در تمام نقاط هذلولی می.  
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  :مثال

푦 푢 − 푥 푢 = 0 

∆(푥, 푦) = 0 − 4푦 (−푥 ) = 4푥 푦  

,푢(푡لذا تابع  푥)  در تمام نقاط بجز نقاط روي محورهاي مختصات هذلولی می باشد و در روي محورهاي مختصات
  .سهموي می باشد

  :مثال

푥 푢 + 2푥푦푢 + 푦 푢 = 0 

∆(푥, 푦) = 4푥 푦 − 4푥 푦 = 0 

,푢(푥تابع  لذا 푦)  درتمام نقاط سهموي است 

  

  :حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی
براي حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئـی  : در این بخش به حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی می پردازیم

در این بخش سه تکنیـک جـواب عمـومی مسـئله، حـل مسـائل       . باید بسته به نوع تکنیک هاي متفاوتی را بکار گرفت
  . کلاسیک بوسیله سري فوریه، و تکنیک جداسازي می پردازیم

  

  محاسبه جواب عمومی: ش اولرو
  

  :جواب عمومی معادله دیفرانسیل زیر را بدست آورید: مثال
푢 = 푢       
푢 = 푢(푥, 푦)

�                  훼 = 푥 + 푦      ,      훽 = 푥 − 푦 

⟹  
푢 = 푢 훼 + 푢 훽 = 푢 + 푢       

푢 = 푢 훼 + 푢 훽 = 푢 − 푢
� 

⟹    푢 + 푢 = 푢 − 푢    ⟹    푢 = 0   ⟹   푢 = 푓(훼) = 푓(푥 + 푦) 

푢لذا جواب عمومی بصورت  = 푓(푥 + 푦)  می باشد.  
■  
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  :براي حل معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی از مرتبه دوم خطی بصورت قضیه زیر عمل می نماییم

  در معادله :   قضیه

퐴푢 + 퐵푢 + 퐶푢 + 퐷푢 + 퐸푢 + 퐹푢 = 퐺
푢 = 푢(푥, 푦)                                                             

�                   (1) 

=حل دستگاه معادلات به      ±√ وابسته می شود که اگر جواب عمومی آنرا را بصورت     
휑 (푥, 푦) = 푐    و휑 (푥, 푦) = 푐  بنامیم در این صورت سه حالت پیش می آید:  

<∆)هذلولی باشد) 1(اگر معادله  )1 훼، آنگاه تغییر متغیر  (0 = 휑 (푥, 푦)

훽 = 휑 (푥, 푦)
را به فرم زیر ) 1(معادله      �

  ) :فرم کانونی(

푢 = 퐻 (훼, 훽, 푢, 푢 , 푢 ) 

  .تبدیل می نماید

=∆)سهموي باشداگر معادله   )2 훼، آنگاه تغییر متغیر  (0 = 휑 (푥, 푦)
훽 = 푦             

فرم (معادله را به فرم زیر  �

 ) :کانونی

푢 = 퐻 (훼, 훽, 푢, 푢 , 푢 ) 

  .تبدیل می نماید
>∆)بیضوي باشداگر معادله   )3 در این صورت تغییر . ، آنگاه دستگاه کمکی جوابهاي مزدوج مختلط دارد (0

متغیر 
훼 =

( , ) ( , )

훽 =
( , ) ( , )

    
 ) :فرم کانونی(معادله را به فرم زیر  �

푢 + 푢 = 퐻 (훼, 훽, 푢, 푢 , 푢 ) 

  . تبدیل می نماید
  
■ 
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 .جواب عمومی معادله زیر را به دست اورید: مثال

푥⏞ 푢 + 2푥 푢 = 푢 − 1             (∗) 

∆= 푏 − 4푎푐 = 4푥 − 0 > 0 

  .هذلولی است) ها yمحور ( x=0لذا معادله در تمام نقاط بجز در محور 

푑푦
푑푥 =

−퐵 ± √퐵 − 4퐴퐶
2퐴 =

2푥 ± √4푥
2푥 = 0

2푥
� ⟹

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧푑푦

푑푥 = 0    →   푦 = 푐              
 

푑푦
푑푥 = 2푥 →   푦 = 푥 = 푐

� 

 

⟹
훼 = 푦          
훽 = 푦 − 푥

� 

푢 = 푢 훼 + 푢 훽 = 푢 × 0 + 푢 (−2푥)
푢 = −2푢 + 4푥 × 푢                                 

� 

(푢 ) = (푢 ) 훼 + (푢 ) 훽 = −2푥푢  

푢 = (푢 ) = (−2푥)푢 = (−2푥) 푢 = −2푥 푢 훼 + 푢 훽         

= −2푥 푢 + 푢  

 

(∗)  ⟹    푥(−2푢 + 4푥 푢 ) + 2푥 (−2푥) 푢 + 푢 = −2푥푢 − 1 

⟹     −2푥푢 + 4푥 푢 − 4푥 푢 − 4푥 푢 = −2푥푢 − 1   

⟹    −4푥 푢 = −1  ⟹  푢 = =
( )

:فرم کانونی معادله        

푢 =
1

4푥
=

1

4(훼 − 훽)
   

 
             

⎯⎯⎯⎯⎯⎯  푢 =
1
4

푑푎

(푎 − 훽)
+ 푓 (훽) = −

2
4 ∗

1
(훼 − 훽) + 푓 (훽)      

u = −
1
2

1
(푎 − 훽) 푑훽 + 푓 (훽) 푑훽

( )

+ 푔(훼) 

푢 = (푎 − 훽) + 푓(훽) +  푔(훼)  

푢 = |푥| + 푓(푦 − 푥 ) + 푔(푦) جواب عمومی معادله         :  
■  



٩  

 

  .جواب عمومی معادله را به دست اورید) : معادله ارتعاش(مثال 
푥 푢 + 2푥푦푢 + 푦 푢 = 0 

⟹    ∆= 푏 − 4푎푐 = 4푥 푦 − 4푥 푦 = 0 ⟹   
푑푦
푑푥 =

2푥푦 ± √∆
2푥 =

푦
푥 

⟹   
푎 =

푦
푥 

훽 = 푦

� 

푢 = 푢 . 훼 + 푢 . 훽 = − 
푦

푥 푢  

푢 = (−
푦

푥 푢 ) =
2푦
푥 푢 −

푦
푥 (푢 ) =

2푦
푥 푢 +

푦
푥 푢  

(푢 ) = 푢 푎 + 푢 훽 = −  
푦

푥 푢  

푢 = (푢 )  = (− 
푦

푥 푢 ) = −
1

푥 푢 −
푦

푥 푢  

(푢 )  = 푢 훼 + 푢 훽  =
1
푥 푢 + 푢  

푢 = −
1

푥 푢 −  
푦

푥 푢  −  
푦

푥 푢  

푢 = 푢 훼 + 푢 훽 =
푢
푥 + 푢  

푢 = (
푢
푥 + 푢 ) =

1
푥 푢 + 푢  

푢 = 푢 훼 + 푢 훽 =
푢

푥  + 푢  

푢 = 푢 훼 + 푢 훽 =
푢

푥 + 푢  

푢 =
1

푥 푢 + 2
푢

푥  +  푢  

  :لذا داریم
2푦
푥 푢 +

푦
푥 푢 −

2푦
푥 푢 −

2푦
푥 푢 −

2푦
푥 푢 +

푦
푥 푢 +

2푦
푥 푢 + 푦 푢 = 0 

 

푢 = 0 :    فرم کانونی معادله        ⟹   푢 = 푓(훼)    ⟹    u = β f(α) + g(α) 
 

 u = 훽 f(α) + g(α)     ⟹   u = y f( ) +  푔( )                       

■  
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 .را به دست اورید جواب عمومی معادله) : معادله ارتعاش(مثال 

 

푢 = 푐 푢  

⟹    푢 − 푐 푢 = 0  ⟹     퐵 − 4퐴퐶 = 0 − 4(1) ∗ (−푐 ) = 4퐶 > 0                       

 

푑푦
푑푥

=
±2푐

2
⎩
⎪
⎨

⎪
⎧+푐       ⟹      

푑푥
푑푡

= 푐   ⟹   푥 − 푐푡 = 푐
 

−푐      ⟹  
푑푥
푑푡

= −푐    ⟹    푥 − 푐푡 = 푐

� 

훼 = 푥 − 푐푡
훽 = 푥 + 푐푡

� 

⟹ ⋯ ⟹   푢 = 0   ⟹   푢 = 푓(훼) + 푔(훽)  ⟹    푢 = 푓(푥 − 푐푡) + 푔(푥 + 푐푡)           
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  سري فوریه براي حل معادلات دیفرانسیل جزئی
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 :حل مسایل مقدار مرزي اولیه

  :شرایط مرزي :نکته

  .به شرایطی که مقادیر تابع یا مشتقات جزئی آن را در نقاط مرزي نشان می دهد، شرایط مرزي گفته می شود    

  :شرایط اولیه :نکته

  . ، را نشان دهد شرایط اولیه گفته می شود(t=0)به شرایطی که مقادیر تابع یا مشتقات جزئی آنرا در یک ناحیه داده شده در زمان شروع     

  )موج(: مثال

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 푢 = 푐 푢                                       0 < 푥 < 2푙  ; 푡 > 0           

푢 푡؛0 = 0                                              푡 > 0                              
푢(푙; 푡) = 0                                            푡 > 0                                 

푢(푥, 0) = 푓(푥)                                        0 < 푥 < 푙                 
푢 (푥, 0) = 푔(푥)                                                                            

� 

 
 

 .مسئله دقیقاً یک جواب دارد :نکته

 

 

  

  :روش جداسازي
  :نکته

  .مرزي همگن را می توان از طریق جداسازي پارامترها حل نمودهر معادله همگن با شرایط 

,푢(푥فرض کنید       푡) = 푋(푥)푇(푡) 

جایگذاري در معادله
⎯⎯⎯⎯⎯⎯       푇′′(푡)푋(푥) = 퐶 푋′′(푥) 푇(푡) 

                ⟹    
푋′′(푥)
푋(푥) = λ =

푇′′(푡)
푇(푡)  

 )λیک عد ثابت حقیقی می باشد .(  



١٣  

 

⟹     푋 ( ) − 휆 푋(푥) = 0                          0 < 푥 < 푙   
푇′′ − 퐶 휆푇 = 0                                 푡 > 0              

� 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

푢(0, 푡) = 0 = 푋(0)푇(푡)           ⟺        
푇(푡) = 0       ∀ 푡 >  غ ق ق            0

                                                   یا
푋(0) = 0                                           

�

 

푢(푙, 푡) = 0 = 푋(푙)푇(푡)      ⟺             
푇(푡) = 0       ∀ 푡 >  غ ق ق            0

                                                   یا
푋(푙) = 0                                           

�

� 

⟹   푋(0) = 0
푋(푙) = 0

� 

⟹     
푋′′(푥) − 휆푋(푥) = 0
푋(0) = 0                    
푋(푙) = 0                     

� 

 :معادله مفسر

푆 − 휆 = 0        If  λ > 0   ∶   
푆 = ±√휆       푋(푥) = 퐴푒√ + 퐵푒 √              

푋(0) = 퐴 + 퐵 = 0             퐵 = −퐴                      
푋(푙) = 퐴푒√ + 퐵푒 √ = 0                                

�                  

0 = A 푒√ − 푒 √ = 0 ⟹ A =  B = 0 ⟹   X(x)  = در این حالت تابع ثابت            0
.صفر جواب است  

         If  λ = 0 ⇒   푋 ( ) = 0 ⟹  
푋(푥) = 퐴 + 퐵푋                    
푋(0) = 0          퐴 = 0            
푋(푙) = 0    퐵푙 = 0     퐵 = 0

� ⇒   X(x)  = 0  

 ج        

If  λ < 0 ⇒  S = ±√휆 푖 ⇒
푋(푥) = 퐴 cos √−휆 푥 + 퐵 sin √−휆 푥             
푋(0) = 0     ; 퐴 = 0                                            

푋(푙) = 0 = 퐵푠푖푛 √– 휆 푙   ⇒  푠푖푛 √−휆푙 = 0    ↲

� 

√−휆푙 = 푛휋    ⇒    λ = −( ) :مقادیر ویژه           

⇒    푋 = sin 푥 :               توابع ویژه  

푇 ( ) + 퐶  T (t) = 0   ⇒  푇 (푡) = 푐 푐표푠  t + 푑  푠푖푛  t  
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  :لذا کلی ترین جواب مسئله بصورت زیر در می آید

⇒    푢(푥, 푡) = 푎 cos
푛휋푐

푙
푡 + 푏 sin

푛휋푐
푙

푡 sin
푛휋
푙

푥 

  :را بصورت زیر محاسبه نمود 푏و  푎 با اعمال شرایط مرزي می توان ضرایب مجهول

푢(푥, 0) = 푓(푥) = 푎 sin
푛휋
푙

푥    ,     0 < 푥 < 푙    ⇒    푎 =
2
푙

 푢(푥, 0) sin
푛휋
푙

푥 푑푥 

푢 (푥, 0) = 푔(푥) = 푏
푛휋푐

푙
sin

푛휋푥
푙

,    0 < 푥 < 푙  ⇒    푏
푛휋푐

푙
=

2
푙

푢 (푥, 0) sin
푛휋
푙

푥 

 

  :با توجه به جواب بدست آمده در مثال قبلی مسئله مقدار اولیه زیررا حل نمایید: تمرین

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

푢 = 푢                                         

푢(푥, 0) =
푥             0 ≤ 푥 ≤

1
2

1 − 푥       
1
2 ≤ 푥 ≤ 1

�

푢 (푥, 0) = 0                                      
푢(0, 푡) = 0                                         
푢(1, 푡) = 0                                         

� 

  

  :حل

 
⇒

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧푢(푥, 푡) = (푎 푐표푠

푛휋푐
푙 푡 + 푏 푠푖푛

푛휋푐
푙 푡) 푠푖푛

푛휋푥
푙

푎 =
2
푙 푓(푥) 푠푖푛

푛휋푥
푙 푑

푏 =
2

푛휋푐 푔(푥) 푠푖푛
푛휋푥

푙 푑

� 

⇒ 푏 =
2
푙 0 푠푖푛 푛휋푥 푑 = 0 

푎 =
2
푙 푓(푥) 푠푖푛

푛휋푥
푙 푑  = 2 푥

½
푠푖푛 휋푥 푑  + 2 (1 − 푥)

½
푠푖푛 휋푥 푑 = ⋯ 

⇒  푢(푥, 푡) = 푎 푐표푠 푛휋푡 푠푖푛 푛휋푥 
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  . مسئله مقدار مرزي اولیه حرارت زیر را حل نمایید: مثال

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

푢 = 푘 푢                             0 < 푥 < 푙   ,    푡 > 0            
푢(푥, 0) = 푓(푥)                  ∶                                  حرارت اولیه
푢(0, 푡) = 0                                                                          
푢(1, 푡) = 0                                                                          

 

� 

  :حل

 푢(푥, 푡) = 푋(푥) 푇(푡)  ⇒  푋푇 = 푘푋 푇 

⇒
푋″
푋

=
푇′
푘푇

= 휆 ⇒
푋 − 휆푥 = 0    0 ≤ 푥 < 푙
푋(0) = 0                             
푋(푙) = 0                              

� ⇒
휆 = −

푛휋
푙

푋 (푥) = 푠푖푛(
푛휋푥

푙
)
� 

 

⇒ 푇′ = 푘휆푇 ⇒ 푇′ = −푘
푛휋
푙

푇(푡)  ⇒ 푇 (푡) = 푎 푒  

  :لذا تنها جواب مسئله مقدار مرزي اولیه و حرارت بصورت زیر می باشد

 푢(푥, 푡) = 푎 푒 푠푖푛(
푛휋푥

푙
) 

푢(푥, 0) = 푓(푥) = 푎 푠푖푛(
푛휋푥

푙
) 

푎 =
2
푙

푓(푥) 푠푖푛
푛휋푥

푙
푑  

 
■ 

  

 :مثال

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 푢푡푡  = 푐2푢푥푥                                      0 < 푥 < 푙    , 푡 > 0

푢(푥, 0) = 푓(푥)                                               0 ≤ 푥 ≤  푙           
푢푡 (푥, 0) = 푔(푥)                                              0 ≤ 푥 ≤  푙         
푢푥(0, 푡) = 0            푡 ≥ 0    ⇒ 푢푥 (0, 푡) = 푋′(0) 푇(푡) = 0
푢푥 (푙, 푡) = 0              푡 ≥ 0    ⇒ 푢푥 (푙, 푡) = 푋′( 푙) 푇(푡) = 0

� 

u(x, t) = X(x)T(t)     ⟹     
X″
X

=
T″

c  T
= λ 
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X (x) − λX(x) = 0
X (0) = 0                 
X (l) = 0                 

� ⟹ 

⟹

⎩
⎨

⎧X(x) = Ae√  + Be √                                                                                                
X (0) = 0 ⇒ √λA − B√λ ⇒  A = B                                                                         

X (l) = 0 ⇒ √λAe√  − √λBe √  ⇒  A√λ e√  − e √  = 0 ⇒ A = 0
B = 0

�
� 

λلذا در حالت  >   .جواب بدست نمی آید 0

λ = 0 ⇒    X = 0 ⇒
X(x) = A + Bx
X (0) = 0 = B
X (l) = 0 = B

�     ⇒ X =  تابع ثابت

λ < 0 ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ X(x) = A cos √−λ x + B sin √−λ x                                                                  

X (0) = 0 ⇒ √−λ B = 0 ⇒  B = 0                                                                

X (l) = 0 ⇒ −A√−λ sin √−λ l = 0 ⇒ sin √−λ l = 0 ⇒ λ = −
nπ

l

� 

λ = −
nπ

l
   n = 1,2, …

X (x) = cos
nπx

l

� 

⇒ T = c λT    λ = 0 
 

⇒  T(t) = C + DT     
 

⇒  D = 0 :       حذف بی کرانی      

n = 2
 

⇒ T″ + ( ) T = 0 
 

⇒ T = A cos t + B sin t  

u(x, t) =
a
2

 + (a cos
nπc

l
t + b sin

nπc
l

t) cos
nπx

l
 

 
⇒  u(x, 0) = f(x) =

a
2

+ a cos
nπx

l
 

⇒ a =
2
l

f(x) cos
nπx

l
 

u  (x, 0) = g(x) =  (b
nπc

l
) cos

nπx
l

 
⇒ d = b

nπc
l

=
2
l

g(x) cos
nπx

l
d     n

= 1,2, … 

∫ 품(풙)풅풙  = ퟎ풍
ퟎ       :      شرط وجود جواب
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  .به روش جدا سازي مسئله زیر را حل نمایید: تمرین

⎩
⎨

⎧
푢 = 푘푢                   , 0 < 푥 < 푙   , 푡 > 0
푢(푥, 0) = 푓(푥)     ,     0 < 푥 < 푙               
푢 (0, 푡) = 0      , 푡 > 0                               
푢 (푙, 푡) = 0      , 푡 > 0                               

� 

  .به روش جدا سازي مسئله زیر را حل نمایید: : تمرین

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧푢 = 푐 푢               , 0 < 푥 < 푙   , 푡 > 0

푢(푥, 0) = 푓(푥)       , 0 < 푥 < 푙               
푢 (푥, 0) = 푔(푥)      , 0 < 푥 < 푙                
푢(0, 푡) = 0               , 푡 > 0                        
푢 (푙, 푡) = 0              , 푡 > 0                       

� 

  


