
  مقدمه 
. باشد  مصوب وزارت علوم براي امتحان کنکور ارشد مييها اي از سيلابس اين مجموعه شامل خلاصه

هاي  هايي از مسائل کنکور کارشناسي ارشد سال مهمترين مسائل مربوط به اين درس و همچنين نمونه

  .  قرار گيردمورد استفاده تمام دانشجويان... گذشته در اين مجموعه آورده شده است که انشاءا

  : باشد هاي زير مي اين مجموعه شامل فصل

  هاي مختلف انرژي  و حل مسائل به روش) انرژي(صل کار مجازي اـ ١

  حل مسائل تعادل استاتيکي و مقايسه آن با روش انرژي  -۲

  و سه نيروييـ حل مسائل دو نيرويي ٣

  ها  بـ حل خرپاها و قا۴

ها ـ  ها ـ طناب و قرقره ها مانند گوه بري آن در ماشينـ مسائل اصطکاک لغزشي و غلتشي و کار۵

  .… ها و  چرخ

 فصل اول آورده شده درشايان ذکر است که برخلاف مراجع کنوني اصل کار مجازي در قسمت اول 

هاي بعدي را به  توانند با استفاده از اين روش بسياري از مسائل فصل است زيرا دانشجويان محترم مي

 روش حل نمايند و حتي در برخي از موارد اين روش انرژي يک روش حل سريع براي کمک اين

  . گردد مسائل فصل بعدي محسوب مي

  



  

در جدول ذیل دروس به سرفصلهاي مهم آن طبقه بندي شده و مشخص شده است که در هر سال از هر مبحث چند تست سوال 
  .شده است و دانشجوي محترم می تواند زمان باقیمانده تا کنکور را با توجه به اهمیت مباحث مدیریت نماید

 استاتيك      :        درسمكانيك                   : رشته
۱۳۸۵ ۱۳۸۶ ۱۳۸۷ ۱۳۸۸ ۱۳۸۹ 

 سر فصل رديف
 تعداد تست  تعداد تست  تعداد تست  تعداد تست  تعداد تست 

مجموع 
  سال۵

نسبت از 
 کل

 %7 3 0 2 0 0 1 اعضاي دو نیرویی و سه نیرویی    1

 %2 1 0 0 0 1 0 جبربرداري   2

 %34 14 1 3 2 3 5 معادلات تعادل   3

 %10 4 1 0 2 1 0 ها    خرپا 4

 %7 3 2 0 1 0 0 ها   قاب 5

6 
 گشتاور خمشی و نیرو ي برشی 

 %7 3 1 1 0 0 1 تیرهاي تخت

 %7 %3 0 1 0 2 0 تعاریف اصطکاك وضریب آن   7

 %2 1 0 0 1 0 0 اي    مسائل اصطکاك تسمه 8

 %2 1 0 0 0 0 1 ممان دوم سطوح    9

 %5 2 0 0 1 0 1 تعیین مرکز جرم و سطح و خط  10

 %7 3 1 0 0 2 0 )اصل کار مجازي(روش انرژي  11

 %7 3 1 0 0 1 1  کابل    12

 %100 41 7 7 7 10 10 جمع 
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  )کار مجازي(انرژي 
  : شوند يعني  در استاتيک اجسام صلب محسوب مي

 
در مسائل مقاومت مصالح . ندوش  با تغيير شکل وجود ندارد ولي اجسام صلب جابجا ميdeformationيعني در استاتيک در اجسام صلب 

  : شوند تقل نوشته ميبراي حل مسائل دو سري معادلات نياز است که اين معادلات به طور کاملاً مس

  ) ي نيروهاي خارجي رابطه(ـ معادلات تعادل ۱
  ). معادلات بين نيروي خارجي با جابجايي ماده است(ـ معادلات سازگاري ۲

از معادلات عين علاوه بر معادلات تعادل براي حل مسايل استاتيکي معين تنها روابط تعادل کافي است، اما براي حل مسايل استاتيکي نام
مستقل به صورت به صورت را ي سازگاري   معادلهتوان  نميمتأسفانه در استاتيک چون جسم صلب است و. کنيم مياري نيز استفاده سازگ

ي  رابطه(که در واقع ترکيبي از معادلات تعادل و معادلات سازگاري ) اصل مينيمم انرژي(لذا به جاي آن از معادلات انرژي  نوشت بالا
  . شود است استفاده مي) ي جسم صلب استنيروي خارجي و جابجاي

حتي بسياري از مسائل تعادل استاتيکي را .  معادلات انرژي قادر است در استاتيک هم مسايل معين و هم مسايل نامعين را حل کند:تذکر

  . تر به کمک انرژي يا اصل کار مجازي حل نمود توان سريع مي



 استاتیک

 

٢  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  رابطه انرژي 

A B cF.dy P dx QdS M d 0+ + + θ=  
  

Ay تاي خودش و به  در راسF يعني جابجايي نقطه اثر نيروي +
 Q و P در راستاي نيروي C و Bهمين ترتيب بقيه نقاط مانند 

  . باشند  ميCS و Bx  داراي جابجايي

  

  

  سه نوع مسأله وجود دارد
  . در صورت مسأله در دسترس استجسم صلب لت اوليه و ثانويه حا: نوع اول 
کنيم و مانند  در اين مواقع به سيستم يک جابجايي کوچک به سيستم وارد مي. حالت ثانويه در صورت مسأله در دسترس نيست: نوع دوم

  . کنيم نوع اول مسأله را حل مي
 از روش غيره،و ها، نيروهاي پيچيده  مانند تعداد بالاي درجات آزادي پينبه هر دليلي که حل مسائل نوع دوم پيچيده شود : نوع سوم 

  . برداري يا شبه برداري استفاده شود

  مسائل نوع اول 

  . سختي فنر استK فنر آزاد است؟ =0θ تعادل کدام است؟ مشروط بر اين که در θدر شکل زير  : مثال

  . ئله نوع اول است زيرا حالت اوليه و ثانويه در دسترس استمس: حل
P باعث افزايش θ است و  fکاهش  B BP.dy f dy 0− = ⇒  

  . علائم يکي مثبت و ديگري منفي استپس 

  
  B By AB sin dy cos d= = θ ⇒ = + θ θ   

  D Dy AB sin dy cos d= = θ ⇒ = θ θ   
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  2 PP cos d K sin cos d 0 sin
K

θ θ− θ θ θ= ⇒ θ= 


  

 .  فرض شودKسختي فنر .  فنر آزاد است=0θتعادل کدام است؟ در  : مثال

 

  

B D DP dy Ky dy 0− =  

By sin= θ  

Bdy cos d= θ θ  

D Dy AB 2AE 2 sin dy cos d
2 2
θ θ

= = = ⇒ = θ   

Ptan
K

⇒ θ =


 

  .  افقي باشند فنر آزاد استBC و ABتعادل کدام است مشروط بر اين که اگر  θ : مثال

B c cwdy Kx dx 0− =  

B By sin dy cos d= θ ⇒ = θ θ   

c cx 2 2 cos dx 2 sin d= − θ ⇒ = θ θ    

( ) w1 cos tan
4K

⇒ − θ θ=


    

  . استميله  سختي پيچشي K تعادل کدام است؟ θ : مثال

  

  

  

Ady Md 0ρ − θ=  

  
A Ay sin dy cos d P cos d K d 0 P cos K= θ ⇒ = θ θ ⇒ θ θ − θ θ = ⇒ θ= θ ⇒     
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Kcos
P

θ= θ


 

y تعادل کدام است؟ در Y : مثال   .  استw فنر آزاد است و وزن طوقه =0

2 2
2 2
yw dy KSdS 0 , S a y a dS dy

a y
− = = + − ⇒ =

+
  

1

2 2
a wy 1

Ka y

− 
 − =
 + 

    

  .  تعادل را محاسبه کنيدθ.  صرف نظر شودBCاز وزن .  استmي فلزي   است و جرم گلوله برابر BCي  طول ميله : مثال

  

B DP dy mgdy 0− =  

  
  

B By cos dy sin d= − θ ⇒ = + θ θ    

  
Bxبايستي  شد مي  افقي اعمال ميPاگر نيروي  cos= θگرفتيم نوشتيم و از آن ديفرانسيل مي  را مي .  

D Dy AB 2AE 2 sin dy cos d
2 2
θ θ

= = = ⇒ = + θ   

mgsin
2 2P
θ

=  

  

0θ تعادل کدام است؟ در θ : مثال   .  استKسختي فنر .  فنر آزاد است=

 cKx

B cP dy F dx 0− =  
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…………………………………………………………………………………………………………… 

B By cos dy sin d= − θ ⇒ = θ θ    

c cx h sin dx h cos d= θ ⇒ = θ θ  

2
Pcos

Kh
θ=

    

  ) نوع دوم(مسايل ثانويه 
دهيم و مانند نوع اول حل  باشد لذا خود ما يک جابجايي کوچک به کل سيستم مي در دسترس نميثانويه دراين گونه مسايل حالت 

 .کنيم باشد از روش سوم حل مياين نوع مسايل اگر از لحاظ تعداد درجات آزادي مفاصل و يا هندسه و بارگذاري پيچيده . کنيم مي
  . باشد هاي زير از نوع دوم مي مثال

  تعادل کدام است؟ θ : مثال

 
  : کنيم چک ميمسأله را از روش سوم ي با استفادهدر فصل بعد. کنيم  حل مي اين مثال راابتدا از روش دوم

EP dx Md 0− θ=  

Ed x Mcos cos
a d Pa

θ= ⇒ θ=
θ

  

  

کند نصف مسافتي است  ها طي مي  براي بالا بردن ارابه مشروط بر اين که مسافتي که چرخPادل تعيين کنيد نيروي تع : مثال
  . کند که ارابه طي مي

dxها   جابجا شده است طبق صورت سئوال چرخdxي  کنيم ارابه به اندازه فرض مي
2

  . کند  حرکت مي
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( ) ( )dxmgsin dx 2mgsin Pdx 0 P m M gsin
2

α + α − = ⇒ = + α  

 مقدار براي تعادل : مثال
0

w
w

   است؟  چقدر 

0

w b c
w a

+
=  

A 0 Dw dy w dy 0− =  
  

  . کنيم  به کل سيستم وارد ميdθچون حالت ثانويه در دسترس نيست يک جابجايي کوچک 

w a cosθ dθ 0w b cos= θ dθ ⇒  

0

w b c
w a

+
=  

  

  روش برداري : روش سوم 

 
  . در اين نوع مسائل براي حل مراحل زير به ترتيب دنبال گردد

)(ي ساکن   در نقطهxyانتخاب محور )١ )x yu 0 , u 0= =  

 Oمانند نقطه 

  : براي مثال. نويسيم هاي رديفي مي نيروها را به صورت ماتريس) ۲

  [ ] [ ]x yP P P 0, P = = −   

  .  است+yچون مخالف جهت  منفي است Pعلامت   

  [ ] [ ] [ ]Q Qx ,Qy Qcos , Qsin= = + α − θ   و   [ ] [ ]x yF F ,F F,0 = =   
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…………………………………………………………………………………………………………… 

Cمختصات نقطه اثر نيروها را با ) ۳ B Ar , r , rيعني. دهيم اتريس ستوني نمايش ميير را با ممقاددهيم که اين   نشان مي :  

  { } A
A

A

x
r

y
 

=  
 

  

  { } { } CB
B C

CB

xx
r , r

yy
  

= =   
   

  

  .دقت شود كه در بالا طبق قراردادهاي مرسوم، علائم رعايت گردد

  { } { } { }
CA B

A B C
A B C

xx x

dr d , dr d , dr d
y y y

∂∂ ∂     
    ∂ θ ∂ θ ∂ θ     = θ = θ = θ     ∂ ∂ ∂     

     ∂ θ ∂ θ ∂ θ     

  

]   : حال رابطه انرژي عبارت است از ]{ } [ ]{ } [ ]{ }A B CP dr F dr Q dr Md 0+ + + θ=  
M،  بالاي انرژي در رابطه dθ به صورت برداري نبايد نوشته شود، هم چنين علامت Mdθ  با مقايسه با ديگر (کنيم  در آخر تعيين ميرا

  .)به آن بيشتر اشاره خواهد شد عبارات قبل از آن که بعداً

  )وش شبه بردار حل شوداز ر(عادل کدام است؟  تθ : مثال

[ ]{ } [ ]{ }A BP dr w dr 0+ + =  

[ ] [ ]x yP P ,P P,0 = = +   

[ ] [ ]x yw w , w 0, w = = −   

  

  { } { } { }A A A A
bsin bcos

r x , y dr
0.8a bcos bsin

θ θ   
= = ⇒ =   − θ θ   

  

  { } { }B
B B

B

x bsin bcos
r dr

y bcos bsin
θ θ     

= = ⇒ =     − θ θ    
  

  [ ] [ ]bcos bcos PP,0 0, w 0 P bcos w bsin 0 tan
bsin bsin w

θ θ   
⇒ + − = ⇒ θ− θ = ⇒ θ =   θ θ   

  

  : يمکن ي ساکن انتخاب مي  را در نقطهxy ابتدا محور :روش شبه برداري 

 مستقل علائم  وهاي افقي و عمودي براي يک بار زاويه دار به طور جداگانه اين روش مانند روش برداري است ولي با نوشتن کار مؤلفه
  . رود ها از بين مي ماتريس
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…………………………………………………………………………………………………………… 

  ( )( ) ( )( )A AP dx w dy 0+ + − − =

  A A

B A

x bsin dx bcos d PPbcos d bsin d 0 tan
y bcos dy bsin d w

= θ ⇒ = θ θ 
⇒ θ θ− θ θ= ⇒ θ == + θ ⇒ = − θ θ

  

  تعادل کدام است؟ θ : مثال

  
   در نقطه ساکنxyانتخاب محور 

( )( )BP dx Md 0+ + + θ= ) چونBxلذا مثبت است   

Bd xدهيم  مثبت قرار مي(  
  . شود در آخر تعيين علامت ميMدقت شود که 

  
  B Bx a sin d x a cos d= θ ⇒ = θ θ  

  P a cos d M d 0
θ θ

⇒ θ θ− θ=  

M dθ هزيرا کاري ک منفي است Mdθکار نيروي دهد مخالف   انجام ميP a cos dθ θپس.  است :  

  Mcos
Pa

θ=  

براي تعادل  : مثال
0

w
w

   کدام است؟ 

  . کنيم ي ساکن انتخاب مي  را در نطقهxyابتدا محور 

( )( ) ( )( )1 10A Bw dy w dy 0+ − + − + = ⇒  

1 10A Bw dy w dy 0+ =  

  
  1 1A Ay d cos dy a cos d= θ ⇒ = − θ θ  

  ( ) ( )1 1B By bac cos dy b c cos d= θ ⇒ = + θ θ  

 را کاهش                        را افزايش 
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  ( ) ( )0
0

w b cw a cos d w b c cos d 0
w a

+
⇒ − θ θ+ + θ θ = ⇒ =  

 ت؟  تعادل کدام اس2θ و 1θ : مثال

 
  .استفاده شودي از مسايل نوع دوم عناستفاده نشود ي روش اولاز 

( )( ) ( )( )D E 2w dy w dy M d 0+ + + + + + + θ =  

D 1 D 1 1
1y cos dy sin d

2 2
= θ ⇒ = − θ θ

  

E 1 2 E 1 1 2 2y cos cos dy sin d sin d
2 2

 = θ + θ ⇒ = − θ θ + θ θ 
 

    

1 1 1 1 2 2 2w sin d w sin d w sin d Md 0
2 2

⇒ − θ θ − θ θ − θ θ + θ =
   

  
2Mشود پس   مي2θعث افزايش با Mشود و  مي 2θ باعث کاهش w نيروي BCزيرا روي عضو  dθمثبت است  .  

2ي بالا سيستم باز است يعني بين  در معادله 1d ,dθ θلذا براي محاسبه دو ) ي بعدي برخلاف چند مسأله(ي هندسي حاکم نيست   رابطه
2مجهول  1,θ θاز يک معادله خواهيم داشت  :  

  1 1 1 2 2cos sin d cos M d 0
2 2

   −ω θ − ω θ θ + −ω θ + θ =   
   

   

  1 2
2Md 0 Cosθ = ⇒ θ =
ω

  

  2 1d 0 Sin 0θ = ⇒ θ =  

  تعادل کدام است؟ θ : مثال

  
  

( )( ) ( )( ) ( )( )B E Cw dy w dy P dx 0+ + + + + + + =  

D E Cwdy wdy Pdx 0+ + =  

  
  

 شود  در آخر تعيين علامت مي
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…………………………………………………………………………………………………………… 

  . شوند  محاسبه ميEdy و Ddyهمانند مثال قبل 

  D 1 D 1 1y cos dy sin d
2 2

= θ ⇒ = − θ θ
   

  E 1 2 E 1 2 2y cos cos dy sin d sin d
2 21= θ + θ ⇒ = θ θ − θ θ
    

  C 1 2 C 1 1 2 2x sin sin dx cos d d cos d= θ + θ ⇒ = θ θ + θ θ    

  ( )1 1 1 1 3 2 1 1 2 2w sin d w cos d sin d P cos d cos d 0
2 2

   ⇒ − θ θ + − θ θ − θ θ + θ θ + θ θ =   
   

     

  
1

1

2
2

2Ptand 0 3w
d 0 2Ptan

w

 θ =θ =
⇒ ⇒  θ =  θ =

  

  . ها يکسان است ست؟ طول و جرم ميلههاي تعادل کدام اθ: مسأله 
  : جواب

1 2 3
3 1 2Ptan tan tanθ = θ = θ =
∂ ∂ ∂ ω

  

  .هاي قبل است لطفاً دانشجويان محترم آن را حل نمايند حال مانند مثال

  

   تعادل کدام است؟ θي آکار رواني زير مقدار  در سازه : مثال

  . کنيم مي انتخاب 0اي ساکن   را در نقطهxyابتدا محور 

( )( ) ( )( ) ( )( )A B CP dx P dx w dy 0+ − + + + − + − =  

A B CPdx Pdx w dy 0⇒ + + =  

  

  A B A B

D D

x x 3 cos dx dx 3 cos d wtan
y 2 cos dy 2 cos d 3P

= = θ ⇒ = = − θ θ
⇒ θ== θ ⇒ = θ θ 
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  کدام است؟ θ. اصطکاک صفر است و ميله نازک و بدون وزن استدر شکل زير  : مثال

 
  . شود اي ساکن انتخاب مي ا در نقطه رxyمحور . العمل نداريم هر جا که اصطکاک صفر است در جهت افق عکس

( )( ) ( )( )B C B Cf dy P dx 0 Fdy Pdx 0+ − + + − = ⇒ + =  

B B 2B

R R R sincos y dy d
y cos cos

θ
θ = ⇒ = ⇒ = θ

θ θ
 

2
C C

FRx cos dx sin d cos
P

= θ ⇒ = − θ θ ⇒ θ = 


 

  .  طناب که سيستم را در حال تعادل نگه داشته استTمطلوب است نيروي کشش  : مثال

  

  
  . کنيم  را انتخاب ميxyها محور  يکي از تکيه گاه در

( )( ) ( ) ( )E C CP dx T cos dy T sin dx
2 2
θ θ   + − + − + + − =   

   
  

E C CPdx T cos dy T sin dx 0
2 2
θ θ

⇒ + + =  

E Ex bcos dx bcos d= θ⇒ = θ θ  

C Cx bsin dx bcos d= θ⇒ = θ θ  

C C

sin
2

y b b cos dy bsin d
π −θ 

 

= + θ ⇒ = − θ θ  

  

  



 استاتیک

 

١٢  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

لاً در زيرا قب. کنيم  صرف نظر ميy و xنويسيم و ازعلامت  ها را مي ازهبايد دقت شود در اينجا تنها اندCy و Cx و Exدر محاسبه 
  . اند ي انرژي وارد شده رابطه

  P cosT
cos

2

θ
⇒ =

θ
  

 متعادل کدام است؟  M .ول يکسان آويزان استط با BC و AC از دو کابل ω و وزن  به طول ABي  ميله: مسأله

1M w tan cos
2

= α θ  

Gw بر تکيه گاه انتخاب شود و xyمحور  dy Md 0+ + θ =  

  
G 0 G 0y sin cos dy sin cos d= α θ⇒ = − α θ θ   

( )0w sin sin d M d 0
↓

⇒ − α θ θ+ θ=   

0M W sin sin= α θ ⇒  

0
1M w tan sin
2

1M w 2 sin sin
2

= α θ

 
 
 = α θ ⇒ 
  
 



  

  

   براي تعادل کدام است؟ 0Mکوپل  : مثال

  

( )( )C 0 CP dx M d 0 Pdx Md 0
↑

+ + − + θ= ⇒ − + θ =


  

Cx a cos bcos= ϕ+ θ ⇒  

Cdx a sin d bsin d= − ϕ ϕ − θ θ  
  

)۱(  0Pbsin d Pa sin d M d 0⇒ θ θ+ ϕ ϕ− θ =  

  : ها به صورت زير است ي آن  سيستم بسته است پس رابطهdϕ و dθچون 

   استθ زيرا در جهت افزايش 

 .شود بعداً تعيين علامت مي

θ,باعث افزايش Pشود و   ميθزيرا باعث کاهش  ϕشود مي  



  )کار مجازي(انرژي 

 

١٣  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  sin sin cos d cos d bcos d cod d
b a b a a

ϕ θ ϕ ϕ θ θ
= ⇒ = ⇒ ϕ ϕ= θ θ  

)۲ (  b cosd d
a cos

θ
⇒ ϕ= θ

ϕ
  

  ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

cos

sin
1 , 2 Pbsin d M d 0 M Pb

cos
ϕ

ϕ+ θ
⇒ θ + ϕ θ− θ = ⇒ =

ϕ
  

 .اعضا صرف نظر شودو تعادل کدام است وزن ميله M. کند ي عمودي حرکت مي در امتداد ميلهCي  ر شکل زير طوقهد : مثال

 . کنيم اي ساکن انتخاب مي  را در نقطهxy محور  ابتدا:حل 

 
( )( )C 0P dy M d 0− + + ϕ =  

ϕ در نقطه Aي  زيرا ممان حول نقطه.  استAدهد  کار انجام مي .  

  C Cy sin dy cos d
2

= + θ ⇒ = θ θ
    

  0P cos d M d 0− θ θ+ ϕ= ⇒  
dي بين  رابطه ,dθ ϕ چيست؟   

  0P cos d M d 0− θ θ+ ϕ= ⇒  
   : ABي   روي ميلهBحرکت 

  

   : ACي   روي ميلهBحرکت 







  

  

  . دهد همزمان رخ مي

 

)۱(  Bdx d
2

= ϕ
  

  B Bx cos dx sin d′ ′= θ ⇒ = − θ θ   

  ( ) ( )1 , 2 : d sin d d 2sin d
2

ϕ= − θ θ ⇒ ϕ= θ θ
    



 استاتیک

 

١٤  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  0 0
PP cos d 2M sin d M cot
2

⇒ θ θ− θ θ ⇒ θ
  

  تعادل کدام است؟ P : مثال

 
  : حل کرد به روش برداري توان از انرژي  کنيم زيرا نمي يک تلنگر به سيستم وارد مي

A EP dy 120dy 0− =  

Ady 3d= θ  
Cصلب وار جابجا شده  Ddy dy=  

Edy  ١ي تالس  قضيه 6
dy 9θ

=  

E
2dy 6d 4d P 160
3

= × θ= θ ⇒ =  پاوند   

  تيرها 

در . باشد ئي غير خطي ميبينيم و جابجايي تير همواره در يک تغيير مکان جز فصل نميم در مقاومت مصالح معمولاً در تيرها :تذکر مهم 

 العمل ژي به راحتي عکسباشند که معمولاً جابجايي تير خطي است و از اصل مينيمم انر يرها داراي مفاصل واقعي يا مجازي مياستاتيک ت
  . آيد  ديگر مجهولات به دست ميو

  . بينيم صل مجازي را به طور مستقيم در تير نميافماما . کنيم مشاهده ميواقعي يعني آن را به طور مستقيم مفاصل 
  : به دو روش قابل حل است: واقعيمفاصل 

  ـ روش تعادل١
  ـ روش انرژي ٢

  . ن قابل استفاده استبراي مسايل نامعي: روش انرژي اولاً 

  . کند اين روش برخي از مسايل تعادل را سريعتر حل مي: ثانياً 



  )کار مجازي(انرژي 

 

١٥  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

در . ( وجود داشته و ممان داخلي در محل مفصل صفر استyR و xRصل فقط دو نيروي داخلي  هميشه در محل مفا:راهنمايي*

  ).  دياگرام آزاد لنگر خمشي در محل مفصل ممان داخلي صفر استمقاومت مصالح در روي

  
    . ي يک معادله کمکي است  هر مفصل نماينده:تذکر مهم

 ها چقدر است؟  العمل عکس : مثال

 
  : حل اين مسأله از تعادل 

  دياگرام آزاد کل و نوشتن سه رابطه تعادل ) ١
تن سه و نوش) از محل مفصل تير قطع شود(دياگرام آزاد جزء ) ٢

  ي تعادل  رابطه
  ها  العمل ي عکس محاسبه) ٣

 

 )١(  xf 0 Ax 0= ⇒ =∑  

)٢ (  ( ) ( ) ( )A A y A yM 0 M P 2a P 4a B 5a 0 M 5a B 4aP+ = ⇒ + + + − = ⇒ − = −∑  

)٣ (  y y y y yf 0 B P P A 0 B A 2P= ⇒ − − + = ⇒ + =∑  

  : بريم حال دياگرام آزاد جزء را از مفصل مي

( )C y y
1M 0 B 2a Pa 0 B P
2

+ = ⇒ − + = ⇒ =∑  

 
  .  صحيح است چون مثبت شده استyBجهت انتخابي 

 y A
3 7A P , M Pa
2 2

= =   پس : −



 استاتیک

 

١٦  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

کنيم و  است معمولاً تيرهايي که يک مفصل دارد از تعادل حل ميوقت گير  تعادل  روش چون حل تيرهاي مفصل دار از:تذکر مهم

  . تيرهايي که بيش از يک مفصل دارد از انرژي

ي تعادل ديگر يعني از   از دو معادله∑CMبايستي در دياگرام آزاد جزء علاوه  ود مي مجهول بCها در محل  اگر عکس العمل

xf yf و ∑=0   .  استفاده کرد∑=0

  چقدر است؟ B,Aهاي  عکس العمل : مثال

 
  :ابتدا دياگرام آزاد کل 

  

x  . چون منفي شده بايد عوض شود xAجهت ) ١( x
2f 0 A F

2
= ⇒ = − ⇒∑  

)٢(   y y y y y
2F 0 A Fcos 45 P B 0 A B P F

2
= ⇒ − − + = ⇒ + = +∑  

)٣(   ( ) ( )A y A A y
2 2M 0 B 4 P 3 M F 0 M 4 B 3P F

2 2
 

+ ↑ = ⇒ − + + + = ⇒ − + = +  
 

∑        

  . نويسيم حال دياگرام آزاد جزء در محل مفصل را مي

( )C y y
1M 0 P B 2 0 B P
2

+ ↑ = ⇒ + − = ⇒ =∑    

 

  ( ) ( )y A
1 2 22 :A P F , 3 : M P F
2 2 2

 
⇒ = + = +  

 
  

  . کنيم اين حل با استفاده از روش تعادل بوده حال از روش انرژي مسأله را حل مي
  : چند نکته مهم

   :کنيم ها به روي انرژي در تيرها به شرح زير عمل مي العمل ي عکس براي محاسبه)١



  )کار مجازي(انرژي 

 

١٧  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  . دهيم العمل مربوطه را قرار مي  آن عکسدر جهتي که عکس العمل در آن راستا مجهول است قيد را آزاد کرده و به جاي) الف

  چقدر است؟ yBمثلاً در شکل مقابل 

 
کنيم مانند    آزاد ميxهول باشد، قيد را در جهت  مجxAاما اگر 

  . شکل مقابل
 

  . کنيم اد مي آزy در جهت Aر قيد را د: مجهول باشدyAاگر 

  
   :را محاسبه کنيمyA باز کنيم و yخواهيم قيد را در جهت  به عنوان مثال ديگر مي

 
  .  را قرار دهيمAM باز شود و به جاي آن A در θ شود بايد قيد چرخشيمحاسبه  AM  بخواهيميا مثلاً

 
  . نويسيم ي انرژي را مي دهيم و از نوع دوم رابطه حال به کل سيستم يک جابجايي کوچک مي) ب
  . باشد ها با بودن مفصل به صورت خطي مي  جابجاييa): در جابجايي تير) ۲

  
(bر محل مفصل ناپيوستگي وجود دارد مانند شکل بالا در تابع جابجايي تنها د .  

  : کنيم حال مثال قبل را ا انرژي استفاده مي
yB :Fcosي  محاسبه )الف   . دهد  کار انجام نمي45

 



 استاتیک

 

١٨  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

۴  y B EB dy P dy 0− =  

  E
B E y

B

dy 1dy 2dy B P
dy 2 2

= ⇒ = ⇒ =



  

   :yAي  محاسبه) ب

 
)۱ (  y A D EA dy f sin 45dy Pdy 0− − =  

  A D Cdy dy dy= =  

  
( )1

E
C E y

C

dy 1 1 2dy 2dy A P F
dy 2 2 2

= ⇒ = ⇒ = +  

  : AMي  محاسبه) پ

 
D E AFsin 34dy Pdy M d 0+ + θ =  

D

C A

E
E

C

dy d
2dy 2 d M P F

2
dy dy d
dy 2


= θ   = θ ⇒ = +   

 
= ⇒ = θ



 
 


 

  کدام است؟ Bالعمل تکيه گاه  عکس : مثال

 



  )کار مجازي(انرژي 

 

١٩  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  : کنيم  را اضافه ميyB آزاد کرده و y را در جهت Bقيد 

)۱   (A 0 F y Baq dy M d Fdg B dy 0− − α − + =  

q

B

F

1dy a d
2

dy ad
1dg ad
2

 = α


= α

 = β


  
 

  :  به صورت زير استdβ و dα رابطهاز طرفي 

  C

C

dy 2a d
d 2d

dy ad
= α

⇒ β= α= β 
  

  y 0
1 1B F aq M
2 a

= + +)    ١(  

  .  محاسبه کنيدH و Eهاي  العمل عکس : مثال
  

AB:0.5m , BC : 0.4m , CD : 0.6m , DE : 0.9 m  
EF 1.2m , FG : 0.6m , GH :1.2m=  

  
  : ERي  محاسبه

B D E E2dy 3dy R dy 0+ − =  

( )

B C

C E E

B E E

D E

0.5dy dy
0.9

2.7d dy 2.25dy
1.2

0.5dy 2.25dy 1.23dy
0.9

dy 1.73dy

 =

 = =



= =

 =

  

 ER 7.35KN=  

 

    :yHي  محاسبه

B D G y H2dy 3dy 5dy H dy 0+ − + =  

F G H

D F H

B H

dy dy dy
0.9dy dy 0.75dy
1.2

dy 0.69dy

= =
 = =


=

  

yH 1.36KN=  

  

  



 استاتیک

 

٢٠  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

   : HMي  محاسبه

B D G H2dy 3dy 5dy M d 0+ + − θ = ⇒  

( )

G C

F B

D F

dy 1.2d , d 2.25d
dy 1.8d , dy 1.25d

0.9 0.9dy d 1.8d 1.35d
1.2 1.2


 = θ = θ


= θ = θ

 = = θ = θ


  

HM 0.55KN.m=  

 

  چقدر است؟ Bعکس العمل  : مثال

 
  . لطفاً دانشجويان محترم جهت ياد آوري مطالب خود مجدداً آن را در اين قسمت حل نمايند. استحل شده قبلاً 
  چقدر است؟ Aعکس العمل عمودي  : مثال

 
ها در آن  جمع جبري شيب مفصل مجازي است، زيرا Cتکيه گاه 

  . محل صفر است
 

   .کنيم  جدا ميCلذا تير را از تکيه گاه 

 
  ( )C y y

1M 0 A 2 P 0 A P
3

= ⇒ − = ⇒ =∑    

  چقدر است؟ Aالعمل عمودي  عکس : مثال

 
  .  مفصل استCهمانند مثال قبلي 

  .  بايد عوض شودyAجهت 

( ) 0
C 0 y y

MM 0 M A 2 0 A
2

+ ↑ = ⇒ + = ⇒ = −∑ 


  

y
MA
2

=


   

  



  )کار مجازي(انرژي 

 

٢١  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  هاي فصل اول تست

ي بالايي وارد   بر انتهاي ميلهMاند، گشتاور  يد شده در راهروهايي مقb 2 و طول mبندي شكل زير دو ميله هريك به جرم  در اهرم ـ ۱
  : برابر است باθي  گردد، درحال تعادل زاويه مي

1 (1 M2Cos
4m g b

−  
θ =  

 
    

2 (1 M2Sin
2m g b

−  
θ =  

 
  

3 (1 M2Cos
2m g b

−  
θ =  

 
    

4  (1 M2Sin
4m g b

−  
θ =  

 
    

  : لازم براي برقراري تعادل برابر است باQ مقدار ـ ۲

1 (( )3p Sin 2θ −  2 (( )3P Cos 1θ −  

3 (( )32p Sin 1θ −  4 (( )3P 2Sin 1θ −   

  

از وزن (در موقعيت نشان داده شده قرار گيرد كدام است؟  W براي تعادل براي حالتي كه وزنه θزاويه . باشد  ميaطول آزاد فنر برابر  ـ ٣
  .)نظر كنيد ها صرف ميله

۱ (1 Wcos
Ka

−  θ =  
 

  ۲ (1 Wsin
Ka

−  θ =  
 

  

۳ (1 Wcos
2Ka

−  θ =  
 

  ۴ (1 Wsin
2Ka

−  θ =  
 

  

  

  



 استاتیک

 

٢٢  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  ها پاسخ

  .رست استد ۱گزينه  ـ ۱

  

1h bSin
2
θ =  

 
  

2h 3b Sin
2
θ =  

 
  

1 2U 0 M mg h mg h 0
2
θ δ = → δ − δ − δ = 

 
  

  M m g bSin 3bSin 0
2 2 2
θ θ θ   δ − δ + =   

   
  

  M m g 4 bCos
2 2 2
θ θ θ     δ = δ     

     
  

  1 MM 4m g bCos 2Cos
2 4m g b

−  θ = ⇒ θ =   
   

 

  .درست است ۴گزينه  ـ ۲

  

( )A

B

x 2a cos a cot

x a cot

 = − θ − θ


= θ
  

A 2

B 2

ax 2a sin
sin

ax
sin

  −δ = + θ δθ   θ 
−δ = δθ θ

  

    
  A BP x Q x 0→ δ + δ =  

  2 2
a ap 2a sin Q 0

sin sin

   − −
+ θ + δθ =      θ θ   

  

  ( ) ( )3p a 2a sin Q a 0− + θ + − =  

  ( )3Q p 2sin 1= θ − 

 . درست است۴گزينه  ـ ۳

  1

2

y 2a cos

x a 2a sin

= θ


= + θ
  



  )کار مجازي(انرژي 

 

٢٣  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

 :با استفاده از روش انرژي داريم

  

( ) ( )2 2 21V K 2a sin W 2a cos 2Ka sin 2Wa cos
2

= θ + θ = θ + θ 

2 1dV W4Ka sin cos 2Wa sin 0 cos
d 2Ka

−  → = θ θ − θ = → θ =  θ  
  



 

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  اي بر روابط تعادل استاتيکي مقدمه
  . درجه آزادي، تغيير مکان يک نقطه را در حالت مختلف گويند

xyي آزادي   در يک نقطه از فضاي دو بعدي اصولاً سه درجه:ممان  y x, u , uθوجود دارد  . 
 

  
  

 .  گوييمoM را ممان oي  ي آن از نقطه حاصلضرب نيرو در فاصله: تعريف ممان

 
o       F نسبت به fممان نيروي * / O OF.h M M= =    

 

  

 

o om f.h f .r sin m f.r.sin= = α ⇒ = α  

 

om f.sin d⇒ = α 

 
  



  اي بر روابط تعادل استاتیکی مقدمه

 

٢٥  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

 : طبق قرارداد داريم: جهت نيروها در استاتيک 

 
  :  استاتيکي عبارتند ازروابط تعادل: معادلات تعادل استاتيکي

x  : ي دلخواه است  نقطهoکه در آن  y of 0 , f 0 , M 0= = =∑ ∑ ∑  

در . شود معني است و جسم و يا سازه تنها جابجا مي ها بي در استاتيک با فرض صلب بودن اجسام تغيير شکل در اجسام يا سازه: تذکر 
  . توان در امتداد خود جابجا کنيم استاتيک يک نيرو را مي

   منتقل کنيم؟ Aي   را به نقطهfتوانيم  آيا مي: سئوال 
  . بلي ـ مشروط بر اين که ممان مربوط به آن را نيز با آن منتقل کنيم

  
  

دقت شود که ممان را از روي مفاصل . ي دلخواه روي جسم يا سازه منتقل کرد توان ممان را به هر نقطه  در اجسام صلب مي:تذکر

 . توان عبور داد نمي

  

   کدام است؟ B و Aالعمل  عکس : مثال
 

o

F 10KN
M 1000 Nmm

=
=

  

  
yسه مجهول  y xB , A , Aي تعادل لذا با رسم دياگرام آزاد کل قابل حل است  وجود دارد و سه معادله .  

)۱                             (x xf 0 A 0 Ax 0= ⇒ + = ⇒ =∑  

)۲      (y y y y yf 0 A B F 0 F A B= ⇒ + + − = ⇒ = +∑  

A om 0 m= ⇒ + ( ) of 2 m+ −∑  ( )yB 4 0− =  

)۳                                                                   (y
1B f
2

⇒ =  

( ) ( ) y
12 , 3 A f
2

⇒ =  

  

  



 استاتیک

 

٢٦  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  رسم دياگرام آزاد جزء و کل 

  چقدر است؟ Aالعمل  عکس : مثال

 
و همچنين حرکت در جهت .  زاويه يا شيب وجود نداردAبه عبارت ديگر در محل .  است يا پيج يا جوشAتکيه گاه گيردار يعني در محل 

x و  yپس در . وجود نداردAالعمل   به ترتيب ممان عکسAMالعمل   و عکسxA و yAدر اين جهات ها زيرا حرکت آن.  وجود دارد 

  . اند مقيد شده

 

 
  .ها منفي شد جهت را عوض کنيد العمل اگر پس از انجام محاسبات هر کدام از عکس

  . شود حال روابط تعادل بر روي دياگرام آزاد کل تير نوشته مي

  x yf 0 , f 0 , M 0= = =∑ ∑ ∑  

  x x xf 0 A 0 A 0= ⇒ + = ⇒ =∑  

  : ي شد پس جهت انتخابي غلط است و بايد عوض شود منفyAچون 

  y y yf 0 A P 0 A P= ⇒ − − = ⇒ = − ⇒∑  

A  .  اشتباه استAmمنفي يعني جهت انتخابي  A Am 0 P. m 0 m p.+ ↑ = ⇒ + + = ⇒ = −∑    

OMرابطه تعادل : تذکر   .  مانند شکل زير خارج از تير واقع شود نوشتOه توان نسبت به هر نقطه دلخواه حتي اگر نقط  را مي∑=0

 
  ( ) ( )om 0 0 0 Bsin 30 80 Bcos30 40 0 B ?= ⇒ + + × − × = ⇒ =∑  



  اي بر روابط تعادل استاتیکی مقدمه

 

٢٧  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  ).  است120Nوزن تير ( را محاسبه کنيد Aعکس العمل  : مثال

 
 . کنيم دياگرام آزاد را رسم مي

x x xf 0 40 40 A 0 A 0= ⇒ + − + = ⇒ =∑ 

yf 0=∑ 

( ) ( ) 3
A Am 0 m 40 20 40 20 w 100 10−= ⇒ + + + + × ×∑ 

  

  
Amجهت بايد عوض شود منفي شد پس  178 Nm= − ⇒  

20θ و نيروي داخلي در Aعکس العمل  : مثال   چقدر است؟ =

  
  :چون گيردار نيست پس ممان نداريم

)۱                                    (x xf 0 A 0= ⇒ =∑  

)۲                         (y y yf 0 A B P= ⇒ + + =∑  

  : گيريم  ممان ميAحال نسبت به 

)۳(  ( ) ( )A y y
1m 0 B 2R R 0 B
2

= ⇒ − +ρ = ⇒ = ρ∑  

  ( ) ( ) y
12 , 3 A P
2

⇒ =  



 استاتیک

 

٢٨  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

 در حالت تقارن هندسي و نيرويي است لذا در روابط yتوانستيم بگوييم که چون جسم نسبت به محور   بدون حل از ابتدا مي:تذکر مهم

  : يعني.  برابر است yB با yAمقدار ) ۲(

  y y y y
1A B P A B P
2

+ = ⇒ = =) ۲ (  

x y
Pf 0 N A cos30 0 N cos
2

= ⇒ + = ⇒ = − θ∑  

( )( )y y
Pf 0 V A sin 0 V sin
2

= ⇒ + − θ = ⇒ = θ∑  

( ) ( )c c c
P 1m 0 m R R cos 0 m PR 1 cos
2 2

 = ⇒ − + − θ = ⇒ = − θ 
 

∑  

  
  . دارد در هر سطح وجود M , N , Vدر تيرهاي مسطح و يا خميده سه نيروي داخلي ) ۱: (نتيجه *
  . باشد  ميsin از نوع (V) و برش cosدر تيرهاي خميده تحت بار متمرکز نيروي داخلي نرمال از نوع ) ۲(
  .  قرار بگيردV و N در راستاي y و xدر تيرهاي خميده تحت بار متمرکز هنگام نوشتن روابط تعادل بهتر است محور ) ۳(

   چقدر است؟ cها درمحل پين  العمل عکس : مثال

  : کنيم  رام آزاد کل را رسم ميابتدا دياگ
  

       
)۱(  x x xf 0 A 0 A 0= ⇒ + = ⇒ =∑  

  ( )y y yf 0 A B P P 0= ⇒ + + + − − = ⇒∑  

)۲ (  y yA B 2P+ =  

  ( ) ( )
( )2

A y y ym 0 B 200 P 200 0 B P A P= ⇒ − + = ⇒ = ⇒ =∑  

  . کنيم  رسم ميcکنيم، دياگرام آزاد جزء در   محاسبه ميcحال نيروها را در 
  . مچون پين است ممان نداري

  : نويسيم در دياگرام آزاد جزء روابط تعادل را مي

  
  



  اي بر روابط تعادل استاتیکی مقدمه

 

٢٩  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  x yf 0 , f 0= =∑ ∑  

  x x xf 0 c 0 c 0= ⇒ − = ⇒ =∑  

  y y y y yf 0 c A P 0 c P P 0 c 0= ⇒ + − = ⇒ + − = ⇒ =∑  

ycتوان حدس زد که در محل پين   در اين مثال از همان ابتدا مي:تذکر   :  است، زيرا=0

 
 و يا طبق اصل سوم cاز طرفي طبق نيروي کنش و واکنش در پين .  همواره هم جهت باشندy به علت تقارن نسبت به yc بايد هر دو

ycگيريم حتماً بايستي  ذا نتيجه ميل.  بايد مساوي و مختلف الجهت باشدycنيوتن دو نيروي    .  باشد=0

  .  وجود داشت تذکر قبل مطرح نيست و اعتبار نداردP نيروي خارجي cي  اگر در گره: تذکر 

 



 استاتیک

 

٣٠  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

 هاي فصل دوم تست

) براي تعادل كدام است؟ θزاويه . باشند سه بلوك نشان داده شده در شكل در تعادل مي ـ ۱ )A C Bw w w , w kw= = =  

۱ (
2

1 ksin
3

−  
θ =   

 
  ۲ (1 ksin

2
−  θ =  

 
  

۳ (1 kcos
3

−  θ =  
 

  ۴ (1 ktan
3

−  θ =  
 

  

  

  باشد؟ دار مي چه مقW به استوانه فوق به وزن Bگاه   نيروي وارد شده توسط تكيه ـ ٢

۱ (( )6 2 W−  ۲ (( )3 1 W−  

۳ (( )2 1 W−  ۴ (2 W
2

  
  

بـه انتهـاي    .  مربوط به طناب است    Tنظر شده است نيروي كششي        ها صرف   اي شكل زير از اصطكاك طناب با قرقره          قرقره 9در سيم     ـ ۳
   آويزان است، براي تعادل كدام رابطه صحيح است؟′W وزنه7 و قرقره 1 قرقره

۱(W 2W′=  

۲(4W W
3

′=  

۳(W 1.5W′=  
۴(W W′= 

  

 و N 800 مفصل شده است و مجموعه تحت تاثير نيروي BC هم به CD مفصل شده و BC به تيره B در ABتير يکسر گيردار  ـ ۴
  کدام است؟A گشتاور عکس العمل تکيه گاه در . قرارد داردN 300 و نيروي Nm 500ممان 

۱ (0.5 kNm  ۲ (1 kNm  
۳ (1.5 kNm  ۴ (0  

  



  اي بر روابط تعادل استاتیکی مقدمه

 

٣١  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

.  استmm 250 و قطر kg 200هر سيلندر به جرم . ند مطابق شکل در درون جعبه اي قرار داده شده اC,B,Aسه استوانه همگن  ـ ۵

g)2 کدام است؟Bنيروي اعمال شده از صفحه افقي به سيلندر  10 m / s ) 

۱ (2400 N  ۲ (4800 N  
۳ (3000 N  ۴ (1200 N  

  

طول ميله برابر با . ميله در حالت افقي و در حال سكون است. وزن آويخته شده است  توسط دو نخ بيwي غيريكنواختي به وزن  ميله ـ ۶
Lي گرانيگاه ميله از انتهاي سمت چپ برابر است با باشد، فاصله  مي : 

1 (
( )

Sin Sin L
Sin

φ θ
θ + φ

  2 (
( )

Sin Cos L
Sin

θ φ
θ + φ

  

3  (
( )

Cos Sin L
Sin

θ φ
θ + φ

  4 (
( )

Cos Cos L
Sin

φ φ
θ + φ

  

  

 باشد؟ مقدار مي  چهBD كشش نخ در عضو  ـ ۷

1 (20 3 KN  
2 (40 KN  
3 (40 3 KN  
4 (20 KN  

  
  



 استاتیک

 

٣٢  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  ها پاسخ

 . درست است۲گزينه  ـ ۱

  

xF 0 w cos kw cos 0= → φ − θ =∑  

yF 0 w sin kw sin w 0= → φ + θ − =∑  

  
cos k cos

sin 1 k sin

φ = θ→ 
φ = − θ

  

  ( ) ( )2 22 2 2sin cos 1 k cos 1 k sin 1φ + φ = → θ + − θ =  

  2 2 2 2 2k cos k sin 1 2k sin 1 k 1 2k sin 1θ + θ + − θ = → + − θ =  

  
2

1k ksin sin
2k 2

−  → θ = → θ =  
 

 

 . درست است۲گزينه  ـ ۲

  :كنيم را رسم ميدياگرام آزاد 

    
                       W 

  
( ) ( )B

2
sin 45 1 22N W W W W 3 1 W

sin 30 45 sin 30cos 45 sin 45cos30 3 3 11
2 2

= = = = = −
+ + +

+

  



  اي بر روابط تعادل استاتیکی مقدمه

 

٣٣  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

   .درست است ۳گزينه  ـ ۳

  

 و هم 2Wرابطه تعادل هم براي وزنه . شود كنيم و سپس رابطه تعادل نوشته مي  را در شكل رسم ميTها نيروي كششي  ابتدا در تمام طناب
  : نوشته شود يعني7 و 1براي قرقره 

  

  6T 2W W 3T WW 3 W 1.5W
2T W W 2T 2

= ⇒ = ′   ′⇒ = ⇒ =  ′ ′= ⇒ =  
  

  .درست است ۳گزينه  ـ ۴

 

 و روابط تعادل مقادير نيروي اعمال شده به آن مطابق شکل خواهد CDبررسي عضو 
  .بود
  

 عکس العمل ها بدست مي آيند که با استفاده از رابطه BCهمچنين با بررسي عضو 
  هاي عضو خواهيم داشتگشتاور حول يک انت

y y
5000 1250D 3.6 500 D =  N
36 9

× = → = 

   خواهيم داشتABو در نهايت براي عضو 

AM =0 M=800×3-150×6=1500 Nm→∑ 

  



 استاتیک

 

٣٤  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  .درست است ۳گزينه  ـ ۵

  
  

  .با استفاده از تعادل سيلندرها مي توان نيروي وارد به آن ها را بدست آورد

AB AB AC
10002N cos50=200g N =N =  N
cos50

⇒  

  . محاسبه مي شودE نيرو در Bبررسي سيلندر در نتيجه با 

AB
1000E=200g+N sin40=2000+ sin40=3000 N
cos50

 

 برابر F و Eکل مجموعه سيلندرها را با هم در نظر مي گيريم که به علت تقارن نيروي : راه دوم
  عه سه سيلندر مي توان نوشتپس براي مجمو. است

E+F=2E=3×200×10 E=3000 N⇒ 

  .درست است ۲گزينه  ـ ۶

  

x 1 2F 0 T sin T sin= ⇒ φ = θ∑  

( ) ( )G 1 2M 0 T cos L x T cos x= ⇒ φ − = θ∑  

( ) ( )2 2
sinT cos L x T cos x
sin

 θ
⇒ φ − = θ φ 

  

  ( )
( )

L x cos x cos sin cosx L
sin sin sin

− φ θ θ φ
⇒ = ⇒ =

φ θ θ + φ
  

  .درست است ۳گزينه  ـ ۷

  

AB

AB

1cosF cos 40 2tan 3
3F sin 40 3

sin
2

 α =α =  → α = → 
α =   α =

  

BD BC A B

BD BC A B

F Cos 60 F Cos30 F Sin

F Sin 60 F Sin 30 F Cos

+ = α


= + α
   

  : پس از حل معادلات

( ) ( )( )BD ABF sin cos 60 cos sin 60 F sin 60 60 80 40 3 KN= α + α = + = 



 

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  و سه نيرويياعضاي دو نيرويي 
ها بر روي عضو در امتداد خطي است که دو نقطه را  العمل عکس) به جز ممان(شود  در اعضاي دو نيرويي که در دو نقطه به آن نيرو وارد مي

  . ککند به هم وصل مي
  . ت دو نيرويي اسBCعضو 

 
  .  سه نيرو از يک نقطه بگذردردر يک صفحه سه نيرو زماني در حال تعادل است اگر ه: تذکر 

  گذرد؟   از کدام نقطه ميAالعمل  عکس : مثال

  . کند  عبور ميCاز 
 سه نيرويي است که AEG دو نيرويي است و نيز عضو  BCEعضو

BRنيروي  ,F از Oگذرد و به اجبار   ميAR بايد از B يا Cبگذرد  .  

  



 استاتیک

 

٣٦  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

   چقدر است؟ Aالعمل  عکس : مثال

   

  ( ) ( )B C A C
4PM 0 P 2a R cos 45 a 0 R R

2
+ ↑ = ⇒ − = ⇒ = =∑  

  .  دو نيرويي استACعضو 
ي  هاي بعدي ضريب اصطکاک لغزشي و غلتشي به طور کامل بحث خواهد شد ولي در حال حاضر به زاويه گرچه در بخش: تذکر مهم

 را زاويه اصطکاک (R)العمل کل سطح   با عکسNالعمل نرمال  زاويه بين عکس(هميشه تانژانت زاويه اصطکاک . اصطکاک توجه شود
  . با مقدار ضريب اصطکاک بين جسم و سطح برابر است) گويند

 . سبک استBC و عضو دارد w وزن ABعضو  تعادل کدام است؟ θ : مثال

s و sµ زمين  باBCي  ضريب اصطکاک ميله 0.2µ   . است=

  

  
 .  دو نيرويي استBCعضو : حل 

stan ϕ = µ  

s arc tanϕ = µ  

( )s arc tan 0.2
2 2
π π

θ = − ϕ ⇒ θ = −  

 

  



  نیرویی اعضاي دونیرویی و سه

 

٣٧  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

   تعادل کدام است؟ dحداقل  : مثال

  .  دو نيرويي استBCعضو 

tan 0.2ϕ=µ =  

cot tan 0.2
2
π

θ = − ϕ ⇒ θ= ϕ =  

2
2

22

d dcos 0.2 0.4
4 dd1

4

⇒ θ = = ⇒ = ⇒
−

−

  

2 2d 1.6 0.4d= − ⇒  

2 1.61.4d 1.6 d
1.4

= ⇒ =  

 

  برساند؟ نردبان  به بالاترين نقطهخود را  چقدر باشد که شخص بتواند α : مثال

sضريب اصطکاک نردبان با زمين و ديوار ). نردبان سبک است و 65kgوزن شخص ( 0.1µ   .  فرض شود=

 
  : کنيم دياگرام آزاد را رسم مي

arc tan 0.1α =ϕ=  
AB   دو نيرويي است زيرا يک برآيند بـراي          عضوB B0.1N , N    و نيـز 

Aيک برآيند براي     A0.1N , N , W           داريـم کـه در مجمـوع دو نيـرو 
  .شوند مي

  

  روش تعادل: روش دوم 

xمحاسبه   
A B

y

F 0
N , N

F 0
 = ⇒ =

∑
∑

  

  . شود  استخراج ميαي حاکم  از معادله. گيريم  ممان ميB يا Aحال نسبت به 



 استاتیک

 

٣٨  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  .)  استωوزن ( تعادل کدام است؟ θ : مثال

 A  که در امتداد خطي استAالعمل  جسم دو نيرويي است پس عکس
  .کند  را به هم وصل ميBو 

  
y 4R 4tan
R 3 R 3

α = = =
π π

  

2
π

θ = − α  

4 4cot tan arccot
3 3

θ= α = ⇒ θ =
π π

   

 عکس العمل سيلند چقدر است؟  : مثال

 
   . دو نيرويي استCDسيلندر 

 

  B C C
3 3 sinM 0 P sin R sin 0 R P
4 4 sin

β + ↑ = ⇒ β− α = ⇒ =  α 
∑    

   چقدر است؟ Aعکس العمل  : مثال

  .  دو نيرويي استACعضو 

 



  نیرویی اعضاي دونیرویی و سه

 

٣٩  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

BM 0= ⇒∑  

( )( )x Cq R sin 30 0 0
2

  − + = ⇒ 
 

   

C AR q R q= ⇒ =   

   چقدر است؟ Aعکس العمل  : مثال

  .  دو نيرويي استACعضو 

  

( )( )B A 0 0
4 2M 0 R 2 sin 45 q q 0

2 3 2 3
   ↑ = ⇒ − + + =   
   

∑    

A 0 A 0
2 2R q R q

33 2
⇒ = ⇒ =     

   کدام است؟ Aالعمل  عکس : مثال

 

 

B AM 0 2R .R 3R P 0+ ↑ = ⇒ − = ⇒∑  

A
3R P
2

=  



 استاتیک

 

٤٠  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  تعادل کدام است؟ θ : مثال

 
چون تقارن وجود دارد پس . دو نيرويي است) OBيا  (OCعضو 

C
1N P
2

 در امتداد CR لذا  دو نيرويي استOC ازآنجايي که =

    : است پس OCعضو 

  
1 P 22tan
P 1 2
2 4

θ = =
Ρ + µ µ + 

 

  

 . نيروي وارد بر فنر را حساب کنيد : مثال

 
  .  دو نيرويي است′AOعضو 

)۱    (k
k

O y O ytan 60 F
F tan 60
′ ′

= ⇒ =  

    

Oي  براي محاسبه y′کنيم ز دياگرام آزاد کل استفاده مي ا:  
  :گيريم  ممان ميOحال نسبت به 

oM 0↑ = ⇒∑  

Oجهت  y′ بايد عوض شود ( )600 2.5 O y 500′× − = − →  

( ) K
500 5001 f 292.397 N

tan 60 3
⇒ = =    



  نیرویی اعضاي دونیرویی و سه

 

٤١  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  کدام است؟ CDي سبک  نيرويي وارد بر ميله : مثال

 
  . ها نيز دو نيرويي هستند همچنين کابل. يرويي است دو نCDي سبک  ميله

)۱       (x CDF 0 T cos60 F= ⇒ =∑  

y
100F 0 Tsin 60 100 T

sin 60
= ⇒ = → =∑  

( ) CD
100 31 F N

3
⇒ =  

 

 )  چقدر استAها در  هاي عکس العمل مولفه( چقدر است؟ Aعکس العمل تکيه گاه  : مثال

 
ي زير برقرار   رابطهyC و xCيا به عبارت بهتر .  استCB در امتداد خط Cل تکيه گاه يعني عکس العمل ک.  دو نيرويي استBCعضو 

  . است

 

)۱(  y
g x y x

x

C 8 8 2tan C C C C
C 20 20 5

α = = ⇒ = ⇒ =  



 استاتیک

 

٤٢  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  . گيريم  ممان ميAحال در دياگرام آزاد کل نسبت به 

  
( )1

x y x
1000a 1001000a 10C 50C 0 C a

30 3
− − = ⇒ = =  

  x x x x y x
100F 0 A C 0 A C A a

3
= ⇒ − = ⇒ = ⇒ =∑  

  ( ) 2 2
y A x y

aA 1000 1 R A A
75

 = − ⇒ = + 
 

  

 چقدر است؟  Aعکس العمل  : مثال

 
  . زيرا قرينه است.  دو نيرويي استBC يا ACعضو 

y
1A P
2

=  

x y
1A A P
2

= =  

2 2
A x y

2R A A P
2

= + =  

 

  چقدر است؟ B و Aعکس العمل : مسأله

 
مانند مثال  yA و xA دو نيرويي است لذا بين ACعضو : راهنمايي

  . سازد بالا يک رابطه برقرار است و حل مسأله را آسان مي

 

  



  نیرویی اعضاي دونیرویی و سه

 

٤٣  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  :  اعمال شود آنگاهE به D به جاي Pقبل نيروي مساله اگر در : مسأله

   چقدر خواهد شد؟ B و Aالعمل  عکس
  . براي حل اين دو مسأله لطفاً ابتدا به مثال زير توجه گردد. ن محترم سعي نمايند دو مسأله بالا را حل کننددانشجويا

  چقدر است؟ Aالعمل  در قاب زير عکس : مثال

  .  يک عضو دو نيرويي استCDعضو : حل 

 

  

y
y x

x

D Rtan 1 D D
D R

α = = = ⇒ =  

  A x y x yM 0 24 0.125D 0.125D 0 D D 96 N= ⇒ − − = ⇒ = =∑  

  
1x x x x 2 2

A x y
y y y y

F 0 A D 0 A 96N
R A A 96 2N

F 0 A D 0 A 96N
= ⇒ − = ⇒ =  ⇒ = + == ⇒ − = ⇒ = 

∑
∑

  

  اعضاي سه نيرويي

  : دو نوع مسأله داريم
  :  استقاربسه نيرو مت) ۱

  

  

  . دو معادله تعادل حاکم است

  



 استاتیک

 

٤٤  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  . د، مانند مثال زيرها از يک نقطه بگذر نسه نيرو در يک صفحه زماني در حال تعادل است که امتداد آ) ۲

 
  . شرايط بالا براي زماني که دو نيرو موازي باشد صادق نيست

  . توان به جاي تعادل از انرژي مسأله را حل کرد دو نيرو کار انجام داد مي حداقل ي سه نيرويي ر در يک مسألهاگ

 نيروي کششي وارد به کابل چقدر است؟  : مثال

 
)۱       (x 1 2 1 2f 0 T cos T cos 0 T T= ⇒ α − α = ⇒ =∑  

y 1 2f 0 T sin 60 T sin 60= ⇒ + =ω ⇒∑  

1 2
3T T

3
⇒ = = ω)۱(  

  

  مينيمم شود؟ AC چقدر باشد که نيروي وارد بر کابل α : مثال

هر دو کابل را محاسبه (نيروي وارد بر کابل چقدر است؟ : ثانياً
  .) کنيد

  

  
  :يعني. کنيم از تعادل يا مثلث نيرو حل مي. مسأله از نوع متقارب است: حل 

  
ACT مينيمم است اگر AC BCT T⊥باشد  .  

xي  محاسبه  
BC AC

y

f 0
T , T

f 0
 = ⇒ =

∑
∑

  



  نیرویی اعضاي دونیرویی و سه

 

٤٥  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  تعادل کدام است؟ θ.   سبک استABي  ميله : مثال

دهند لذا قبلاً در فصل دوم اين  و خود کار انجام ميامتداد  در p و F باشد که چون حداقل دو نيروي اين مسأله سه نيرويي مي: راهنمايي
 انرژي مسأله را حل کرد و از تعادل  روشتوان از دهد ديگر نمي يک نيرو کار انجام ميدر مثال زير که فقط . ه از روش انرژي حل شدهمسأل

  . شود کلي مي

 
ه شده سپس با توجه به معلومات دادو کنيم تا چند مثلث متشابه را پيدا کنيم   از امتداد نيروها استفاده مي مسائل سه نيروئيدرمعمولاً 
  شود، مانند مثال زير اي نمي د نيروها هيچ استفادهاز خو. يابيم ي مسأله را مي خواسته

) تعادل کدام است؟ θ : مثال )AB 2R= 

 
   :کنيم با استفاده از تعادل سه نيرويي حل مي. از انرژي قابل حل نيست

1GB AB R
2

= =  

)١    (GB R BC GC= = +  

BCD BC R tan∆ → = θ  
DGC CG DC tan∆ → = θ  
DCB DC BC tan∆ → = θ  

  

  2 3 2 3 3 2DC R tan , CG R tan R R tan R tan tan tan 1 0→ = θ = ⇒ = θ + θ ⇒ θ + θ − =  
tan   :ي فوق داريم با حل معادله 0.68θ=  



 استاتیک

 

٤٦  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

AB است و Rشعاع کاسه  : مثال 3R=ي  يله طول مAB برابر با  و وزن آن wاست  .θ اصطکاک صفر ( تعادل کدام است؟
 ). است

 
  : عضو سه نيرويي است پس

ARي   نقطهگذرد   از مرکز ميEي  چون زاويه.  روي دايره است

ECA 90 است پس محاطيدرجه است  .  

 

  

AFAGF cos AF 1.5R cos
1.5R 1.5R cos 2R cos 2
AFAEF cos 2 AF 2R cos 2
2R

∆ ⇒ θ = ⇒ = θ ⇒ θ= θ
∆ ⇒ θ= ⇒ = θ 

  

  : آيد حل کنيم جواب به دست مي

  2cos 3cos 4 0 cos 0.7θ − θ − = ⇒ θ =  

  تعادل کدام است؟ θ : مثال

اين ميله .  استw ميله  است و وزن اين نازک و طول آن ABي  ميله
 سه ABعضو . ها صرفنظر شود از اصطکاک. روي يک ميخ قرار دارد

  .نيرويي است
  

  : حل 

  
  



  نیرویی اعضاي دونیرویی و سه

 

٤٧  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  ACD : AC bsin∆ = θ  

  
2

3 3
ACE:a ACsin a bsin 2aa sin sin

2AGD: b AG sin sin
2

∆ = θ ⇒ = θ ⇒ = θ ⇒ θ =
∆ = θ= θ 




 

  

).  استR است و شعاع w تعادل کدام است؟ وزن رينگ θ : مثال )AB 2R= 

 
  . شود جواب از دو روش ميسر مي. اند موازي W و Fن استفاده کرد زيرا اتو از قانون سه نيرويي نمي

   Aممان گيري نسبت به  : روش تعادل ) ١
  روش انرژي ) ۲

 

  ( ) ( )A
2M 0 Fsin 2R sin R cos R 0 = ⇒ − θ − ω θ + ω θ = π 

∑  

  
( )

2R 2wy tna
w 2F

= ⇒ θ =
π π +

  

): انرژي روش  )( ) ( )( )B oF dy w dy 0′− − + − − =  

B ofdy Wdy 0′⇒ + =  

B B

o 1 2

y 2R sin dy 2R cos d
2y y y R cos ysin R cos R sin′

= θ → = θ θ



= + = θ + θ = θ + θ π

  

o
2dy R sin cos d
21′

 → = − θ+ θ θ  
   

  



 استاتیک

 

٤٨  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  ( ) ( )
2 2wF 2R cos d w R sin cos d 0 tan

w 2F
  θ θ+ − θ + θ θ= ⇒ θ =  π π +  

  

 ) گذرد  ميي تماس از مرکز نقطه( تعادل کدام است؟ θ : مثال

 
  : گيريم  ممان ميAنسبت به : کنيم از تعادل استفاده مي

AM 0= ⇒∑  

( )4w cos R w sin R w R R sin 0
3

 θ − θ + − θ = π 
  

4 cos 2sin 1 0
3

⇒ θ− θ+ =
π

  
 

  ).  استRشعاع کاسه ( تعادل کدام است؟ θ : مثال

  :کاسه سه نيرويي است

DEADE:tan cot 12R cot tan 60
RE 2ODE:tan 40 DE R tan 60
R

∆ β= θ= ⇒ θ=
∆ = ⇒ =


  

3cot
2

⇒ θ=  

 

 قرار دارد و توسط نيروي افقي αي  يهو و زاθدار   روي يک ديوار مايل زاويهωو وزن  به طول ABي متجانس  ميله: مسأله
Pشود  نگهداري مي .αتعادل کدام است؟  

1 wtan cot
2 P

α = = − θ  

  . دانشجويان محترم سعي فرمائيد اين مسأله سه نيروئي را حل نمائيد

  



  نیرویی اعضاي دونیرویی و سه

 

٤٩  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  .  تعادل کدام است؟ هم چنين نيروي کششي دو کابل راθ : مثال

tan 2 3θ=  

1 2T 383.2 N , T 695 N= =  

 
   : 2T و 1Tي  براي محاسبه

 

  

  

1 2

sin 34 sin16 sin 30
1000 T T

= =  

  کدام است؟ C و Bعکس العمل  : مثال

 
CH ytan
R R

α = =  

y OH R= −  
OHOHD:tan 60 OH R tan 60
R

∆ = ⇒ =  

( )y R tan 60 1⇒ = − ⇒  

tan tan 60 1 36.2α = − ⇒ α   

 

 
  



 استاتیک

 

٥٠  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  
( ) ( )

C BR R P
sin 30 sin 90 sin 60

= =
+ α − α

  

xها از از تعامل  العمل حال عکس  

y

F 0
F 0

 =
 =

∑
∑

  

Cتوان   ميαبا توجه به اندازه  BR ,Rست ا .  

  



  نیرویی اعضاي دونیرویی و سه

 

٥١  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  هاي فصل سوم تست

درون يك كره صيقلي طوري قرار . كند  تقسيم مي2a و 4aهاي  تير را به دو قسمت به طول) Gنقطه ( كه مركز ثقل آن ABتير   ـ ۱
  ) است5aشعاع كره برابر ( براي تعادل كدام است؟ γزاويه . سازد  ميγگرفته است كه با افق زاويه 

۱ (1 1tan
4

−  ۲ (1 1tan
8

−  

۳ (1 1sin
4

−  ۴ (1 1sin
8

−  

  

W برابر ACدر سازه شكل زير وزن ميله         ـ ۲ 2 KN=    و ميله BC     ايـن دو ميلـه در مفصـل         .  سبك فرض شده اسـتC     تحـت نيـروي 
P 10 KN=  ميله  .  قرار داردAC    در محل A         به ديوار پين شده است و ميله BC    در محل B    ضريب اصطكاك ميله   .  به ديوار تماس دارد

BC30.56 با ديوار برابر
3

µ =    تعادل كدام است؟θزاويه.  است≅

۱(120θ =   

۲(115θ =   

۳(125θ =   

۴(135θ =    



 استاتیک

 

٥٢  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  ها پاسخ

 . درست است۱گزينه   ـ ۱

  .باشد  يك عضو سه نيرويي ميAB تير

  

2a 4aAH 3a
2

GH 3a 2a a

+ = =

 = − =

  

  :باشد لذا  ميγ برابر O زاويه GOHدر مثلث 

  1

2 2

atan 1 1 1OH tan tan
4a 4 4

OH a 5 3 4a

−
 γ = → γ = = → γ =
 = − =

  

    .درست است ۱گزينه   ـ ۲
العمل  از طرفي زاويه بين عكس.  خواهد بودBC ميله  در راستاي محورBCالعمل عضو   يك عضو دو نيرويي است لذا نيروي عكسBCعضو 

Rو BN0 زاويه اصطكاكϕباشد يعني  مي:  

  
  0

3Arctan Arctan 30
3

ϕ = µ = =   

  90 30 60α = − =  
  :الساقين است پس  مثلت متساويABCاز طرفي مثلث 

  180 60 120θ = − =   



 

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  ها خرپاها و قاب
ضاي تمام خرپاها به عنوان اع. در فصل قبل مسائل دو نيرويي مطرح شد

  شوند  دو نيرويي محسوب مي

  
از چندين عضو تشکيل شده به طوري که اين اعضا به : ها تعريف قاب

تواند در بدنة   و مي)پين شکاف داريا پين ثابت (: اند يکديگر پين شده
تواند هم دو نيرويي باشد و هم  ود نيرو قبول کند يعني اين اعضاء ميخ

 مفاصل ممان داخليسم دياگرام آزاد در محل رهنگام . چند نيرويي
  . صفر است زيرا پين است

 

  

  دياگرام آزاد جزء 



 استاتیک

 

٥٤  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  

  
باشد هميشه در  رجي بر روي آن نمي در محل مفصلي که نيروي خا، تقارن داردyهائي که نسبت به محور  در قالب :تذکر بسيار مهم

  . به مثال زير توجه شود.  صفر استy نيروي داخلي در جهت ،محل مفصل

)نيروي وارد بر مفصل، چقدر است؟  : مثال )w 600 N= 

 
  :  به صورت زير استADCدياگرام آزاد 

 با يکديگر برابر و y امتداد  درBC و ACها بايستي تمام نيروهاي وارد بر دو عضو yبه علت وجود تقارن جسم نسبت به محور ) الف
  . جهت باشند هم



  ها خرپاها و قاب

 

٥٥  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

ن شرايط يچون ب.  نيروهاي داخلي بايستي در روي دو عضو با يکديگر برابر و مختلف جهت باشدCفصل مطبق قانون سوم نيوتن در ) ب
yCار الف و ب در بالا تضاد ايجاد شده است بايستي به اجب   .  باشد=0

yF 0 2T cos 60 w 600= ⇒ = =∑  

300T T 600 N
cos 60

⇒ = ⇒ =  

  
  .  نيز محاسبه گرددxC تا نيروي ميگير  ممان ميA در روي دياگرام آزاد جزء مقابل نسبت به دو نقطه xCبراي محاسبه 

  . اول در بخش قبل حل شد  نوع۳ حالت زير است که ۴ها به  کلاً مسايل قاب: کر مهمتذ
  دو نيرويي: نوع اول 
  . ها غلتک داريم گاه در يکي از تکيه: نوع دوم 

  
  

  
  

  ). باشد چون غلتک داريم نيازي به دياگرام آزاد جزء نمي(دياگرام آزاد به صورت زير است نوع دوم براي حل 
  . له با سه مجهول به راحتي قابل حل استسه معاد

( ) ( ) ( ) ( )A BM 0 R 2a 400 a 400 a P 3a 0+ ↑ = ⇒ − + + + =∑  

x x BF 0 A 400 R 0= ⇒ − + =∑  
3

y y yF 0 A 400 0 A P 400 10 N= ⇒ − − ρ = ⇒ = + =∑  

 
  



 استاتیک

 

٥٦  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  .  عمود بر شيار استCالعمل مفصل  در اين حالت عکس. داراي پين کشويي است: نوع سوم 

 
  .  حاکم نيست۳و۲و۱شرايط : نوع چهارم 

  . شود مجهول استخراج مي ۶معادله و  ۶نوع چهارم براي حل اين 

  
  :  مجهول داريم٤ سه معادله با از دياگرام آزاد کل

)۱ (            
x

y

f 0
f 0

m 0

 =


=
 =

∑
∑
∑

  

  
  . شود معادله با دو مجهول استخراج ميسه کنيم، که  ياگرام آزاد جزء را رسم ميحال د

  ) کند کدام جزء فرقي نمي(

)             ۲( مجهول    ۲ و سه معادله
x

y

F 0
F 0

M 0

 =


=
 =

∑
∑
∑

  
  

) مجهول ۶ معادله و ۶   ) ( )1 , 2 ⇒  

 .  را بنويسيدCDEFي نيروهاي وارد بر عضو  هدر قاب زير کلي : مثال

 



  ها خرپاها و قاب

 

٥٧  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

CGاعضاي  ,FHدر چون.  دو نيرويي است H کل مفيد است و به صورت زير است دياگرام آزاد  لذا. غلطک داريم :  

x x xF 0 G 0 G 1200 b= ⇒ − +ρ = ⇒ =∑   

)۱  (y y yF 0 G H 0= ⇒ + =∑  

( ) ( )H yM 0 G 16 P 12 0+ ↑ = ⇒ + =∑  

yGجهت بايد عوض شود  150 b⇒ = −   

  : کنيم  را رسم ميBEHحال دياگرام آزاد جزء 

E HF HFM 0 F sin 6 0 F 0= ⇒ α× = ⇒ =∑  

H x xM 0 E 6 0 E 0= ⇒ × = ⇒ =∑  

y yf 0 E 150 b= ⇒ =∑   

  
  : کنيم  را رسم ميAGدياگرام آزاد جزء 

( )( ) ( )G x xM 0 200 12 D 16 0 D 400 b= ⇒ − + = ⇒ =∑   

x CGf 0 400 200 F cos 200 0= ⇒ − + + α − = ⇒∑  

CG CG
4 F 400 F 500 b
5

= ⇒ =   

( )y y y
3F 0 500 D 150 0 D 450 b
5

= ⇒ − + − = ⇒ =∑     

 

  کدام است؟ BDFHي نيروهاي وارد بر  کليه : مثال

 



 استاتیک

 

٥٨  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  : کنيم م ميدياگرام آزاد کل را رس

GM 0= ⇒∑  

( )( ) ( )120 12 Hy 3 0− + = ⇒  

Hyجهت صحيح است  480 b=   
  

y    جهت بايد عوض شود y y yF 0 G H 0 G 480 b= ⇒ + = ⇒ = −∑   

  : کنيم حال دياگرام آزاد جزء را رسم مي

 
  :اند  دو نيروييCF و EDي مهم اين است که  نکته

  ( )j x xM 0 480 1.5 H 6 0 H 120 b= ⇒ × − × = ⇒ =∑   

  ( )y CF CF
4 4F 0 480 200 F 0 F 400 b
5 5

= ⇒ − − = ⇒ =∑   

  ( ) ( )F x DE DE
3M 0 H 4 F 4 0 F 200 b
5

 = ⇒ − + = ⇒ = 
 

∑   

  : ر بود در دياگرام آزاد کل داشتيم مدنظGxاگر .  محاسبه شد نيروهاي وارد بر عضو خواسته شدهيعني 

  x x xF 0 120 120 G 0 G 0= ⇒ − + = ⇒ =∑  

b20 و شدت وزن آن 30ftطول لوله  : مثال
ft
نيروهاي عکس العمل تکيه گاه و همچنين نيروهاي ) الف: تعيين کنيد.  است

=30θ وقتي Bوارد بر فصل  ها فقط قائم باشد  گاه العمل تکيه اگر عکس) ب.  استθ تعادل کدام است؟  

 
w 2 30 600 b= × =   

y y
600A C 300 b

2
= = =   



  ها خرپاها و قاب

 

٥٩  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

y  :  تقارن داريم پس yچون در جهت : روش اول y
600A C 300 b

2
= = =   

  : کنيم دياگرام آزاد کل را رسم مي :روش دوم 

( ) ( )C yM 0 Ay 10 600 5 0 A 300 b= ⇒ − = ⇒ =∑   

y y y yF 0 600 A C 0 C 300 b= ⇒ − + + = ⇒ = −∑   

x. فعلاً در دسترس نيست x xF 0 A C= ⇒ =∑  
  

  . شود  استخراج ميTقبل از آن از دياگرام آزاد قرقره مقدار . کنيم  را محاسبه ميABحال دياگرام آزاد جزء روي عضو 

yF 0 600 2T cos 60 0 T 600 b= ⇒ − + = ⇒ =∑   

yBبه علت تضاد تقارن و قانون سوم نيوتن    قـبلاً بـه طـور   (.  است=0

   )جامع بحث شد
( ) ( ) ( )B xM 0 600 5 300 5 A 8066 0= ⇒ − + = ⇒∑  

x xA 173.2 b C 173.2= → =  

x x xF 0 600cos30 A B 0= ⇒ + − = ⇒∑  

xB 346.4 b=     

  2
B yR B= 2

x x B
0

B B R 346.4 b+ = ⇒ =   

  .  است=60θعضو سه نيرويي است پس ) ب
  

  

 )برخلاف مثال قبل(ر حال تعادل نيست  دYدقت شود که سيستم نسبت به  چقدر است؟ C مفصلنيروي کل  : مثال

 



 استاتیک

 

٦٠  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  :کنيم دياگرام آزاد کل را رسم مي.  وجود داردyCلذا 

x xF 0 B 0= ⇒ =∑  

( )B y yM 0 A 4 200 0 A 50N= ⇒ − = ⇒ =∑  

y بايد عوض شود yBجهت نيروي  yF 0 B 50N= ⇒ = −∑  

  
   :کنيم ياگرام آزاد جزء را رسم ميحال د

( ) ( )e yM 0 A 2 T 1 0 T 100N= ⇒ − = ⇒ =∑  

yجهت بايد عوض شود  y y yF 0 C A 0 C 50N= ⇒ + = ⇒ = −∑  

xجهت بايد عوض شود  x xF 0 C T 0 C 100N= ⇒ + = ⇒ = −∑  
 

  2 2
C x yR C C 50 5 N= + =  

) کدام است؟ E و Aهاي  گاه مل تکيهالع عکس. اصطکاک قرقره صفر است.  است1.5ftشعاع قرقره  : مثال )P 210 b=   

( ) ( )( )A y yM 0 F 21 210 13.5 0 E 135 b= ⇒ − = ⇒ =∑   

y yF 0 A 210 135 0= ⇒ − + = ⇒∑  

yA 75 b=   

  
x x x x xF 0 A E 0 A E= ⇒ − = ⇒ =∑  

( ) ( ) ( )C xM 0 A 9 75 2 210 3 0= ⇒ − − × + × = ⇒∑  

x xA 45 b E 45 b= ⇒ =   

  



  ها خرپاها و قاب

 

٦١  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

100بالا بردن يک جسم با نيروي از يک چنگک صنعتي براي  : مثال Nتعيين کنيد نيروي کل وارد بر .  استفاده شده است
 .  باشدDE را اگر اين نيرو برابر با نيروي وارد بر عضو Cمفصل 

 
2P 100 P 50 N= ⇒ =  

  : حال دياگرام آزاد کل 

x x xF 0 G F= ⇒ =∑  

y y yF 0 F G 2P= ⇒ + =∑  

y  :  داريم کهG يا 3Fبه علت تقارن يا از روش فعال گيري نسبت به  yF G P 50 N= = =  

  حال دياگرام آزاد جزء 
yCبايد دقت شود که طبق مطالب قبل    . است =0

( ) ( ) ( )G x DEM 0 P 240 C 140 F 80 0= ⇒ − − =∑  

DEF 54.4 N⇒ =  

( )
122

x DE CC F 54.4 N R 0 54.4 54.4N= = ⇒ = + =  

  

  خرپاها 

  . اند جوش يا پيچ شدهيا مفصل در خرپاها اعضاء به يکديگر در محل گره 

  



 استاتیک

 

٦٢  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

n: [  m  و  تعداد گره : mتعداد عضو [   2n 3=   ) براي شرايط پايداري (−
n:    مثلاً در شکل بالا داريم   5 m 7= ⇒ =  

شود، يا به عبارت بهتر تمام اعضاء، به عنوان اعضاي دو نيرويي  ها نيرو وارد نمي شود که در بدنه به آن خرپاها اعضاي باريکي محسوب مي*
  . شود ها اعمال نمي در محل گره به آن داخلي ممانشود، به طوري که هنگام رسم دياگرام آزاد جزء هيچ گونه  محسوب مي

  :  به صورت است Bي  دياگرام آزاد در محل گره
  . اند نيروها در امتداد اعضاست و نيروييديعني چون اعضاء 

 
Mي  رابطه. (توان نوشت  ميBل را در مفصل دي تعا حال دو معادله گذرند و اين   ميBها از ي نيرو زيرا همه.  همواره برقرار است∑=0
  . شود محسوب نمي مفيد رابطه معادله 

  xF 0= ⇒∑  

  BA BD CP F F cos FB cos 0− + α − β=  

  y BD BCF 0 0 0 F sin F sin 0= ⇒ + − α − β=∑  

فصل م يک ي تعادل در توان آن مجهولات را به دست آورد زيرا فقط در معادله ل ماکزيمم دو نيرو مجهول باشد ميفصماگر در يک : تذکر
  . در دسترس است

  . اگر نيروي وارد بر اعضا در معادلات بالا منفي محاسبه شد بايد جهت عوض شود

 
xFي تعادل   دو رابطهAفصل محال در  yF و ∑=0   .شود  نوشته مي∑=0

 
  گيري  نتيجه

ها ابتدا با رسم دياگرام آزاد نيروهاي  باشد که براي به دست آوردن آن لي وارد بر اعضاي مياصولاً در خرپاها مجهول مسأله نيروهاي داخ
  .  براي محاسبه نيروهاي داخلي دو روش وجود داردسپسآوريم  گاه را به دست مي العمل تکيه عکس

  روش مفاصل )۱



  ها خرپاها و قاب

 

٦٣  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  روش مقاطع ) ۲
 دو مجهول ماکزيممفصل ماگر در يک . مانند مثال قبل. آيد ه به دست ميها مجهول مسأل در روش مفاصل با نوشتن روابط تعادل در مفصل

ها کنترل  ها در آن ي نيروهاي داخلي وارد بر اعضا از مقاومت مصالح تير تنش پس از محاسبه. روش مفاصل در اولويت است. وجود داشت
  : شود  محاسبه شد تنش به صورت زير کنترل ميAB در عضو BAFبه طور يکه مثلاً در مثال قبل وقتي که . شود مي

yS که به جنس ماده وابسته است استمقاومت حد يا مقاومت تسليم  .  

  B
y

F A S=   تنش ≥

  . شود ها ايجاد مي زيرا امکان ايجاد کمانش در آن.  قرار نگيرنديتحت بار فشارهمچنين بايستي سعي شود که اعضاء 

  
  : براي حل دو روش داريمباشد که  ميي نيروي داخلي در اعضا  محاسبه: هدف خرپاها

  روش مفاصل )۱
  روش مقاطع ) ۲

ستفاده اگر با حل يک مفصل به مجهول مسأله رسيديم بهتر است از روش مفاصل استفاده کنيم در غير اين صورت از روش مقاطع ا
  .   مجهول استCDمثلاً در شکل زير نيروي وارد بر عضو . کنيم مي

 
 شروع Aلذا ابتدا از مفصل .  سه مجهول وجود داردD را به دست آورد زيرا در مفصل DCFتوان   نميD با حل مفصل :روش مفصل) ١

  . ستالعمل ا براي اين کار از دياگرام آزاد عکس. کنيم مي

x  : آوريم  مي xF 0 A 0= ⇒ =∑  

( ) ( ) ( ) ( )B yM 0 400 300 200 600 400 600 A 1200 0= ⇒ − − − + = ⇒∑  

yA 500=  

  
  . آوريم  را به دست ميAحال مفصل 

 

 سطح مقطع 



 استاتیک

 

٦٤  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

   بايد عوض شود زيرا منفي محاسبه شدهADFجهت نيروي 

  y y AD AD
500F 0 A F cos30 0 F

cos30
= ⇒ + = ⇒ =∑  

DA
50060 , F

cos30
α = =  

x DC DE
500F 0 cos 60 F F cos 60 0

cos30
= ⇒ × + + = ↓∑  

y DE DE
500F 0 cos30 F cos30 400 0 F 0

cos30
= ⇒ × − − = ⇒ =∑  

( ) DC1 F⇒ ⇒  

  

را ي تعادل  کنيم و سپس رابطه به دو قسمت تقسيم مي) تقيم يا غيرمستقيممس(سازه را توسط يک مقطع : حل به روش مقاطع: روش دوم
محل مقطع تنها سه نيرو باشد اين مقطع مناسب است، زيرا با سه معادله سه نيرو قابل اگر در . نويسيم مت مانده را ميسبراي يک ق

  . محاسبه است
 نيرو، 4اگر از اين .  آن وجود دارددر نيروي مجهول 4 مناسب نيست زير n-nمقطع 

  .  قابل محاسبه بودABکرد به راحتي نيروي عضو  سه نيرو از يک نقطه عبور مي
با نوشتن . گذرد  ميC است زيرا سه نيرو از نقطه  بسيار مناسبm-mمقطع 

CM   .شود  محاسبه ميABF بر روي قسمت مانده نيز ∑=0

  

x

y

F 0
F 0

M 0

 =


=
 =

∑
∑
∑

  

 
ي سوم يعني   از رابطهبهتر است مجهول است DCFدر اينجا چون .به دست آورد را توان مجهول  ميحال با نوشتن سه رابطه تعادل بالا 

EM   . شود  استفاده مي∑=0

)شود  محاسبه مي   ) ( ) ( )E DC DCM 0 500 600 400 300 F 300 tan 60 F= ⇒ − + ⇒ =∑  
  . تر از روش مفاصل است اين روش ساده



  ها خرپاها و قاب

 

٦٥  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  ي مهم براي حل مسائل  چند نکته
 منتقل کرد، B و A اعضا نيرو وارد شود آن را بايستي به مفصل  بدنه شود يعني اگر بهدر خرپاها فرض عضو دو نيرويي بايستي رعايت)۱

  : مانند زير

 
  :  يعني آوريم،  را به دست ميBR و ARحال با نوشتن روابط تعادل مانند زير مقادير 

  

( ) ( )B A A
bM 0 R a b F b 0 R F

a b
= ⇒ + − = ⇒ =

+∑  

y B
aF 0 R F

a b
= ⇒ =

+∑  

200وزن هر عضو ( کدامست؟ Aالعمل  عکس : مثال Nليتر محاسبه کنيد1ها را  نيروي وارد بر کابل) .  است  . 

 
  :ر عضو به روي دو مفصل کناري يعنيابتدا دياگرام آزاد کل و انتقال نيروي وزن ه

y yF 0 A 200 N= ⇒ =∑  

( )B xM 0 A a 600a 8002a 0= ⇒ − + + = ⇒∑  

xA 200 N=  

  
2شود  محاسبه مي 2

A x y AR A A R= + ⇒ =  

xنيروي وارد بر کابل اول  xF 0 T A= ⇒ = →∑  
  : ي نيروهاي وارد بر کابل دوم دو روش داريم براي محاسبه



 استاتیک

 

٦٦  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  روش مفصل : روش اول)١

45α =   

yود جهت بايد عوض ش DE DEF 0 F cos 45 200 600 F 800 2= ⇒ − − − ⇒ = −∑  
 

    
  

xF 0 T cos 45 800 2 T 1600 N′ ′= ⇒ − + ⇒ =∑  

  
    

  روش مقطع : روش دوم 
  : کنيم  شکل روبرو انتخاب ميمانند را n-nمقطع 

( )EM 0 800 a T cos 45 a 0′= ⇒ − × = ⇒∑  

T 1600 N′ =  

  
  . يص دادتوان تشخ اعضاي صفر نيرويي را به دو روش مي: اعضاي صفر نيرويي )۲

  به روش ظاهري به کمک مفصل ) الف
    چقدر است؟ APFمثلاً در شكل زير 

y AD DAF 0 F sin 0 F 0= ⇒ α = ⇒ =∑  

  

  

 انرژي کدام سيستم بيشتر است؟ ) ب . ′B بيشتر است يا Aتغيير مکان ) الف : مثال

  

( )2  ( )1  
  



  ها خرپاها و قاب

 

٦٧  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  ) : ۱(در شکل 

 

  x BA

y B

F 0 F 0
F 0 F C 0

 = ⇒ =←  = ⇒ =

∑
∑

)سه عنصر فعال است ) ۱( يعني  )CD,AD,AC  

B) : ۲(در شکل  D B AF ,F 0′ ′ ′ ′ C همچنين = DF 0′ ′   :  است زيرا=
  

x C D C DF 0 0 0 F 0 F 0′ ′ ′ ′= ⇒ + + = ⇒ =∑  

 
  . يعني در اين شکل دو عضو فعال است

  ) . ۲( و سيستم ′Aبه ترتيب از ) ۱( بيشتر است و نيز انرژي سيستم Aجابجايي 

 ) ي هر شکل جداگانه با محاسبه( کدام است؟ EFنيروي وارد به عضو  : مثال

 

( )2  ( )1  
  .  انتخاب شودn-nلذا مقطع . بريم در ظاهر از روي مفاصل پي به صفر بودن آن نمي

  : در اين مقطع 

  x EF EFF 0 0 0 F 0 F 0= ⇒ + + = ⇒ =∑ 



 استاتیک

 

٦٨  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

B دقت شود که BC,CD,EDچنين نيروهاي زير است؟   کدام است؟ همEDF : مثال C′ B صفر است و ′ D′  .  صفر نيست′

 

   چقدر است؟ CDF : مثال
  

x OD CDF 0 F cos 0 F 0= ⇒ α = ⇒ =∑  
  

  

  

  

  اعضاي صفر نيرويي کدام است؟ : مثال

BCF  CE و ACزيرا .  صفر نيستCOدقت شود که تنها .  است=0
RNF: در يک امتداد نيستند 0=  

  

  ست؟  ااعضاي صفر نيرويي کدام : مثال

BG ,BHاگر .  صفر استBA و BC در يک امتداد نباشد فقط 
BH   .  است=0

  



  ها خرپاها و قاب

 

٦٩  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  چقدر است؟ PQ,ON,GNنيروهاي  : مثال

 
  :  داريمn-nدر مقطع 

x ak HL GNF 0 F cos F cos 0 0 F cos 0= ⇒ − α + α + + + α =∑  

GNF 0⇒ =  
mدر مقطع  m−داريم  :  

x ON ONF 0 0 0 0 0 F cos 0 F 0= ⇒ + + + + α = ⇒ =∑  

  : داريم Qت زيرا در مفصل يا تکيه گاه  صفر اسPQنيروي 

 
ي تکيه گاه  فت، محاسبهشود، اگر تکيه گاه در دو طرف مقطع قرار گر ي داخلي اعضايي که از روش مقاطع استفاده مي براي محاسبه)۳

  . الزامي است و اگر در يک طرف قرار گرفت الزامي نيست

  چقدر است؟ GB و DG و BDنيروي وارد بر اعضاي  : مثال

 



 استاتیک

 

٧٠  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

nقطع  n− لذا ابتدا مفصل . شود طع ظاهر مي مجهول در مق4 مناسب نيست زيراA و C حل شده و سپس در فصل B دو معادله با دو 
  .شود  استخراج ميyC و xC ابتدا از دياگرام آزاد کل مقادير Cي نيروي کار در مفصل  براي محاسبه. شود مجهول ظاهر مي

y y yF 0 150 C 0 C 150 b= ⇒ − + = ⇒ =∑   

( ) ( )f x xM 0 150 80 C 60 0 C 120 b= ⇒ − = ⇒ =∑   

  
  :  داريمCحال در مفصل 

CB BCF 200 b F 200 b⇒ = ⇒ =   

 
  :  داريمAحال در مفصل 

4 3cos , sin
5 5

α = α =  

y AD ADF 0 150 F sin 0 F 250 b= ⇒ − − α = ⇒ = −∑   

x AB AD AB AD
4F 0 F F cos 0 F F
5

= ⇒ − − α = ⇒ = −∑  

ABF 200 b⇒ =   

 

   : Bحال مفصل 

x BG BGF 0 200 200 F cos 0 F 0= ⇒ − + + α = ⇒ =∑  

y BD BDF 0 0 0 0 F 0 F 0= ⇒ + + + = ⇒ =∑  
 

  :  داريمDحال در مفصل 

DGF 0=  
 

  )طناب بدون اصطکاک است( چقدر است؟ CE,CD,ABنيروهاي وارد بر اعضاي  : مثال

  



  ها خرپاها و قاب

 

٧١  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

   : Bمفصل 

  
  

y BAF 0 F 0= ⇒ =∑  y DCF 0 F 0= ⇒ =∑  

   : Eفصل م

y ECF 0 cos 45 F cos 45 0= ⇒ − ω + ω + =∑  

( )ECF 2 1⇒ = − ω  
 

  کدام است؟ GHF : مثال

 
  . حل شودH مفصل HA که دو مجهول دارد حل شود و با به دست آوردن نيروي Aابتدا مفصل )۱
mقطع استفاده از م) ۲ m− : کنيم ها را محاسبه مي العمل تکيه گاه بنابراين ابتدا از دياگرام آزاد کل عکس.  

  ( ) ( ) ( )E y yM 0 A 8 2000 6 3000 4 0 A 3000N= ⇒ − − = ⇒ =∑  

  x xF 0 A 0= ⇒ =∑  
  : نويسيم  را ميB را انتخاب کرده و در آن فعال نسبت به m-mحال مقطع 

  ( ) ( )B y QH GHm 0 A 2 F 2 0 F 3000 N= ⇒ − = ⇒ =∑  

 .  را بيابيدCF و BCنيروي وارد بر اعضاي  : مثال

 



 استاتیک

 

٧٢  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  : کنيم ها را فعلاً حذف مي اعضاي زير صفر نيرويي است و آن

GA GC DF CF FE GBF F F F F F 0= = = = = =  
  :تون سازه را به شکل زير در نظر گرفت بنابراين مي

  

45α =   

 
  x CB CE CB CEF 0 F cos 45 F cos 45 F F= ⇒ = ⇒ =∑  

  . برعکس شوديعني جهت بايد 

  y CB CB
100 3F 0 100 2F sin 45 0 F

2
−

= ⇒ − − = ⇒ =∑  

  . در خرپاهايي که تقارن هندسي و بارگذاري وجود دارد حل مسائل به روش مفصل راحت است: تذکرمهم

  چقدر است؟ EGF : مثال

 
  : توان به دو روش حل کرد مسأله را مي

  .وجود داردحل ساده است زيرا در مقطع سر مجهول : nmروش مقطع )۱
  .در اينجا تنها دو مجهول وجود دارد: روي مفصل) ۲

DGFزيرا  GC است و =0 GF GH GFF F ,F F= =  
  . ها اجباري نيست هاي تکيه گاه العمل ي عکس برخلاف روش اول در اين روش محاسبه

 



  ها خرپاها و قاب

 

٧٣  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

DG : مثال FHF ,F چقدر است؟ ( )a 1.6m= 

 
 صفر GH سه مجهول وجود دارد و H حل کرد زيرا در G يا Hتوان مسأله را از  ولي نمي. ي قبل گرچه تقارن وجود دارد برخلاف مسأله

ها محاسبه شود چون در دو ظرف  العمل تکيه گاه عکسلذا بايستي . زنيم  را ميmmلذا مقطع . توان استفاده کرد يعني از تقارن نمي. نيست
  : چون تقارن داريم. کنيم مقطع واقع شده است پس امتداد دياگرام آراء کل را رسم مي

  y y y y
6.4A N 3.2 A N 3.2KN
2

= = = ⇒ = =  

 
 

( ) ( ) ( )F DG DGM 0 F 2.4 1 1.6 3.2 0 F 3.6KN= ⇒ − + = ⇒ = −∑  

( ) ( ) ( )( )g FH FHM 0 F 2.4 1 1.6 3.2 3.2 0 F 3.6KN= ⇒ − − + = ⇒ =∑  

  

   چقدر است؟ ORنيروي عضو  : مثال

 
  . شود مجهول ايجاد 4چون .  مناسب نيستmمقطع 
، ممان mmدر مقطع . ها نيست چون در يک طرف مقطع واقع است گاه العمل تکيه ي عکس  مناسب است لذا نيازي به محاسبهmmمقطع 

  :گيريم  ميQنسبت به 

  ( ) ( ) ( )OR ORMQ 0 F 2 10 8 6 4 0 F 52KN= ⇒ − − = ⇒ =∑  



 استاتیک

 

٧٤  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

 .  را محاسبه کنيدCEF : مثال

 
  : گيريم  ممان ميEسبت به ن : nnمقطع ) مهم

( ) ( )E BCM 0 10 1 F 2 0= ⇒ − + = ⇒∑  

BCF 5KN=  
  : گيريم  ممان ميH نسبت به mmمقطع 

  ( ) ( ) ( )cf CF1, 2 10 1 F 2 0 F 15KN− − + = ⇒ =  
  :  داريمCدر فصل 

  

CG5 15 f cos 45 0− − =  

CEF جهت بايد عوض شود 10 2 KN⇒ = −  

  چقدر است؟ DEF : مثال

 



  ها خرپاها و قاب

 

٧٥  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  . کنيم  را انتخاب ميmmمقطع . ها نيست گاه العمل تکيه ي عکس نيازي به محاسبه

( ) ( )( ) ( )E CDM 0 5 4 5 2 F 3 sin 0= ⇒ + + α =∑  

CDجهت بايد عوض شود 

4sin
505 F

3 4cos
5

 α = ⇒ = −
 α =


  

x CD DEF 0 F cos 10F 0= ⇒ α + = ⇒∑  

DEF 17.5KN=  

  
  . ان تقارن هندسي ايجاد کردتو دو پانل همواره مي: تذکر

  کانترها 

شود ـ مانند  کنند استفاده مي هاي خرپاها معمولاً از دو يا چند سيم يا تسمه که از روي هم عبور مي  با پانلframeبراي تنظيم هندسه در 
  .شکل روبرو

 
  :ع است بايد به نکات زير توجه کرد به روش مقط ي کانترها که معمولاً در محاسبه

  . تواند تحت فشار باشند ترها نميکان)۱
  . اگر تنها تقارن هندسي در خرپا باشد يکي از کانترها دو کشش و ديگري فاقد نيرو است)۲
  . ندتوانند هر دو در کشش يکسان يا غير يکسان قرار بگير اگر تقارن هندسي در خرپا باشد کانترها نمي) ۳
  . کشش غيريکسان هستنداگر تقارن هندسي موجود باشد هر دو کانتر در ) ۴

  . ها در کل مطرح نيست در مکانيک و در استاتيک اين نوع

 نيروي وارد بر کانتينرها چقدر است؟  : مثال

 



 استاتیک

 

٧٦  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  : زنيم   را به صورت مقابل ميmmمقطع 

DE xF 0 , F 0= =∑  

FC FCF cos 200 F 280KNα = ⇒ =  
   : nnمقطع 

x ACF 0 , F 0= =∑  

BD BDF cos 200 0 F 280KNα − = → =  



  ها خرپاها و قاب

 

٧٧  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  چهارمهاي فصل  تست

  )فواصل افقي تير يكسان است( كدام است؟ EF و CJ نيروي داخلي دو عضو  ـ ۱
۱  (EF 1000 N , CJ 0= =  

۲ (10
EF 1000 N ,CJ 2000

3
= =  

۳ (10
EF 2000N , CJ 1000

3
= =  

۴ (10
EF 2000 N, CJ 2000

3
= =    

   كدامند؟BC و FGنيروي   ـ ۲
۱ (2000 N , 2000 N  
۲ (2000 N, 1000 N  
۳ (1000 N , 1000 N  
۴ (1000 N , 2000 N  

  

  کدام است؟BEنيروي عضو .  قرار داردD,C در N 500در خرپاي نشان داده شده که تحت اثر دو نيروي  ـ ۳

۱ (62.5 N  ۲ (125 N  
۳ (250 N  ۴ (0  

  

 ؟باشد نميهاي زير درمورد خرپاي نشان داده شده صحيح  يك از گزينه كدام ـ ۴

1 (E DF 2K N=  

2 (C DF 2 2 K N=  
3 (A BF 5K N=  
4 (FGF 7 K N=  

  



 استاتیک

 

٧٨  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

   در خرپاي زير كدام است؟DLنيرو در عضو  ـ ۵
1 (24KN  
2 (8 2 KN  
3 (16 KN  
4 (24 2 KN  

  



  ها خرپاها و قاب

 

٧٩  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  ها پاسخ

   .درست است ۲گزينه   ـ ۱
گيريم نيازي به نيروي آن نداريم   ميA و توجه به اين موضوع كه چون ممان حول A بازدن مقطع نيز و ممان حول CJاي يافتن نيروي بر

  :نويسيم مي

AM 0=∑  

  

  2000 1032000 2 2 CJ 0 CJ N
310

− × + × × = ⇒ =  

  : داريم بنابراينGالعمل   نياز به نيروي عكسCFبراي محاسبة نيروي عضو 
  AM 0 2000 2 1000 6 Gy 0 Gy 1500 N= ⇒ − × − + × = ⇒ =∑  

  :زنيم حال مقطع مي

IM 0 EF 2 1000 1 1500 2 0= ⇒ − × − × + × =∑  

EF 1000 N=  

  

   .درست است ۴گزينه   ـ ۲
  EM 0 2000 6000 4A 0 A 2000 N= ⇒ − − + = ⇒ =∑  

  y yF 0 E 3000 N= ⇒ =∑  

  x xF 0 E 0= ⇒ =∑  



 استاتیک

 

٨٠  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  .درست است ۴گزينه   ـ ۳

  

  . ابعاد خرپا بدست مي آيدبا استفاده از قضيه تالس
  

 و BE و BC خرپا را مطابق شکل بوسيله بريدن ميله هاي BEبراي بدست آوردن نيروي 
EFنسبت به نقطه 500در نتيجه با توجه به تقارن نيروي خارجي .  برش مي زنيم O خواهيم 

  .داشت

O BEM =0 F =0⇒∑  

  .درست است ۳گزينه   ـ ۴

  
aaمقطع    :گيريم  گشتاور ميB و يك بار حول Fزنيم و يك بار حول   را مي'

  B FG FGM 0 F 3 3 3 2 6 F 7 K N= ⇒ × = × + × ⇒ =∑  

  F A BM 0 F 7 K N= ⇒ =∑  

  DC DCF sin 2K N F 2 2 K Nα = ⇒ =  
  E DCF F cos 2K N= α =  

  A BF 5K N≠ 

  .درست است ۴گزينه   ـ ۵

  
  ( ) ( ) ( )LM 0 : D E 2 8 6 0 D E 24 K N T= − = ⇒ =∑  



  ها خرپاها و قاب

 

٨١  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

   :Dمفصل 
  xF 0 24 D LCos 45 0= → − =∑   

( )D L 24 2 KN C=  
  :نويسيم  ميA نيز صفر است حال در نقطه FD و HBوي عضوهاي نير

  

2 2000tan BC 1000 N
1 BC

α = = ⇒ =  

  

cM 0 FG 2 3000 2 2000 1 0= ⇒ × − × + × =∑  

FG 2000 N=  

  



 

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  اصطكاك

  ها  اصطکاک و کاربري در ماشين

  انواع اصطکاک 
  اصطکاک لغزشي )١
  اصطکاک غلتشي ) ٢

 
Pاگر    . کند ، عمل ميy باشد سطح زير نقش يک غلتک رابه اجبار به خاطر تعادل در جهت =0

 



  اصطکاك

 

٨٣  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  . دهيم دهيم بر فشار نيروها در محل تماس سطح زير را به صورت زير نشان مي را افزايش مي Pحال 

 

 

  : يابد  افزايش ميf نيروي اصطکاک Pبا افزايش 

  
 به کي مقدار حد F يا Pو جسم هيچ حرکتي ندارد تا جاييکه 

 برسد در اين حالت جسم در آستانه لغزش smfماکزيمم به نام 

)پس از . گيرد قرار مي )s  ∑ لغزش مقدار کاهش ناگهاني به 

که شروع . کند جسم شروع به حرکت مي دارد و Kfاي  اندازه
که ديگر روابط تعادل استاتيکي . افزايش شتابدار يا غير شتابدار است

 . مهمي ندارد

 
به  fشود و در صورتي که   برسد در اين حالت پديده افزايش آغاز ميmf به f برسد، مقدار Aي   به نقطهNتذکر مهم اگر قبل از اين که 

mf نرسد و N به Aافتد ي واژگون شدن اتفاق مي  برسد پديده .  

 
 همواره برابر mfدر هر حال مقدار . آيا ناشي از زبري سطوح است يا ناشي از ربايش مولکولي ماده.  در دسترس نيستfمتأسفانه ماهيت 

Kاست با  K Sf .N , .N= µ µ که Sµ ضريب اصطکاک  استاتيکي و Kµ اين مقادير . نامند مي) ديناميکي( ضريب اصطکاک جنبشي
  . بعد است يک پارامتر بدون µ. شود شديداً به جنس ماده وابسته است و از جداول استاندارد استخراج مي



 استاتیک

 

٨٤  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  سه ناحيه در نمودار اصطکاک 
  :حالت سکون)۱

m Sf f .N , f , N< = µ ρ = ω =  
  

  ):ي حرکت آستانه(شروع لغزش ) ۲

m sP f , N , f f .N= ω = = = µ  

 
  :توان نوشت مگر سرعت ثابت باشد روابط تعادل را نمي: حرکت ) ۳

K K K KP f , f .N , P f m.a≠ = µ − =  

 

 .) استsµضريب اصطکاک استاتيکي (لغزد؟  يا ميشود  آيا جسم واژگون مي : مثال

 
  : دهيم  نمايش ميsPنيروي لازم جهت لغزش را با : لغزد  کنيم مي فرض مي

)۱    (s s s sP .N , N , P .= µ = ω = µ ω  

  
  : واژگون شدن است نيروي لازم براي RPکنيم  فرض مي

)۲     (A R R
am 0 .a P .b P
b

= ⇒ ω = ⇒ = ω∑  

  
  :شود نتيجه مي) ۲(و ) ۱(از مقايسه 

sاگر ) ۱
a
b

µ    لغزش ß باشد >

sاگر ) ۲
a
b

µ    واژگون ß باشد <

sاگر ) ۳
a
b

µ    هر دو ß باشد =



  اصطکاك

 

٨٥  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  ي اصطکاک  زاويه

ي بين  زاويه. دهيم  يعني واکنش سطح نمايش ميR را با N و fآيند بر

R و N را با همواره ϕي  با زاويه. دهند  نشان ميmN, f
mf

 sϕ را با 

  . دهند نشان مي
 

ها قرار گيرد تا مسأله به يک عضو سه نيرويي تبديل شود و بتوان از مثلث نيروها   آنR  برآيندN و fدر برخي از مسايل به جاي : تذکر 
  . استفاده نمود

  ) استsµضريب اصطکاک ( چقدر باشد؟ αحد ) خود قفلي(در جسم زير براي اين که جسم خودبخود پايين نيايد  : مثال

 
  : يين بيايدشرط اينکه پا

s
s s

sin .N
tan

N: cos
ω α ≥µ

α ≥ µ ⇐ α <ϕ ω α
  

  شرط خوردرويي

sα ≥ ϕ  
 

  جهت نيروي اصطکاک 

 

 
 

٣  



 استاتیک

 

٨٦  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  . ايستد  ميBها مانند  ناظر روي يکي از آن. کند سرعت کدام بيشتر است ـ فرق نمي

 

 . شد لغزد؟ يا واژگون مي آيا جسم مي : مثال

 
  :شود کنيم واژگون مي فرض مي

 
  ( )( ) ( )( ) ( )AM T cos30 2a Tsin 30 2a 200 a 0 T 36.5N= + − = ⇒ =∑  

  : کنيم بلغزد فرض مي

)۱ (yF 0 Tsin 30 200 N 0 N 200 Tsin 30= ⇒ − + = ⇒ = −∑  

)۲ (x smF 0 T cos30 f 0 T cos30 0.2 N= ⇒ − = ⇒ =∑  
T 59 N⇒   )۱(و ) ۲ (=

 
36.5افتد زيرا  ي واژگون اتفاق مي لذا پديده   . رسيم  مي36.5 است و زودتر به >59

)ش عرض شم : مثال )b در مقابل طول فشار بين . گشتاور لازم براي چرخش شمش را تعيين کنيد.  بسيار ناچيز است
Pشمش و سطح  Cx=است  . 

 



  اصطکاك

 

٨٧  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

s
1M F
2

= µ   

)۱                 (
21 m s

PN f .
4

= = µ
  

2
m s

2 1M 0 f M 0 M P
3 3

= ⇒ × − = ⇒ = µ∑    

  :  نوشته شودf بر حسب Pبايد . شود مسأله در اينجا تمام نمي

y
1 FF 0 F 2N P P 2
2

= ⇒ = = ⇒ =∑ 


  

s
1M F.
3

⇒ = µ   

  

 

60وزن جسم  : مثال b است و نيز ضريب اصطکاک s 0.25µ  که باعث شود قطعه در Pار کمترين مقد) الف.  است=
 .  متناظرαمقدار ) ب. ي لغزش به طرف بالا قرار گيرد آستانه

 
  . کنيم  استفاده ميR از N و fکه مسأله سه نيرويي شود به جاي  براي اين

  : چون سه نيرويي است داريم) الف
  

 
  : عمود باشدR بر Pرين باشد بايستي  کمتPبراي اين که 

( )s
Psin 30 − ϕ =
ω

 

( )s sarc tan arc tan 0.25 4.1ϕ = µ = =   

( )P sin 44.1 41.7 b= ω =   

 

  



 استاتیک

 

٨٨  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  . ند لذا با هم برابرند عمود است لذا چون دو ضلع دو زاويه بر يکديگر عمودR بر P عمود است هم چنين ′y بر ′x) ب
  sP = α  

s و m براي اين که جسم به جرم θي  تعيين کنيد زاويه : مثال 0.25µ  .  به سمت راست حرکت کند=

 
  . گيريم دياگرام آزاد جسم را در نظر مي

  
  . ي استچون سه نيروي

 
  ( )s sacr tan arc tan 0.25 14.03ϕ = µ = =   

( )ss sinsin 50.53
p mg

θ− ϕϕ
= ⇒ θ=   

 

   تعادل براي حرکت به سمت راست در دو حالت زير کدام است؟ Pمقدار  : مثال

).  آزاد استA قفل و چرخ Bالف ـ چرخ  )h 640mm=  

).  آزاد استB قفل و چرخ Aب ـ چرخ  )( )s 0.3 mg 47.9µ = =  

  
  . شود  براي واژگون شدن محاسبه ميPابتدا مقل 

( )( ) ( )B R RM 0 mg 0.24 0.64 P 0 P 0.38= ⇒ − = ⇒ = ω∑  

  نيروي لازم براي واژگون شدن 

  

x)                   الف s B B
1P 0 P N 0 N P

0.3
= ⇒ − µ = ⇒ =∑  

( )( ) ( ) ( )A BM 0 0.64 P 0.24 0.48 .N 0= ⇒ + ω − = ⇒∑  

P 0.25= ω    

  



  اصطکاك

 

٨٩  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  ) شود واژگون نمي(غزد ل يعني چرخ مي

x)               ب A A
1F 0 P 0.3N 0 N P

0.3
= ⇒ − = ⇒ =∑  

BM 0 P 0.11= ⇒ = ω∑  

  
  ). شود واژگون نمي(لغزد  باز هم دراين حالت چرخ مي

ي  ودهمحد.  است0.25ضريب اصطکاک ميخ و ميله . ميله سبک است و بين يک ميخ جوبي و ديوار قرار دارد : مثال
a
 براي 

 . تعادل کدام است

 

5.6: جواب  14.1
a

≤ <
  

  :آيد ر بالا و بار ديگر پائين ميکنيم غلتک يک با فرض مي

)١ (B
a PM 0 N sin 30P 0 N

sin 30 4a
= ⇒ − = ⇒ =∑   

 
)٢ (y smF 0 F cos30 Nsin 30 P 0= ⇒ + − = ⇒∑  

 

mcfحال در رابطه بالا  0.25 N= پس از حل ).  براي رو به پائين است–براي رو به بالا و (+  که ±
a
شود  محاسبه مي .  



 استاتیک

 

٩٠  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

s و کشويي اگر ضريب اصطکاک کشويي با ميله ABي  با صرف نظر کردن از وزن ميله : مثال 0.3µ  باشد کمترين يا مقدار =
a


a تعادل کدام است؟ 
2

 < 
 


 

 
( )s arc tan 0.3 16.7ϕ = =   

  :  داريمABDدر مثلث 

( )s
ADsin 45 − ϕ =


  

)۱                                              (( )sAD sin 45= − ϕ  

  :  داريمACDدر مثلث 

( )s
D

acos 45
A

+ ϕ =  

)۲     (                                      
( )D

s

aA
cos 45

⇒ =
+ ϕ

  

 

  کاربري اصطکاک در ماشين آلات 

  ها  گوه)١
  ها  چرخ و تسمه) ٢
  ها  چرخ وسايل نقليه) ٣
  پيچ انتقال قدرت ) ٤

ها بسيار ساده و از روابط تعادل استفاده  وهتحليل استاتيکي گ. شود براي بالا بردن جسم سنگين با نيروي نسبتاً پائين استفاده مي: ها گوه
  : مانند . شود مي

 



  اصطکاك

 

٩١  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

 
   : Aرسم دياگرام آزاد 

  
  

   : Bدياگرام آزاد 
  

  
yبا نوشتن روابط تعادل  xF 0 , F 0= =∑   . شوند ها تحليل مي  گوه∑

  ضريب اصطکاک غلتشي 

  ايراد دياگرام آزاد در شکل زير چيست؟ 

 
  .است و جزو خواص هر ماده است و در جدول استاندارد موجود استcm بر حسب K. گوييم ک غلتشي مي ضريب اصطکاKبه 

Nω=  
KM 0 NK fR f N
R

= ⇒ = ⇒ =∑  

 

  غلتد؟  لغزد يا مي استوانه مي : مثال

( )R 40mm=  

( )sK 0.002cm , 0.1= µ =  
  

sـ اگر ۱
K
R

<µغلتد   ابتدا مي  

sـ اگر ۲
K
R

> µلغزد   ابتدا مي  

sـ اگر ۳
K
R

=µغلتد لغزد و هم مي  هم مي .  

  

  



 استاتیک

 

٩٢  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

Rنيروي فنر را بر حسب  : مثال ,ω و Kوزن جسم. ( به دست آوريد :ωک لغزشي و ضريب اصطکا:Kشعاع استوانه ، :R (
 ) . : طول صفحه (

 
  : کنيم دياگرام آزاد را رسم مي

y 1 2F 0 f f= ⇒ ω =   در صفحه : ∑+

( )1 1 1 2
K Kf N N N
R R

= ⇒ ω = +  

  
  x 1 2F 0 N N= ⇒   درصفحه : ∑=

  x 1F 0 N F= ⇒   در استوانه : ∑=

  1
2K 2K 2RN F F
K R K

ω = = ⇒ = ω  

  : ها  تذکر مهم براي کاربري اصطکاک در ماشين

  ي دو نيرو سواره  ـ قرقره
)طرف سخت  )1Tطرف شل . شود  از قرقره دور مي( )2T به قرقره 

  . شود ديک مينز

  
  :نويسيم ي اويلر را مي رابطه

  sT.eβµ طرف شل T    طرف سخت =

  s1 2T T .eβµ=) βبر حسب راديان است .(  
  : يعني در اينجا 

sاگر  0µ 1  :  در نتيجه خواهيم داشت = 2T T=  



  اصطکاك

 

٩٣  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  . قرقره چند نيرو سواره است

O 1 2

2 1 2 1

M 0 T R T R r 0
T R T R r T T

= ⇒ − + − ω = ⇒
= + ω ⇒ >

∑r : شعاع قرقره کوچکتر  

R :ي بزرگتر شعاع قرقره  

s:               ي اويلر در اينجا به صورت روبرو خواهد بود پس رابطه
2 1T T .eβµ=    

خوهيم ) ي ساعت مثلاً جهت عقربه(يايک ممان متعادل توسط موتور به آن اعمال شود ) ي ساعت مثلاً در جهت عقربه(اگر قرقره بچرخد 
  : داشت

s
1 2T T eβµ=  

  

  
  . هاي روبرو بنويسيد ي اويلر را براي شکل رابطه: سئوال

  

sA BT T eβµ⇒ =  

  
  کند کدام است؟  ي اويلر در دو حالت زير که جسم به سمت بالا حرکت مي هرابط: سئوال

  . بچرخدي ساعت  الف ـ فلکه در خلاف عقربه
  . ب ـ فلکه يخ بزند

  
  حالت الف ـ 

)۱                                                           (sCT eβµ= ω  
2830 90 120
3

β = + = ⇒ β =  

( ) s
2
3C1 T e
π

µ
⇒ ⇒ = ω  

  حالت ب ـ 

sCT eβµω=  

 

 

  



 استاتیک

 

٩٤  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

1  : هاي هرز گرد همواره داريم  در چرخ:تذکر 2T T=  

چرخد   است ميarت و شعاع آن  يا محوري که در داخل ياتاقان اس(shaft) در داخل يک شفت rωقرقره يا چرخ به شعاع : حالت مهم 
  .  استsµمشروط بر اين که ضريب اصطکاک لغزشي محور باتاقان 

  ) براي چرخ(کنيم  دياگرام آزاد اين حالت را رسم مي
  [ ]f a s a sr r sin r sin arc tan= ϕ = µ  

C : محل قطعRع تقاط. ي جاي محور  اصطکاک با دايرهR با محور 
 sϕي   وصل کنيم زاويهO به Cاگر از . ناميم  ميCي محور را  دايره

  :  داريمCAOشود در مثلث  مشاهده مي
f

s f a s
a

rsin r r sin
r

ϕ = ⇒ = ϕ  

  
  ها  تحليل چرخ

  . شعاع چرخ.  استsµفتي که در داخل ياتاقان است اصطکاک چرخ و شا.  وارد شده استP و بار افقي ωوزن چرخ 
  از محل تماس با زمين 

38وزن هر چرخ . يک واگن داراي هشت چرخ است : مثال
8

70000 يا  b
8

32قطر چرخ . باشد  ميineh و قطر محور هر 

 . وارد بر هر چرخρمطلوب است نيروي افقي  .  است0.02 و ضريب اصطکاک استاتيکي محور با چرخ 5inehچرخ 

 
  . کنيم دياگرام آزاد چرخ را رسم مي

( )f a sr r sin 2.5sin arc tan 0.02= ϕ =     

f
f

rr r sin arcsin
rω
ω

 
⇒ = θ ⇒ θ = ⇒ 

 
  

( )( )12.5sin tan 0.02
arcsin 0.18

16

− 
 θ = = 
  

  

( ) ( )ptan tan 0.18 p tan 0.18θ = = ⇒ = ω ⇒
ω

  

( )70000P tan 0.18
8

=  

  
  

  



  اصطکاك

 

٩٥  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

.  است0.1 و اصطکاک آن 1inehقطر محور چرخ . چرخ با شتاب ثابت رو به پائين در حرکت است.  است2%شيب سطح  : مثال

 ). از اصطکاک غلتشي چرخ و زمين صرف نظر شود( چرخ چقدر است؟ قطر

 
R عمود بر افق است چون عضو دو نيرويي است بنابراين R ,ωدر يک امتداد خواهند بود  .  

f a s fr r sin , r r sinω= ϕ = θ  

( )1tan 0.02 tan 0.02−θ = ⇒ θ =  

( )1f
f

rr r sin sin tan 0.02
r

−
ω

ω

 = ϕ ⇒ =    

 

  fr 0.0199
rω

⇒ =  

( )1
f a s fr r sin 1sin tan 0.1 r 0.0995 r 4.98ineh−

ω = ϕ = ⇒ = ⇒ =   

 ضريب اصطکاک غلتش چقدر است؟ . غلتد  درصد پايين مي2 از شيب 120mmديسکي به قطر  : مثال

 
  : کنيم دياگرام آزاد را رسم مي

  .  استω در امتداد Rعضو و نيرويي است بنابراين 

tan 0.02θ =  
K Ksin
R 60

θ = =  

  
  : توان نوشت  کوچک است و ميθچون 

  sin tan 0.02 K 1.2mmθ = θ = ⇒ =  



 استاتیک

 

٩٦  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

 و ضريب اصطکاک 460mmقطر تايرها ( چقدر است؟ 1000kg براي حرکت اتومبيلي به جرم Pنيروي افقي  : مثال
 ).  است1mmغلتشي 

 
K 1sin
R 230

θ = =  

P 1tan P tan arcsin
230

  θ = ⇒ = ω   ω   
  

P 42.7N⇒ =  

 

1000العمل ديواره   بچرخد تا عکس0.2قره با اصطکاک  دور قر10.000Nطناب چند دور با نيروي  : مثال Nشود  . 

 
  : بنابراين. دو نيرو سواره است

s1 2T T eβµ=  

nتعداد دورها   
2
β

⇒ = →
π

0.21000 محاسبه   1000e β= ⇒ β    

  : تذکر مهم 
  :  شکل داريمVي  تسمهدر 

s

sin1 2T T e
βµ

α=  
  

  
s1 2T T eβµ=   

  
  



  اصطکاك

 

٩٧  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

). استsµضريب اصطکاک در تمام سطوح  : مثال )A Bω =ω ضريب اصطکاک حجم با سطح و طناب با سطح يکسان ( )sµ 
  چقدر است؟ sµ. است

 
  : داريم

y B B AF 0 N⇒ = ω = ω∑  

B S BF = µ ω  

x B S AF 0 T= ⇒ = µ ω∑  

  
  : نويسيم ي اويلر را مي حال رابطه

sA BT T e ,
2

βµ π
= β =  

s s.
2 2A A A A s sT e e . 1
π π

µ µ
= ω ⇒ ω = ω µ ⇒ µ =  

s 0.48⇒ µ =  

sها  ها و تسمه ضريب اصطکاک استاتيکي چرخ.  است3inchکسان و برابر ها ي قطر چرخ : مثال 0.35µ تعيين کنيد .  است=
). شود  منتقل ميB توسط الکتروموتور به چرخ Aگشتاوري که از چرخ  )P 225 b=  

 



 استاتیک

 

٩٨  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  . گيريم  ميAکند لذا فرض را چرخ  چون جهت چرخش مطرح نشده است فرقي نمي

 )۱              (( ) ( )A 2 1 AM 0 T 3 T 3 M 0= ⇒ − − =∑  

  
2 1T ,Tکنيم  را محاسبه مي .  
2ي اويلر با توجه به نکات ذکر شده و اين که  رابطه 1T T>ست داريم ا:  

  s2 1T T eβµ=  
βچون قطرها يکسان است    = π  

)٢(  2 1T 3T=  

)٣(  x 1 2F 0 T T P 225 b= ⇒ + = =∑   

  ( )
( ) ( )2 1

1 2 A3 T 56.2 b , T 168.8 b M 338 b.in⇒ = = ⇒ =    

 ها ضربدري قرار گيرد گشتاور انتقالي چقدر است؟  اگر در مثال قبل تسمه : مثال

 
  :Aرخ چ: فرض

 
)١ (  ( )( ) ( )( )A 1 2 AM 0 T 3 T 3 M 0= ⇒ − + − =∑  

)٢ (  s2 1 2 1T T e T 4.33Tβµ⇒ = ⇒   ي اويلر  رابطه=



  اصطکاك

 

٩٩  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

)٣ (  x 1 2f 0 P T cos30 T cos30 0= ⇒ − + + =∑  

)  .يعني ضربدري قدرت بيشتري دارد ) ( )
( )1

1 2 A2 , 3 T 48.32 b , T 211.08 b m 497 b.in⇒ = = ⇒ =    

450اگر بيشترين نيروي کششي طناب .  استفاده شده استA به پولي Bبراي انتقال گشتاور از پولي  : مثال N و ضريب 
 .Kµ)  را بA به Bگشتاور انتقالي از )  باشد تعيين کنيد، الف0.4اصطکاک استاتيکي 

 
  : ي کمتري دارد يعني شود که زاويه چون قطرها يکسان نيست لغزشي از چرخي آغاز مي

  A B
7 5180 2 15 , 180 30
4 6
π π

β = + × = β = − =  

  . شود  شروع ميBپس لغزشي از 

B s2 1 2 1T T T T eβ µ> ⇒ =  

A K2 1T T eβ µ=  

  
  .  مجهول استAMچون 

)١( ( ) ( )A 1 2 AM 0 T 0.12 T 0.12 M 0= ⇒ − + − =∑  
  

 
  : شود  چون لغزشي از آن شروع ميBي  در قرقره

  B s

5 0.4
62 1 2 1T T e T T e
π

×β µ= ⇒ =  



 استاتیک

 

١٠٠  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

maxدر صورت مسأله  2T T 450N= 1T  :  بنابراين = 157.9=  

Kµد شو  محاسبه مي  A B s A KM 351N.mm⇒ = ⇒ β µ = β µ ⇒  

1هاي هرزگرد همواره   در چرخ:تذکر مهم 2T T=زيرا تسمه و چرخ با هم سرعت نسبي ندارند.  است .  

اگر ضريب .  يک چرخ هرزگرد استCچرخ . کند  منتقل ميB به موتور وصل است و قدرت را به چرخ Aچرخ  : مثال

sها برابر و معادل  اصطکاک تمام نسخه
2

µ =
π

  .) است3inehشعاع هر سه چرخ ( چقدر است؟ AM باشد، 

  

    
  

A
5

2 3 6
π π π

β = + =  

)١(( ) ( )A 2 A 2M 0 T 3 M T 3 0= ⇒ − − + =∑  

)٢ (
5 2 5
6 32 1 2 1 2 1T T T T e T T e
π

×
π> ⇒ = ⇒ =  

 
  

1  .  هرزگرد استCي  قرقره 3T T=  
    : گيريم  ممان ميOنسبت به 

oM 0= ⇒∑  

 

  ( ) ( )1 1 a 1
1T sin 30 2a T sin 30 2a 0 T
2

+ − ω = ⇒ = ω  

1T 2دهيم تا  قرار مي) ۲( را درT 2 محاسبه گردد سپس 1T , T دهيم تا  قرار مي) ۱( را درAMمحاسبه گردد  .  

  
5
3A

3M e 1
20

 
 = ω −
 
 

  

  



  اصطکاك
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: يادداشت
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……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  پنجمهاي فصل  تست

ماكزيمم . باشد   ميµقره و طناب برابر ضريب اصطكاك بين هر دو قر.  مطابق شكل قرار داردdطنابي بر روي دو استوانه به قطر  ـ ۱
)توان بالا برد كدام است؟   ميwوزني كه توسط وزنه  )w ?′ = 

1 (
4
3w w e

− πµ
′ =  2 (

5
3w w e

− πµ
′ =  

3 (
4
3w w e

− πµ
′=  4 (

5
3w w e

− πµ
′=  

  

اگر ضريب اصطکاک .  روي غلتکهايي که آزادانه در امتداد افق حرکت مي کنند، قرار داردkg 25 الوار يکنواخت به جرم Aانتهاي  ـ ۲
 که در BF باشد و الوار در حالت تعادل نشان داده شده قرار داشته باشد، نيروي اصطکاک 0.8 برابر Bاستاتيکي بين الوار و گوشه 

g)2 به الوار وارد مي شود، کدام است؟Bگوشه  10 m / s ) 

۱ (105 N  ۲ (110 N  
۳ (96 N  ۴ (الوار نمي تواند در حالت تعادل قرار داشته باشد.  

  

 براي چرخاندن چرخ به جرم Pو نيروي .) باشد  ضريب ثابت ميA (Amgrبرابر ) الف( در شكل mي چرخ به جرم  گشتاور چرخاننده ـ ٣
m ب( در شكل ( برابرBmg) Bبرابر ) ب(و ) الف(ي سطوح تماس در اشكال  اگر ضريب اصطكاك در كليه.) باشد  ضريب ثابت ميµ 

Aباشد، نسبت 
B

  .)باشد  شتاب جاذبه ميg ضريب اصطكاك و µ( كدام است؟ 

۱ (
( )

2

2
1 2

2 1

+ µ + µ

+ µ
  ۲ (

2

2
1 2

1
+ µ + µ

+ µ
  

۳ (
( )

21
2 1

+ µ
µ + µ

  ۴ (
( )

21
1
+ µ

µ + µ
  

  



 استاتیک
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  ها پاسخ

 .ت استدرس ۲گزينه   ـ ۱

d با يكديگر مشابه هستند و برابر، پس وتر هر كدام برابر B و Aهر دو مثلث در دو قرقرة 
2

.  است
d

12cos 60
d 2

α = = → α =   

  

  

6
EF

4 4 5
EF EF EF3 6 6 3 3
EG EF EG

EG 6

w e
T

T T Tw we e e e e
T w T T w

T
e

w

π
µ

π π π π
µ µ µ πµ µπ

π
µ


 =



 = ⇒ = × × = × × =

′ ′


 =

′

  

  
5
3w w e

− πµ
′⇒ =  

  .درست است ۱گزينه   ـ ۲

AB.با رسم دياگرام آزاد و قوانين تعادل مي توان نيرو و اصطکاک را يافت 3=  

  



  اصطکاك
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O B B

x B B B B B

B s B B

cosα=0.8, sinα=0.6
25×10×2.1×0.8M =0, F ×4=mg×2.1×cosα F = =105N

4
0.6F =0, F cosα=N sinα F =N =0.75N
0.8

F =μ N =0.8N

⇒ →

→ →

∑

∑
 

BF ودر نتيجه ميله در حالت تعادل قرار دارد =105 N 

 . درست است۲گزينه   ـ ۳

  ):الف(براي شكل 

  

A 2 1M 0 M N r N r 0= ⇒ − µ − µ =∑  

( )
x 2 1

2 2
y 1 2

F 0 N N 0 mgN
1F 0 N N mg 0

= ⇒ − µ = µ ⇒ =
+ µ= ⇒ + µ − = 

∑
∑

  

( )
( )2

1
M mgr

1

µ + µ
⇒ =

+ µ
  

  ):ب(براي شكل 

  

( ) ( ) ( )
( )

( )

o 1 2

x 2 1 2

y 1 2

M 0 P 2r N 2r N 2r

1
F 0 N N 0 P mg

1 2
F 0 N N P 0

= ⇒ = µ + µ

 µ + µ

= ⇒ − µ = ⇒ =
+ µ + µ

= ⇒ + µ + = 

∑
∑
∑

  

( )
( )

( )
( )

2 2

2

2

1

1A 1 2
1B 1

1 2

µ + µ

+ µ + µ + µ
= =

µ + µ + µ

+ µ + µ

 

  


