
  مقدمه
تعداد دروسی که در کنکور کارشناسی ارشد از آنها رشته مهندسی مکانیک در   ها، در مقایسه با سایر رشته 

 که روابط ریاضی و تجربی فراوانی  می باشدنحويه  ب نیز و ماهیت دروساستسئوالات تستی مطرح می شود زیاد 
هدف از . دنان این روابط به سادگی فراموش گردهمین ویژگی سبب می شود که با مرور زم. دندر آن بکار می رو

که در زمان نزدیک به کنکور کارشناسی ارشد که امکان دوره کامل دروس و روابط  ست اارائه این چکیده آن
 ،این چکیدهمرور  کم باقیمانده وجود ندارد با بازه زمانی در  کتاب و جزوات کامل مطالعهوهمچنین امکان آنها 

 تعدادي تست نیز گنجانده شده که ،براي کمک به این مهم.  در ذهن تداعی گردد به سرعتروابط فراموش شده
 آمادگی و سرعت عمل مورد نیاز براي شرکت در کنکور کارشناسی پس از یادآوري نکات و روابط این دروس

  .ارشد فراهم آید
 
    با آزروي موفقیت

  



ه و مشخص شده است که در هر سال از هر مبحث چند تست در جدول ذیل دروس به سرفصلهاي مهم آن طبقه بندي شد
  .سوال شده است و دانشجوي محترم می تواند زمان باقیمانده تا کنکور را با توجه به اهمیت مباحث مدیریت نماید

  
ارتعاشات      :  درس                  رشته مكانيك           
١٣٨٩ ١٣٨٨ ١٣٨٧ ١٣٨٦ ١٣٨٥ 

 سر فصل ردیف
 تعداد تست  تعداد تست  تعداد تست  تعداد تست  تعداد تست 

مجموع 
 ٥در 

 سال

نسبت 
 از کل

 %7 2 1 0 1 0 0 مفاهیم اولیه ارتعاشات 1

2 
ارتعاشات آزاد سیستم هاي یک درجه آزادي 

 %10 3 0 1 0 1 1 بدون میرایی

3 
معادلات دیفرانسیل حرکت و فرکانس طبیعی 

  روش انرژي 2یوتن  روش ن1: بدون میرایی
اي معادله  روش سیستم4روش رایلی 3  

4 2 2 2 2 12 41% 

4 
ارتعاشات آزاد سیستم هاي یک درجه آزادي با 

 %7 2 0 0 0 1 1 میرایی

5 
فرکانس طبیعی (مشخصه هاي مهم حرکت 

 میرایی، کاهش لگاریتمی،
...)انرژي تلف شده و   

0 0 0 0 0 0 0% 

کولمبارتعاشات آزاد با میرایی  6  0 1 1 0 0 2 7% 

 %0 0 0 0 0 0 0 استخراج و حل معادلات حرکت با میرایی 7

 %14 4 1 0 1 2 0 تحریک سیستم هاي یک درجه آزادي 8

 %14 4 1 2 0 0 1 ارتعاشات آزادسیستم هاي دو درجه آزادي 9

10 
ارتعاشات آزاد و اجباري سیستم هاي چند درجه 

 %0 0 0 0 0 0 0 آزادي

شات سیستم هاي پیوستهارتعا 11  0 0 0 0 0 0 0% 

 %100 29 5 5 5 7 7 جمع
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  شوند هاي ارتعاشي به دو دسته زير تقسيم مي سيستم
: (Lumped- parameters systsms)هاي با پارامترهاي گسسته  يا سيستم(Discrete systems)هاي گسسته  سيستم) الف

شان به وسيله شوند داراي درجه آزادي معين و محدود بوده و رفتار هاي با درجه آزادي محدود نيز ناميده مي ا كه سيستمه اين سيستم
  ). مانند سيستم جرم و فنر. (شوند معادلات ديفرانسيل معمولي توصيف مي

 Distributed parameters)ها با پارامترهاي توزيعي   يا سيستم(Continuous systems)هاي پيوسته  سيستم) ب

systems) : اي هستند كه يك تابع وجود دارد كه  گونه بهشوند  نهايت درجه آزادي نيز ناميده مي هاي با بي ا كه سيستمه اين سيستم

ها با معادلات ديفرانسيل  رفتار اين سيستم. كند نهايت نقطه را مشخص مي جايي در بي جايي در هر نقطه سيستم فيزيكي يا جابه جابه
  ) مانند تير. (گردد اي يا با مشتقات جزئي بيان مي پاره

  . شوند هاي به دو دسته زير تقسيم مي اين سيستم. بندي نمود ن نيز طبقهتوان برحسب رفتارشا هاي ارتعاشي را مي سيستم
  . ها خطي است هايي كه معادله ديفرانسيل حاكم بر ارتعاش آن  سيستم:(Linear)هاي خطي  سيستم) الف

  . ها غيرخطي است معادله ديفرانسيل حاكم بر ارتعاش آن هايي كه  سيستم :(Non linear)هاي غير خطي  سيستم) ب

  . گردد  تقسيم مي(torsional) و ارتعاشات پيچشي (rectilinear)الخط  ارتعاشات به دو نوع عمومي ارتعاشات مستقيم
  . گردد  تقسيم مي(transverse) و عرضي (longitudinal)تعاشات طولي الخط خود نيز به دو دسته ار ارتعاشات مستقيم

  . شوند فنرها به دو دسته تقسيم مي
باشد و براي نوع خطي آن  فنري است كه نيرو وارد بر فنر در راستاي محور فنر بوده و تغيير طول فنر در همين راستا مي: انتقاليالف ـ فنر 

Fرابطه نيروي فنر با تغيير طول آن به صورت  kx=باشد  مي.  
گردد و براي نوع خطي آن رابطه گشتاور اعمالي  يير زاويه فنر ميفنري است كه گشتاور اعمالي به آن سبب پيچش يا تغ: ب ـ فنر پيچشي

tTبا تغيير زاويه يا پيچش فنر به صورت  k= θباشد كه در آن   ميtkشود  ثابت پيچشي فنر ناميده مي .  
  . سازي نمود  معادلياي انتقالي يا پيچشتوان با فنره ها و تيرها را مي هاي الاستيك نظير ميله المان

  
 كه به صورت  و طول Aيكنواخت با سطح مقطع  ميله) الف

 را EA)  مدول الاستيسته تير استE. (محوري بارگذاري شده است
  .  نامند مي )tensional rigidity (كششيصلابت 

  
 J كه ممان قطبي سطح مقطع آن روي به طول ميله داي) ۲

 را GJ)  مدول پيچشي ميله استG. (باشد و تحت پيچش است مي
  .نامند سطح مقطع مي )torsional rigidity(صلابت پيچشي 
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 كه Iشتاور دوم سطح مقطع  و گتيريك سرگيردار به طول ) ۳
  . تحت نيروي عرضي در يك انتها است

  
 كه I و گشتاور دوم سطح مقطع تير دو سر مفصل به طول ) ۴

  . باشد تحت نيروي عرضي در وسطش مي

  
eqدر اين صورت : ه تحت نيروي عرضي در وسطش باشد كIو گشتاور دوم سطح مقطع  تير دو سرگيردار به طول ) ۵  3

192EIk =


 

  . خواهد بود

  فنرهاي معادل 

  فنرهاي موازي ) الف
eqشان يكسان است و ثابت فنر معادل عبارت است از  فنرهاي انتقالي موازي فنرهايي هستند كه تغيير طول 1 2k k k=  فنرهاي پيچشي +

(نرهايي هستند كه زواياي پيچش يكسان دارند و ثابت فنر معادل عبارت است از موازي ف ) )t t teq 1 2k k k= +   

  فنرهاي سري ) ب
در اين فنرها تغيير طول فنر معادل برابر است : فنرهاي انتقالي سري
هاي دو فنر سري و ثابت فنر معادل از رابطه  با مجموع تغيير طول

  . آيد زير به دست مي

eq 1 2

1 1 1
k k k

= +  

  
2)تغيير طول فنر دوم( 1x x x= −  

  »فنرهاي انتقالي سري«

  
  »فنرهاي پيچشي سري«

         1 2θ + θ = θ  
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ابت فنر پيچشي معادل دو فنري سري و ثدر اين فنرها زاويه پيچش فنر معادل برابر است با مجموع زواياي پيچش : فنرهاي پيچشي سري
  . آيد از رابطه زير به دست مي

  
) ) )t t teq 1 2

1 1 1
k k k

= +  

  فنر مايل) ج
  . باشد جايي سرفنر در راستاي محور فنر نمي فنر مايل فنري است كه جابه 

     
دو فنر نشان داده در شكل به يك ميله صلب با وزن ناچيز   : نكته

 .متصل هستند

  : ت است ازعبار oها در نقطه  ل آندفنر معا

( )2 2 2

eq 1 2

a b b q
k k k
+

= +    

  فنر غيرخطي ) د
)اگر رابطه نيروي فنر  )F xجايي يا تغيير طول آن   برحسب جابهx يك رابطه غيرخطي باشد فنر خطي معادل آن در نقطه تعادل x 

)  : عبارت است از )eqk F x′=   
)باشد كه از رابطه   ميstδ همان تغيير طول استاتيكي فنر xعموماً  )stmg F= δگردد  محاسبه مي .  

  هاي استهلاكي  المان
  . شود ها به چهار دسته زير تقسيم مي اين المان

dF نيروي ميرائي در اين نوع ميراكننده عبارت است از :)يال كندميرائي س(ميراكننده لزجي ) الف cv= كه در آن c ضريب ميرائي 

xاتلاف انرژي در يك سيكل براي ارتعاشات هارمونيك . شود ناميده مي Xsin t= ωآيد  از رابطه زير به دست مي .  

  ( )
2 2

2 2
d d x

0 0
E F d cxdx c(x) xdt cx dt c X

π π
ω ω= = = = = π ω∫ ∫ ∫ ∫     
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باشد و   ميµجامد بر روي يك سطح خشك با ضريب اصطكاك   اين نوع ميرائي ناشي از حركت يك جسم:ميراكننده خشك) ب

)  :  نيروي ميرائي عبارت است از )d
xF Nsgn x N for x 0
x

= µ = µ ≠
 


  

xهاي هارمونيك  اتلاف انرژي در يك سيكل براي ارتعاشات Xsin t= ωعبارت است از  :  

  ( )
2

d d x
0

E F d mg sgn x xdt 4 mgX

π
ω

= = µ = µ∫ ∫    

) كه در آن )sgn xباشد  تابع علامت مي.  
اي تحت  وقتي مواد به طور دوره. كند در مواد را به خاطر اصطكاك داخلي تشريح مي اين نوع ميرائي اتلاف انرژي :اي ميراكننده سازه) ج

  : نيروي ميرائي عبارت است از. شود ف ميتل در داخل ماده بطور داخلي گيرند انرژي تنش قرار مي

  ( )hF k sgn x x
2

= π   

  : اتلاف انرژي در يك سيكل براي ارتعاشات هارمونيك عبارت است از

  ( )
2

2
d d x

0

k hE F d sgn x x xdt k hX
2

π
ωπ

= = = π∫ ∫    

  . باشد  مياي  ضريب ميرائي سازهh بالا در روابط
جرمي در يك محيط سيال  اين نوع ميرائي همراه سيستمي كه در آن ):ميرائي سيال تند(ع سرعت ربمميرائي سيال يا ميرائي ) د

  نيروي ميرائي برابر است با . باشد كند مي نوسان مي
  ( )2

d d dF c x sgn x c x x= =     
  . ضريب ميرائي استdcكه در آن 

  هاي ارتعاشي يك درجه آزادي سيستم
 natural)در اين صورت به طور آزاد با فركانس طبيعي ادل يك سيستم ارتعاشي به طور ناگهاني دستخوش تغيير گردد سيستم اگر تع

frequency)نامند و جسم  اگر به غير از تحريك ابتدايي، تحريك بيشتري صورت نگيرد ارتعاش را ارتعاش آزاد مي.  خود نوسان خواهد نمود
 ناميده (transient)اين ارتعاش، ارتعاش گذرا . ان يا كاهنده آنقدر نوسان خواهد نمود تا به حالت سكون درآيدبا دامنه نوسان رو به نقص

  . باشد شود و كاهش دامنه نوسان به دليل تبديل تدريجي انرژي ارتعاشي به حرارت و صورت مي مي
  . نامند ارتعاش را ارتعاش اجباري مي. گرددسبب ارتعاش يك سيستم ) متناوب(اگر يك نيرو يا حركت تحريك تكرار شونده 

]پريود نوسان  ]secτ : نامند مدت زمان انجام يك نوسان را مي .  

1فركانس خطي  1f
sec

 =  τ  
  . باشد تعداد نوسانات در واحد زمان مي:  

nاي  فركانس دايروي يا زاويه
2 rad2 f

sec
π  ω = = π  τ  

  اويه طي شده در واحد زمان ز : 
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  : معادله حاكم بر ارتعاش سيستم جرم و فنر و پاسخ آن 

  n
st

k gmx kx 0 ,
m

+ = ω = =
δ

  

  ( )
2

20 0
n 0 n n 0

n n

v v
x Xsin , x x cos t sin , X x

 
= ω + ϕ = ω + ω = +  ω ω 

  

  1 0 n

0

x
tan

v
−  ω

ϕ =  
 

  

g  : معادله حاكم بر پاندول ريسماني sin 0θ + θ =


  

sinبراي نوسانات كوچك  θ ≈ θ و لذا   

  n
g g0 ,θ + θ = ω =
 

  

 هارمونيك با همان فركانس و فاز متفاوت  هاي متفاوت و فركانس و فاز يكسان يك حركت ركت هارمونيك با دامنهتركيب دو ح  : نكته
 . باشد مي

 . باشد امنه متغير با زمان ميهاي برابر و فركانس و فاز متفاوت يك حركت هارمونيك با د تركيب دو حركت هارمونيك با دامنه  : نكته

  معادله حاكم بر نوسان پاندول مركب يا فيزيكي
  .آورد هر جسم صلب كه در يك نقطه لولا باشد يك پاندول مركب يا فيزيكي را بوجود مي

sin s s
0 s n

0 0

mgr mgr
J mgr sin 0 0

J J
θ≈θθ + θ = → θ + θ = ⇒ ω =   

  
  .  استOگاه   فاصله مركز جرم تا تكيهsrباشد و   ميO ممان اينرسي جرمي پاندول حول نقطه 0Jكه در آن  

2در اينصورت .  در يك انتها لولا شده است را درنظر بگيريدm و جرم در حالت خاص كه يك ميله يكنواخت به طول 
0

1J m
3

=  و 

sr 2
=

 و لذا:  

  n 2

mg 3g2
2

m
3

ω = =
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راديكال كه براي فركانس طبيعي هاي ارتعاشي مانند پاندول وارونه از مثبت فرض كردن عبارت زير  شرط پايداري در سيستم  : نكته
 . شود دست آمده حاصل ميب

  روش انرژي براي به دست آوردن معادلات حاكم بر حركت
  . شود كار نيروهاي ناپايستار استفاده ميودن در اين روش از رابطه زير در صورت صفر ب

  ( )d T V 0
dt

+ =  

 گرانژلادر صورت وجود ميرائي در سيستم بهتر است از معادله .  به ترتيب انرژي جنبشي و پتانسيل سيستم هستندV و Tكه در آن 
  . استفاده نمود

  d T V D.E. 0
dt q q q

 ∂ ∂ ∂
− + = ∂ ∂ ∂  

  

.21D.Eه در آن ك cq
2

=  تابع اتلافي و qباشد كار رفته مي  مختصه عمومي به .  

جايي  شود در عوض جابه جايي استاتيكي ايجاد نمايد از آن صرفنظر مي در استفاده از روش نيوتن اگر نيروي وزن در فنر جابه  : نكته
 . گردد استاتيكي نيز منظور نمي

شود و   صرفنظر مييقلثايي استاتيكي ايجاد نمايد از انرژي پتانسيل ج در استفاده از روش انرژي اگر نيروي وزن در فنر جابه  : نكته
 . شود جايي استاتيكي نيز در نظر گرفته نمي جابه

  تأثير جرم فنر روي فركانس طبيعي سيستم 
1بايستي  اگر بخواهيم اثر جرم فنر را روي فركانس طبيعي سيستم در نظر بگيريم مي

3
  .  را به جرم اصلي اضافه نمائيم جرم فنر

  تأثير جرم تير روي فركانس طبيعي 
  تير يكسوگيردار) الف

  
  . باشد  جرم تير ميbmكه در آن 

  
  تير دو سر مفصل) ب

  
3eq

n
b b

k 3EI /
M 0.2357 m M 0.2357 m

ω = =
+ +

  

  
3eq

n
b b

k 48EI /
M 0.4857 m M 0.4857 m

ω = =
+ +
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 . رژي جنبشي، پتانسيل و تابع اتلافي براي هر دو سيستم يكسان خواهد بوداگر دو سيستم ارتعاشي معادل باشند ان  : نكته

  : معادله حاكم بر حركت سيستم جرم و فنر و ميراكننده لزجي

  mx cx kx 0+ + =    

  روش رايلي براي محاسبه فركانس طبيعي سيستم
maxدر اين روش با فرض ارتعاش هارمونيك و استفاده از رابطه  maxT V=مثلاً براي سيستم . آيد  فركانس طبيعي سيستم به دست مي

nxشود  جرم و فنر فرض مي Xsin t= ωآيند  و ماكزيمم انرژي جنبشي و پتانسيل به صورت زير به دست مي .  

  
2 2

2 2 2 2 n
n max

m X1 mT mx X cos nt T
2 2 2

ω
= = ω → =   

  )
2

2 2 2
e n e max

1 k kxV kx X sin t V
2 2 2

= = ω ⇒ =  

  بنابراين 

  )max e nmax
kT V
m

= ⇒ ω =  

  هاي يك درجه آزادي با ميراكننده  ارتعاشات آزاد سيستم
mxمعادله حاكم بر حركت  cx kx 0+ + =  2 و معادله مشخصه عبارت است ازms cs k 0+ +  كه عبارت زير c مقداري از ضريب ميرائي =

هاي معادله يعني  راديكال ريشه
2

1,2
c c ks

2m 2m m
−  = ± − 

 
  شود لذا  كند ميرائي بحراني ناميده مي  را صفر مي

  c n
kc 2m 2m 2 km
m

= = ω =   

 . باشد  معادله مشخصه مي∆روش مناسب براي يافتن ميرائي بحراني مساوي صفر قرار دادن     : نكته

   : شود  به صورت زير تعريف مي(damping ratio)نسبت ميرائي 

  
c n

c c
c 2m

ξ = =
ω

  

2هاي معادله مشخصه به صورت  و بنابراين ريشه
1,2 ns 1 = ω −ξ ± ξ − 

 
هاي معادله مشخصه   ريشهξبسته به مقدار . آيند  به دست مي

  . هومي خواهند بودودو عدد حقيقي منفي، مضاعف و يا م
)سيستم تحت ميرا ) الف )( )0 1 Underdamped system< ξ هاي معادله مشخصه دو عدد موهومي به صورت  ت ريشهدر اين صور:  >

1,2 n ds i= −ξω ± ω كه در آن nω  2فركانس طبيعي ناميرا و
d n 1ω = ω − ξباشد و پاسخ به صورت   فركانس طبيعي ميرا مي

( ) n nt t
d dx t Ae cos t Be sin t−ξω −ξω= ω + ω باشد مي .  
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)سيستم به طور بحراني ميرا شده ) ب )( )1 Critically damped systemξ 1 در اين صورت  := 2 ns s= = −ω و پاسخ به صورت 

( ) ( ) n tx t A Bt e−ω=   . باشد  مي+

)سيستم فوق ميرا ) ج )1ξ 2و عدد منفي به صورت هاي معادله مشخصه د  در اين صورت ريشه :<
1,2 ns 1 = ω −ξ ± ξ − 

 
 است و 

)پاسخ به صورت  ) 1 2s t s tx t Ae Be=   .  خواهد بود+
)با اعمال شرايط اوليه  ) 0x 0 x= و ( ) 0x 0 v=براي مقادير مختلف ،هاي ارائه شده  به پاسخ ξشود يجه مي نت .  

) )الف )0 1< ξ <    ( ) ( )n nt t0 n 0
0 d d d d

d

v x
x t e x cos t sin t Xe sin t−ξω −ξω  + ξω

= ω + ω = ω + ϕ  ω   
  

  
2

2 10 n 0 0 d
0 d

d 0 n

v x x
x x , tan

v
−   + ξω ω

= + ϕ =   ω + ξω   
  

)) ب )1ξ =   ( ) ( )n t
0 0 0 nx t e x v x t−ω  = + + ω   

)) ج )1ξ >   ( ) 1 2s t s tx t Ae Be= +  
  . آيند  دست مي از حل دو معادله زير بهB و Aكه 

  0A B x+ =  
  1 2 0As Bs v+ =   

بايستي به اين نكته توجه نمود كه در نقطه شروع نمودار شيب منحني پاسخ   ميξدر ترسيم نمودار پاسخ براي مقادير مختلف 
( ) 0x 0 v= 0 بوده و لذا اگرv 0vمثبت و اگر  منحني با شيب <0 0v منحني با شيب صفر يا افقي و اگر =0  منحني با شيب >0

  . شود منفي شروع مي

      
( )1 for A 0 , B 0 , A Bξ > > < >  ( ) * 0

0 0 n
0 0 n

x
1 , t , v x

v x
−

ξ = = < ω
+ ω

  ( )0 1< ξ <  

0در حالت  1< ξ   . شود  كاهش لگاريتمي به صورت زير تعريف مي>

  ( )
( )

1
2d 2

x t x2Ln Ln
x t x1

  πξ
δ = = =  + τ  − ξ

  

dكه در آن 
d

2π
τ =

ω
  .  لگاريتمي نسبت لگاريتم دو دامنه متوالي يا دو نقطه متناظر در دو سيكل متوالي استشدر واقع كاه. باشد  مي
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  . هاي غيرمتوالي نيز محاسبه نمود ها در سيكل توان از نسبت دامنه لگاريتمي را ميكاهش 

  ( )
( )

1
2d n 1

x t x1 1 2Ln Ln
n x t n n x 1+

    πξ
δ = = =    + τ    − ξ

  

  . گردد  به صورت زير محاسبه ميξنسبت ميرائي 

  
2 24

δ
ξ =

π + δ
  

0.3ξبراي مقادير  )به صورت خطي  ξ برحسب δ نمودار > )2δ = πξ 0.3 و براي مقاديرξ  نمودار به صورت منحني <

2

2

1

 πξ δ =
 − ξ 

1ξ كه در    .  داراي مجانب قائم است=

  ميرائي خشك
xمعادله حاكم بر ارتعاش به صورت 

mx kx mg 0
x

+ + µ =





 

)شرايط اوليه . باشد مي ) 0x 0 x= و ( )x 0 0= در نظر گرفته 
    . شود مي

  :حركت عبارتند ازكند لذا معادلات حاكم بر  در نيم پريود اول جرم به سمت چپ و در نيم پريود دوم به سمت راست حركت مي

  n

n
mx kx mg 0 , 0 t

2
τ π

+ − µ = ≤ ≤ ≤
ω

  

  n
n

n

2mx kx mg 0 , t
2

τ π
+ + µ = ≤ ≤ τ =

ω
  

  : و پاسخ براي هر نيم پريود عبارت است از

  ( ) 1 n 1 n f
n

x t A cos t B sin t x 0 t π
= ω + ω + ≤ ≤

ω
  

  ( ) 2 n 2 n f
n n

2x t A cos t B sin t x tπ π
= ω + ω − ≤ ≤

ω ω
  

fكه در آن 
mgx
k

µ
  . شود  شرايط اوليه براي هر نيم پريود نتيجه ميبا اعمال. شود جايي استاتيكي فنر ناميده مي  جابه=

  ( ) ( )0 f n f
n

x t x x cos t x 0 t π
= + ω + ≤ ≤

ω
  

  ( ) ( )0 f n f
n n

2x t x 3x cos t x tπ π
= − ω − ≤ ≤

ω ω
  

)نمودار . توجه داريد كه شرايط انتهايي نيم پريود اول در حكم شرايط ابتدايي نيم پريود دوم است )x tبه صورت زير است  .  
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عي يك سيستم ناميرا با افزوده شدن ميرائي خشك تغيير  فركانس طبيـ۱    : نكته
). يابد ولي با افزوده شدن ميرائي لزجي كاهش ميكند  نمي )d nω < ω 

 f2xيابد و در هر نيم سيكل  در حضور ميرائي خشك دامنه خطي كاهش مي ـ ۲
  . ي كاهش دامنه نمائي استيابد ولي در حضور ميرائي لزج كاهش مي

. گردد جايي دائمي از نقطه تعادل مي خشك منجر به توقف حركت با جابهـ ميرائي ۳
fدامنه زماني كه در داخل باند  fx x x− ≤     . شود گيرد جرم متوقف مي  قرار مي≥

fچرا كه  fk x kx N x x< = µ ⇐ كه حركت سيستم با  درحالي. باشد نيروي اصطكاك نميدر به غلبه بر قا يعني نيروي فنر >
  . يابد نهايت ادامه مي  لزجي با دامنه كاهنده تا بيميرايي

0كوچكترين عدد صحيحي است كه شرط nام جايي كه   nـ در حضور ميرائي خشك حركت در سيكل ۴

f

x1n 1
4 x

 
> − 

 
نمايد   را ارضا مي

  . شود متوقف مي
سيستم جرم و فنر در حضور ميرائي خشك تحت تأثير نيروي هارمونيك در حالت تشديد دامنه برخلاف ميرائي لزجي ـ در ارتعاش ۵

  . شود نهايت نمي يابد ولي بي نانس افزايش ميرزدر حضور ميرائي لزجي دامنه در حول و حوش . شود نهايت مي بي

  ميرائي معادل 

  ميرائي لزجي معادل ميرائي خشك 

  2 d
d eq d eq

4F 4 mgE c X 4F X 4 mgX c
X X

µ
= π ω = = µ ⇒ = =

πω πω
  

  اي  ميرائي لزجي معادل ميرائي سازه

  2 2
d eq eq

khE c X hkX c= π ω = π ⇒ =
ω

  

)توان با سختي مختلط به صورت  اي است مي فنري كه داراي ميرائي سازه )eqk k 1 ih= اي و   ضريب ميرائي سازهh نمايش داد كه در آن +
kباشد  ثابت فنر مي .  
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  تأثير تحريك هارمونيك ارتعاشات اجباري تحت 
0mx  معادله حاكم بر حركت عبارت است از  cx kx F sin t+ + = ω   

)پاسخ كلي سيستم شامل حل عمومي  )n t
h d dx Xe sin t−ξω= ω + ϕاست و حل خصوصي يا حالت پايدار ا كه گذر ( )steady state 

( )ssx Xsin t= ω − ϕ عبارتند از كه در آن دامنه و فاز  

  
( ) ( )

0
2 22

F
X

k m l
=

− ω + ω

  

  1
2

ctan
k m

− ω 
ϕ =  

− ω 
  

)در صورتي كه نيروي تحريك به صورت  ) 0F t F cos t= ω و پاسخ به صورت ( )ssx X cos t= ω − ϕ در نظر گرفته شود دامنه و فاز همان 
)روي تحريك روابط بالا خواهند بود بنابراين در حالت كلي براي ني ) i t

0F t F e ω= پاسخ حالت پايدار به صورت ( ) ( )i t
ssx t Xe ω −ϕ= 

  بعد عبارتند از  دامنه و فاز در شكل بي. آيند خواهد بود كه دامنه و فاز از روابط بالا به دست مي

)    ضريب تقويت(  
( ) ( )

2 20 2

X 1
X

1 2
=

− Ω + ξΩ

  

  1
2

2tan
1

− ξΩ 
ϕ =  

 − Ω 
  

0كه در آن 
0

F
X

k
و ) جايي استاتيكي جابه (=

n

ω
Ω =

ω
  . باشد  ميي نسبت فركانس

nωاگر  ω2گاه   آن 2
n

kmX mX mX kX
m

ω ω = =تر  اي از دامنه نيروي فنر بزرگ  يعني دامنه نيروي اينرسي به طور قابل ملاحظه
  : هد بود نيروهاي اعمالي به جرم عبارتند ازخوا

  ( )i tkx kXe ω −ϕ=    نيروي فنر =

  ( ) i ti t 2cx ic Xe c Xe
π ω −ϕ+ ω −ϕ  = = ω = ωنيروي دمپر   

  ( ) ( )i t i t2 2mx m Xe mX eω −ϕ ω −ϕ+π= = − ω = ω نيروي اينرسي   
  i t

0F e ω=نيروي تحريك خارجي   
در ضمن . دن اختلاف فاز دارϕنيروي فنر نسبت به نيروي تحريك خارجي به اندازه پايدار و شود پاسخ حالت  همانطور كه مشاهده مي

  .  اختلاف فاز دارند180نسبت به نيروي فنر  اختلاف فاز و نيروي اينرسي 90نيروي دمپر نسبت به نيروي فنر 
)تر هستند  اي از فركانس طبيعي سيستم بزرگ هاي تحريكي كه به طور قابل ملاحظه نسبراي فركا )nω ω دامنه نيروي ديناميكي 
نمودارهاي زير مقادير نيروهاي اعمالي به جرم و اختلاف فاز . باشد تر از دامنه نيروي استاتيكي فنر مي اي بزرگ به طور قابل ملاحظهاينرسي 

  . دهد ها را در محدود فركانسي مختلف به خوبي نشان مي آن

      
,n) ج

2
π

ϕ > ω ω  ب (n,
2
π

ϕ = ω = ω  الف (n,
2
π

ϕ < ω ω  
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  .  شرايط زير برقرار استرزنانسدر حالت ) ب(مطابق شكل 
2kX)    دامنه نيروي اينرسي برابر است با دامنه نيروي فنر(   m X= ω  

0c)    نيروي خارجيدامنه دامنه نيروي دمپر برابر است با (   X Fω =  
  90ϕ =   
  nω = ω  

بعد يا ضريب تقويت  نمودار تغييرات دامنه بي
0

X
X

 برحسب نسبت فركانسي ϕ و زاويه فاز 
n

ω
Ω =

ω
  

بعد يا ضريب تقويت  نمودار تغييرات دامنه بي
0

X
X

 برحسب نسبت فركانسي ϕ و زاويه فاز 
n

ω
Ω =

ω
  . گردد هاي زير مشاهده مي  در شكل

  

2اگر     : نكته
2

ξ . تر از يك خواهد بود گاه ضريب تقويت همواره كوچك   آن≤
0

X 1
X

 
≤ 

 
 

2اگر   : نكته
2

ξ ) ضريب تقويت براي محدود فركانس > )22 1 2Ω > − ξتر از يك خواهد بود  كوچك . 

0.5ξاگر   : نكته  . تر از يك خواهد بود گاه ضريب تقويت در محدوده فركانس كه شروع آن بعد از رزنانس است كوچك  باشد آن≥

  ا با ميرائي خشك تحت تحريك هارمونيكه ارتعاش اجباري سيستم

0  معادله حاكم عبارت است از 
x

mx kx mg F sin t
x

+ + µ = ω





  

dتوان ميرائي خشك را با ميرائي لزجي با ضريب ميرائي معادل  براي حل اين معادله مي
eq

4F
c

X
=

πω
 معادل نمود بنابراين معادله حاكم 

eq  عبارت است از  0mx c x kx F sin t+ + = ω   
  ( )x Xsin t= ω − ϕ  
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  كه در آن 

  
( ) ( )

0 0
2 222 2 d

F F
X

4Fk m k m
X

= =
 − ω − ω +  π 

  

  . شود  از رابطه بالا نتيجه ميXبا حل دامنه 

  
( )

22
2 d2 d
00

2 22

4F4F FF
X

k mk m

   −−    ππ   = =
− ω− ω

  

dل براي حود اين ش همانطور كه مشاهده مي

0

F
e

F 4
π

= nصادق است و در حالت رزنانس  >
k
m

ω = ω . كند نهايت ميل مي  دامنه به بي=

  . شود نهايت نمي بي يابد ولي  نانس افزايش ميرزحضور ميرائي لزجي دامنه در حال كه در  در حالي
ر آورده ها در جدول زي روابط دامنه و فاز براي اين تحريك. دوراني و تحريك پايه صورت بگيردتواند تحت تأثير ناميزاني  ارتعاش اجباري مي

  . شده است

1
2

2tan
1

− ξΩ 
ϕ =  

 − Ω 
  

( ) ( )

2

2 22

X
me

1 2M

Ω
=

− Ω + ξΩ

  

  

( )

3
1

22
2tan

1 2
−

 ξΩ ϕ =
 − Ω + ξΩ 

  ( )

( ) ( )

2

2 22

1 2X
Y 1 2

+ ξΩ
=

− Ω + ξΩ
  

  

( )

3
1

22
2tan

1 2
−

 ξΩ ϕ =
 − Ω + ξΩ 

  

: ϕ اختلاف فاز نيروي منتقل شده 
  به پايه نسبت به نيروي تحريك 

( )

( ) ( )

2
T

2 220

1 2F
TR

F 1 2

+ ξΩ
= =

− Ω + ξΩ
  

T: Fدامنه نيروي منتقل شده به پايه   
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  نمودار دامنه و فاز در اثر تحريك ناميرائي دوراني

  

  نمودار دامنه و فاز براي تحريك پايه و جداسازي ارتعاشات

)عي سيستم كوچكتر باشد  برابر فركانس طبي2اگر فركانس تحريك پايه از   : نكته )n2ω < ω از لحاظ تحريك پايه براي سيستم 

Xداراي ميرائي 
Y

 . تر از سيستم فاقد ميرائي است  كوچك

)برابر فركانس طبيعي سيستم بزرگتر باشد  2اگر  فركانس تحريك پايه از   : نكته )n2ω > ω از لحاظ تحريك پايه براي سيستم 

Xفاقد ميرائي 
Y

 .  كوچكتر از سيستم داراي ميرائي است

) برابر فركانس طبيعي سيستم كوچكتر باشد 2اگر فركانس نيروي تحريك از   : نكته )n2ω < ωانتقال نيرو سيستم  از لحاظ قابليت 
 .  كمتري نسبت به سيستم فاقد ميرائي استTRداراي ميرائي 

) برابر فركانس طبيعي سيستم بزرگتر باشد 2تحريك از اگر فركانس نيروي   : نكته )n2ω > ω از لحاظ قابليت انتقال نيرو سيستم 
 .  كمتري نسبت به سيستم داراي ميرائي استTRيرائي فاقد م
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  دي تحت تأثير تحريك دلخواههاي يك درجه آزا اجباري سيستمارتعاشات 
  شود ن به صورت زير محاسبه مياسخ سيستم به كمك انتگرال كانولوشپ

  ( ) ( ) ( )
t

0
x t f h t d= η − η η∫  

)كه در آن  )f t نيروي تحريك دلخواه و ( )h tلازم به ذكر است كه به كمك انتگرال . باشد  پاسخ سيستم به تحريك ضربه واحد مي
)توان پاسخ به شرايط اوليه صفر يعني  كانولوئن تنها مي ) ( )x 0 x 0 0= = بايستي يك  ياوليه غيرصفر مبراي شرايط اوليه . را به دست آورد

  . حل عمومي به آن اضافه نمود
  . هاي مختلف به شرح زير است پاسخ به ضربه واحد براي سيستم

)  الف ـ سيستم جرم و فنر  ) n

n

sin t
h t

m
ω

=
ω

  

)ب ـ سيستم جرم و فنر و ميراكننده لزجي  )0 1< ξ <  ( )
n t

d

d

e sin t
h t

m

−ξω ω
=

ω
  

)لزجي فنر و ميراكننده ج ـ سيستم جرم و  )1ξ =   ( ) n tth t e
m

−ω=  

)دـ سيستم جرم و فنر و ميراكننده لزجي  )1ξ >   ( )
n t 'd

'd

e sin h t
h t

m

−ξω ω
=

ω
  

d'2كه در آن   n 1ω = ω ξ   . باشد  مي−
)پاسخ سيستم به تحريك پايه دلخواه  )y t :  

  ( ) ( ) ( ) ( )
t

0
x t y t m y h t d= − η − η η∫   

  و يا 

  ( ) ( ) ( )( ) ( )
t

0
x t cy ky h t d= η + η − η η∫   

  هاي چند درجه آزادي  ارتعاشات سيستم
اگر اين . شود هاي مستقل مورد نياز جهت مشخص شدن موقعيت اجزاي يك سيستم درجه آزادي آن سيستم ناميده مي تعداد مختصه

)ها را مختصات عمومي  كار رود آن  سيستم بهمختصات براي تحليل حركت )generalized coordinatesگويند  مي.  
  . هاي عمومي يا درجه آزادي سيستم يكتا است ولي خود مختصات عمومي يكتا نيستند تعداد مختصه

  . شود هاي چند درجه آزادي به شكل ماتريسي نوشته مي سيستممعادلات حاكم بر ارتعاشات 
  . غيرقطري باشد تنها كوپلينگ استاتيكي داريمس جرم قطري و ماتريس سختي اگر ماتري) ۱
  . سختي قطري باشد تنها كوپلينگ ديناميكي داريماگر ماتريس جرم غيرقطري و ماتريس ) ۲



 ارتعاشات

 

١٦  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  . باشند كوپلينگ استاتيكي و ديناميكي نداريم  مييختي هر دو قطرساگر ماتريس جرم و ) ۳
  .باشند كوپلينگ استاتيكي و ديناميكي داريم  يهر دو غير قطراگر ماتريس جرم و سختي ) ۴

  . ها داراي حركت هماهنگ با فركانس و فاز يكسان هستند كنيم كه در آن تمامي جرم مد طبيعي را نوساني تعريف مي: مد طبيعي نوسان
  . شود هاي چند درجه آزادي مراحل زير انجام مي در برخورد با مسائل ارتعاشات سيستم

الامبر يا با استفاده از معادلات لاگرانژ معادلات حاكم بر حركت استخراج و به شكل ماتريس د نخست به كمك قوانين نيوتن يا اصل )۱
  . آيند درمي

  : معادلات لاگرانژ عبارتند از

  i
i i i

d T T V Q
dt q q q

 ∂ ∂ ∂
− + = ∂ ∂ ∂ 

  

 iq نيروهاي تعميم يافته نظير مختصه iQ. ي هستند مختصات عمومiqو به ترتيب انرژي جنبشي و پتانسيل سيستم  Vو  Tكه در آن 
توان  شامل نيروهاي خارجي و گشتاورهاي خارجي كه البته نيروي ميراكننده لزجي و گشتاور ناشي از آن نيز با علامت منفي مي(باشند  مي

  ). جزء آن محسوب نمود
]به كمك رابطه ) ۲ ] [ ]( )2det k M 0− ω   . شود هاي طبيعي سيستم محاسبه مي  فركانس=

]به كمك رابطه ) ۳ ] [ ]( ){ } { }2k M X 0− ω هاي طبيعي سيستم به دست آورده و بردارهاي شكل مد و  ها را به ازاء فركانس  نسبت دامنه=
  . دهيم شكل مد را تشكيل مي ماتريس

}) تغيير متغير(به كمك رابطه ) ۴ } { }1q x−= Ψگردند شوند و معادلات زير حاصل مي كوپله مي  معادلات دي .  
  2

1 1 1q q 0+ ω =  
  2

2 2 2q q 0+ ω =  

  
.
.
.

  

  .باشد  زير ميها به صورت كه حل آن
   ( )1 1 1 1 1q t A cos t B sin t= ω + ω  

  ( )2 2 2 2 2q t A cos t t B sin t= ω + ω  
.
.
.

  



  ارتعاشات

 

١٧  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

}به كمك رابطه ) ۵ } { }x q= Ψ بردار { }x را يافته و با شرايط اوليه ( )
( )

1

1

x 0

x 0



 

) و  )
( )

2

2

x 0

x 0



 

  . گردند  محاسبه ميiA و iBهاي  ثابت…  و 

  :  درجه آزادي شكل مقابل عبارتست ازnماتريس جرم و سختي براي سيستم 

  

[ ]

1 2 2

2 2 3 3

3 3 4

n

n n n 1

k k k 0
k k k k

k k k k ...
... ... k

0 k k k +

+ − 
 − + − 
 = − +
 

− 
 − + 

  

هاي قطر اصلي به ترتيب  يك ماتريس سه قطري كه المان
n n 1 2 3k k ,..., k k++  و اعضاي دو قطر موازي قطر اصلي به ترتيب +

n 3 2k ,..., k , k− −     . باشند  مي−

[ ]

1

2

3

n

m 0
m

m m
...

0 m

 
 
 
 =
 
 
  

  

يك ماتريس قطري كه اعضاي قطر اصلي اجرام 
n 1m ,...,mهستند .    

  



 ارتعاشات

 

١٨  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

 تستهاي نمونه

  . شود چگونه مي) شتاب جاذبه ( gفركانس طبيعي با افزايش   ـ 1
  . يابد افزايش مي) ۱
  يابد كاهش مي) ۲
  كند فرق نمي) ۳
   . نيز داردو  kو  mبستگي به ) ۴

  
 .  درست است۲گزينه   : حل

  .                     صفر استOمجموع گشتاورها حول نقطه 

  ( ) 
2

mgk
2m k mg sin 0 0

2 m≈θ

− 
θ + θ − θ = ⇒ θ + θ =  

 

   


  

  n
2k mg k g

2m m 2
−

ω = = −


 
  

  . باشد مي) ۲(لذا جواب گزينه . يابد  فركانس طبيعي كاهش ميgلذا با افزايش 

  شكل مقابل چقدر است؟ فركانس طبيعي سيستم   ـ 2

۱ (n
5k
m

ω =  

۲ (n
1 5k / m
3

ω =  

۳ (n
k

5m
ω =  

۴ (n
1 k
3 5m

ω =  
  

  درست است۲گزينه   : حل

  



  ارتعاشات

 

١٩  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  . صفر استOمجموع گشتاورها حول نقطه 
2 k 2k 2m 0

3 3 3 3
    θ + θ + θ =    
    

     
2

2 5k 5km 0 0
9 9m

⇒ θ + θ = ⇒ θ + θ =
   

  n
5k 1 5k
9m 3 m

ω = =
  

  

   برابر است با؟ eqkدر شكل مقابل   ـ 3

۱ (
( )

1 2
eq

1 2

k k
k

4 k k
=

+
  

۲ (1 2
eq

1 2

4k k
k

k k
=

+
  

۳ (1 2
eq

1 2

4k k
k

4k k
=

+
  

۴ (1 2
eq

1 2

4k k
k

k 4k
=

+
  

  
  درست است۳گزينه   : حل

 كند كه  تعادل نيروها مطابق شكل ايجاب مي

  ( )
( )

( )
1 2

1 2 2
1 1 o 1 o 2 o o o

2 1 2
2 2 o

2F F
4k k k x

F k 2x 4k x k x x x x x
k 4k k

F k x x

 =
 +

= ⇒ = − ⇒ = ⇒ =
+ = −

  

  ( ) 2
2 o 2

1 2

k x
mx k x x 0 mx k x 0

4k k
 

+ − = ⇒ + − = + 
   

  1 2 1 2
eq eq

1 2 1 2

4k k 4k k
mx x 0 , mx k x 0 k

4k k 4k k
⇒ + = + = ⇒ =

+ +
   



 ارتعاشات

 

٢٠  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

 داراي حركـت هارمونيـك      2kپايـه فنـر     .  نكهداري شـده اسـت     R و شعاع    mاي به جرم      با توجه به شكل نشان داده شده استوانه         ـ 4
( ) 0y t Y sin t= ωكت اين سيستم كدام است؟   معادله حر . باشد  ميx  ۸۶تست كنكور سال ( تغيير مكان مركز جرم ديسك است؟(  

1 (( )1 2 2 0
3m x cx 4k k x k Y sin t
2

+ + + = ω   

2 (( )1 2 2 0
3m x cx k k x k Y sin t
2

+ + + = ω   

3 (( )1 2 2 0
1 mx cx 4k k x k Y cos t
2

+ + + = ω   

4 (( )1 2 2 0
3m x cx 4k 4k x k Y cos t
2

+ + + = ω    

  
  درست است۱گزينه   : حل

  ني      صفر است يعAمجموع گشتاورها حول نقطه 

  ( ) ( )
2

2 1
mRmx cx k x y R 2R 2k x 0

2
+ + − + + θ = ⇒  

   

  ( ) ( )x R
2 1 1 2 2x R

mR 3mx cx k x y 4k x 0 mx cx 4k k x k y
2 2

= θ
= θ

θ
+ + − + + = → + + + =


     

  ( )1 2 2 0
3m x cx 4k k x k Y sin t
2

⇒ + + + = ω   

cاگر  y 0= 1 و = 2k k k=   . آيد  به دست مي۸۷تست كنكور سال  آنگاه پاسخ =

  … كم فركانس ارتعاشات آزاد يك سيستم يك درجه آزادي با استهلاك  ـ 5
  . بزرگتر يا كوچكتر از فركانس طبيعي غيراستهلاكي آن باشدبسته به ميزان استهلاك ممكن است ) ۱
  .بستگي به دامنه ارتعاشات دارد) ۲
  . هميشه بزرگتر از فركانس طبيعي غيراستهلاكي است) ۳
  . هيمشه كوچكتر از فركانس طبيعي غيراستهلاكي است) ۴

 .  درست است۴گزينه   : حل

  

2
d n d n1ω = ω − ξ ⇒ ω < ω ⇒

فركانس طبيعي 
استهلاكي

فركانس طبيعي غير  
استهلاكي

  



  ارتعاشات

 

٢١  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  رزنانس انرژي اتلافي در هر سيكل توسط ميرائي لزجي برابر است با در حالت   ـ 6

۱ (22 kXπ  
۲ (2kXπξ  
۳ (22 Xπξ  
۴ (2Xπξ  

  .  درست است۱گزينه   : حل
  

  n
n

c

k
2 2 m

n c c
c 2 km

c X c X
ω =ω=ω

ξ= =
π ω → π ω → =  انرژي اتلافي در هر سيكل توسط ميرائي    

  ( ) 2 2k2 km X 2 kX
m

 
= π ξ = πξ  

 
  

  اميكي ارتعاشات به سيستم اصلي، كدام گزينه غلط است؟ نبا توجه به اضافه نمودن جاذب دي  ـ 7
  .جرم اصلي و جرم جاذب، هم فاز حركت خواهند نمود) ۱
  . كند ش ميارتعاشات سيستم اصلي صفر ولي سيستم فرعي ارتعا) ۲
  . برابر نيروي تحريك استمقدار نيروي وارده از طرف جاذب ) ۳
  . فركانس طبيعي سيستم جاذب به طور مجزا برابر فركانس تحريك است) ۴

 .  درست است۱گزينه   : حل
  . كنند چرا كه جرم اصلي و جاذب غيرهم فاز حركت مي

  ا معادل برابر است بدر سيستم شكل مقابل ثابت فنر معادل و جرم   ـ 8

۱ (3k ,2m
2

  

۲ (k , 2m
2

  
۳ (3k , m  
۴ (2k , 2m  

  
  .  درست است۳گزينه   : حل

  ( )2 2 2 2
e eq eq

1 1 3k 1V kx 2k x x k x k 3k
2 2 2 2

= + = = ⇒ =  



 ارتعاشات

 

٢٢  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  
2 2 2

2 2
0 2

1 1 x mx 1 1 xT mx I 2mr
2 2 r 2 2 2 r

   = + = +   
   

    

  
2 2

2 2
eq eq

mx mx 1mx m x m 2m
2 2 2

= + = = ⇒ =
     

  .  بر حركت سيستم شكل مقابل را بنويسيدمعادلات حاكميكي از   ـ 9
1 (2mx 2kx k 0+ + θ =   
2 (mx 2kx k 0+ + θ =   

3 (2mx 2kx k 0
4

+ + θ =
  

4 (mx 2kx k 0
4

+ + θ =
    

  درست است۴گزينه   : حل

  
  AB , BC 3 , BG

4 4 4
= = =

    

  mx k x k x 0 mx 2kx k 0
4 2 4

   + − θ + + θ = ⇒ + + θ =   
   

     

  ( ) ( )2
G G

5I k x k x M t 0 I k x k M t
2 2 4 4 4 16

   θ + + θ − − θ − = ⇒ θ + + θ =   
   

        

  مطلوب است معادلات حاكم بر حركت سيستم شكل مقابل   ـ 10

1 (
1 1 2

2 1 2

3 mx 4x 4kx 0
2
3 mx 4kx 4kx 0
2

 + − =

 − + =





  

2 (2 1 2

2 1 2

mx 4kx 4kx 0
mx 4kx 4kx 0

+ − =
 − + =




  

3 (1 1 2

2 1 2

mx 2kx 2kx 0
mx 2kx 2kx 0

+ − =
 − + =




  

4 (
1 1 2

2 1 2

3 mx 2kx 2kx 0
2
3 mx 2kx 2kx 0
2

 + − =

 − + =





  

  

  



  ارتعاشات

 

٢٣  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  درست است۱گزينه   : حل

  1 2
1 1 2 2 1 2

x x
x r , x r ,

r r
= θ = θ → θ = θ =

    

2 2
C 1 D 2

1 1T I I
2 2

= θ + θ  انرژي جنبشي   

  
2

2 2
C D

mr 3I I mr mr
2 2

= = + =  

  ( )
2 2

2 2 2 21 2
1 2

x x1 3 1 3 3T mr mr m x x
2 2 r 2 2 r 4

      ⇒ = + = +            

     

  ( ) ( )2 2
e 2 1 2 1

1V k 2x 2x 2k x x
2

= − =    انرژي پتانسيل −

  ( ) ( )22 2
e 1 2 2 1

3L T V m x x 2k x x
4

= − = + − − ) لاگرانژين(  

  ( )( )1 2 1
1 1

d L L d 30 mx 4k 1 x x 0
dt x x dt 2

 ∂ ∂  − = ⇒ + − − =   ∂ ∂   



  معادلات لاگرانژ : 

  1 1 2
3 mx 4kx 4kx 0
2

⇒ + − =  

  ( )2 2 1 2 1 2
2 2

d L L d 3 30 mx 4k x x 0 mx 4kx 4kx 0
dt x x dt 2 2

 ∂ ∂  − = ⇒ + − = ⇒ − + =   ∂ ∂   
 


  

اگـر  .  به فواصل مساوي آويخته شده استمتر Rاي به شعاع  ، در دايره در صفحه افقي از سه سيم به طول    mچرخ لنگري به جرم       ـ 11
  : ا ثانيه باشد، شعاع ژيراسيون برابر است بnτزمان نوسان حول محور قائم در مركز چرخ 

۱ (n
0K

2 R g
τ

=
π

  

۲ (n
0

R gK
2

τ
=

π 
  

۳ (n
0

gK
2R
τ

=


  

۴ (0 nK
g

= τ
    

  .  درست است۲گزينه   : حل
  :  باشد داريمθبه محور قائم پس از دوران چرخ لنگر به اندازه يسمان نسبت  زاويه رϕاگر 

  
( ) G G G

mg3T cos mg T R
3cos

mg3T sin R I I 3sin R 0 I mgR tan 0
3cos

 ϕ = ⇒ = θ = ϕ ϕ
   ϕ + θ ⇒ θ + ϕ = ⇒ θ + ϕ =  ϕ 



  
  



 ارتعاشات

 

٢٤  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

tan كوچك باشد ϕاگر  ϕ ϕ لذا داريم   GI mgR 0θ + ϕ =  

  
R 2

G
G

R mgRI mgR 0 0
I

ϕ= θ  → θ + θ = ⇒ θ + θ = ⇒ 
 

  
 

  

Gاز طرف ديگر شعاع ژيراسيون از رابطه 
0

I
K

m
  . گردد محاسبه مي =

2

n
G n

mgR 2
I

π
ω = =

τ
  

  
2

n
0

n 0 0 n

RgR g2 1 1 2 K
K K R g 2n

τπ π
= ⇒ = ⇒ =

τ τ


 
  



  ارتعاشات

 

٢٥  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  ). استmجرم ميله برابر با (فركانس طبيعي سيستم نشان داده شده كدام است؟  ـ ۱

1( 
2

1 2
2

12k k

4m

+ 


   

2 (1 212k 15k
4m
+  

3( 
2

1 2
2

12k 15k

4m

+ 


  

4 (1 212k k
4m

+   

  

  . باشد  صحيح مي٣گزينه   : حل

   21K.E J
2

= θ  

  ( )
2

22
1 2 2

1P.E k k k
2 2

   = θ + θ + θ    

   

  
2

2 2 2
1 2

k1 k k
2 4

 
 = + + θ
 
 


  

  [ ] 2
1 2

d 5K.E P.E J k k 0
d t 4

 + = θθ + + θθ =  
    

  
2 21 2 1 2

n 2

5k k 12k 15k4
J 4m

+ +
⇒ ω = =

 


  

  فركانس ميرايي نوسان سيستم روبرو كدام است؟ ـ ۲

1 (
2

2
k 9c

2m 4m
−  2 (

2

2
2k 16c
3m 9m

−  

3 (
2

2
3k 9c
2m 4m

−  4 (
2

2
2k 16c
m 9m

−  

  
 . باشد  صحيح مي٢گزينه   : حل

  

A AM I= α∑  

  



 ارتعاشات

 

٢٦  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
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  2 2 23 3m r 4c r K r 0 m 4c K 0
2 2

θ + θ + θ = ⇒ θ + θ + θ =     

  eq eq eq
3M m , C 4c , K k
2

= = =  

  
2 2

eq eq
n

eq eq

K C k 4c
3m 2M 3mm
2

   
 ω = − = −      

  

  
2

2
2K 16c
3m 9m

= −  

)پاسخ سيستم به ورودي ـ ۳ )F tنشان داده شده كدام است؟  ( )1t t>  

1(( )n n 1
n

1 sin t sin t t
k

 ω − ω − ω
  

2(( )n n 1
n

1 sin t sin t t 1
k

 ω − ω − − ω
  

3(( )n 1n

n n

sin t tsin t1 1
k

 ω −ω
 − −

ω ω  
  

4(( )n 1
n

1 sin t t
k

ω −
ω

  
  

  .باشد ي صحيح م١گزينه   : حل
  :حال با استفاده از سوپر پوزيشن

  
  :پاسخ سيستم به شيب واحد

  ( ) ( ) ( ) ( )( )
t t

n
n

0 0 n n

sin t1 1x t F h t dt sin t d 1
m k

 ω
= τ − τ = τ × ω − τ τ = −  ω ω ∫ ∫  

  :پاسخ نهايي سيستم

  ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 n n 1
n

1x t x t x t sin t sin t t
k

= − = ω − ω −
ω
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)صورت  اگر نيروي وارد بر يك جرم و فنر ساده به ـ ۴ )F t 200sin t= ωباشد وXة حداكثر دامنه نوسان باشد دهند  نشانω را چنان 

1Xتعيين كنيد كه همواره 
2

NK   باشد؟> 100 , m 1kg
m

 = = 
 

 

1 (rad20
s

ω >  2 (rad50
s

ω>  3 (rad10 5
s

ω >  4 (rad10 2
s

ω>  

 .  درست است٣گزينه   : حل
0mxباتوجه به عدم وجود دمپر در سيستم و با حل معادلة  K x F sin t+ = ωآيد  براي حل پايدار بدست مي:  

  
( )

0
2 2
n

F
x sin t , x Xsin t

m
= ω = ω

ω − ω
  

  
( )

0
n2 2

n

F 1 100X , x , 10
2 1m

= < ω = =
ω − ω

  

  

2
2

2 2

2 2 2
2

2 2

200 1 1000 2 300
2 20010200 1X 10 5

210 1 200 1000 2 500
2 20010

 − ω
< < → > → ω < −

− ω
= < → → ω>

− ω − ω− < < → < − → ω > − ω

  

  .البته رابطه اول تناقض است

 نوسان سيستم نشان داده شده كدام است؟دامنه  ـ ٥
1 (2.4    
2 (2.5  
3 (2.2    
4 (2.25  

  
 .  درست است١گزينه   : حل

  0mx cx Kx Ky KAsin t F sin t+ + = = ω ≡ ω  
0mxمعادله فوق شبيه معادله  Kx cx F sin t+ + = ω  0 است كه در آنF با KA جايگزين شده است بنابراين   

  
( ) ( )2 2 222

KA 12 2x 2.4
8 6ck m

×
= = =

++ ω− ω

  

 فركانس طبيعي سيستم جرم و فنر و ديسك نشان داده شده كدام است؟ ـ ۶

1  (4 k
m3

  2 (2 k
m3

  

3 (2 k
3 m

  4 (4 k
3 m
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 .  درست است٢گزينه   : حل

  
2

2 2 2
0 0

1 1 1 1 xk.E m x J m x J
2 2 2 2 r

 = + θ = +  
 

   

  2 2 21 1P.E. k x k x k x
2 2

= + =  

  [ ]d P.E k.E. 0
d t

+ =  

  0
2 0

2

J 2km x x x x 2k x x 0 x x 0
Jr m
r

⇒ + + = ⇒ + =
+

       

  2k 2 k
1 m3m m
2

⇒ ω = =
+

  

شود، در ارتعاش اجباري اين سيستم توسط نيروي   سيكل نصف مي10ر و دمپر در ارتعاشات آزاد پس از دامنه يك سيستم جرم و فن ـ ۷

0 nF F sin t= ω حاصل تقريبي 
0

K X
F

)   كدام است؟ )ln 2 0.7 

1 (62  2 (31  3 (45  4 (90  
 .  درست است٣گزينه   : حل

  :نويسيم  ميξاهش لگاريتمي براي يافتن باتوجه به رابطه ك

  0

n

X1 1n n 2 0.07
n X 10

δ = = =   

  
2 2 4 2

4 2
2 22

2 4 49 10 7 1049 10
21 41

− −
−πξ π ξ × ×

δ = → × = → ξ → ξ =
π− ξ π− ξ

  

nωدر  = ωصورت زير خواهد بود دامنه نوسانات به:  

  
n

2
0

k X 1 45
F 2 7 10 −

ω = ω

  π
  = =
  ξ × 

  

 .)لغزش وجود ندارد(ه كدام است؟ فركانس طبيعي سيستم ارتعاشي نشان داده شد ـ ۸

1 (
( )1

3g
2 R R−

  2 (
( )1

4g
3 R R−

  

3 (
( )1

2g
3 R R−

  4 (
( )1

3g
4 R R−
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 .  درست است٣گزينه   : حل

)سرعت مركز جرم استوانه  )1R R− θ است و سرعت زاويه مطلق آن ( )1θ − θ چون استوانه غلطش ناب دارد بنابراين   

   
1 1ab a 'b R R= ⇒ θ = θ  

  

( )( )
2

2 2
1 0 0 1

1

1 1 R 1T m R R J 1 , J m R
2 2 R 2

 
 = − θ + − =
 
 

  

( )( )1u m g R R 1 cos= − − θ  

( )d T U 0
d t

− = ⇒  

( ) ( )2
1 1

3 m R R m g R R sin 0 , sin
2

 − θ + − θ θ = θ θ 
 

    

  
( ) ( )n

1 1

2g 2g0
3 R R 3 R R

θ + θ = ⇒ ω =
− −

  

 

  
 


