
ƭƺſ�ƪƈƟ�ƪƿŚƀƯ��
 

ÖÎ
 

 
æ��������žƿźţŚƯ�įŵřŻō�ƶūŹŵ�ƹŵ�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�Źŵ�ƶŝ�İŤŴſ�ƹ�ƭźū�įŚƷ�ƵŶºƃ�Ƶŵřŵ�źƿŻ�šŹƺƇ�ŶºƳř���žƳŚºĩźƟ���ƹ�İºƘǀŞƏ�įŚºƷ

ƶŝ�řŹ�ŚƷŵƺƯ�ƪĪƃŶƿŹƹō�Ţſŵ���

   
2 0 4 0

,
0 3 0 9

M K
   

    
   

��

ƪů���

1 2

2
12

2

2

2
1 1 1

2
2 2 2

2 sec4 2 0
[ ] [ ] 0 0

0 9 3 3 sec

4 2 0
0 , 0

0 9 3

rad
k m

rad

x x x

x x x
   




 




 

  
     

 

      
          

       

��

��
ç�ǇŵŚƘƯ�šƶŝ�įŵřŻō�ƶūŹŵ�ƹŵ�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�ƪǀƀƳřźƠƿŵ�Ż�šŹƺƇİƯ�źƿŶƃŚŝ���
��

1 1

2 2

4 0 24 4 8sin 20

0 1 4 6 0

x x t

x x

        
         

        





��

žƳŚĩźƟƶŝ�řŹ�İƘǀŞƏ�įŚƷŶƿŹƹō�Ţſŵ���
��

ƪů����
��

2
12 4 2

2
2

1.53 sec24 4 4
[ ] [ ] 0 0 16 32 0

3.7 sec4 6

rad
k m

rad


  



 
         

  
��

��
è����ƱŚƀĪƿ�ƭźū�ƹŵ�m����İŤŴſ�Śŝ�įźƴƟ�Ǝſƺţ�k����ƵŶºƴƴĩřźǀƯ�ƹ�ŚºƷźƴƟ�ƶŝ�żǀƳ�ƲǀƟźƏ�Żř�ƹ�źĮƿŶĪƿ�ƶŝ�����Śºŝ�İƳŚƀºĪƿ�įŚºƷ

ŜƿřźƋk�ƹ�c��ƵŶƃ�ƪƈŤƯ�ŶƳř���ƶƗƺưŬƯ�Ʋƿř�������İƯ�ƭŚŬƳř�İƳŚſƺƳ�Ţĩźů�İƤƟř�ŮƐſ�Ĩƿ�įƹŹ�ŶƷŵ��žƳŚĩźƟ��İºƘǀŞƏ�įŚƷ
�řŹƴĩ�ƲǀǀƘţŶǀ���
��
��
��
��
��

ƪů��ƭźū�ŵřŻō�ƭřźĭŚƿŵ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝƶŝ�Ţĩźů�šǇŵŚƘƯ��ŚƷİƯ�ŢſŵŶƴƿō���
��
��

1 1 2 1 1

2 1 2 2 2

( )

( )

mx k x x kx cx

mx k x x kx cx

    


   

 

 

��

��
1 1 1 2

2 2 2 1

2 0

2 0

mx cx kx kx

mx cx kx kx

   


   

 

 

��

m m
k

k k

cc

1x 2x

m m
2cx

2kx

1cx 1 2( )k x x

1kx
2x1x

id151939937 pdfMachine by Broadgun Software  - a great PDF writer!  - a great PDF creator! - http://www.pdfmachine.com  http://www.broadgun.com 



ƭƺſ�ƪƈƟ�ƪƿŚƀƯ��
 

ÖÏ
 

 
�ŚŝįŹřŸĮƿŚū( ) sini ix t X t����

��

2 2
11 2

22
1 2 2

(2 ) 0 2
0

2(2 ) 0 3

k mk m X kX k m k

k k mkX k m X k m

 

 

       
  

       

��

��
é��įŵřŻō�ƶūŹŵ�ƹŵ�ƩƹŶƳŚě�Źŵ���ƵŶƃ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄƳƶƬǀƯŢųřƺƴĪƿ�ŚƷ��

ƭźū�Śŝ�mƩƺƏ�ƹ�lŶƴŤƀƷ���žƳŚĩźƟŹ�ŚƷŵƺƯ�ƪĪƃ�ƹ�İƘǀŞƏ�įŚƷŶǀŝŚǀŝ�ř���
��

ƪů���
��

1

2

2
1 1 1 1 1 2

2
2 2 2 2 1 2

1 3 3
sin ( )( )( )

3 2 4 4
1 3 3

sin ( )( )( )
3 2 4 4

O

O

l l l
M I ml mg k

l l l
M I ml mg k

    

    

      

      

 

 

��

��
��

2 2
2

1 1 2

2 2
2

2 2 1

1 9 9
( ) 0

3 2 16 16

1 9 9
( ) 0

3 2 16 16

mgl kl kl
ml

mgl kl kl
ml

  

  


   


    






��

��
��
��

įŹřŸĮƿŚū�Śŝ( ) sini it A t ƮƿŹřŵ���
��

2 2 2 2
2 2 2 2

1 2

2 2 2 2
2 2 2 2

1 2

2 2
1

1 1 1 2
2 1

2

2 2

9 1 9 9 1 9
( ) 0

2 16 3 16 2 16 3 16 0
9 9 1 9 9 1

( ) 0
16 2 16 3 16 2 16 3

3 9 9
0 1

2 16 16

3 27 9

2 8 1

mgl kl kl mgl kl kl
ml A A ml

kl mgl kl kl mgl kl
A ml A ml

Ag kl kl
A A

l A

g k kl

l m

 

 

  

  


      

 
       


 
       

 

    
2

1
1 2

2 2

9
0 1

6 16

Akl
A A

A






 
     

 

��
ê���ƭźū�ƹŵ�m�ƹ�2m���ŢŝŚŧ�ƂƄĩ�Śŝ�İưǀſ�ƶŝ�ƪĪƃ�ƢŝŚƐƯ�TŹ�Źŵ�ƹ�ƵŶƃ�ƪƈŤƯ���ƭŚºŬƳř�İƳŚſƺƳ�Ţĩźů�İƤƟř�įŚŤſř
İƯŶƴƷŵ��žƳŚĩźƟŶǀƴĩ�ƲǀǀƘţ�Ĩģƺĩ�šŚƳŚſƺƳ�įřźŝ�řŹ�İƃŚƘţŹř�įŚƷŵƺƯ�ƪĪƃ�ƹ�İƘǀŞƏ�įŚƷ���
��
��

k

4

l

1O 2O

3

4

l

1O
mg

2O

mg

2
1

1 2

3
( )( )

4

l
k  



ƭƺſ�ƪƈƟ�ƪƿŚƀƯ��
 

ÖÐ
 

 
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

ƪů���
1 1 2 1 1 2 2

1 2 3
2 2 3

2
1 1 2 1 2

2
2 2 1 1 2

sin sin
sin , sin , sin

2 sin sin

2 2
0 ( ) 0

( ) sin
2 2

2 0 ( 2 ) 0
i i

mx T T x x x x

mx T T L L L

T T T T
mx x x m X X

L L L Lx t X t
T T T T

mx x x X m X
L L L L

 
  

 







   
   

 

 
       

   
       
  









��

��

2
1

2 4 2 2

2

2

1
1 1 2

2 1

1
2 1 2

2 2

2 0.796
6

0 2 3( ) 0
2

2 1.538

1.366 0 0.732

0.365 0 2.736

TT T
m

Tm T mLL L m
T T L L Tm
L L mL

XT T
X X

L L X

XT T
X X

L L X



 

 

 

 


  


      

  


 
      

 

 
        

 

��

��
ë���ƶººƐƤƳ�Źŵ�żǀģŚººƳ�ƭźººū�Śººŝ�ŜƬººƇ�ƶººƬǀƯ�ĨººƿOƭźººū�ƹ�ƵŶººƃ�Ǉƺººƫ�įŚººƷmƹ�2mƵŶººƃ�ƪƈººŤƯ�Ʊō�ƶººŝ�ŶººƳř���Śººŝ

ƉźƟ6kl mg���
�ƞƫř���šǇŵŚƘƯƶŝ�Ĩģƺĩ�šŚƳŚſƺƳ�įřźŝ�řŹ�İƃŚƘţŹřŶǀƷŵ�ƱŚƄƳ�İƀƿźţŚƯ�ƪĪƃ�Źŵ�ƹ�ƵŵŹƹō�Ţſŵ����
�ś��žƳŚĩźƟ�ƲǀǀƘţ�ŚƷŵƺƯ�ƪĪƃ�ƹ�İƘǀŞƏ�įŚƷŶǀƴĩ���
�ũ��ƶŝ�řŹ�ŵřŻō�šŚƃŚƘţŹř�ŲſŚě�źƿŻ�ƶǀƫƹř�Ǝƿřźƃ�ƶŝ�ƶūƺţ�ŚŝŶƿŹƹō�Ţſŵ���

(0)(0) 0.05 0
,

(0) 0.2 0(0)

xx l

l 

      
        

      





��

��
��

L

2m

m

L

L

1x

2x

1

3 T

1

2

2

2

3

TT

T



ƭƺſ�ƪƈƟ�ƪƿŚƀƯ��
 

ÖÑ
 

 
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

ƪů���
�ƞƫř�ŵřŻō�ƭřźĭŚƿŵ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ����
��

2 2 2 2

2 2

( ) 2 0

9 5
(2 ( ) ) ( ) sin 2 sin ( ) 0

2 2 4 2

0 2
0

9 5
00

4 2

mx kx k x l mx kx kl

l mgl mgl
ml m k x l l mgl ml kl klx

m k klx x
mgl

ml kl kl

 

     



       
 

 
         

 

   
              

         
   

 

 





��
�ś���

2

2

2 2 2

4 2 2
1 2

1
1 1 2

2 1

1
2 1 2

2 2

2
[ ] [ ] 0 0 , 65 9

2 4

54 122 4( ) 0 0.183 , 1.492

1.967 0 0.508

0.226 0 4.425

k m kl
k m kl mgmgl

kl kl ml

k k
k m k m

m m

X
X lX l

X

X
X lX l

X






   

 

 

 

     
  

     

  
       

 


 
        

 

��

��
�ũ���

1 1 1 2 2 2

1 1 2 2

( ) 0.508 4.425
sin ( ) sin ( )

( ) 1 1

0.05 0.508 4.425
sin sin

0.2 1 1

x t l l
c t c t

t

l l l
c c

   


 

     
        

     

     
      

     

��

m



m

2m

2

l

k

x

2

l

k

O

rigid and massless rod

m

2mg

mg



( )k x l

kx

x

O 



ƭƺſ�ƪƈƟ�ƪƿŚƀƯ��
 

ÖÒ
 

 

1 1 1 2 2 2

1 1 2 2
1

1 1 2 2
2

1 1 1 2 2 2 0
1 2

1 1 1 2 2 2

0 0.508 4.425
cos cos

0 1 1

0.508 sin 4.425 sin 0.05
0.369

sin sin 0.2
0.169

0.508 cos 4.425 cos 0
90

cos cos 0

l l
c c

c c
c

c c
c

c c

c c

   

 

 

   
 

   

     
      

     

 
 

  
   

  
   

��

ƶŝ�ŵřŻō�šŚƃŚƘţŹř�ŲſŚě�Ŝǀţźţ�ƲƿŶŝŢſř�źƿŻ�šŹƺƇ���
��

1 2

( ) 0.508 4.425
0.369 cos 0.169 cos

( ) 1 1

x t l l
t t

t
 



     
      

     
��

��
ì��įŵřŻō�ƶūŹŵ�ƹŵ�ƩƹŶƳŚě�Źŵ�ƵŶƃ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄƳ�ƶƬǀƯ�ŚƷ��

İƯ�ƉźƟ�ƭźū�ƱƹŶŝ�ŶƳƺƃ��žƳŚĩźƟ�ƹ�İƘǀŞƏ�įŚƷ��
ƶŝ�Ĩģƺĩ�šŚƳŚſƺƳ�įřźŝ�řŹ�ŚƷŵƺƯ�ƪĪƃŶƿŹƹō�Ţſŵ���

��
��

ƪů���
��

2
1 1 1 2

2
2 2 1 2

1 1 2

2 2 1

sin ( )

sin ( )

( ) 0

( ) 0

ml mgl kl l

ml mgl kl l

ml mg kl kl

ml mg kl kl

   

   

  

  

   

   

    


   









��

��
Ʊŵřŵ�Źřźƣ�Śŝ( ) sini it A t ���

��
2

1 2

2
1 2

( ) 0

( ) 0

mg kl ml A klA

klA mg kl ml A





    

    

��

��
2

1 22

1
1 1 2

2 1

1
2 1 2

2 2

2
0 ,

0 1

0 1

mg kl ml kl g k g

l m lkl mg kl ml

A
klA klA

A

A
klA klA

A


 



 

 

  
    

  

 
      

 

 
        

 

��

��
í����ƱŚƀĪƿ�ƭźū�ƹŵm���������ƵŶƃ�ƪƈŤƯ�ƭźū�ƱƹŶŝ�ƶƬǀƯ�Ĩƿ�ƶŝ�ƪĪƃ�ƢŝŚƐƯŶƳř������������Śºŝ�İƿŚºƷźƴƟ�įƹŹ�ŚºƸŤƳř�ƹŵ�Źŵ�ƶºƬǀƯ�Ʋºƿř

İŤŴſkƹ�2kİƯ�ƭŚŬƳř�Ĩģƺĩ�šŚƃŚƘţŹř�ƹ�ƶŤƟźĭ�Źřźƣ�ŶƷŵ���

mm

2O1O

l

k

l

mm

mg

2O
1O

2

1

mg

1 2( )kl  



ƭƺſ�ƪƈƟ�ƪƿŚƀƯ��
 

ÖÓ
 

 
�ƞƫř��ƶŝ�řŹ�İƃŚƘţŹř�šǇŵŚƘƯŶǀƷŵ�ƱŚƄƳ�İƀƿźţŚƯ�ƪĪƃ�Źŵ�ƹ�ƵŵŹƹō�Ţſŵ���
�ś��žƳŚĩźƟŶǀƴĩ�ƲǀǀƘţ�řŹ�ŚƷŵƺƯ�ƪĪƃ�ƹ�İƘǀŞƏ�įŚƷ���
�ũ��ƶŝ�źƿŻ�ƶǀƫƹř�Ǝƿřźƃ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�řŹ�ŵřŻō�šŚƃŚƘţŹř�ŲſŚě�ŢſŵŶƿŹƹō���

(0)(0) 0.01 0

(0) 0.05 0(0)

xx a

 

      
        

      





��

��
��
��
��
��
��

ƪů���
��
�ƞƫř���
��

2

2 ( 3 ) 2

5
( ) 2 ( 3 )( ) 2 ( )
2 2 2

2

x G G

G G

G

F ma kx k x a mx

M I

a a a
kx k x a m

a
x x





 



      

  

  

  





��

2 3 6 0 2 3 6 0

0 9 30 09 30 0

xmx ma kx ka m ma k ka x

ma k kama kx ka

 

 

             
           

           

 



��

��
�ś���

1 2

2 2 2 2
1 2

22
1 2

1

21 14 2 2

2 1

2 2

( ) sin , ( ) sin

(3 2 ) (6 ) 0 3 2 6
0

9 309 (30 ) 0

3.2574
0.827

27( ) 18( ) 0
5.13

0.4093

x t X t t X t

k m X ka ma X k m ka ma

k ka makX ka ma X

X
a

Xk mk k

m m k m X
a

X

  

   




 



  

      
  

  

 
  

    
     

     
 


��

�ũ�������

����������������������� 1 1 1 2 2 2

( ) 3.2574 0.4093
sin ( ) sin ( )

( ) 1 1

x t a a
c t c t

t
   



      
        

     
��

mm

a 2a

k 2k

massless rod

m



m

2 ( 3 )k x a

x Gx
G

2

a
2

a

kx





ƭƺſ�ƪƈƟ�ƪƿŚƀƯ��
 

ÖÔ
 

 

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

1 1 2 2

1 1

(0) 0.01 3.2574 0.4093
sin sin

(0) 0.05 1 1

(0) 0 3.2574 0.4093
cos cos

0 1 1(0)

( 3.2574 ) sin ( 0.4093 ) sin 0.01

sin

x a a a
c c

x a a
c c

a c a c a

c

 


   


 



        
         

       

        
          
      

   





1
2 2

2
1 1 1 2 2 2 0

1 2
1 1 1 2 2 2

1 2

0.0106
sin 0.05

0.0606
( 3.2574 ) cos ( 0.4093 ) cos 0

90
cos cos 0

( ) 3.2574 0.4093
0.0106 cos 0.0606 cos

( ) 1 1

c
c

c
a c a c

c c

x t a a
t t

t



   
 

   

 



  

  
   

    
   

      
       

     

��

��
î�ŚƐƯ�źƴƟ�ƹ�ƭźū�Ĩƿ�ƶŝ�ƵŶƃ�Ǉƺƫ�ƭźū�ƱƹŶŝ�ƶƬǀƯ�Ĩƿ�ƪĪƃ�Ƣŝ��

ƭźū�Ʊō�ƶŝ�ƹ�mŢſř�ƵŶƃ�ƪƈŤƯ���ƶŝ�ŚŝŹŚĩ���ĦƳřźĭǇ�šǇŵŚƘƯ�Ʊŵźŝ��
ǇŵŚƘƯƶŝ�Ĩģƺĩ�šŚƳŚſƺƳ�įřźŝ�řŹ�Ţĩźů�šžƳŚĩźƟ�ƹ�ƵŵŹƹō�ŢſŵįŚƷ��

Ŷǀƴĩ�ƲǀǀƘţ�řŹ�İƘǀŞƏ����
��
��

ƪů���
��
��
��

2 2

2 2 2 0 2 2 2

2 2 2 2

1 1

2 2

( ) 2 cos (90 ) 2 sin

1 1
( 2 sin )

2 2

KE mx mv

v x l xl x l lx

KE mx m x l lx

     

  

 

      

   



   
   

 
  

��

2

2

2

2

1
(1 cos )

2

2 sin , 0 ,

sin , cos , sin

2 cos sin 0

cos sin cos sin 0

PE kx mgl

KE KE PE
mx ml kx

x x x
KE KE PE

ml mlx mlx mgl

mx ml ml kx

ml mlx mlx mlx mgl



 

   
  

   

      

  

  
   

  

  
    

  

    


    







 



 


  
  

��

��
������šŚƃŚƘƳŹř�Ʊŵƺŝ�Ĩģƺĩ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝsin �ƹ�cos 1 �������������İºƯ�źƔƴƟźºƇ�żºǀƳ�İºƐųźǀƛ�šǈºưū�Żř�ƹ�Ƶŵƺŝ��ŵƺºƃ��

İƯ�ƪƿŶŞţ�źƿŻ�ƶŤƀŝřƹźǀƛ�ƭźƟ�ƶŝ�ơƺƟ�šǇŵŚƘƯ�ƲƿřźŝŚƴŝŶƳƺƃ���

m

k

m

l

x

massless rod

m
090 

v

l

x



ƭƺſ�ƪƈƟ�ƪƿŚƀƯ��
 

ÖÕ
 

 

1

2

2 0
2

0

k
mx kx

m

g g

l l



  


   





   






��

��
æå�ƮŤƀǀſ�Źŵ�źƿŻ�İƃŚƘţŹř�įŚƷǇŵŚƘƯ��ĦƳřźĭǇ�ƁƹŹ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�ƶŝ�Ĩģƺĩ�šŚƳŚſƺƳ�įřźŝ�řŹ�Ţĩźů�šŶƿŹƹō�Ţſŵ���
��
�ƞƫř����
��

2 2

2 2 2

2
2 2

1 1
(2 )

2 2

( ) 2 ( )cos
2 2

1 1
(2 ) ( cos )

2 2 4

KE m x mv

l l
v x x

l
KE m x m x lx

  

  

 

   

   



 
 

 
  

��

2

2

1
(1 cos )

2 2

3 cos , 0 ,
2

cos , sin , sin
4 2 2 2

l
PE kx mg

KE ml KE PE
mx kx

x x x

KE ml ml KE ml PE mgl
x x



 

    
  

  

  
      


       
   






 
 



��

��
2

2

3 cos sin 0
2 2

cos sin sin sin 0
4 2 2 2 2

3 0
2

2 2 0

ml ml
mx kx

ml ml ml ml mgl
x x x

ml
mx kx

l x g

   

      



 


   


     



  


   

 


  
  







��

��
��
�ś����

2 2
1 2

1 1 2 1 2/1

1 1

2 2

,
2

KE mv mv

l
v v v v

 

  
  



��

��
��
��



k

 ,m l

2m

x

v

x


2

l


,m l

1

2

,m l

2
2 1 

2v


12

l


1

22

l




ƭƺſ�ƪƈƟ�ƪƿŚƀƯ��
 

ÖÖ
 

 
2 2 2

2 1 2 1 2 2 1( ) ( ) 2( )( ) cos( )
2 2 2 2

l l l l
v            

��
2 2 2

1 1 2 1 2 2 1

1 2 1

2 2 2

1 2 2 1 1 2 2 1 1
1 1 1

2

2
2

1 1
( ) ( ) ( ) 2( )( ) cos ( )

2 2 2 2 2 2 2

3
(1 cos ) ( cos cos )

2 2 2
3

cos ( ) , sin ( ) , sin
2 4 4 2

4

l l l l l
KE m m

mgl l l
PE mg l

KE ml ml KE ml PE mgl

KE ml

      

  

        
  




 
     

 

    

  
     

  






    

   







2 2

1 2 1 1 2 2 1 2
2 2

2 2 2

1 2 2 1 2 2 1 2 1
1 1 1

2

1 2 2 1 1

2 2

cos ( ) , sin ( ) , sin
4 4 2

( ) 0 cos ( ) ( )sin ( )
2 4 4

sin( ) sin 0
4 2

( )

ml KE ml PE mgl

d KE KE PE ml ml ml

dt

ml mgl

d KE KE

dt

       
 

        
  

    

 

 
     

 

  
        

  

   

 
 

 

  

    



 



2 2 2

2 1 2 1 1 2 1 2 1
2

2

1 2 2 1 2

0 cos ( ) ( )sin ( )
4 4 4

sin ( ) sin 0
4 2

PE ml ml ml

ml mgl

        


    


      



   

    

 

��
��

ĩ�ƶŝ�ƶūƺţ�ŚŝšŚƳŚſƺƳ�Ʊŵƺŝ�ĨģƺİƯ�řŹ�Ţĩźů�šǇŵŚƘƯ��ƶŝ�Ʊřƺţŵźĩ�İƀƿƺƳŻŚŝ�źƿŻ�šŹƺƇ���

1 2 1

2 1 2

2
2 0

2
0

g

l
g

l

  

  


  


   


 

 
��

�ũ���
��
��
��
��
��
��
��

��

2 2 2 2 1 2
1 2

2 2 2
1 2 1 2

2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 1 2 2

1 1 2 1 2
1 1

1 1 1 1
(2 ) ( )

2 2 2 2
1 1 1 1

(2 ) ( )( )
2 2 2 2

1 1 1 1
2( ) ( ) (2 )(2 ) (5 10 9 )

2 2 2 2
5

2 ( ) , 0 ,
2 2 2

x x
KE m x mx mr

r

KE m x mx m x x

PE kx k x x k x x PE k x x x x

KE m m m KE PE
mx x x x x

x x

 


    

   

        

  
     

  

 
 

   

    


1 2

1

5 ( )k x x
x

 

��

2k
k

2x

r
m

no slip

2m

k
k

1x



1x

2x



ƭƺſ�ƪƈƟ�ƪƿŚƀƯ��
 

ÎÍÍ
 

 
��

2 1 2 2 1 1 2
2 2 2

3
( ) , 0 , 5 9

2 2 2

KE m m m KE PE
mx x x x x kx kx

x x x

  
        

  
    



��

��
�Śŝ�šŚƤŤƄƯ�įŹřŸĮƿŚūĦƳřźĭǇ�šǇŵŚƘƯ�Źŵ���

1 2 1 2

2 1 1 2

5
5 5 0

2 2
3

5 9 0
2 2

m m
x x kx kx

m m
x x kx kx


   


    


 

 

��

��
�ŵ���
��

2 2 2 2

2 2

1 1
(2 ) ( 2 cos )

2 2
1 1

(1 cos ) ,
2 2

KE m x m x l lx

PE kx mgl DE cx

  



   

   

 
  



��

��
��

2

3 cos , 0 , ,

cos , sin , sin , 0

KE KE PE DE
mx ml kx cx

x x x x
KE KE PE DE

ml mlx mlx mgl

 

    
   

   
    

   

   
     

   


 

 

 
 

 

��

��
2

2

3 03 cos sin 0

0cos sin sin sin 0

mx ml kxmx ml ml kx
g

l xml mlx mlx mlx mgl
l


   

       

   
     

 
       






 


     

��

��
�Ʒ���
��
��

2 2

2 2 2

2
2 2 2

2

1 1

2 2

( ) 2 cos
2 2

1 1
( cos )

2 2 4
1

( ) (1 cos )
2 2

2 cos , 0 , ( )
2

KE mx mv

l l
v x x

l
KE mx m x lx

mgl
PE k x l

KE ml KE PE
mx k x l

x x x

  

  

 

  

 

  

   

   

  
    

  



 
 

 
  






��



m

2m
k

c

massless rod

l

x





x

 m
,m l

k

v

2

l


x



ƭƺſ�ƪƈƟ�ƪƿŚƀƯ��
 

ÎÍÎ
 

 
2

2

2

2

cos , sin , ( ) sin
4 2 2 2

2 ( cos sin ) ( ) 0
2

( cos sin ) sin ( ) sin 0
4 2 2 2

2 0
2

4

KE ml ml KE ml PE mgl
x x kl x l

ml
mx k x l

ml ml ml mgl
x x x kl x l

ml
mx kx kl

ml

     
  

    

       

 



  
       

  


    


       


   

 
 



 


  
  




 2 0
2 2

ml mgl
x klx kl  




     




��

��
ææ�����ƭźū�ƶŝ�İĩŻŚƳ�Ĩƀƿŵ�M��ƕŚƘƃ�ƹ�r���İŤŴºſ�Śŝ�įźƴƟ�Ǝſƺţ�2k��ƭźºū�ƶºŝ�m����ƂŤºƬƛ�Ʊō�įƹŹ�ƹ�ƵŶºƃ�ƪƈºŤƯ�

İƯ�ƭŚŬƳř�ƆƫŚųŶƷŵ��ƶŝ�řŹ�Ţĩźů�šǇŵŚƘƯŶƿŹƹō�Ţſŵ���
��

ƪů���
��

2 2 2 2
1 2

2 1

1 1 1 1
( )

2 2 2 2
KE mx Mx Mr

x x

r





  


 


 

 


��

��
2 2 2 2 2

1 2 2 1 1 1 2 2 1

1 2 1 1 1 2 2 1
1 1 1

2 2 1 2
2 2 2

1 1 1 1
( ) , ( )

2 2 2 2

( ) 1, 2

( ) , 0 , ( )
2

( ) , 0 ,
2

i
i i i i

KE mx Mx M x x PE k x k x x

d KE KE PE DE
Q i

dt x x x x

KE M KE PE
mx x x k x k x x

x x x

KE M KE PE
Mx x x k

x x x

 
       

 

   
    

   

  
      

  

  
    

  

   

 

  



  


2 1

1 2 1 2 1 2 2

2 1 2 2 2 1

( )

( 2) ( 2) ( ) 0

(3 2) ( 2) 0

x x

m M x M x k k x k x

M x M x k x k x






 


     


   

 

 

��

��
æç�ƭźū�ƶŝ�įř�ƶƬǀƯ�Mİſźƴƿř�ƱŚưƯ�ƹ�JƶƐƤƳ�Ʃƺů���
�OźƴƟ�ƢƿźƏ�Żř�Ʊō�źĮƿŵ�įŚƸŤƳř�ƹ�ƵŶƃ�Ǉƺƫ�kƭźū�ƶŝ���

mŢſř�ƵŶƃ�ƪƈŤƯ���żĩźƯ�ƶƬƇŚƟ�Źŵ�ƶƬǀƯ�ƭźūaƶƐƤƳ�Żř���
�OŵŹřŵ�Źřźƣ����ƭźūm�ŮƐſ�Ĩƿ�įƹŹ��ħŚĪƐƇř�ƱƹŶŝ��

ĨǀƳƺƯŹŚƷ�įƹźǀƳ�ŢŰţ0( ) sinF t F tŢſř�ƶŤƟźĭ�Źřźƣ����
ƭźū�ƁŚƘţŹř�ŹřŶƿŚě�ŢƫŚů�ƶƴƯřŵ�mŶǀƴĩ�ƲǀǀƘţ�řŹ����

��

1x

2k 1k
m

M

2x

m

frictionless


l a

a
O

M
cg

x

0 sinF t

k
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ƪů���

2 2 2

0

2

2
0

2 2

1 1 1
, ( ) (1 cos )

2 2 2

, ( ) , , ( ) sin

sin
( ) sin , ( ) sin

( ) 0

( )

(

KE mx J PE k x l Mga

KE PE KE PE
mx k x l J kl x l Mga

x x
mx kx kl F t

x t A t t B t
J kl Mga klx

k m A klB F

klA kl Mga J

  

   
 

 
  

 





     

   
       

   

  
  

   

  

   














2 2
0

4 2 2

( )

( )) 0

F kl Mga J
A

mJ kJ mkl mMga kMgaB



 

  
 

   

��

��
æè�����������������Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�ƹ�ƵŶƃ�Ƶŵřŵ�źƿŵŚƤƯ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�źƿŻ�ƪĪƃ�İƃŚƘţŹř�ƮŤƀǀſ�įřźŝ��ŢƫŚů�ŲſŚě�İĪǀƳŚĪƯ�žƳřŶĜƯř�ƁƹŹ

ƭźū�ŹřŶƿŚěƶŝ�řŹ�ŚƷŶƿŹƹō�Ţſŵ���
��

1

1 .

1

1 sec

k N m

c N s m

m Kg

rad









��

��
��
��
��

ƪů���
��

1 1

2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 1 1 2

1 1 2 1 2 0

2 2 1 2 1

( )
1 1 1 1 1

2

1 1 1 1 1 1
, ( ) , ( )

2 2 2 2 2 2
2 2 cos

( ) 1, 2
0

( ) ,

( )

i
i i i i

i t ii t

KE mx mx PE kx k x x DE cx c x x

x x x x x F td KE KE PE DE
Q i

x x x x xdt x x x x

x t X e X e X X e

x t

  



 

       

       
      

        

  



    

  

   

2 2
0( )

2 2 2 2

2
1 1 1 1

2
2 2 2 2

, ( )
,

,

,

i t

i t ii t

i t i t

i t i t

F t F e
X e X e X X e

x i X e x X e

x i X e x X e



  

 

 

 

 

 




 

   


  

 

 ��
��

1X�ƹ�2XƶƴƯřŵ�ƹ�İƤǀƤů�įŚƷ1Xƹ�2XƶƴƯřŵ�ŶƴŤƀƷ�ƎƬŤŴƯ�įŚƷ������Ţºĩźů�šǇŵŚºƘƯ�Źŵ�ơƺºƟ�ƎŝřƹŹ�Ʊŵřŵ�Źřźƣ�Śŝ
ƮƿŹřŵ���

��
2

1 01 2 0

2
2 01 2

(0.5 0.5 )(2 2 ) ( 1 )
1 sec

(1 0.5 )( 1 ) (1 ) 0

X i Fi X i X F
rad

X i Fi X i X

  


  

          
  

         

��

m

m
0 cosF t

2x

1x

ck

ck
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1 0
01 1 0 1

1 0

0
1 0 2 0

2 2 0 1

0.5
0.707 , tan 225 ( ) 0.707 cos ( 225 )0.5

0.5 ( ) 1.118 cos ( 206.6 )1.118 , tan 206.6
1

X X F x t F t

x t F tX X F










       

 
      

 

��

��
æé�����ƭźū�źƿŻ�ƪĪƃ�Źŵ2m����Źřƺºƿŵ�ƶºŝ�ƵŶƴƴĩřźǀƯ�ƹ�źƴƟ�Ĩƿ�Ǝſƺţ�ƹ�ƶŤƟźĭ�Źřźƣ�ħŚĪƐƇř�ƱƹŶŝ�İƤƟř�ŮƐſ�Ĩƿ�įƹŹ�

��ƪƈŤƯ�Ţſř�ƵŶƃ��ƶƬǀƯ���ƭźū�ƶŝ�ŢųřƺƴĪƿ�įřm��ƩƺƏ�ƹ�l���������ƶºƿƹřŻ�Śŝ�ƹ�ƵŶƃ�Ǉƺƫ�ƭźū�Ʋƿř�ƶŝ��������ƭŚºŬƳř�Ĩºģƺĩ�ƱŚºſƺƳ�
İƯŶƷŵ��ƭźū2m��żǀƳĨǀƳƺƯŹŚƷ�įƹźǀƳ�Ǝſƺţ0( ) sinF t F tİƯ�ĨƿźŰţ�ŵƺƃ���
��
�ƞƫř��įřźŝ�řŹ�Ţĩźů�šǇŵŚƘƯ�ĦƳřźĭǇ�ƁƹŹ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ��

ƶŝ�Ĩģƺĩ�šŚƃŚƘţŹř�ŶƿŹƹō�Ţſŵ���
�ś��žƳŚĩźƟŶǀƴĩ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ�İƘǀŞƏ�įŚƷ���
�ũ���ŲſŚě��İĪǀƳŚĪƯ�žƳřŶĜƯř�ƁƹŹ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ��

�ƮŤƀǀſ�ŹřŶƿŚě�ŢƫŚů�( )x tƹ�( )t�ƶŝ�řŹ�ŶƿŹƹō�Ţſŵ���
��

0

500 , 20 . , 2

1.2 , 50 , 10 sec

k N m c N s m m Kg

l m F N rad

  

  
��

��
ƪů���
�ƞƫř���������������������

2 2

2 2 2

1 1
(2 )

2 2

( ) 2 ( ) cos
2 2

KE m x mv

l l
v x x  

 

  



 
 

��

2
2 2 2 2

2

1 1 1 1
(3 ) ( cos ) (1 cos )

2 2 4 2 2 2

3 cos , 0 , ,
2

cos , sin , sin , 0
4 2 2 2

( )
i i

l mgl
KE m x m lx PE kx DE cx

KE ml KE PE DE
mx kx cx

x x x x

KE ml ml KE ml PE mgl DE
x x

d KE KE

dt q q

   

 

    
   

      

   
    

   

   
     

   

 
 

 

 
  

 
 

 

 
 

 



, ,i i
i i

PE DE
Q q x

q q


 
   

  

2
0

2

0

3 cos sin sin
2 2

cos sin sin sin 0
4 2 2 2 2

3 sin
: 2

2 2 0

ml ml
mx cx kx F t

ml ml ml ml mgl
x x x

ml
mx cx kx F t

for small oscillations

l x g

    

      

 

 


    


     



   


   

 
 

  
  


 




��

��



k

0 sinF t


,m l

2m

x

c

v

x


2

l

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�ś��žƳŚĩźƟ�ƲǀǀƘţ�įřźŝ��İƘǀŞƏ�įŚƷİƯ�ƶŤƟźĭ�źƔƳ�Źŵ�źƠƇ�ĨƿźŰţ�ƹ�İƿřźǀƯŵƺƃ���

2 2
2

1 2
2 2

3
[ ] [ ] 0 0 3.9 sec , 11.59 sec2

2 2

n n
n n n

n n

ml
k m

k m rad rad
g l

 
  

 

 
      

 ��
��
�ũ���

1 1

2 2

( ) 2

0( ) 2

2 2
0

2 2

( ) ,
( )

( ) ,

( 3 ) ( ) ( 100 200 ) 120 50
2

200( 2 ) (2 ) 0

i t ii t i t i t
i t

i t ii t i t i t

t Ae Ae A Ae Ai e A e
F t F e

x t Xe Xe X Xe x Xi e x X e

ml
X k ic m A F X i A

XX A g l

    



    

    

 

  

 

 

 

       
 

      


        


     

 

 

1
1

1
2

100.38 0

0.169
0.4097 , tan 0.9653

0.233 0.337 0.117
0.3370.117 0.169 0.2055 , tan 0.9653
0.233

( ) 0.4097sin (10 0.9653)

( ) 0.2053sin (10 0.9653)

A

A A rad rad
A i

X i X X m rad

t t rad

x t t m

















        

  
       

 

 

 





��
æê�ƭźū�ƪĪƃ�ƢŝŚƐƯ�İƯźū�ƱƹŶŝ�ƶƬǀƯ�ƶŝ�įŚƷmƹ�2m�Śŝ�ƱŚƀĪƿ�įŚƷźƴƟ�įƹŹ�ƶƬǀƯ�įŚƸŤƳř�ƹŵ�źƷ�ƹ�ƵŶƃ�ƪƈŤƯ���

İŤŴſk���Ţſř�ƶŤƟźĭ�Źřźƣ���������ƭźƟ�ƶŝ�řŹ�Ţĩźů�šǇŵŚƘƯ�ƶŝ�İƀƿźţŚƯžƳŚĩźƟ�ƹ�ƵŵŹƹō�Ţſŵ�Ŷºǀƴĩ�ƲǀǀƘţ�řŹ�İƘǀŞƏ�įŚƷ��
šŚƈŤŴƯ�Żř1xƹ�2xƶŝ�ƭźū�Ţĩźů�įřźŝ�ŜǀţźţįŚƷmƹ�2mŶǀƿŚưƳ�ƵŵŚƠŤſř����

 
 
 
 
 
 
 
 
��

ƪů���
ƭřźĭŚƿŵ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�ŵřŻō�İƯƶŝ�řŹ�Ţĩźů�šǇŵŚƘƯ�ƱřƺţŵŹƹō�Ţſŵ� 

 
 

2 1
1

1 2

2
,

3
1 2

3 3

G

G

x xl
x x

l

x x x

 


   

 

 

� � 
 
 
 

m 2m

kk

lll

m 2m

2( )k x l1( )k x l

1x 2xGx

2 3l



G
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1 2 1 2 2 1

2 2 2 2
1 2 2 1

1 2 1 2 1

2 1 1 2 2

1 2
(3 ) 3 ( ) (2 ) (2 )

3 3
5 4 2

(2 )( ) (2 )( ) ( ) 2 ( ) ( )
3 3 3 3

2 0 2

2 2 14 13 0 2 2

x G

G G

F m x m x x k x x k x x

x xl l l l
M I k x x k x x m m

l

mx mx kx kx xm m

mx mx kx kx m m x



        

 
        

 

     
  

     

  

 


  

  

1

2

0

14 13 0

xk k

k k x

     
       

      

��
žƿźţŚƯ�ƶŝ�ƶūƺţ�ŚŝƮƿŹřŵ�İŤŴſ�ƹ�ƭźū�įŚƷ���

2 2
2

2 2

4 2 2
1 2

2
[ ] [ ] 0 0

14 2 13 2

15 9
( ) ( ) 0 0.8109 , 2.6157

2 2

k m k m
k m

k m k m

k k
k m k m

m m

 


 

   

 
    

  

     

��

��
æë�����ƭźū�ƶŝ�ƲǀŝŚĩ�Ĩƿ�M����ŤƯ�Źřƺƿŵ�ƶŝ�źĜƯŵ�ƹ�źƴƟ�ƶƗƺưŬƯ�Ǝſƺţ�������Ţºĩźů�ħŚĪƐºƇř�ƱƹŶºŝ�ŮƐºſ�įƹŹ�ƹ�ƵŶƃ�ƪƈ
İƯŶƴĩ�����ƭźū�ƶŝ�İŤųřƺƴĪƿ�ƶƬǀƯm��ƩƺƏ�ƹ�l�����ƲǀŝŚĩ�ƵŹřƺƿŵ�ƶŝ������İºƯ�ƭŚºŬƳř�İƳŚºſƺƳ�Ţºĩźů�ƹ�ƵŶºƃ�Ǉƺƫ�ŶºƷŵ����įƹźºǀƳ

ĨǀƳƺƯŹŚƷ0( ) sinF t F t�������ŹƹŚŤƄĭ�ƹ�ƲǀŝŚĩ�ƶŝ�İƤƟř�įŚŤſřŹ�Źŵ�0( ) sinM t M t������İºƯ�ƩŚºưƗř�ƶƬǀƯ�ƶŝ��

ŵƺƃ���
��
�ƞƫř��ƶŝ�ŚŝšǇŵŚƘƯ��ĦƳřźĭǇ�šǇŵŚƘƯ�Ʊŵźŝ�ŹŚĩ��

ƶŝ�Ĩģƺĩ�šŚƳŚſƺƳ�įřźŝ�řŹ�Ţĩźů�ŶƿŹƹō�Ţſŵ���
�ś��žƳŚĩźƟŶǀƴĩ�ƲǀǀƘţ�řŹ�İƘǀŞƏ�įŚƷ���
�ũ����İĪǀƳŚĪƯ�žƳřŶĜƯř�ƁƹŹ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ��

ŲſŚěƶŝ�řŹ�ƶƬǀƯ�ƹ�ƲǀŝŚĩ�ŹřŶƿŚě�ŢƫŚů�įŚƷƹō�ŢſŵŶƿŹ� 

 
 
 
 

0 0

1000 , 200 . , 10 , 2

0.5 , 100 , 50 . , 20 sec

k N m c N s m M Kg m Kg

l m F N M N m rad

   

   
��

��
ƪů���
�ƞƫř��������������������������

�������������������������

2 2

2
2 2 2

2 2

1 1

2 2

1 1
( cos )

2 2 4
1 1

(1 cos ) ,
2 2 2

KE Mx mv

l
KE Mx m x lx

mgl
PE kx DE cx

  



 

   

   



 
  



��

k

c

( )x t
( )F t

M

,m l


( )M tO

v

x


2

l

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( ) cos , 0 , cos
2 4 2

sin , , sin , , 0
2 2

KE KE KE ml ml
m M x ml x

x x
KE ml PE PE mgl DE DE

x kx cx
x x

   


  
  

  
     

  

    
     

    

 
 





 




��

 

2

2

( ) ( cos sin ) ( )
2

( cos sin ) sin sin ( )
4 2 2 2

ml
m M x cx kx F t

ml ml ml mgl
x x x M t

   

      


     


     


 
 

  
  

��

��
šŚƳŚſƺƳ�Ʊŵƺŝ�Ĩģƺĩ�ƪǀƫŵ�ƶŝ�İƐųźǀƛ�šǈưū�Żř�źƔƴƟźƇ�ƹ�šǇŵŚƘƯ�Ʊŵźĩ�ƵŵŚſ�Śŝ���

��

0

0

2( ) 2 sin

2 2 sin

m M x ml cx kx F t

l x g M t

 

  

     


  


 




��

��
�ś�žƿźţŚƯ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�İŤŴſ�ƹ�ƭźū�įŚƷ���
��

2 2

2 2
1

2 2
2

0 2( )
[ ] [ ] 0 0

0 2 2

5.36 sec1000 24
0

8.27 sec2 16.62 0.5

k m M ml
k m

g l

rad

rad

 

 

 

   
        

   

 
  

  

��

��
�ũ���

24 1000 1000 100sin 20

0.5 2 19.62 50sin 20

x x x t

x t



 

    


  


 




��

ƶŝ�ŹřŶƿŚě�ŢƫŚů�ŲſŚě�ƹ�ĨƿźŰţİƯ�ƶŤƟźĭ�źƔƳ�Źŵ�źƿŻ�šŹƺƇŵƺƃ���
��

1 2

1 2

( ) ( )

0 0

( ) , ( )

, ( ) , ( )

i t i ti t i t

i i i t i t

x t Xe Xe t Ae Ae

X Xe A Ae F t F e M t M e

    

   

 

 

   

   
��

��
Ţĩźů�šǇŵŚƘƯ�Źŵ�įŹřŸĮƿŚū�Śŝ���

��
4

3

1
4 1

3
1

1

( 8600 20000 ) 400 100 10 (1.66 4.87 )

800 180.38 50 0.28 2.16 10

4.87
tan 1.2434.15 10 1.66

2.16 100.28 tan 3.149
0.28

i X A X i

X A A i

radX X m

A A rad rad















       
 

        


      

 
     

 

��
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ţ�ƲƿŶŝƶŝ�ŹřŶƿŚě�ŢƫŚů�ŲſŚě�ŜǀţźŢſř�źƿŻ�šŹƺƇ���

4( ) 4.15 10 sin (20 1.243) [ ]

( ) 0.28sin (20 3.149) [ ]

x t t m

t t rad

  

 
��

��
æì������������ƭźū�ƶŝ�ƹŹŵƺų�Ĩƿ�įřźǀƯźǀƛ�įŵřŻō�ƶūŹŵ�ƹŵ�ƩŶƯ�źƿŻ�ƪĪƃ�1000m Kg���İƯ�ƱŚƄƳ�řŹ��ŶºƷŵ������źºƴƟ�İŤŴºſ

ƺººƬū18fk KN m���ŜººƤƗ�źººƴƟ�ƹ22rk KN m�İººƯŶººƃŚŝ�����ƶººƐƤƳ�Źŵ�ƹŹŵƺººų�ƭźººū�żººĩźƯG��ƶººŝ
ƪƇřƺƟ1 1.0l m���ƹ�ƺƬū�Żř�2 1.5l m����ŜƤƗ�Żř��������Ʊō�Ʊƺǀſřźƿĥ�ƕŚƘƃ�ƹ�ƶŤƃřŵ�Źřźƣ0.9r m�Ţſř������ƹŹŵƺºų�Ʋƿř

��ŢŝŚŧ�ŢƗźſ�Śŝ50v Km hr��ƺưƷŚƳ�įźǀƀƯ�įƹŹ�İƯ�Ţĩźů�ŹřŶƴĩ��İƯ�řŹ�źǀƀƯ�Ʋƿř�Śŝ�İſƺƴǀſ�İƴŰƴƯ�Ĩƿ�Ʊřƺţ
ƶƴƯřŵ0.05Y mũƺƯ�ƩƺƏ�ƹ�10L mŵźĩ�ƉźƟ����

��
�ƞƫř���šǇŵŚƘƯƶŝ�řŹ�ŢĩźůŶƿŹƹō�Ţſŵ���
�ś��ŢƗźſŶǀƿŚưƳ�ƲǀǀƘţ�řŹ�ƹŹŵƺų�İƳřźŰŝ�įŚƷ���
��
��
��
��
��
��
��
��
��

ƪů���
�ƞƫř�����ƭźƟ�ƶŝ�ƶƗƺưŬƯ�ĨƿźŰţ( ) siny t Y t�İƯ�ŶƃŚŝ���������ƶŝ�Ţĩźů�šǇŵŚƘƯ�ŵřŻō�ƭřźĭŚƿŵ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ���İºƯ�Ţºſŵ�

Ŷƴƿō���
��

1

2

( sin )

( sin )
f f

r r

F k x l Y t

F k x l Y t

 

 

  

  
��

��
1 2

1 1 2 2

2 1

2 2
1 2 2 1 2 1

2

( sin ) ( sin )

( sin ) ( sin )

( ) ( ) ( ) sin

( ) ( ) ( ) sin

x f r

G G f r

f r r f f r

f r r f r f

F mx k x l Y t k x l Y t mx

M I k x l Y t l k x l Y t l I

mx k k x k l k l k k Y t

I k l k l k l k l x k l k l Y t

I mr

   

     

 

  

         

        

     


     



 

 





2 2 2
810 . , 0.6283

50 13.89 sec 8.73 sec

40 15 2sin (8.73 )

0.81 67.5 15 15sin (8.73 )

Kg m v
T L v

v Km hr m rad

x x t

x t

 






 

   

    

  


  





��

��



fk rk

1l 2l

G

fF
rF

x

G


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�ś������ƶŝ�ƶĩ�Ţſř�İŤƗźſ�śƺƬƐƯŚƳ�ŢƗźſ�������Ŷºƃ�ƢºŞƐƴƯ�źĮƿŶºĪƿ�źºŝ�ĨºƿźŰţ�žƳŚºĩźƟ�ƹ�İºƘǀŞƏ�žƳŚĩźƟ�Ʊō�įřŻřƵ�ƹ�

İƯ�įƹŹ�ŶƿŶƄţŶƷŵ��žƳŚĩźƟ�řŶŤŝř�ƲƿřźŝŚƴŝŶƳƺƃ�ƲǀǀƘţ�ŶƿŚŝ�İƘǀŞƏ�įŚƷ���
��

2
12

2
2

5.86 sec40 15
[ ] [ ] 0 0

9.43 sec15 67.5 0.81
nn

n
nn

rad
k m

rad






 
     

 
��

1

2

0.6283 5.86 9.327 sec 33.6

0.6283 9.43 15.009 sec 54.0
n

n

v v m Km hr

v v m Km hr

 

 

     

     
��

��
æí��������ƭźū�ƶŝ�żĩźƯ�Żř�żƿźĭ�Ěưě�Ĩƿ�1 80m Kg��İƳřżǀƯŚƳ�įřŹřŵ�1 .me Kg m��İºƯ��ŶºƃŚŝ������ƢŝŚºƐƯ�Ěºưě�Ʋºƿř

��źƴƟ�ƶƗƺưŬƯ�Ĩƿ�ƢƿźƏ�Żř�ƪĪƃ�ƩŵŚºƘƯ�İŤŴſ�Śŝ�ƵŶƴƴĩ�řŶū1 2000k N m�����ƶºŝ�ŜƬºƇ�ƱƺǀºſřŶƳƺƟ�Ĩºƿ�įƹŹ�
ƭźū2 200m Kg�����ŢƗźſ�Śŝ�ƹ�ƶŤƟźĭ�Źřźƣ1200 rpm ��İƯ�ŹŚĩ�Ŷƴĩ���������ħŚºų�ƩŵŚƘƯ�İƿřźǀƯ�ƹ�İŤŴſ�ƶĤƳŚƴģ�

�Ŝǀţźţ�ƶŝ2 1000k N m�ƹ�2 200 .c N s m����������ƶºŝ�řŹ�ƱƺǀſřŶƳƺƟ�ƹ�Ěưě�ŹřŶƿŚě�ŢƫŚů�İƿŚŬŝŚū��ŶƴƃŚŝ���Ţºſŵ
ŶƿŹƹō���

��
��
��
��
��
��
��
��

ƪů���
���İƯ�řŹ�ƶƗƺưŬƯ�Ʋƿř��������ŵźĩ�ƩŶƯ�źƿŻ�įŵřŻō�ƶūŹŵ�ƹŵ�ƮŤƀǀſ�Śŝ�Ʊřƺţ������������Ţĩźů�šǇŵŚƘƯ�ƭźū�ƹŵ�źƷ�ŵřŻō�ƭřźĭŚƿŵ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ

ƶŝİƯ�ŢſŵŶƴƿō���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

1 1 1 1 1 2 0 2
0

2 2 2 2 1 2 2 1 1

sin 2
1200 125.7 sec , 15791.4

( ) 0 60

m x k x k x F t
rad F me N

m x c x k k x k x

 
 

  
    

    



 

ƿŵŚƤƯ�įŹřŸĮƿŚū�ŚŝįŵŶƗ�ź���

2m

1m

2x

1x

2k2c

1k

0 sinF t

Centrifugal pump

Isolator springs

Foundation

Soil

1m

2m
2x

1x

2 2c x 2 2k x

1 1 2( )k x x

0 sinF t
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1 1 2

2 2 2 1

0.08 2 2 15.79sin (125.7 )

0.2 0.2 3 2 0

x x x t

x x x x

  


   



 

��

��
ƶŝ�ŚŝƎŝřƹŹ�įŹřŸĮƿŚū�ƹ�İĪǀƳŚĪƯ�žƳřŶĜƯř�ƁƹŹ�Ʊŵźŝ�ŹŚĩƎƬŤŴƯ�ĨƿźŰţ�ƹ�İƿŚŬŝŚū��ƮƿŹřŵ���
��

1 2

1 2

( ) ( )
1 1 1 2 2 2

1 1 2 2 0

11 2

6
2 2

1 1 1 1

2 2

( ) , ( )

, , ( )

0.0131262.04 2 15.79

2 ( 3157.1 25.14 ) 0 (7.93 0.063 ) 10

0.013 , ( ) 0

7

i t i ti t i t

i i i t

x t X e X e x t X e X e

X X e X X e F t F e

XX X

X i X X i

X X m Arg X

X X

    

  



 

 



   

  

     
  

         

   

  6
2 2.93 10 , ( ) 0.0079m Arg X rad




  

��

Żř�ŶƴţŹŚŞƗ�İƿŚŬŝŚū�źƿŵŚƤƯ�Ŝǀţźţ�ƲƿŶŝ���
6

1 2( ) 0.013sin (125.7 ) [ ] , ( ) 7.93 10 sin (125.7 0.0079) [ ]x t t m x t t m
   ��

��
��
æî�Ź�ƶƤŞƏ�ƹŵ�ƱŚưŤųŚſ�Ĩƿ�Żř�İƫŶƯ�źƿŻ�ƪĪƃ�ƱŚƄƳ�ř��
İƯ�ƭźū��šŚƤŞƏ�Ʊō�Źŵ�ƶĩ�ŶƷŵİƯ�ƉźƟ�İŞƬƇ�įŚƷŶƳƺƃ���

ƶƤŞƏ�źƷ�ƕŚƠţŹř�hƱō�İƄưų�ŢǀŞƬƇ�ƹ�EIŢſř����
Ŷǀƴĩ�ƲǀǀƘţ�řŹ�ƱŚưŤųŚſ�šŚƃŚƘţŹř�İƬƇř�žƳŚĩźƟ��İƬƿŹ�ƁƹŹ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ����
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