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1�- Elements of harmony 

2�- Introduction to harmonics 
3�- Discourses concerning two new sciences  
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�šŚƘŝźƯ�ƲǀĮƳŚǀƯ�İƯ�ŶƷŵ�ƱŚƄƳ�řŹ�įŹŚƯō�ƮƔƳ�Ĩƿ�ŶƳřƺţ����ƶºƫżƫŻ�ƭŚĮƴƷ�ƲǀƯŻ�Ţĩźů�ƹ�ƵŵŚū�įŹřƺưƷŚƳ��ŵŚŝ�ƁŻƹ�ƩŚºŨƯ�

����ŶƴŤƀƷ�İƟŵŚƈţ�ĨƿźŰţ�Żř�İƿŚƷ�������ƶŝ�żǀƳ�ƪƇŚů�İƣŚƠţř�šŚƃŚƘţŹř�ŲſŚě������İºƯ�ƹ�Ƶŵƺŝ�İƟŵŚƈţ�šŹƺƇ�����ºſř�Śºŝ�ŶºƳřƺţ��Żř�ƵŵŚƠŤ
Ţǀưĩŵŵźĭ�ƞǀƇƺţ�įŹŚƯō�įŚƷ���

��
é�æ�ƃŚƘţŹř�ƪǀƬŰţ�ŶƴƿōźƟ�šŚ��

����ŲſŚě��İūƹźų�����ƶŝ�İƃŚƘţŹř�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ���������ĨºƿźŰţ�ƹ�ƶǀƫƹř�Ǝƿřźƃ�ƶŝ�ƶŤƀŝřƹ��İĪǀƯŚƴƿŵ�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�ƱřƺƴƗ�įŵƹŹƹ��
İƯŶƃŚŝ������ƮŤƀǀſ�Żř�įŹŚǀƀŝ�ƪưƗ�Źŵ���ŚƷ��������������ƛ�İºƋŚƿŹ�ƪºǀƬŰţ�įřźºŝ�šŚǀŗżū�ƭŚưţ�ƲŤƟźĭ�źƔƳ�Źŵ�ƹ�Ƶŵƺŝ�ƵŶǀĤǀě��ƲĪưƯźºǀ
Ţſř�����������Ư�Ĩƿ�ƲŤƟźĭ�źƔƳ�Źŵ�Śŝ�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�İƬĩ�ŹŚŤƟŹ�ľǇƺưƘƯİƯ�ƵŶǀĤǀě�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�įřźŝ�ƵŵŚſ�ƩŶŵŵźĭ�ƲǀǀƘţ�ŶƳřƺţ��

İƯ�źƿŻ�ƪůřźƯ�ƪƯŚƃ�İƃŚƘţŹř�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�ƪǀƬŰţŶƃŚŝ���
��ƭŚĭæ��ƩŶƯ�����ƩŶƯ�Żř�ƝŶƷ��İƋŚƿŹ�įŻŚſ�ƋŚƿŹ�įŻŚſ����İĭĦƿƹ�ƶǀƬĩ�Ʊŵřŵ�ƱŚƄƳ�İ�ƮƸƯ�įŚƷ��źŧŒƯ�ƹ���Ťſř�Źŵ����šǇŵŚºƘƯ�ũřźŴ

���Ţſř�ƮŤƀǀſ�źŝ�ƮĩŚů������Ťƀǀſ�İƟŚĩ�šŚǀŗżū�ƪƯŚƃ�ŶƿŚŝ�İƋŚƿŹ�ƩŶƯ��ƶºƠƫŒƯ�ŢºǀƷŚƯ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�ƹ�Ƶŵƺŝ�Ʈ���ƮŤƀºǀſ�įŚºƷ
İƯŶƃŚŝ�İƐųźǀƛ�Śƿ�İƐų�ŶƳřƺţ���
��ƭŚĭç������������������İƯ�ĨǀƯŚƴƿŵ�ƲǀƳřƺƣ�ƹ�ƩƺƇř�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ��ƮŤƀǀſ�İƋŚƿŹ�ƩŶƯ�ƪǀưĪţ�Żř�žě��ƮĩŚů�šǇŵŚƘƯ�ũřźŴŤſř���Ʊřƺºţ

��ŝ�řŹ�İţǇŵŚƘƯƶ���ſ�ƶĩ�ŵŹƹō�Ţſŵ���İƯ�ƞǀƇƺţ�řŹ�ƮŤƀǀŶƴƴĩ����İƯ�ƝŶƷ�Ʋƿř��������ƭźºū�ŵřŻō�ƭřźĭŚºƿŵ�ƮſŹ�Śŝ�ŶƳřƺţ����ŵƺºūƺƯ�įŚºƷ
�ŵƺƃ�ƪƇŚů�������ƶŤƀƀĭ�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�įřźŝ�Ţĩźů�šǇŵŚƘƯ�Ò�ƶŝ�����������ƮŤƀºǀſ�Ĩºƿ�įřźºŝ�ƹ�İƫƺºưƘƯ�ƪǀƀƳřźƠƿŵ�ƶƫŵŚƘƯ�šŹƺƇ

ƶŤſƺǀěÓ�������ƵŹŚě�šŚƤŤƄƯ�Śŝ�ƪǀƀƳřźƠƿŵ�šǇŵŚƘƯ�ƭźƟ�ƶŝ��Ţſř�įř��������źŞƯǇřŵ�ƪƇř��ƲţƺǀƳ�ƭƹŵ�ƱƺƳŚƣ�ƪƇř�ƹ�����įĥźºƳř�İĮŤƀºƿŚě�
�ŤƀƷ�İƫƺƇř������ƶŝ�šǇŵŚƘƯ�Ʋƿř�ƲŤƟŚƿ�įřźŝ�ƶĩ�Ŷƴ��ŶƳƹŹ�İƯ�ŹŚĩ���������������Ţºſř�ƲºĪưƯ�ƮŤƀºǀſ�ŢºǀƷŚƯ�ƶºŝ�ƶºūƺţ�Śŝ�šǇŵŚƘƯ�Ʋƿř�

ŶƴƃŚŝ�İƐųźǀƛ�Śƿ�İƐų���
��ƭŚĭè���������������ŶƳƺƃ�ƪů�İŤƀƿŚŝ�ƮĩŚů�šǇŵŚƘƯ�İƃŚƘţŹř�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�ŲſŚě�ƲŤƟŚƿ�įřźŝ��ƮĩŚů�šǇŵŚƘƯ�ƪů���ƶūƺţ�Śŝ����ƕƺƳ�ƶŝ�

����Ź�Ʋƿř�Żř�İĪƿ��šǇŵŚƘƯƁƹ�İƯ�ŚƷ���ƶŝ�ƪů�įřźŝ�ŶƴƳřƺţ��ŶƳƺƃ�ƶŤƟźĭ�ŹŚĩ��ƁƹŹ���������ƪǀƀºƳřźƠƿŵ�šǇŵŚºƘƯ�ƪºů�ŵŹřŶƳŚŤſř�įŚƷ

                                                 
1- Forced vibration 
2- Damped vibration 

3- Linear vibration
� 

4
�
-Non deterministic or Random excitation 

5�- Discrete system 

6�- Continuous system  
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���ƁƹŹ��ŽǈěǇ�ƪƿŶŞţ�ƁƹŹ���ƁƹŹ�ƹ�İƀƿźţŚƯ�įŚƷ�įŵŶƗ�įŚƷ������������ƵŹŚºě�šŚƤŤƄºƯ�ƪƯŚºƃ�ƮĩŚºů�šǇŵŚºƘƯ�źĭř����Ƶŵƺºŝ�įř��Śºƿ
ŵƺŝ�ŶƷřƺų�źţŹřƺƃŵ�ŚƸƳō�ƪů�ƶŤŞƫř��ŶƴƃŚŝ�İƐųźǀƛ���

��ƭŚĭé�������šǇŵŚƘƯ�ƪů��ŪƿŚŤƳ�źǀƀƠţ��ŤƟŚƿ�ƶŝ�źŬƴƯ�ƮĩŚů�ƭźºū�įřźŝ�śŚŤƃ�ƹ�ŢƗźſ��İƿŚŬŝŚū�Ʋ����ƮŤƀºǀſ�ƞºƬŤŴƯ�įŚºƷ
İƯŵŵźĭ��ƶŝ�ŪƿŚŤƳř�ƲŤƟŚƿ�ƹ�ƪǀƬŰţ�ƝŶƷ�Śŝ�ŶƿŚŝ�ƵŶƯō�Ţſŵƶŝ�İůřźƏ�šŚƯřżƫŶƳƺƃ�źǀƀƠţ�Ţƣŵ���
��
ê�æ��ŢƀţƃŚƘţŹř�šŚ��

������ƵŶƴƳřŻźƫ�Żř�İƗřƺƳř�Ǝſƺţ�ƵŻŚſ�Ĩƿ�ƶŝ�ĨƿźŰţ�ƩŚưƗř�Śŝ�šŚƃŚƘţŹř�ŢƀţŚƷÎ�İƯ�ƭŚŬƳř�ŵƺºƃ�ŵ��žƳŚºĩźƟ�Ź���ƲǀƿŚºě�įŚºƷ
ƵŶƴƳřŻźƫ���ĨǀƫƹŹŶǀƷƹźſ�įŚƷ�ĨǀƫƹŹŶǀƷƹźŤĪƫř����žƳŚĩźƟ�Źŵ�ƹ�����ŶƳŹřŵ�ŵźŝŹŚĩ�ĨǀƯŚƴƿŵƹźŤĪƫř�ƕřƺƳř�ǇŚŝ�įŚƷ������Ĩºƿ�ľǇƺºưƘƯ

���įŵƹŹƹ�ƶƐƤƳ�Ŷƴģ�Śƿ�ƩźŤƴĩ�ƶƐƤƳ��İƯ�ƶŤƟźĭ�źƔƳ�Źŵ�ƵŻŚſ�įƹŹŵƺƃ��������Ţƀºţ�ƹ�İºſƺƴǀſ�Ţƀºţ�ƪƯŚºƃ�Ţƀºţ�ƕƺƳ�ƹŵ
İƟŵŚƈţ��İƣŚƠţř�����İƯ�ƭŚŬƳř�ƵŻŚſ�įƹŹƃŵƺ�������ƵŻŚſ�ŲſŚě�İſŹźŝ�įřźŝ�İſƺƴǀſ�Ţƀţ����ƶŝ�İƣŚƠţř�Ţƀţ�ƹ�įř��ƶǀŞºƃ�ŹƺƔƴƯ�

����įŵƹŹƹ�ŶƴƳŚƯ�İƘƣřƹ�Ǝƿřźƃ�įŻŚſ�������ƶŝ�Ţĩźů�ƩŚů�Źŵ�ƪǀŞƯƺţř�ƶŝ�ƵŵŚū�įŚƷ�İƯ�ŹŚĩŵƹŹ����Ţƀţ�Żř�įŹŚǀƀŝ����İºƃŚƘţŹř�įŚºƷ
ƶŝ�źĮƿŵ�İųźŝ�ƹ�įŵƺưƗ�įŚŤſřŹ�ŹŵİƯ�ƭŚŬƳř�İƳřŹƹŵ�Śƿ�ƵŹƺŰƯ�Ŷƴģ��İƤƟř�šŹƺƇŶƳƺƃ���

��
ë�æ��ſŶƴƸƯƶƫżƫŻ�İ��

�������ƶƴǀƯŻ�Żř�İĪƿ�ƶƫżƫŻ��ƶŝ�šŚƃŚƘţŹř�įŹƺŘţ�ŵźŝŹŚĩ�İƬưƗ�įŚƷİƯ�įŹřŸĭŹŚŝ�ƕƺƳ�ƑŚŰƫŶƃŚŝ���ŹŚŤƟŹ�ƶƘƫŚƐƯ�ƶƫżƫŻ�İſŶƴƸƯ
ƱŚưŤųŚſ��ƵŻŚſ�ƹ�ŚƷ���ƵŻźƫ�įŹřŸĭŹŚŝ�ŢŰţ�ŚƷįřÏ�Ţſř��������������ŹŚǀƀºŝ�ŶºƿŚŞƳ�ľŚºƯřżƫř�ƭƹŚºƤƯ�ƵŻŚºſ�Ĩºƿ��ƶƫżƫŻ�İſŶƴƸƯ�ƵŚĭŶƿŵ�Żř

����ŶƃŚŝ�Ţưǀƣ�Ʊřźĭ�Śƿ�ƮĪŰƯ��ţŶƴưţŹŶƣ���įĥƺƫƺƴĪţ��ƶƫżƫŻ�İſŶƴƸƯ�Źřżŝř�Ʋƿź��ƹ�šŚºƃŚƘţŹř�ƩźŤƴĩ�įŚƷ�ƶºŝ���įŻŚºſřŶū�ƵĦºƿƹ
ƶƿŚěÐ�Ţſř����ƵŻźƫ�įŹřŸĭŹŚŝ������Ŭƿř�İĮŤƠƃō�ƩŚưƗř�İƴƘƯ�ƶŝ�įř������İƯ�ƵŻŚſ�Ĩƿ�ƶŝ�ƶƫżƫŻ�Ǝſƺţ�ƵŶƃ�ŵŚ�źºŧř�Źŵ�ƶĩ�ŶƃŚŝ��ŽŚºưţ�

��ƵŻŚſ�Śƿ�ƲǀƯŻ�Śŝ�ƵŻŚſ�ŭƺƐſİƯ�ơŚƠţř�ŹƹŚŬƯ�įŚƷŶŤƟř�ƵŻźƫ�šŚƃŚƘţŹř�ƩźŤƴĩ�Ťſř�ƪƯŚƃ�įř��ƶºŝ�İƿŚºƷŹřżŝř�Żř�ƵŵŚƠ��ŹƺºƔƴƯ
�ƶŝźƋ�ƂƷŚĩ�ƵŻźƫ�įŚƷ��ƵŻŚſ�ƶŝ�įř����Ţſř�İƳŚưŤųŚſźǀƛ�ƹ�İƳŚưŤųŚſ�įŚƷ��ƵŚĮŤſŵ���ƵŻźƫ�šŚƃŚƘţŹř�ƩźŤƴĩ�įŚƷ�����ƶºſ�ƶºŝ�įř

����įŶƿźŞǀƷ�ƹ�ƩŚƘƟźǀƛ��ƩŚƘƟ�ƶŤſŵÑ��İƯ�ƮǀƀƤţ�ŶƳƺƃ��ƵŚĮŤſŵ����Ƶŵřŵ�ƩŚƘƟ�ƩźŤƴĩ�įŚƷ��������šřżºǀƸŬţ�Ǝºſƺţ�ƶĩ�řŹ�İƘƣřƹ�įŚƷ
������ƩŚƘƟ�ƹ�ƶƫżƫŻ�įŵƹŹƹ�ƁŻřŵźěƵŶƴƴĩŚƷÒ���Ɩưū�ƵŻŚſ�Źŵ��������İºƯ�ŢºŞŧ��Ţºſř�ƵŶºƃ�įŹƹō�ŶºƴƿŚưƳ����ƵŚĮŤºſŵ�Źŵ�����ƩźºŤƴĩ�įŚºƷ

����ƵŻŚſ�Ōřżūř��ƲǀƯŻ�Ʋǀŝ��ƩŚƘƟźǀƛ��ĢǀƷ�ƵŚĮŤſŵ�ƹ�įřŵŹƺųŻŚŝ�ŢǀƬŝŚƣ�ƶƳƺĭÓŵŹřŶƳ�ŵƺūƹ����ƵŚĮŤºſŵ����įŶºƿźŞǀƷ�ƩźºŤƴĩ�įŚºƷ
İĭĦƿƹ�įřŹřŵƮŤƀǀſ�Żř�İĩźŤƄƯ�įŚƷİƯ�ƩŚƘƟźǀƛ�ƹ�ƩŚƘƟ�ƩźŤƴĩ�įŚƷŶƴƃŚŝ���

����Ʒ���ƶĩ�İƯŚĮƴ�ƵŻźƫ�ũřƺƯř������İƯ�ƱŚưŤųŚſ�Ĩƿ�ƶƿŚě�ƶŝ�ƲǀƯŻ�įř����ƶŝ�ŚƸƳō�įĥźƳř�ƶŤǀƀƳřŵ��ŶƴſŹ�����Żř�Ƃǀŝ�Śţ�ŪƿŹŶţîå���ŶºƇŹŵ�
�İƯ�ƂƷŚĩŶŝŚƿ������������ŵŹřŵ�řŹ�İƿǇŚŝ�ŹŚǀƀŝ�ŜƿźŴţ�šŹŶƣ�ƱŚƴĤưƷ�ƵŶƳŚưǀƣŚŝ�įĥźƳř�ƶĩ�ŶƴģźƷ���������Ĩƿ�ƶŝ�ũřƺƯř�Ʋƿř�ŵƹŹƹ�Żř�žě
�ƵřŹ��ƵŻŚſ����įřźŝ�İƠƬŤŴƯ�įŚƷ�Ʊō�ƩźŤƴĩ������Ɨ�ŵƺŞƸŝ�ƹ�šŚƯŶƇ�ƂƷŚĩ�ƹ��Śſ�ŵźĪƬư�����������ƶºĩ�ŵŹřŵ�ŵƺºūƹ�ƶºƫżƫŻ�ƪºŝŚƤƯ�Źŵ�ƱŚưŤų

Żř�ŶƴţŹŚŞƗ�ŚƸƳō�Żř�İųźŝ���
� ſř�Śŝ�ƵŻŚſ�ƪųřŵ�ũřƺƯř�įĥźƳř�Ʊŵźĩ�ƵŶƴĩřźěƵŶƴƴĩřźǀƯ�Żř�ƵŵŚƠŤŜſŚƴƯ�įŚƷ��
� ƵŻźƫ�ũƺƯ�įĥźƳř�ƂŴěƖǀſƹ�ƵźŤƀĭ�Źŵ�įŚƷžƳŚĩźƟ�Żř�įźţŚƷ 

� Ţưƀƣ�śŸūžƳŚĩźƟ�ŶƳŚŝ�ƪĩ�Żř�ƵŶƃ�ŶƿŶƄţ�įŚƷƵŶƴƴĩřźǀƯ�Ĩưĩ�ƶŝ�ũƺƯ�įŚƷİƯźū�įŚƷÔ� 

ƵŶƴƴĩřźǀƯ�����ƕřƺƳř�įřŹřŵ�İƯźū�įŚƷTMD��ƩŚƘƟźǀƛ����AMD��ƩŚƘƟ����ƹHMD������İºŞǀĩźţ�Śºƿ�įŶºƿźŞǀƷ�����ƶºŝ�ƹ�Ƶŵƺºŝ
ƱŚưŤųŚſ�Źŵ�ƅƺƈųİƯ�Źřźƣ�ƵŵŚƠŤſř�ŵŹƺƯ�ŶƴƬŝ�įŚƷŶƳźǀĭ���

                                                 
1- Shakers 

2- Seismic loading 
3- Base isolation 
4- Active, Passive & Hybrid 
5- Actuators 

6- Feedback 
7- Mass dampers 
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ƁƹŹ�������������������������ƵŻŚºſ�Źŵ�ƶºƫżƫŻ�įĥźºƳř�ƱŚºƿźū�İŗżū�ƱŶƳŚƄƳƹźƟ�ƪƯŚƃ�ƶĩ�ŵŹřŵ�ŵƺūƹ�żǀƳ�ƶƿŚě�įŻŚſřŶū�ŶƴƳŚƯ�įźĮƿŵ�įŚƷ�
Ţſř�����ƶƿǇ�ƁƹŹ�Ʋƿř�Źŵ��������İƬƇř�ƵŻŚſ�ƹ�ƲǀƯŻ�Ʋǀŝ�ƶƬƇŚƟ�Źŵ�İƿŚƷ���������ƵŻźƫ�ũřƺƯř�įĥźƳř�İŬƿŹŶţ�śŸū�ŦƗŚŝ�ƹ�ƶŤƟźĭ�Źřźƣ�įř
İƯŵŵźĭ��ƶƳƺưƳ�ř���Żř�įř�������������ƱŚŤſŚŝ�Ʊřźƿř�Źŵ�ƁƹŹƺĩ�ƵźŞƤƯ�ŢųŚſ�Źŵ�ŹŚŝ�Ʋǀƫƹř�įřźŝ�ĨǀƴĪţ�Ʋƿ�ŵŚĭŹŚſŚě������ƮŬƴºě�Ʊźºƣ�Źŵ

ƶŝ�ŵǈǀƯ�Żř�ƪŞƣŢſř�ƶŤƟŹ�ŹŚĩ���
ƶƳƺưƳ�����İƿŚƷƁƹŹ�ŻřƵŻźƫ�šŚƃŚƘţŹř�ƩźŤƴĩ�įŻƹźƯř�įŚƷŻř�ŶƴţŹŚŞƗ�įř���
� ��ƩŚƘƟźǀƛ�İƯźū�ƵŶƴƴĩřźǀƯÎ�ħƺƬŝ��������ƵŻŚſ�Źŵ�ƶĩ�ŶƴŤƀƷ�İĭŹżŝ�İƴŤŝ�įŚƷ��ƶŝ�ƹ�ŚƷ�����Ɓřźºų�ƱŚưºſō�ƅƺƈºų��ŚºƷ

�İƯ�ƶǀŞƘţŶƳƺƃ���ħƺƬŝ�Ʋƿř�ƶŝ�ŚƷ����ƭżǀƳŚĪƯ�İƗƺƳ�ƶƬǀſƹ����������Ţºĩźů�ƵŻŚſ�ŶƿŶƄţ�žƳŚĩźƟ�Śŝ�ƞƫŚŴƯ�ŢƸū�Źŵ�įźƴƟ
İƯŶƴƴĩ�ƶƳƺưƳ��Żř�įř�ƪĪƃ�Źŵ�Źřżŝř�Ʋƿř�æ�æ��Ţſř�ƵŶƃ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄƳ�����

� ��İĩŚĪƐƇř�İƫƹŶƳŚě�ƱŚƣŚţŚƿÏ��FPB�������������������ƵŶºƳżƜƫ�Ţưƀºƣ�ƶºſ�Żř�ƹ�Ƶŵƺºŝ�İĩŚĪƐƇř�ƩƹŶƳŚě�ƮŤƀǀſ�Ʊō�źĮƿŵ�ƭŚƳ�
���Żř�įźǀĭƺºƬū�įřźŝ�ŹƺƈŰƯ�ƶƳřƺŤſř�ƹ�źƘƤƯ�ƹ�įƹźĩ�ƱřżƜƫ�ŮƐſ��İĩŚĪƐƇř�İƿŚºŬŝŚū����ƪǀĪƄºţ�İºƋźƗ�įŚºƷ

Ţſř�ƵŶƃ��ƪĪƃ��ç�æ��ƱŚƄƳ�řŹ�ƮŤƀǀſ�ƲƿřİƯ�ŶƷŵ� 

İůřźƏ�šŚǀŗżūİƯ�ũŹŚų�ƂŴŝ�Ʋƿř�ƶƬƇƺů�Żř�ƶĩ�Ţſř�İƬƈƠƯ�ŦŰŝ�ŶƴƯŻŚǀƳ�ƶƫżƫŻ�źŝřźŝ�Źŵ�ƭƹŚƤƯ�ŶƃŚŝ���
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1- Tuned mass damper 
2- Friction Pendulum Bearing 

�ƪĪƃæ�æ�ƱŚưŤųŚſ�Źŵ�ƩŚƘƟźǀƛ�İƯźū�ƵŶƴƴĩřźǀƯ�ŵźŝŹŚĩ�ŶƴƬŝ�įŚƷ �ƪĪƃç�æ�İĩŚĪƐƇř�İƫƹŶƳŚě�ƱŚƣŚţŚƿ� 
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ƭƹŵ�ƪƈƟ�ƮŤƀǀſ�įŵřŻō�ƶūŹŵ�Ĩƿ�įŚƷ��
��
���ƩƺƇř������ƵŶƴƴĩřźǀƯ�ƹ�źƴƟ��ƭźū�ƵŵŚſ�ƩŶƯ�ƶƘƫŚƐƯ�Śŝ�šŚƃŚƘţŹř�ƪǀƬŰţ�ƶŝ����ƳƺƯŹŚƷ�ƵŶºƴƴĩ�ƱŚºſƺƳ�Ĩºƿ�ƱřƺƴƗ�Ĩºǀ��ƪºŝŚƣ�

�İƯ�ħŹŵŶƃŚŝ����������İƯ�ƪǀŞƯƺţř�Ĩƿ�ƶƳŶŝ�ŶƴƳŚƯ�ƵŶǀĤǀě�ƵŻŚſ�Ĩƿ�İŤů��ƶŝ�ŶƳřƺţ��ƩŶƯ�Ɩưū�šŹƺƇ���������ƹ�źºƴƟ��ƭźºū�ƵŵŚºſ�įŚºƷ
ŵƺƃ�İſŹźŝ�ƵŶƴƴĩřźǀƯ���

��
æ�ç�řźǀƯźǀƛ�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�ŵřŻō�ƁŚƘţŹř���

����Ư���ƪĪƃ�ƢŝŚƐ�æ�ç��ƭźūm����������İŤŴſ�ŜƿźƋ�Śŝ�įźƴƟ�ƶŝ�ƶĩ�ŶƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŵ�řŹk������ƵŶºƃ�ƪƈºŤƯ������ŮƐºſ�Ĩºƿ�įƹŹ�ƹ
İƯ�ƭŚŬƳř�İƳŚſƺƳ�Ţĩźů�ħŚĪƐƇř�ƱƹŶŝŶƷŵ��ƶŝ�Śŝ�řŹ�Ţĩźů�ƶƫŵŚƘƯİƯ�ƲţƺǀƳ�ƭƹŵ�ƱƺƳŚƣ�Ʊŵźŝ�ŹŚĩƶŝ�ƱřƺţŵŹƹō�Ţſŵ���
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��
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��
��

ƭźū�Ţĩźů�ƶƈŤŴƯxİƯ�ƉźƟ�ŵƺƃ��Ʊō�įƹźǀƳ��źƴƟ�Ʊŵƺŝ�İƐų�ƉźƟ�ŚŝsF kxŢſř���ƲƿřźŝŚƴŝ���
0x sF ma mx F kx mx kx          ���

Śƿ���

2 0 ,n n

k
x x

m
                                                                                       �æ�ç��  

��
źŤƯřŹŚěn���Ưźǀƛ�İƘǀŞƏ�žƳŚĩźƟ����Ƴ�İƳŚſƺƳ�ƮŤƀǀſ�Ʋƿř�įřźǀ�İƯ�ƵŶǀƯŚŵƺƃ��žƳŚĩźƟ����İºĭĦƿƹ�ƶŝ�İƘǀŞƏ����ƮŤƀºǀſ�įŚºƷ

��������ƮƸƯ�Żř�İĪƿ�ƹ�Ƶŵƺŝ�ƶŤƀŝřƹ�Ʊō�ƭźū�ƹ�İŤŴſ�ƪƯŚƃŢǀưĩ�Ʋƿźţ���İºƯ�šŚºƃŚƘţŹř�ƪºǀƬŰţ�Źŵ�ŚƷ�ŶºƃŚŝ����ĨºǀƳƺƯŹŚƷ�ŲºſŚě�
�ƶƫŵŚƘƯ�æ�ç��ƶŝŢſř�źƿŻ�šŹƺƇ���

�ç�ç���
��

ŢŝŚŧ��įŚƷA���ƹ�B��������ƮŤƀǀſ�ƶǀƫƹř�Ǝƿřźƃ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ��������ƶºƔŰƫ�Źŵ�ŢƗźºſ�ƹ�ŢǀƘƣƺƯ0t ���ƶºŝ���İºƯ�Ţºſŵ�Ŷºƴƿō�����ŲºſŚě
( )x t�ƱŚƄƳ����ƭźū�ĨǀƳƺƯŹŚƷ�Ţĩźů�ƵŶƴƷŵm��žƳŚĩźƟ�Śŝ�(1 2 )n nf  ��ŶƃŚŝ�İƯ���žƳŚĩźƟ�ŵřŶƘţ����İºƘǀŞƏ�įŚºƷ
Ʒ����İƃŚƘţŹř�ƮŤƀǀſ�ź�����Ʊō�įŵřŻō�šŚūŹŵ�Śŝźŝřźŝ�Ţſř����ƵŵŚſ�ƶƐŝřŹ�n k m ������İƃŚƘţŹř�ŹŚŤƟŹ�źǀǀƜţ�İĮƳƺĮģ�źĮƳŚǀŝ�

ƮŤƀǀſ�ƵŶǀĤǀě�įŚƷ��İƯ�żǀƳ�źţŶƃŚŝ��ƶŝ�����İƯ�ƱŚƄƳ�ƶƐŝřŹ�Ʋƿř�ƩŚŨƯ�ƱřƺƴƗ��������������Ţºſř�ŹŚºŝ�ƪºƯŚů�ƱƺǀƯŚºĩ�Ĩºƿ�İŤƣƹ�ƶĩ�ŶƷŵ
ƶŝ�Ʊō�šŚƃŚƘţŹřƭźƳ��źŤưĩ�İƘǀŞƏ�žƳŚĩźƟ�ƹ�źŤƄǀŝ�ƭźū�ŢƬƗİƯ�źţŶƃŚŝ���

��
ç�ç�įĥźƳř�İĮŤƀƿŚě�ƪƇř���

źĭř���������������������Ĩºƿ��ŵƹźƳ�Ʋǀŝ�Żř�ĨǀŤſǇřźǀƛ�Ōřżūř�įĥźƳř�Ɲǈţř�Śƿ�ħŚĪƐƇř�źŧř�Źŵ�įĥźƳř�ƕƺƳ�ĢǀƷ�İĪǀƯŚƴƿŵ�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�Źŵ�
��ƮŤƀǀſŹŚŤƀƿŚěÎ��İƯ�ƵŶǀƯŚƳ�ŵƺƃ��������İūŹŚų�įŚƷƹźǀƳ�Ǝſƺţ�įŹŚĩ�ƶĤƳŚƴģ�����������įŚºƷƹźǀƳ�źƿŚºſ�Śºƿ�ƂƳřźºĭ�įŚºƷƹźǀƳ�żū�ƶŝ
ƪǀƀƳŚŤě���������ƮŤƀǀſ�įĥźƳř�ƪĩ��ŵƺƄƳ�ƭŚŬƳř�ŹŚŤƀƿŚě�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�įƹŹ�ŬƯįĥźƳř�ƕƺưƪǀƀƳŚŤě�ƹ�İƄŞƴū�įŚƷ�İƯ�ŢŝŚŧ��

ŶƳŚƯ���Śŝ�řŹ�İƄŞƴū�įĥźƳř�źĭř�ƲƿřźŝŚƴŝT�Śŝ�řŹ�ƪǀƀƳŚŤě�įĥźƳř�ƹ�UƮƿŹřŵ��ƮǀƷŵ�ƱŚƄƳ����

                                                 
1- Conservative 

( ) sin cosn nx t A t B t  

m m m
sFk

x , ,x x x 

�ƪĪƃæ�ç�İƤƟř�įŚŤſřŹ�Źŵ�ƵŵŚſ�źƴƟ�ƹ�ƭźū�ƱŚſƺƳ�� 
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�è�ç�� �tan ( ) 0
d

T U cons t T U
dt

    ���

�����ƪĪƃ�ƢŝŚƐƯ�řŹ�źƴƟ�ƹ�ƭźū�Ĩƿ�ç�ç��İƯ�ƱŚſƺƳ�įŵƺưƗ�įŚŤſřŹ�Źŵ�ƶĩ�ŶƿźǀĮŝ�źƔƳ�ŹŵŶƴĩ���
��
��
��
��
��
��
��
��
��

�����ō�Śŝ������ƶƐƤƳ�ƶŝ�ƭźū��ƶƗƺưŬƯ�ƱŶƃ�ŚƷŹ�ƭřŹ�İƯ�įř�������ƱŻƹ�įƹźºǀƳ�Śºŝ�źƴƟ�įƹźǀƳ�ƶĩ�ŶſŹ��İºƯ�źºŝřźŝ�ŵƺºƃ������ƶºƐƤƳ�Ʋºƿř�ƶºŝ
��İĪǀţŚŤſř�ƩŵŚƘţ�ŢǀƘƋƹÎ��İƯ�ƶŤƠĭ�ŵƺƃ�������ƶºƐŝřŹ�ƩŵŚƘţ�ŢƫŚů�Źŵ�ƲƿřźŝŚƴŝstmg k ����Ţºſř�Źřźºƣźŝ�����Ʊō�Źŵ�ƶºĩst�

�ǀƘƋƹ�ƶŝ�ŢŞƀƳ�ƭźū�İƿŚŬŝŚū�ŵřŻō�Ţ�İĭŵźƄƟ�ƹ�İĭŶǀƄĩ�ƱƹŶŝ�İƯ��ŶƃŚŝ�����ƶƬºƇŚƟ�ŽŚºſř�źºŝ�İƳŚſƺƳ�Ţĩźů�ƶƫŵŚƘƯ�
������ƶŝ�İĪǀţŚŤſř�ƩŵŚƘţ�ŢǀƘƋƹ�ƶŝ�ŢŞƀƳ�ƭźū�İƯ�ŢſŵŶƿō����������Śŝ�İĪǀţŚŤſř�ƩŵŚƘţ�ŢƫŚů�ƶŝ�ŢŞƀƳ�ƭźū�İƿŚŬŝŚū�ƶĤƳŚƴģ�x�

��ŵƺƃ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄƳŚŝ�Ţſř�źŝřźŝ�İƿŚƸƳ�ŢǀƘƣƺƯ�Źŵ�źƴƟ�įƹźǀƳ���
( )s st stF k x k kx mg kx      ��

ƶŝ�źƴƟ�ƪǀƀƳŚŤě�įĥźƳř�řŸƫƶŝ�źƿŻ�šŹƺƇİƯ�ŢſŵŶƿō���
2

0

1

2

x

s sU F dx mgx kx  ��

ƶŝ�ƭźū�İƄƳřźĭ�ƪǀƀƳŚŤě�įĥźƳř�ŚƯřƕŚƠţŹř�ƂƷŚĩ�ƪǀƫŵŢǀƘƣƺƯ�ƶŝ�ŢŞƀƳ�0x ��ƩŵŚƘţ�ŢƫŚů��Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ���
gU mgx ��

ţźţ�ƲƿŶŝİƯ�řŹ�ƪǀƀƳŚŤě�įĥźƳř�ƪĩ�ŜǀŵƺưƳ�ƶŞſŚŰƯ�Ʊřƺţ���
21

2s gU U U kx  ��

�ƭźū�ƢƬƐƯ�ŢƗźſ�Śŝ�ƶūƺţ�Śŝ�żǀƳ�İƄŞƴū�įĥźƳř�x��Śŝ�źŝřźŝ21

2
T mx Ţſř����ƶƫŵŚƘƯ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�ƲƿřźŝŚƴŝ�è�ç����

�é�ç����������������������������������������2 21 1
( ) 0 0 0
2 2

d
mx kx mxx kxx mx kx

dt
           

��
��ƶƫŵŚƘƯ�é�ç��������ƪĪƃ�ƮŤƀǀſ�Ţĩźů�ƶƫŵŚƘƯ�ƱŚưƷ�æ�ç��Ţſř������ƪĪƃ�ƮŤƀǀſ�įřźŝ��ç�ç������ƲţƺǀƳ�ƭƹŵ�ƱƺƳŚƣ�Żř�ƵŵŚƠŤſř

ŚưƷ�ƶŝ�źŬƴƯƱ�ƶƫŵŚƘƯ��é�ç��Ŷƃ�ŶƷřƺų���
ƶŬǀŤƳ�����������įŵƺưƗ�įŚŤſřŹ�Źŵ�ƭźū��İƃŚƘţŹř�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�Źŵ�źĭř��ŢƸū�Źŵg��ƴƿř�źŝ�ƍƹźƄƯ��Ŷƴĩ�ƱŚſƺƳƶĪ�İƿŚºŬŝŚū��Żř�

ƵŻřŶƳř�İĪǀţŚŤſř�ƩŵŚƘţ�ŢǀƘƋƹŵ�Ʊō�ƱŻƹ�Żř��ŵƺƃ�įźǀĭİƯ�źƔƴƟźƇ�Ţĩźů�ƶƫŵŚƘƯ�ũřźŴŤſř�Źŵƺƃ���
��
��
��

                                                 
1�- Static equilibrium position 

m m
final position

x

W mg

stk 
k

static equilibrium position

�ƪĪƃç�ç�ƮŗŚƣ�įŚŤſřŹ�Źŵ�ƵŵŚſ�źƴƟ�ƹ�ƭźū�ƱŚſƺƳ� 



ƪƿŚƀƯ�ƹ�įŹƺŘţİĪǀƳŚĪƯ�šŚƃŚƘţŹř� Ö

è�ç��źŧŒƯ�İŤŴſ�ƹ�ƭźū��
���İƯ�įĥźƳř�İĮŤƀƿŚě�ƪƇř������ƮŤƀǀſ�įřźŝ�ŶƳřƺţ������Ťƀǀſ�Śƿ�żĩźưŤƯ�ƭźū�Ŷƴģ�Śŝ�İƿŚƷƮ�����ƶºŝ�ƵŵźŤƀĭ�ƭźū�Śŝ�İƿŚƷ����ŵƹŹ�ŹŚºĩ

�����ƶƐƤƳ�źƷ�Ţĩźů�ƶĪƴƿř�źŝ�ƍƹźƄƯ����ŶƃŚŝ�ƭƺƬƘƯ�ƮŤƀǀſ�Żř����ƮŤƀǀſ�Źŵ���ƭźū�ƶĩ�İƿŚƷ��ƎŝřŹ�Ǝſƺţ�ŚƷ���ƵŶºƳŶųźģ�Śƿ�ŚƷ��ƽŚºƷ
��ƵŶƃ�ƪƈŤƯ�źĮƿŶĪƿ�ƶŝ�ŜƬƇƭźū�Ţĩźů��ŶƳř�İºƯ�ƞƬŤŴƯ�įŚƷ��������ƮŤƀºǀſ�Żř�ƅŚºų�ƶºƐƤƳ�Ĩºƿ�Ţºĩźů�Ŝƀºůźŝ�ŶºƳřƺţ

����řŹ�ƶƐƤƳ�Ʋƿř�ŢƗźſx��İƯ�ƉźƟ�Ʈǀƴĩ���ŵƺƃ�ƱŚǀŝ������ǀſ�İƄŞƴū�įĥźƳř�šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ�İƴƘƿ�ƮŤƀTİƯ�řŹ����ƭźºƟ�ƶºŝ�Ʊřƺţ
ŵƺưƳ�İƀƿƺƳŻŚŝ�źƿŻ���

�ê�ç����������������������������������������������������������������������������������������������������������������21

2 effT m x ��

��Ʊō�Źŵ�ƶĩeffm������ŤƃŚŞƳř�ƩŵŚƘƯ�ƭźū�Śƿ�źŧŒƯ�ƭźū������Ţſř�źƔƳ�ŵŹƺƯ�ƶƐƤƳ�Źŵ�ƶ���������ƶºƐƤƳ�Ʋƿř�Źŵ�İŤŴſ�ŹřŶƤƯ�Ʊŵƺŝ�ƭƺƬƘƯ�Śŝ�
Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ�İƘǀŞƏ�žƳŚĩźƟ���

�ë�ç������������������������������������������������������������������������������������������������������������������n
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1- Rayleigh's energy method  
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1- Logarithmic decrement 

Time

D
is

p
la

ce
m

en
t

1 

1 

ƪĪƃ�ê�ç��ŲſŚěƮŤƀǀſ�ĨǀƳƺƯŹŚƷźǀƛ�řźǀƯ�Ƃǀŝ�ƹ�İƳřźŰŝ�įřźǀƯ�ƽŚƷ 



ƪƿŚƀƯ�ƹ�įŹƺŘţİĪǀƳŚĪƯ�šŚƃŚƘţŹř� ÎÐ

�çè�ç��������������������������������������������������������������������������������������������������( )mx cx kx F t   ��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

������
���ƶƫŵŚƘƯ�ŲſŚě�çè�ç����İƯƺưƗ�ŲſŚě�ƹŵ�ƕƺưŬƯ( )gx tİƇƺƈų�ƹ��( )px tİƯ�ŶƃŚŝ�����ƶºƫŵŚƘƯ�śřƺºū��İƯƺºưƗ�ƂŴŝ�

ƲĮưƷ0mx cx kx   ��������ŵřŻō�ƁŚƘţŹř�ƶƫŵŚƘƯ�ƱŚưƷ�ƶĩ�Ţſř��ææ�ç���������ŢƟźĭ�Źřźƣ�İſŹźŝ�ŵŹƺƯ�Ʊō�ŲſŚě�ƹ�Ƶŵƺŝ��
��İƯ�ƵŶǀƯŚƳ�żǀƳ�řŹŸĭ�ŲſŚě��Ţưƀƣ�Ʋƿř�ŵƺƃ�İƳŚƯŻ�šŶƯ�Żř�žě�ƶĩřźģ��ƮŤƀǀſ�įŚƷźŤƯřŹŚě�ƶŝ�ƶŤƀŝřƹ�����ŲºſŚě�Ʋºƿř��ƶºŝ

�İƯ�źƠƇŶſŹ�������������įƹźǀƳ�ƶĩ�İƳŚƯŻ�Śţ�ƹ�Ƶŵƺŝ�ƮŤƀǀſ�ŹřŶƿŚě�ŢƫŚů�śřƺū��İƇƺƈų�Ţưƀƣ( )F t�����Śŝ�ƶŤºƃřŵ�ŵƺºūƹ���Żř�Ŷºƃ
�İưƳ�ƲǀŝŵƹŹ���������������İƯ�ŹřŶƿŚě�ŢƫŚů�śřƺū�ƱŚưƷ�ƮŤƀǀſ�ŲſŚě�ƪĩ��řŹŸĭ�ƂŴŝ�ƱŶƃ�źƠƇ�Żř�žě�ŶºƃŚŝ�������ŲºſŚě�Ţưƀºƣ�ƹŵ�
�ƶƫŵŚƘƯ�çè�ç���ƪĪƃ�Źŵ�řŹ�í�ç��ƶƔůǈƯİƯ�Ŷǀƴĩ���

������
��
��
��
��
��
��
��

Time

D
is

p
la

ce
m

en
t

d

2X1X

ƪĪƃë�ç�řźǀƯ�Ʈĩ�ƁŚƘţŹř�Źŵ�šŚƳŚſƺƳ�ƶƴƯřŵ�ƂƷŚĩ�� 

m

k c

x

( )F t

ƪĪƃ�ì�ç�řźǀƯ�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�ƶŤƃřŵřƹ�ƁŚƘţŹř�� 

Time

G
en

er
al

 s
o

lu
ti

o
n

Time

P
ar

ti
cu

la
r 

so
lu

ti
o

n

ƪĪƃ�í�ç�ĨǀƳƺƯŹŚƷ�ĨƿźŰţ�ƶŝ�ŢŞƀƳ�ŹřŶƿŚě�ŢƫŚů�ƹ�řŹŸĭ�ŲſŚě� 



ƪƿŚƀƯ�ƹ�įŹƺŘţİĪǀƳŚĪƯ�šŚƃŚƘţŹř� ÎÑ

��ĨǀƳƺƯŹŚƷ�įƹźǀƳ�źĭř0( ) sinF t F t������ƪĪƃ�İƳŚſƺƳ�ƮŤƀǀſ�źŝ��ì�ç������ŶƿŚě�ŢƫŚů�ŲſŚě��Ŷƴĩ�źŧř�������ƭźºƟ�ƶºŝ�żºǀƳ�Źř
ƶŝ�źƿŻ�ƶƐŝřŹ�Żř�ƹ�Ƶŵƺŝ�ĨƿźŰţ�žƳŚĩźƟ�ƱŚưƷ�Śŝ�ĨǀƳƺƯŹŚƷİƯ�ŢſŵŶƿō���

��
�çé�ç�����������������������������������������������������������������������������������������������( ) sin ( )px t X t  ��
��

���������ƎƬŤŴƯ�ŵřŶƗř�ƁƹŹ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�ŹřŶƿŚě�ŢƫŚů�ŲſŚěŢſŵ�ƪŝŚƣİƯ�İŝŚƿŶƃŚŝ���įřźŝŹƺƔƴƯ�Ʋƿř�ĨƿźŰţ��( )F t��ƭźºƟ�ƶŝ�
ƎƬŤŴƯ0

i tF e �ƹ��řŸƫ�ƪǀƀƳřźƠƿŵ�ƶƫŵŚƘƯ�çè�ç��İƯ�ƶŤƟźĭ�źƔƳ�Źŵ�źƿŻ�šŹƺƇ�ƶŝŵƺƃ���
��
��çê��ç�����������������������������������������������������������������������������������������������0

i tmx cx kx F e 
   ��

��
����ƶƫŵŚƘƯ�įŹřŵźŝ�ƂƿŚưƳ�çê�ç��������ƪĪƃ�Źŵ�ƎƬŤŴƯ�ƶŰƠƇ�Źŵ�î�ç��������Ţºſř�ƵŶºƃ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄºƳ���������Żř�İºƃŚƳ�İºƘƣřƹ�ĨºƿźŰţ

�İƤǀƤů�Ţưƀƣ( )F t�İƯ�ŶƃŚŝ�����ƶƫŵŚƘƯ�ŲſŚě�çê�ç�����������������ě�Ʊō�İºƤǀƤů�Ţưƀºƣ��ƶºĩ�ŶºƃŚŝ�ƎƬŤŴƯ�ƭźƟ�ƶŝ�ŶƿŚŝ�żǀƳ��ŲºſŚ
����������ƪǀƀƳřźƠƿŵ�ƶƫŵŚƘƯ�ŌŚƋŹř�ŢƸū�ľŚƟźƇ�Ʊō�İƯƺƷƺƯ�Ţưƀƣ�ƹ�Ƶŵƺŝ�İƘƣřƹ�çê�ç��Ţſř����ŹřŶºƿŚě�ŢƫŚů�ŲſŚě�İƴƿżĮƿŚū�Śŝ

ƎƬŤŴƯ�ƹ( ) i t
px t Xe �ƶƫŵŚƘƯ�Źŵ��çê�ç��ƮƿŹřŵ���

��

�çë��ç������������������������������������������������������������������������������������������������0
2( )

F
X

k m ic 


 
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

�ũźŴƯ�ƹ�šŹƺƇ�Ʊŵźĩ�śźƋ�Śŝ�ƲƿřƾƯƺƷƺƯ�ƹ�ƾƤǀƤů�Ţưƀƣ��ũźŴƯ�ũƹŵżƯ�Źŵ�źƀĩƶƴƯřŵ�X��ĨǀĪƠţ�źĮƿŶĪƿ�Żř
ƾƯŶƳƺƃ���

�çì�ç�����������������������������������������������
2

0 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )

k m c
X F i

k m c k m c

 

   

 
  

    
��

( )x t

t



mx kx

( )cx t

Im

( )kx t

( )mx t

Re

( )F t

ƪĪƃ�î�ç��ƶƫŵŚƘƯ�ƂƿŚưƳ��çê�ç�ƎƬŤŴƯ�ƶŰƠƇ�Źŵ� 



ƪƿŚƀƯ�ƹ�įŹƺŘţİĪǀƳŚĪƯ�šŚƃŚƘţŹř� ÎÒ

�Śŝ�ƶūƺţ�ƶƐŝřŹ�ƶŝix iy Ae  ƶĩ��Ʊō�Źŵ�2 2A x y �ƹtan y x ��įřźŝ�Ʊō�Ʊŵźŝ�ŹŚĩ�ƶŝ�ƹ�ƶƐŝřŹ�
�çì�ç�ƮƿŹřŵ����

�çí�ç����������������������������������������������������������������������������������0

2 2 2 2( )

iF
X e

k m c



 




 
��

Ʊō�Źŵ�ƶĩ���

�çî�ç�������������������������������������������������������������������������������������������������1
2

tan
c

k m






  
  

 
��

İƯ�Ţſŵ�ƶŝ�źƿŻ�šŹƺƇ�ƶŝ�ŹřŶƿŚě�ŢƫŚů�ŲſŚě�Ŝǀţźţ�ƲƿŶŝŶƿō���

�èå�ç�������������������������������������������������������������������������( )0

2 2 2 2
( )

( )

i t
p

F
x t e

k m c

 

 




 
��

��
įƹŚƀţ�ƶŝ�ƶūƺţ�ŚŝįŚƷn k m ƹ�2 ( )nc k   ���ƶƐŝřŹ�çë�ç���İƀƿƺƳŻŚŝ�ƪŝŚƣ�źƿŻ�šŹƺƇ�ƶŝŢſř���

�èæ�ç���������������������������������������������������������������������������������
2

0

1
( )

1 (2 )

kX
H i

F r i r



 

 
��

��
��Ʊō�Źŵ�ƶĩnr  ������ƹ�Ƶŵƺŝ�žƳŚĩźƟ�ŢŞƀƳ�ƖŝŚţ( )H i��������ƵŶºƃ�ƶŤųŚƴƃ�ƎƬŤŴƯ�İƀƳŚĩźƟ�ƖŝŚţ�ƱřƺƴƗ�ƶŝ���ƶºĩ����ŹŶºƣ�

Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ�Ʊō�ƢƬƐƯ���

�èç�ç�����������������������������������������������������������������������
2 2 2

0

1
( )

(1 ) (2 )

kX
H i

F r r



 

 
��

�İƀƿƺƳŻŚŝ�ƪŝŚƣ�źƿŻ�šŹƺƇ�ƶŝ�ŹřŶƿŚě�ŢƫŚů�ŲſŚě�ƲƿřźŝŚƴŝİƯŶƃŚŝ���

�èè�ç�����������������������������������������������������������������������������������������( )0( ) ( ) i t
p

F
x t H i e

k
  

��

��
�Ŝǀţźţ�ƲƿŶŝ�ŻŚƟ�ƶƿƹřŻ�ƹ�ƶƴƯřŵ�İƇƺƈų�ŲſŚě�Źŵ�çé�ç��İƯ�Ţſŵ�ƶŝ�źƿŻ�ŶƘŝ�İŝ�ƎŝřƹŹ�ŻřŶƴƿō���

��

�èé�ç����������������������������������������������������������
22 2 2

0

1 2
, tan

1(1 ) (2 )

X r

X rr r





 

 
�������������������������������������������������

���
��Ʊō�Źŵ�ƶĩ0 0X F k�������įƹźǀƳ�źŧř�Źŵ�İĪǀţŚŤſř�İƿŚŬŝŚū0F�Ţſř����ƪĪƃ��æå�ç�����ƶºŝ�řŹ�ŻŚºƟ�ƶºƿƹřŻ�ƹ�ƶƴƯřŵ���šŹƺºƇ

��������İƯ�ƱŚƄƳ�žƳŚĩźƟ�ŢŞƀƳ�ƹ�İƿřźǀƯ�ŢŞƀƳ�Żř�İƘŝŚţŶƷŵ����ƱŚƄƳ�ƪĪƃ�Ʋƿř�ƵŶƴƷŵ���������ŻŚºƟ�ƶƿƹřŻ�ƹ�ƶƴƯřŵ�źŝ�İƿřźǀƯ�ŵŚƿŻ�źǀŧŐţ�
���ƶŝ�ĨƿŵżƳ�ƵŵƹŶŰƯ�Źŵ1r ���ŶƿŶƄţ�ŢƫŚů��Ţſř����žƳŚĩźƟ�ŢŞƀƳ�Źŵ1r ��������ƹ�ƶŤƟŚƿ�ƂƿřżƟř�ƶƴƯřŵ��İƿřźǀƯ�ƂƷŚĩ�Śŝ�

��įŶůźſ�ŢƫŚů�Źŵ0 �����İƯ�īŹżŝ�ŹŚǀƀŝ�Ʊō�ŹřŶƤƯ�ŵƺƃ�������ƶºŝ�ƶºƴƯřŵ�ƲǀºƴĤưƷ�����������ŢŞƀºƳ�Źŵ�İºƿřźǀƯ�ŢŞƀºƳ�źºƷ�įřŻř
�ƮưƿżĩŚƯ�ŹřŶƤƯ�ƶŝ�Ĩƿ�Żř�źŤưĩ�žƳŚĩźƟİƯ�ŵƺųŶſŹ���

������������İƘǀŞƏ�žƳŚĩźƟ�Śŝ�ĨƿźŰţ�žƳŚĩźƟ�ƱŶƃ�źŝřźŝ�1r ������ŶƿŶƄţ�ŢƫŚů�ŵŚŬƿř�İƴƘƯ�ƶŝÎ�����Ţºſř�İƃŚƘţŹř�ƮŤƀǀſ�Źŵ���
�����ƎŝřƹŹ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�èé�ç�İƯ�īŹżŝ�ŹŚǀƀŝ�Ţĩźů�ƶƴƯřŵ�İƿřźǀƯ�ŵƺūƹ�ƭŶƗ�ƉźƟ�Śŝ��ŵƺƃ��ƵŻŚſ�Źŵ��ƵŚĮŤºſŵ�ƹ�ŚºƷ��İƿŚºƷ

����Ư�ƁŚƘţŹř�ƵŶƿŶě�Śŝ�ƶĩ�������������šřŹŚƀºų�ƂƷŚºĩ�ƹ�ŶƿŶƄºţ�Ǝƿřźºƃ�Żř�ƮŤƀǀſ�Ʊŵźĩ�Źƹŵ�ŢƸū�Źŵ�İƘſ�ƵŹřƺưƷ��ŶƴŤƀƷ�ƶūřƺ
����İƯ�ŶƿŶƃ�šŚƳŚſƺƳ�Żř�İƃŚƳŶƃŚŝ��������ŵŹřŵ�įĥźºƳř�śŸºū�ƶŝ�įźŤƄǀŝ�ƪƿŚưţ�ƮŤƀǀſ��İĪǀƳŚĪƯ�ŶƿŶƄţ�ŢƫŚů�Źŵ���ƶºŝ��ƱřƺºƴƗ

                                                 
1- Resonance 



ƪƿŚƀƯ�ƹ�įŹƺŘţİĪǀƳŚĪƯ�šŚƃŚƘţŹř� ÎÓ

������įŻŚŝ�śŚţ�Ĩƿ�ƶĤƳŚƴģ�ƩŚŨƯ��ƶƳƺưƳ�ƶĩ�����Ţſř�ƵŵŚſ�ƩƹŶƳŚě�Ĩƿ�Żř�įř����źƟ�Śŝ�ƩŵŚƘƯ�İƀƳŚĩźƟ�Śŝ�����ƶºŝ�ŵƺºų�İºƘǀŞƏ�žƳŚºĩ
���������ŵƺưƳ�ŶƷřƺų�Ţĩźů�İĭŹżŝ�ŹŚǀƀŝ�ƶƴƯřŵ�Śŝ��ŵƺƃ�ƶŤƃřŵřƹ�ƱŚſƺƳ�������Ţºĩźů�ŵŚŬƿř�ŦƗŚŝ�ľŚŞƫŚƛ�ŶƿŶƄţ�ƵŶƿŶě���İƳŚºſƺƳ�įŚºƷ

ƵŻŚſ�Źŵ�ŶƿŶƃ�ŹŚǀƀŝƱŚưŤųŚſ�ŶƴƳŚƯ�İƿŚƷƪě�ƹ�ŚƷİƯ�ŚƷŵƺƃ���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

�����ƪĪƃ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�����æå�ç������ƾƿřźǀƯ�ŢŞƀƳ�ŢŝŚŧ�źƿŵŚƤƯ�Źŵ��r���İºƯ�ƱŚºſƺƳ�ƶƴƯřŵ�ƂƷŚĩ�ŦƗŚŝ�İƿřźǀƯ�ƂƿřżƟř����ŵƺºƃ��
���ħźŰƯ�įƹźǀƳ�ƶĤƳŚƴģ�ƲǀƴĤưƷ( )F t����ŶƃŚŝ�ŢŝŚŧ��0r ������ŢƫŚů�ƭŚưţ�Źŵ�ƶƴƯřŵ�ŹřŶƤƯ������źºŝřźŝ�ƹ�ŢŝŚŧ�ŚƷ0X��Ţºſř���

������ƪĪƃ�Żř�ƶĩ�įźĮƿŵ�ƶŤĪƳ�æå�ç����������������šŚƳŚºſƺƳ�ƶºƴƯřŵ�ƂƷŚºĩ�ŶºƃŚŝ�İºƯ�ƍŚŞƴŤºſř�ƪŝŚƣ�0 0X X ������ƂƿřżºƟř�Śºŝ
���ĨƿźŰţ�žƳŚĩźƟ�r ��Ţſř��İƯ�İĭŵŚſ�ƶŝ���İºƿřźǀƯ�ŢŞƀºƳ�Źŵ�ƶºĩ�ŵřŵ�ƱŚƄƳ�Ʊřƺţ21 2r  ���ƶºŝ�ƶºƴƯřŵ�

İƯ�ŵƺų�ƮưƿżĩŚƯ�ŹřŶƤƯŶſŹ����ƶƬŘƀƯæŚƃŚƘţŹř�ƂŴŝ�ĨǀƳƺƯŹŚƷ�ĨƿźŰţ�ŢŰţ�š���
�Śŝ�����Żř�ƵŵŚƠŤſř�ƎŝřƹŹ�èé�ç���ƹ�ƪĪƃ�æå�ç��Źŵ�źƿŻ�ŪƿŚŤƳ��Ţſŵ�ƪŝŚƣ�ŻŚƟ�ƶƿƹřŻ�Śŝ�ƶƐŝřŹİƯ�İŝŚƿŶƃŚŝ���

��
� �ƮŤƀǀſ�ƽřźŝ�����ƶƐŝřŹ��ƾƿřźǀƯ�ƱƹŶŝ�ƽŚƷ�èé�ç���ƾƯ�ƱŚƄƳ������ŻŚƟ�ƶƿƹřŻ�ƶƧ�ŶƷŵ�ƵŵƹŶŰƯ�Źŵ0 1r �����Śºŝ�źºŝřźŝ�

��ƽřźŝ�ƹ�źƠƇ1r �źŝřźŝ�0180�Ţſř������źĮƿŵ�šŹŚŞƗ�ƶŝ�����ŲſŚě�ƹ�ƦƿźŰţ�įřźŝ�0 1r ���ƶºƧ�ƾƳŚƯŻ0 �
�ŶƃŚŝƾƯ�ŻŚƠưƷ�ŶƴƃŚŝ���

� �ƵŵƹŶŰƯ�Źŵ�0 1r ���Ʋǀŝ�ŻŚƟ�ƶƿƹřŻ��00���ƹ�090��ƾƯ�źǀǀƜţ�ŶƴƧ��ŵ�����������ƦºƿźŰţ�ƶºŝ�ŢŞƀºƳ�ŲºſŚě�ŢƫŚů�Ʋƿř�Ź
ŵ�ŻŚƟ�źǀųŐţŵŹř� 

� ƽřźŝ1r ����Ʋǀŝ�ŻŚƟ�ƶƿƹřŻ���090�ƹ�0180��ƾƯ�źǀǀƜţ�ŶƴƧ���������������ŻŚºƟ�ƭŶºƤţ�ƦºƿźŰţ�ƶºŝ�ŢŞƀƳ�ŲſŚě�ŢƫŚů�Ʋƿř�Źŵ
ŵŹřŵ� 

������
�������������İƯƺưƗ�ŲſŚě�ƶŝ�Ʊō�Ʊŵźĩ�ƶƟŚƋř�ƹ�İƇƺƈų�ŲſŚě�ƲǀǀƘţ�Żř�žě�������ƶƫŵŚƘƯ�æí�ç����������ƶºŝ�İƳŚºſƺƳ�ƮŤƀǀſ�ƪĩ�ŲſŚě��

ƶŝ�źƿŻ�šŹƺƇİƯ�ŢſŵŶƿō���
��
�èê�ç���������������������������������0 0( ) ( ) ( ) sin( ) sin ( )nt

g p dx t x t x t X e t X t    
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Ʊō�Źŵ�ƶººĩX�ƹ���ƎººŝřƹŹ�Żř�ƵŵŚƠŤººſř�Śººŝ��èé�ç���ƹ0X�ƹ�0��ƶººŝ�ƶººūƺţ�Śººŝ����ƭźººƟ�Śººŝ�ƶƬŘƀººƯ�ƶººǀƫƹř�Ǝƿřźººƃ
İƬĩ0( 0)x t x ���ƹ�0( 0)x t x  �ƶŝ��İƯ�ŢſŵŶƴƿō���Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ�ƶĩ�����ƲŤƟŚºƿ�įřźºŝ�0X���ƹ�0����ƶºǀƫƹř�Ǝƿřźºƃ�

�ŲſŚě�ƪĩ�ƶŝ�ŶƿŚŝƵŶƯō�Ţſŵ�ƶŝ�ƶŝ�ŚƸƴţ�ƶƳ�ŶƳƺƃ�ƩŚưƗř�ưƗ�ƂŴŝİƯƺśřƺū����
������

í�ç�ƶƿŚě�ĨƿźŰţ�Î��
�������������İºƯ�Źřźƣ�İƿŚŬŝŚū�ƉźƘƯ�Źŵ�ƹ�ƵŵƺŞƳ�ŢŝŚŧ�ƵŶƴƴĩřźǀƯ�ƹ�źƴƟ��ƭźū�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�ƶƿŚě�ŵŹřƺƯ�İųźŝ�Źŵ�ŵźºǀĭ���Żř�İƫŚºŨƯ�

�Ǝƿřźƃ�Ʋƿř�����ƹŹŵƺų�ƁŚƘţŹř������Ţſř�ŹřƺưƷŚƳ�źǀƀƯ�įƹŹ�Ţĩźů�ƭŚĮƴƷ�����ƪĪƃ�ƢŝŚƐƯ�ææ�ç������ĨºǀƳƺƯŹŚƷ�řŹ�ƶƿŚě�İƿŚŬŝŚū
�ƶŝ�ƹšŹƺƇ( ) siny t Y t��������ƭźū�İƿŚŬŝŚū�ƹ�ƶŤƟźĭ�źƔƳ�Źŵ�İƴƘƿ( )x t������ƵŻřŶƳř�İĪǀţŚŤſř�ƩŵŚƘţ�ŢƫŚů�ƶŝ�ŢŞƀƳ��

İƯ�įźǀĭŵƺƃ��ƭřźĭŚƿŵ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�ō�Ţĩźů�ƶƫŵŚƘƯ��ŵřŻİƯ�řŹƶŝ�ƱřƺţŵŹƹō�Ţſŵ���
��
��
��
��
��
��
��
��

��
�èë��ç��������������������������������������������������������������������������������������( ) ( )mx c x y k x y      ��������������������������������������������������������

sin cos sin ( )mx cx kx kY t c Y t A t          ��
��

����Ʊō�Źŵ�ƶĩ2 2( )A Y k c ���ƹ�tan ( )c k  �İƯ�ŶƴƃŚŝ���������ƩŵŚºƘƯ�ƶƿŚě�ĨƿźŰţ�ƶƬŘƀƯ�źĮƿŵ�šŹŚŞƗ�ƶŝ�
��������ƶƴƯřŵ�Śŝ�ĨǀƳƺƯŹŚƷ�įƹźǀƳ�ŢŰţ�řźǀƯ�İƳŚſƺƳ�ƮŤƀǀſ�ĨƿźŰţ�ŚŝA�ŶƃŚŝ�İƯ����řŸƫ���ƶºƫŵŚƘƯ�ŹřŶºƿŚě�ŢƫŚů�ŲſŚě�èë�ç��

ƶŝšŹƺƇ( ) sin ( )x t X t  ƹ�Ƶŵƺŝ��ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ��ƎŝřƹŹ�èé�ç�İƯ�ŵřŵ�ƱŚƄƳ�Ʊřƺţ���
��

�èì�ç�������������������������������������������������
2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) 1 (2 )

( ) ( ) (1 ) (2 )

X k c r

Y k m c r r

 

  

 
 

   
��

�èí�ç�                                                        
3 3

2 2 2 2

2
tan

( ) ( ) 1 (4 1)

mc r

k k m c r

 


  
 

   
��

��
ŢŞƀƳdT X Y�ƩŚƤŤƳř��İƿŚŬŝŚū�įźƿŸěÏ��İƯ�ƵŶǀƯŚƳŵƺƃ����ƪĪƃ��æç�ç��İĮƳƺĮģ�šřźǀǀƜţ�X Y����ŻŚºƟ�ƶƿƹřŻ�ƹ��

ƞƬŤŴƯ�źƿŵŚƤƯ�Źŵ�žƳŚĩźƟ�ŢŞƀƳ�Ŝƀůźŝ�řŹİƯ�ƱŚƄƳ�ŶƷŵ��ƪĪƃ�Ʋƿř�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ���
� žƳŚĩźƟ�ŢŞƀƳ�ƂƷŚĩ�Śŝ�ŢŞƀƳ�dTİƯ�ĨƿŵżƳ�Ĩƿ�ƶŝ�ŵƺƃ� 

� �����řźǀƯźǀƛ�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�įřźŝ�0 ����ŶƿŶƄţ�ŢƫŚů�Źŵ��ŢŞƀƳ�dT��������İºƯ�ĨºƿŵżƳ�İĭŹżŝ�ŹŚǀƀŝ�ŹřŶƤƯ�ƶŝ��ŵƺºƃ��
�dT ����

� žƳŚĩźƟ�ŢŞƀƳ�Źŵ2r řźŝ���İƿřźǀƯ�ŢŞƀƳ�ŹřŶƤƯ�źƷ�įdTŢſř�Ĩƿ�źŝřźŝ�� 

                                                 
1- Base excitation 

2- Displacement transmissibility 

m m( )x t

( )k x y( )c x y c k
( )y t

t

ƪĪƃ�ææ�ç���ƶƿŚě�ĨƿźŰţ�Żř�İƫŶƯ 
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� įřźŝ2r �ŢŞƀƳ�dT�������İƿřźǀƯ�ŢŞƀƳ�źŤưĩ�źƿŵŚƤƯ�Źŵ���ŹřŶƤƯźŤĭŹżŝį�Ţſř���įřźŝ�ƶĩ�İƫŚů�Źŵ2r �
ŢŞƀƳdT�įřźŝ�İƯ�źŤưĩ�İƿřźǀƯ�ŢŞƀƳ�Ʈĩ�źƿŵŚƤƯŶƃŚŝ� 

� ŢŞƀƳdT�įřźŝ�0 1 ���������Ĩƿ�Żř�źŤưĩ�İƀƳŚĩźƟ�ŢŞƀƳ�Źŵ�ƵŹřƺưƷ��1mr ����������ŵƺºų�ƮưƿżĩŚºƯ�ŹřŶºƤƯ�ƶºŝ

İƯŶſŹ��İƯ���ŵřŵ�ƱŚƄƳ�Ʊřƺţ�
1 2

21 8 1 (2 )mr     
 

���İƯ�řŹ�Ʋƿř�ŶǀƳřƺţ�ƶºŝ�řŹ�ƶƐŝ���Ʋƿźºưţ�ƱřƺºƴƗ

ŶǀƿŚưƳ�šŚŞŧř�� 

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
 
��
��
î�ç�ƶƿŚě�ƹ�ƭźū�İŞƀƳ�Ţĩźů���

�����ƪǀƀºººƳřźƠƿŵ�ƶºººƫŵŚƘƯ�èë�ç���ƶºººƿŚě�ĨºººƿźŰţ�ƶºººŝ�ƍƺºººŝźƯ�ƪĪºººƃ��ææ�ç�İŞƀºººƳ�İƿŚºººŬŝŚū�Ŝƀºººůźŝ�řŹ��
İƴƘƿ( ) ( ) ( )z t x t y t İƯ�ƶŝ�Ʊřƺţŵźĩ�İƀƿƺƳŻŚŝ�źƿŻ�šŹƺƇ���

��
�èî�ç�����������������������������������������������������������������������2 sinmz cz kz my mY t       ��
��

����źǀųř�ƶƫŵŚƘƯ�ŹřŶƿŚě�ŢƫŚů�ŲſŚě�( ) sin ( )z t Z t  ��������ƎŝřƹŹ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�ƹ�Ţſř��èé�ç��ƶŝ���İºƯ�İĭŵŚºſ��Ʊřƺºţ
ŵřŵ�ƱŚƄƳ���

�éå�ç���������������������������������������������������������
2

22 2 2

2
, tan

1(1 ) (2 )

Z r r

Y rr r





 

 
��

��
������ƪĪƃ�ƢŝŚƐƯ�ŻŚƟ�ƶƿƹřŻ�šřźǀǀƜţ�æå�ç�����ƹ�Ƶŵƺŝ�����Ţĩźů�İŞƀƳ�ƶƴƯřŵ�šřźǀǀƜţ������ƪĪƃ�Źŵ�ƶƿŚě�ƹ�ƭźū�æè�ç���ƱŚƄºƳ��Ƶŵřŵ�

Ţſř�ƵŶƃ���
������������ƪĪƃ�ƶƿŚě�ĨƿźŰţ�ƭżǀƳŚĪƯ�ŚƸƳō�ŹŚĩ�ŽŚſř�ƶĩ�İƃŚƘţŹř�įŚƷŹřżŝř�ƕƺƳ�ææ�ç����Ʊō�İºƘǀŞƏ�žƳŚĩźƟ�ƶŝ�İĮŤƀŝ��Ţſř

�ƵŚĮŤſŵŵŹřŵ���
�ŹŚĮƳ�ƶƫżƫŻ�����Ūƴºſ�śŚŤºƃ�ƹ������������������ŶºƃŚŝ�ƲǀƿŚºě�ŹŚǀƀºŝ�ĨºƿźŰţ�žƳŚºĩźƟ�Śºŝ�ƶƀºƿŚƤƯ�Źŵ�ƵŚĮŤºſŵ�İºƘǀŞƏ�žƳŚºĩźƟ�İºŤƣƹ�

�n �žƳŚĩźƟ�ŢŞƀƳ��nr  İƴƘƿ�İŞƀƳ�Ţĩźů�ƶƴƯřŵ�ƹ�Ƶŵƺŝ�İĭŹżŝ�ŹřŶƤƯ�ZĨƿźŰţ�ƶƴƯřŵ�ƶŝ�Y���
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��

�İƯ�ĨƿŵżƳŵƺƃ�����ƭźū�źĮƿŵ�šŹŚŞƗ�ƶŝm�ƶƿŚě�ĨƿźŰţ�źŧř�Źŵ��ľŚŞƿźƤţİƯ�İƣŚŝ�Ţĩźů�ƱƹŶŝŶƳŚƯ����ƶºƫżƫŻ�İƷŚĮŤſŵ�Ʋǀƴģ
ŹŚĮƳÎİƯ�ƵŶǀƯŚƳ�ŵƺƃ���
����������ŶƃŚŝ�źŤĭŹżŝ�ŹŚǀƀŝ�ĨƿźŰţ�žƳŚĩźƟ�ƶŝ�ŢŞƀƳ�İƘǀŞƏ�žƳŚĩźƟ�ƶĩ�İƯŚĮƴƷ�n ���źƠºƇ�ƶŝ�žƳŚĩźƟ�ŢŞƀƳ��

šŹŚººŞƗ�ƶººŬǀŤƳ�Źŵ�ƹ�ĨººƿŵżƳ2 2 2(1 ) (2 )r r �İººƯ�ĨººƿŵżƳ�Ĩººƿ�ƶººŝ�ŵƺººƃ��ƲƿřźŝŚººƴŝ�2 2
nZ Y ��

šŹŚŞƗ2Y ����Ţſř�ƶƿŚě�śŚŤƃ�ƱŚưƷ�������İŞƀƳ�ƶƴƯřŵ�źĮƿŵ�šŹŚŞƗ�ƶŝZ��ŜƿźƋ�Śŝ�21 n����śŚŤƃ�Śŝ���ƶƿŚě���İºƯ�ŜºſŚƴŤƯ�

ŶƃŚŝ��Ūƴſ�śŚŤƃ�İţŚƈŴƄƯ�Ʋǀƴģ�Śŝ�įŹřżŝř�ƶŝÏİƯ�ƶŤƠĭ�ŵƺƃ���
��

æå�ç�šŚƃŚƘţŹř�įŻŚſřŶū�Ð��
��������ƲǀƃŚƯ�Ǝſƺţ�ƵŶƃ�Ŷǀƫƺţ�İƃŚƘţŹř�įŚƷƹźǀƳ������������������Ĩºƿ�įƹŹ�ŚºƸƳō�źǀŧŐºţ�ƶºĩ�ŶºƴģźƷ��ŶºƳźƿŸěŚƳ�śŚƴŤūř�ŵŹřƺƯ�ŜƬƛř�Źŵ�ŚƷ

��İƯ�İĪǀƯŚƴƿŵ�ƮŤƀǀſ��ůřźƏ�Śŝ�ŶƳřƺţ��ƵŶƴƴĩřŶū�Ĩƿ�İÑ�Ŷſźŝ�ƪƣřŶů�ƶŝ�ŜſŚƴƯ������Żř�ŢºƔƟŚŰƯ�įřźºŝ�ƵŶºƴƴĩřŶū�ƮŤƀǀſ
�������������İºƃŚƘţŹř�įŚºƷƹźǀƳ�ƩŚºƤŤƳř�Żř�įźǀĭƺºƬū�Śƿ�ƶƿŚě�Żř�ƵŶƃ�ƪƤŤƴƯ�ŶƿŶƃ�šŚƃŚƘţŹř�ƪŝŚƤƯ�Źŵ�ƲǀƃŚƯ����Ǝºſƺţ�ƵŶºƃ�Ŷºǀƫƺţ�

ƶŝ�ƝřźƏř�ƎǀŰƯ�ƶŝ�ƲǀƃŚƯİƯ�ŹŚĩŵƹŹ�Ţſř�ƵŶƃ�ƪƤŤƴƯ�įŚƷƹźǀƳ�ƂƷŚĩ�İƬƇř�ƝŶƷ��ŵŹƺƯ�ƹŵ�źƷ�Źŵ����
������ƪĪƃ�æç�ç���İƯ�ƱŚƄƳ������Żř�źŤƄºǀŝ�žƳŚºĩźƟ�ŢŞƀƳ�Źŵ�ƶĩ�ŶƷŵ2�������ƶºƴƯřŵ�Śºŝ�ƶƀºƿŚƤƯ�Źŵ�ƭźºū�İƿŚºŬŝŚū�ƶºƴƯřŵ��

���Ţſř�źŤưĩ�ƶƿŚě�İƿŚŬŝŚū�����ƶŝ�źĮƿŵ�šŹŚŞƗ�ƶŝ������������žƳŚºĩźƟ�Śºŝ�ƶƀºƿŚƤƯ�Źŵ�İºƘǀŞƏ�žƳŚºĩźƟ��ƭźºū�İƿŚŬŝŚū�ƂƷŚĩ�ŹƺƔƴƯ
ŶƃŚŝ�źŤưĩ�ŹŚǀƀŝ�ŶƿŚŝ�ĨƿźŰţ��Ťſř�Śŝ�ƭřżƫř�ƲƿřİƯ�ƵŵŹƹōźŝ�ƭźƳ�źƴƟ�Ĩƿ�Żř�ƵŵŚƠŵŵźĭ���
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1- Seismometer 
2- Accelerometer 
3- Vibration isolation 

4- Isolator 
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1- Transmissibility ratio 

2- Rotating unbalance 
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1- Transient response 
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���ĨƿźŰţ�ƶĩ�İƐƿřźƃ�Źŵ����( )F t���ƁƹŹ��ŶƃŚŝ�Ĩƿŵƺƿźěźǀƛ����������������ƩřźºĮŤƳř�Żř�ƵŵŚƠŤºſř�Śºŝ�ĨºƿźŰţ�ƖŝŚºţ�ƱŚǀŝ�ƶƬưū�Żř�İƿŚƷ
���ƶƿŹƺƟ��ƩřźĮŤƳř�Żř�ƵŵŚƠŤſř�İƄĤǀě�Î��ƲƃƺƫƺƳŚĩ�������ƶŝ�ƹ�ŽǈěǇ�ƪƿŶŞţ�Żř�ƵŵŚƠŤſř����ƁƹŹ�Ʊŵźŝ�ŹŚĩ�����ƲŤƟŚºƿ�įřźŝ�įŵŶƗ�įŚƷ

ŵŹřŵ�ŵƺūƹ�ƮŤƀǀſ�ŲſŚě��ƩřźĮŤƳř�ľŚƟźƇ�ƂŴŝ�Ʋƿř�Źŵ�İƯ�Źřźƣ�İſŹźŝ�ŵŹƺƯ�ƲƃƺƫƺƳŚĩŵźǀĭ���
İƯ������������������ƪĪƃ�ƢŝŚƐƯ�řźǀƯ�įŵřŻō�ƶūŹŵ�Ĩƿ�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�ŲſŚě�ƶĩ�ŵřŵ�ƱŚƄƳ�Ʊřƺţ�æë�ç��ŵ�������ƱŚƄºƳ�İƯƺưƗ�ĨƿźŰţ�źŧř�Ź

ƶŝ�źƿŻ�ƲƃƺƫƺƳŚĩ�ƩřźĮŤƳř�Żř�ƵŶƃ�ƵŵřŵİƯ�ŢſŵŶƿō���
��

�êæ�ç�������������������������������������������������������������( )
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1
( ) ( ) sin ( )n

t
t

d
d

x t F e t d
m
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1- Convolution integral 
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��ƶƐŝřŹ�êæ�ç�������İưƳ�ƪƯŚƃ�řŹ�ƶǀƫƹř�Ǝƿřźƃ�źŧřŵƺƃ����ĨƿźŰţ�ƖŝŚţ�ƭźƟ( )F t��ƶŝ�ľǇƺưƘƯ�ƶƳƺĭ���������ƶºŝ�řŹ�ƩřźºĮŤƳř�ƶºĩ�Ţſř�įř
İƯ�ŮƿźƇ�ŹƺƏźǀƛ�Źŵ��ŵƺưƳ�ƶŞſŚŰƯ�Ʊřƺţ�Ʋƿř�ƩřźĮŤƳř�šŹƺƇŢſř�ŲſŚě�ƲŤƟŚƿ�įřźŝ�İŞſŚƴƯ�ƪů�ƵřŹ�įŵŶƗ�įźǀĭ���

����������İƯƺưƗ�ĨƿźŰţ�ƉźƘƯ�Źŵ�İƳŚſƺƳ�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�ƶƿŚě�ƶĩ�İŤƫŚů�Źŵ����( )y t��İƯ�Źřźƣ����ŵźǀĭ���ŽŚºſřźŝŵŚƘƯ�ƶºƫ��èî�ç���
�ƶƿŚě�ƹ�ƭźū�İŞƀƳ�ŢĩźůƶƫŵŚƘƯ�Śŝmz cz kz my     İƯ�ƱŚǀŝ�ŵƺƃ���ƩřźĮŤƳř�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�êæ�ç��ƮƿŹřŵ���

��

�êç�ç��������������������������������������������������������������( )

0

1
( ) ( ) sin ( )n

t
t

d
d

z t y e t d    
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������������Űţ�ƖŝŚţ�ƱŚǀŝ�įřźŝ�ŜſŚƴƯ�ƹ�ƵŵŚſ�ƁƹŹ�Ĩƿ����������ĨƿźŰţ�ƕƺƳ�Ʋƿř�ƶŝ�İƃŚƘţŹř�ƮŤƀǀſ�ŲſŚě�ƲŤƟŚƿ�ƹ�Ĩƿŵƺƿźěźǀƛ�Ĩƿź��

�ƖŝŚţ�Żř�ƵŵŚƠŤſřŶůřƹ�ƶƬěÎ�ƖŝŚţ�Śƿ�Ţſř�ŶƿŚƀƿƺƷ��ƶŝ�ƖŝŚţ�ƲƿřšŹƺƇ��

�êè�ç�����������������������������������������������������������������������������������������0 ;
( )

1 ;

for t c
u t c

for t c


  


��

���ƵŶƃ�ƞƿźƘţ���������ƵŻŚŝ�Śƿ�ƵŻŚŝ�Źŵ�ŚƸƴţ�ƶĩ�İƘŝřƺţ�ƱŚǀŝ�įřźŝ�ƹ��ŶƴŤƀƷ�ŹřŶƤƯ�įřŹřŵ�İƇŚų�įŚƷ���Ţºſř�ŶºǀƠƯ������ƶºŝ�ƖŝŚºţ�Ʋºƿř�Żř�
�ƵŵŚſ�ŹƺƔƴƯ�������İƯ�ƵŵŚƠŤſř�İƯƺưƗ�ĨƿźŰţ�Ɩŝřƺţ�Ʊŵźĩ�ƱŚǀŝ�źţŵƺƃ����������������ŲºſŚě�ƲŤƟŚºƿ�ƶºŝ�źºŬƴƯ�Ŷºůřƹ�ƶºƬě�ƖŝŚţ�Żř�ƵŵŚƠŤſř

������ƱŚƯŻ�ƩƺƏ�ƪĩ�Źŵ�ƮŤƀǀſ���ĨƿźŰţ�įřŶŤŝř�Żř��İƯŵŵźĭ��ƶŝ�Ư�ƱřƺƴƗ���ƶƬě�ĨƿźŰţ�Ĩƿ�ƩŚŨ���řŹ�įř���ƪĪƃ�ƢŝŚƐƯ�æì�ç���Źŵ
İƳŚƯŻ�ƶƬƇŚƟ�Źŵ�ŚƸƴţ�ƶĩ�ŶƿźǀĮŝ�źƔƳ1tŚţ�2tİƯ�źŧř�Ŷƴĩ��Ɩŝřƺţ�ƶŝ�ĨƿźŰţ�Ʋƿř1( )F t�ƹ2 ( )F t�ƪŝŚƣ�ƶƿżŬţ�Ţſř���
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Ŝǀţźţ�ƲƿŶŝŶƿŚƀƿƺƷ�ƖŝŚţ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ����
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1- Unit step function
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���������������������ƩřźĮŤƳř�Źŵ�Ʊō�ƱŶƃ�źƷŚƓ�ƶŝ�źŬƴƯ�İƯƺưƗ�ĨƿźŰţ�ƪƿŚƀƯ�Źŵ�Ŷůřƹ�ƶƬě�ƖŝŚţ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�êæ�ç�����Śºƿ�êç�ç���İºƯ�

ŵƺƃ��ƩřźĮŤƳř�Ʋǀƴģ��ƖŝŚţ�Ʋƿř�ƞƿźƘţ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝƶŝ�İƿŚƷƶŞſŚŰƯ�ƪŝŚƣ�İĭŵŚſŶƳř���
��

�êé�ç�����������������������������������������
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0 ;

( ) ( , ) ( ) ( , )
( , )

t t
t

c
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t c

u c g t d u t c g t d
g t d
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���ƶƿŚě�ĨƿźŰţ�ƪƿŚƀƯ�Źŵ��������ƢŤƄƯ�šŹƹźƋ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�ƶƿŚě�ŢƗźſ�ƖŝŚţ�Żř�įźǀĭƶŝ����śŚŤºƃ�ƲŤƟŚºƿ�ŹƺºƔƴƯy���ƶºŝ�ŻŚºǀƳ���

ƢŤƄƯ�����ŵŹřŵ�ŵƺūƹ�ŶƿŚƀƿƺƷ�ƖŝŚţ�Żř�įźǀĭ��������ƺŝ�ħřźƿŵ�įŚŤƫŵ�ƖŝŚţ��ŶƿŚƀƿƺƷ�ƖŝŚţ�ƢŤƄƯ�����ŵŚºưƳ�Śŝ�ƹ�Ƶŵ�����İºƯ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄºƳ��

ŵƺƃ��Żř�ŶƴţŹŚŞƗ�ƖŝŚţ�Ʋƿř�İĭĦƿƹ�ƹŵ���

�êê�ç������������������������������������������������������������������������������������������
( ) 0 ;

( ) 1
c

c

t c for t c

t c dt











  

 
��

��Ʊō�Źŵ�ƶĩ�ŹřŶƤƯ�į�ſř������Ĩģƺĩ�İƟŚĩ�ƵŻřŶƳř�ƶŝ�ƶĩ�ŢśŚŴŤƳřİƯ�ŵƺƃ��ƶƐƤƳ�Źŵt c�����īŹżºŝ�ŹŚǀƀºŝ�ƖŝŚºţ�Ʋºƿř�ŹřŶƤƯ�
������Źŵ�Ʊō�ƩřźĮŤƳř�ŚƯř�Ƶŵƺŝ���������Ţſř�Ŷůřƹ�źŝřźŝ�ƶƐƤƳ�Ʋƿř�İĪƿŵżƳ�Źŵ�İĪģƺĩ�ŹŚǀƀŝ�ƵŻŚŝ���������İºĭĦƿƹ�ƹŵ�Ʋºƿř�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�����ƩřźºĮŤƳř�

�źƿŻ�İƯ�źƷŚƓ�İƯƺưƗ�ĨƿźŰţ�ƪƿŚƀƯ�Źŵ�ƶĩŵƺƃ���ŚƸƴţƶƐƤƳ�Źŵt cŢſř�ŹřŶƤƯ�įřŹřŵ����

�êë��ç��������������������������������������������������������������������������������������
0

( ) ( , ) ( , )
t

t c g t d g t c   ��
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ƭƺſ�ƪƈƟ�ƮŤƀǀſ�ƹŵ�įŚƷ�Ŷƴģ�ƹ�įŵřŻō�ƶūŹŵ��
��

ƮŤƀǀſ�������ǀŝ�ƶĩ�İĪǀƯŚƴƿŵ�įŚƷ���ƮŤƀºǀſ��Ţºſř�ƭŻǇ�ŚºƸƳō�Ţĩźů�ƞǀƇƺţ�įřźŝ�ƪƤŤƀƯ�ƶƈŤŴƯ�Ĩƿ�Żř�Ƃ���Ŷºƴģ�įŚºƷ
���İƯ�ƵŶǀƯŚƳ�įŵřŻō�ƶūŹŵŶƳƺƃ���ƮŤƀǀſ�Źŵ����ƶŝ�įŵřŻō�ƶūŹŵ�Ŷƴģ�įŚƷ�����������ƪǀƀºƳřźƠƿŵ�ƶºƫŵŚƘƯ�Ĩºƿ�ƪƤŤƀºƯ�ƶƈŤŴƯ�źƷ�įřŻř

��Ţſř�ƭŻǇ�Ţĩźů�������ƶŤƀŝřƹ�źĮƿŶĪƿ�ƶŝ�ľŚƯƺưƗ�Ţĩźů�šǇŵŚƘƯÎ���������ƯŚƃ�šǇŵŚƘƯ�Żř�Ĩƿ�źƷ�ƶĩ�İƴƘƯ�ƲƿŶŝ��ŶƴŤƀƷ���Ƃǀºŝ�ƪ
ƶƈŤŴƯ�Żř�İĪƿ�ŻřŢſř�ƪƤŤƀƯ�įŚƷ��ƮŤƀǀſ�ƶŝ�źŤƄǀŝ�ƪƈƟ�Ʋƿř�ŹŵİƯ�įŵřŻō�ƶūŹŵ�ƹŵ�įŚƷƮƿŻřŵźě���

�����ƮŤƀǀſ�Źŵ�������ƯŹŚƷ�ƪů�Ĩƿ�ľǇƺưƘƯ�įŵřŻō�ƶūŹŵ�ƹŵ�įŚƷ���įřźŝ�ĨǀƳƺ�źƷ�Ţĩźů���ƭźū�Żř�ĨƿŚƷ����İƯ�ƶŤƟźĭ�źƔƳ�Źŵ��ŵƺºƃ��
�źƷ�Ŝǀţźţ�ƲƿŶŝ�İƯ�ƪƿŶŞţ�įźŞū�ƶƫŵŚƘƯ�Ĩƿ�ƶŝ�Ţĩźů�šǇŵŚƘƯ�Ĩƿŵƺƃ���ƶºŝ�įźŞū�šǇŵŚƘƯ�ƵŚĮŤſŵ�Żř���ƵŶºƯō�Ţºſŵ

����İƯ�ƪƇŚů�įźŞū�ƶƫŵŚƘƯ�Ĩƿ����ƶƈŴƄƯ�ƶƫŵŚƘƯ�ƶŝ�ƶĩ�ŵƺƃÏ���İƀƳŚĩźƟ�ƶƫŵŚƘƯ��������������žƳŚºĩźƟ�ƹŵ�Ʊō�ƪºů�Żř�ƹ�Ƶŵƺºŝ�ƭƺºſƺƯ
�ƶŝ�İƘǀŞƏŵ�İƯ�ŢſŶƴƿō�����ƶŝ�ƮŤƀǀſ�ŵřŻō�ƁŚƘţŹř���������������İºƯ�įƹŹ�İºƘǀŞƏ�žƳŚĩźƟ�ƹŵ�Żř�Ĩƿ�źƷ�Śŝ�ƱŚſƺƳ�Żř�İŞǀĩźţ�šŹƺƇ�

ŶƷŵ�������ŵřŻō�ƁŚƘţŹř�ƭŚĮƴƷ�Źŵ���žƳŚĩźƟ�Żř�İĪƿ�Śŝ����ƶƴƯřŵ�İŞƀƳ�ŢǀƘƋƹ��İƘǀŞƏ�įŚƷ�������ƪĪƃ�ƶĩ�Ţſř�İƇŚų�ƪĪƃ�įřŹřŵ�ŚƷ
�����İƘǀŞƏ�ŵƺƯ�ƪĪƃ�Śƿ�İƬƇř�ŵƺƯÐ��İƯ�ƵŶǀƯŚƳ�ŵƺƃ���������������Ɩºưū�Śŝ�ƩŵŚƘƯ�ŵřŻō�ƁŚƘţŹř��ƮŤƀǀſ�ƶŝ�ƵřƺŴƫŵ�ƶǀƫƹř�Ǝƿřźƃ�ƩŚưƗř�Śŝ�
�����Ţſř�İƘǀŞƏ�ŵƺƯ�ƪĪƃ�ƹŵ�źŧř������ƮŤƀǀſ��ƶŤƃřŵřƹ�ƁŚƘţŹř�Ǝƿřźƃ�Źŵ����ĨƿźŰţ�žƳŚĩźƟ�ƱŚưƷ�Śŝ���İƯ�ƁŚƘţŹř�Ŷƴĩ�����Ʋºƿř�Źŵ

���Ŷƃ�ƢŞƐƴƯ�Śŝ�ŢƫŚů������žƳŚĩźƟ�Żř�İĪƿ�Śŝ�ĨƿźŰţ�žƳŚĩźƟ�Ʊ��������īŹżŝ�ŹŚǀƀŝ�ƶƴƯřŵ�ƹŵ�źƷ�ƹ�ƵŵŚŤƟř�ơŚƠţř�ŶƿŶƄţ��İƘǀŞƏ�įŚƷ
İƯŶƳƺƃ���

�Ţĩźů�šǇŵŚƘƯ�����ĨƿƮŤƀǀſ�Śŝ�nİƯ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄƳ�žƿźţŚƯ�ŜƫŚƣ�Źŵ�ľǇƺưƘƯ�įŵřŻō�ƶūŹŵ�ŵƺƃ���
��
�æ�è���������������������������������������������������������������������������[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( )m x t c x t k x t F t  

  


 ��
��

���ƶƫŵŚƘƯ�Źŵ�æ�è���[ ]m���[ ]c���ƹ�[ ]k��žƿźţŚƯ�Ŝǀţźţ�ƶŝ�İŤŴſ�ƹ�İƿřźǀƯ��ƭźū�įŚƷ���ƶºŞţźƯ�Śºŝ�n n��( )x t
��Ĩºƿ�

��Źřŵźŝ1n �����ƹ�ƮŤƀǀſ�ƪƤŤƀƯ�šŚƈŤŴƯ�ƪƯŚƃ�( )F t


�������Ʊō�ƶºŞţźƯ�ƹ�ĨƿźŰţ�įƹźǀƳ�Źřŵźŝ1n ��Ţºſř����žƿźţŚºƯ��įŚºƷ
ƱŹŚƤŤƯ�ľǇƺưƘƯ�İƿřźǀƯ�ƹ�İŤŴſ��ƭźūŶƳř���

��
æ�è�řźǀƯ�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�ŵřŻō�ƁŚƘţŹř���

�����ƮŤƀǀſ�Ĩƿ��������ƪĪƃ�ƢŝŚƐƯ�řŹ�įŵřŻō�ƶūŹŵ�ƹŵ��æ�è�����ŶºƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŵ�����ƭźºū�Ţºĩźů�įŚºƷ1m�ƹ�2m��ƶºŝ�����Śºŝ�Ŝºǀţźţ
šŚƈŤŴƯ1xƹ�2xįŚƷƹźǀƳ�ƹ�ƵŶƃ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄƳ�1( )F tƹ��2 ( )F tİƯ�ĨƿźŰţ�řŹ�ƭźū�ƹŵ�Ʋƿř�Ŷƴƴĩ���
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��
��

ƶŝ�Ţĩźů�šǇŵŚƘƯ��ƲţƺǀƳ�ƭƹŵ�ƱƺƳŚƣ�Ʊŵźŝ�ŹŚĩ�ƶŝ�ƹ�ƭźū�ƹŵ�źƷ�ŵřŻō�ƭřźĭŚƿŵ�ƶŝ�ƶūƺţ�ŚŝİƯ�ŢſŵŶƴƿō���
                                                 

1- Coupled 
2�- Characteristic equation 
3�- Principal or Natural mode shape  

1 1k x
3 2k x

1 1c x 3 2c x

2 2 1( )k x x

2 2 1( )c x x 

1m 2m

1( )F t 2 ( )F t

1x 2x

1k 2k
3k

1c 2c
3c

1( )F t
2 ( )F t

1x 2x

1m 2m

�ƪĪƃæ�è��įŵřŻō�ƶūŹŵ�ƹŵ�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�Żř�İƫŶƯ 
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��

�ç�è���������������������������������������������1 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 3 2 2 1 2 3 2 2 1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

m x c c x c x k k x k x F t

m x c c x c x k k x k x F t
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��
žƿźţŚƯźū�įŚƷİŤŴſ�ƹ�İƿřźǀƯ��ƭřŹ��Ʋƿř�įřźŝ��šǇŵŚƘƯ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�ƮŤƀǀſ�ç�è��İƯƶŝ�ƱřƺţŵŹƹō�Ţſŵ���

��
1 2 2 1 2 21

2 2 3 2 2 32

1 1

2 2

0
[ ] , [ ] , [ ]

0

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( )

c c c k k km
m c k

c c c k k km

x t F t
x t F t

x t F t
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��
������įřźŝ��ƲŤƟŚƿžƳŚĩźƟ������ƶƏƺŝźƯ�įŚƷŵƺƯ�ƪĪƃ�ƹ�İƘǀŞƏ�įŚƷ���šǇŵŚƘƯ�Źŵ�İƿřźǀƯ�ƹ�ĨƿźŰţ��ç�è�����źºƔƳ�Źŵ�źƠºƇ�ŶƿŚŝ

ŶƳƺƃ�ƶŤƟźĭ��řŻō�ƁŚƘţŹř�šǇŵŚƘƯ�Ŝǀţźţ�ƲƿŶŝƶŝ�řźǀƯźǀƛ�ƹ�ŵİƯ�ŢſŵŶƴƿō���
��

�è�è�����������������������������������������������������������������������������������1 1 1 2 1 2 2

2 2 2 3 2 2 1

( ) 0

( ) 0

m x k k x k x

m x k k x k x
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��
�ƱŚĪƯř�ƉźƟ�Śŝƭźū�ƹŵ�źƷ�Ţĩźů�Ʊŵƺŝ�źƿŸě1mƹ�2m���ƶºƿƹřŻ�ƹ�žƳŚºĩźƟ�Śºŝ���ƱŚƀºĪƿ�ŻŚºƟ�ƹ����ƶºƴƯřŵ�Śºŝ�ŚºƯř���įŚºƷ

šƹŚƠŤƯ1Xƹ�2XİƿŚŬŝŚū��ƶŝ�řŹ�ŚƷİƯ�źƔƳ�Źŵ�źƿŻ�šŹƺƇƮƿźǀĭ���
��
�é�è���������������������������������������������������1 1 2 2( ) sin ( ) , ( ) sin ( )x t X t x t X t      ���
��

�ƎŝřƹŹ�İƴƿżĮƿŚū�Śŝ�é�è���Ţĩźů�šǇŵŚƘƯ�Źŵ�è�è��Ŷƿō�İƯ�Ţſŵ�ƶŝ�įźŞū�šǇŵŚƘƯ�ƵŚĮŤſŵ�Ĩƿ���
��

�ê�è������������������������������������������������������������������������������
2

1 2 1 1 2 2

2
2 1 2 3 2 2

( ) 0

( ) 0

k k m X k X

k X k k m X





    

    

��

��
����įźŞū�šǇŵŚƘƯ�ƵŚĮŤſŵ�ê�è����İŤƫŚů�Źŵ�ŚƸƴţ�����İƸƿŶŝźǀƛ�śřƺū�įřŹřŵ������żºū�ƶºŝ�İŝřƺū1 2 0X X ����Ţºſř���ƶºĩ�

ŶƃŚŝ�źƠƇ�Ʊō�ŜƿřźƋ�ƱŚƴǀƯźţŵ���
��

2
1 2 1 2

2
2 2 3 2

det 0
k k m k

k k k m





   
 

   
��

�ë��è���������������� 4 2 2
1 2 1 2 2 2 3 1 1 2 2 3 2( ) ( ) ( )( ) 0m m k k m k k m k k k k k            ��

��
���įźŞū�ƶƫŵŚƘƯ�ë�è�����ƶƈŴƄƯ�ƶƫŵŚƘƯ��İƀƳŚĩźƟ�ƶƫŵŚƘƯ��������ŚºĩźƟ�Ʊō�ƪºů�Żř�ƹ�ƵŶƃ�ƵŶǀƯŚƳ�ƮŤƀǀſžƳ��İºƘǀŞƏ�įŚºƷ1�

ƹ2�ƶŝ��İƯ�ŢſŵŶƴƿō��ƶŝ������İƸƿŶŝźǀƛ�śřƺū�ƲŤƃřŵ�źĮƿŵ�šŹŚŞƗ���įřŻř�ƶºŝ�ŚƸƴţ1 �ƹ�2 ��ƱŚºĪƯř����Ţºſř�źƿŸºě��
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�����İƘǀŞƏ�žƳŚĩźƟ�ƲƿźŤưĩ�ľǇƺưƘƯ�1������İƯ�ƵŶǀƯŚƳ�żǀƳ�İƬƇř�žƳŚĩźƟŵƺƃ��İƯ����ŵŚƘƯ�ƶĩ�ŵřŵ�ƱŚƄƳ�Ʊřƺţ������Śºŝ�İƀºƳŚĩźƟ�ƶºƫ
žƿźţŚƯ�Żř�ƵŵŚƠŤſřƭźƟ�ƶŝ�İŤŴſ�ƹ�ƭźū�įŚƷ2[ ] [ ] 0k m İƯ�ŶƃŚŝ���

źƿŵŚƤƯ����1X�ƹ�2X������įźŞū�šǇŵŚƘƯ�ƵŚĮŤſŵ�Źŵ��ê�è��ƶŝ�Ɵ�įřŻř��İºƘǀŞƏ�žƳŚĩź1��ƶºŝ��Ŝºǀţźţ(1)
1X�ƹ�(1)

2X����ƶºŝ�ƹ�
��İƘǀŞƏ�žƳŚĩźƟ�įřŻř2�ƶŝ�Ŝǀţźţ(2)

1X�ƹ�(2)
2X�İƯ�ŶƴƃŚŝ�������ºſŵ�Ʋºƿř�Ʊŵƺºŝ�ƲºĮưƷ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ���ŚºƸƴţ��šǇŵŚºƘƯ�ƵŚĮŤ

ŢŞƀƳ��İƴƘƿ�šǇƺƸŬƯ�(1) (1)
1 2 1r X X�ƹ�(2) (2)

2 2 1r X X��Ţſŵ�ƪŝŚƣ����ƶŝ�ƹ�Ƶŵƺŝ�İŝŚƿ�����Ʃƹř�įŚºƷŵƺƯ�ƪĪƃ�Ŝǀţźţ
ƭƹŵ�ƹŶƳŹřŵ�ƭŚƳ���źƿŻ�įŚƷŹřŵźŝ�Śŝ�ŚƷŵƺƯ�ƪĪƃ��ƩřŵƺƯ�įŚƷŹřŵźŝ�İƯ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄƳ�żǀƳ�ŶƳƺƃ���

��
(1) (1) (2) (2)

1 1 1 1(1) (2)

(1) (1) (2) (2)
2 1 1 2 2 1

,
X X X X

X X
X r X X r X

              
          
              

 

��

��
ţ�ŚŝžƳŚĩźƟ�ƱŶƃ�ƲǀǀƘŢſŵ�ƪŝŚƣ�żǀƳ�ŵřŻō�ƁŚƘţŹř�ŲſŚě��İƘǀŞƏ�įŚƷŵƺƯ�ƪĪƃ�ƹ�ŚƷŢſř�İŝŚƿ���

�ì�è�����������������������������������������������������������������
( )

1 ( )

2

( )
sin ( ) 1, 2

( )

i

i
i i i

x t
c X t i

x t
 

 
   

 



��

ƶŝ�ƹ�Ƶŵƺŝ�ŵƺƯ�ƪĪƃ�ƹŵ�źƷ�ƪƯŚƃ�ŵřŻō�ƁŚƘţŹř�ŲſŚěŢſř�İƀƿƺƳŻŚŝ�ƪŝŚƣ�źƿŻ�šŹƺƇ���
��

�í�è����������������������������������
(1) (2)

1 1 1
1 1 1 2 2 2(1) (2)

2 1 1 2 1

( )
sin ( ) sin ( )

( )

x t X X
c t c t

x t r X r X
   

        
        

        

��

Ţŝřƺŧ1cƹ�2cŻŚƟ�įŚƿřƹŻ�ƹ�1ƹ�2ţ�Śŝ�İƯ�ƲǀǀƘţ�źƿŻ�ƶǀƫƹř�Ǝƿřźƃ�ƶŝ�ƶūƺŶƳƺƃ���
��

�î�è�������������������������������������������������������������������1 1 1 1

2 2 2 2

( 0) (0) , ( 0) (0)

( 0) (0) , ( 0) (0)

x t x x t x

x t x x t x
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��
��ƶǀƫƹř�Ǝƿřźƃ�ƩŚưƗř�Śŝ��î�è��ŵřŻō�ƁŚƘţŹř�ŲſŚě�Źŵ��í�è�ƶŝ�źƿŻ�įźŞū�šǇŵŚƘƯ�����Ʊō�ƪºů�Żř�ƹ�ƵŶºƯō�Ţºſŵ���Ţºŝřƺŧ�ŚºƷ

İƯ�ƲǀǀƘţŶƳƺƃ���

�æå�è������������������������������������������������������������

(1) (2)
1 1 1 2 1 2 1

(1) (2)
1 1 1 1 2 2 1 2 1

(1) (2)
1 1 1 1 2 2 1 2 2

(1) (2)
1 1 1 1 1 2 2 2 1 2 2

sin sin (0)

cos cos (0)

sin sin (0)

cos cos (0)

c X c X x

c X c X x

c r X c r X x

c r X c r X x
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��
ç�è�İĪǀƳŚĪƯ�žƳřŶĜƯř�ƁƹŹ�ƶŝ�įŹŚŞūř�ƁŚƘţŹř�ƪǀƬŰţ���

���������İºƯ�ƲǀºǀƘţ�İĪǀƳŚºĪƯ�žƳřŶĜƯř�ƁƹŹ�ƶŝ�ľǇƺưƘƯ�İūŹŚų�ĨƿźŰţ�źŧř�Źŵ�řźǀƯ�įŵřŻō�ƶūŹŵ�Ŷƴģ�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�ŲſŚě�����

ŵƺƃ��������įŵřŻō�ƶūŹŵ�ƹŵ�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�Ţĩźů�ƶƫŵŚƘƯ��ƁƹŹ�Ʋƿř�Śŝ�İƿŚƴƃō�įřźŝ��ŚƷ�įƹźºǀƳ�ŢºŰţ����ƶºŝ�řŹ�İūŹŚºų�ĨºǀƳƺƯŹ
ŶƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŵ�źƿŻ�šŹƺƇ���

��

�ææ�è������������������101 1 111 12 11 12 11 12

21 22 21 22 21 222 2 2 20

sin

sin

F tx x xm m c c k k

m m c c k kx x x F t
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ƶŝ�įřźŝ��ŲſŚě�ƱŵŹƹō�Ţſŵƶŝ�ŹřŶƿŚě�ŢƫŚů�ŲſŚě�ƹ�ĨƿźŰţ�įƹźǀƳİƯ�ƉźƟ�źƿŻ�ƎƬŤŴƯ�šŹƺƇŵƺƃ���
��
�æç�è������������������������������������������������������0( ) , ( ) 1, 2i t i t

j j j jF t F e x t X e j   ��
��

��Ʊō�Źŵ�ƶĩ���ĨƿźŰţ�žƳŚĩźƟ�0jF���ƹ�ĨƿźŰţ�ƶƴƯřŵ�jX���������Ţºſř�ŹřŶºƿŚě�ŢºƫŚů�ŲºſŚě�ƶƴƯřŵ����ƶºƴƯřŵ�įŚºƷ1X�ƹ�2X�
�ƎƬŤŴƯ�įźƿŵŚƤƯ��ƶŝ�ƶŤƀŝřƹ����İºƯ�ƮŤƀǀſ�įŚƷźŤƯřŹŚě�ƹ�ŶƴºƃŚŝ�����ƎºŝřƹŹ�İƴƿżĮƿŚºū�Śºŝ��æç�è����šǇŵŚºƘƯ�Źŵ�ææ�è��

ƶŝ�źƿŻ�įźŞū�šǇŵŚƘƯ�ƵŚĮŤſŵİƯ�ŢſŵŶƿō���
��

�æè�è���������������������������
2 2

10111 11 11 12 12 12
2 2

2 2012 12 12 22 22 22

( ) ( )

( ) ( )

Fxm i c k m i c k

x Fm i c k m i c k

   

   

          
    

          
��

��
İĪǀƳŚĪƯ�žƳřŶĜƯř�ƩŚů( )rsZ iţ�źƿŻ�ƪĪƃ�ƶŝ�řŹ�İƯ�ƞƿźƘƮǀƿŚưƳ���

��
�æé�è���������������������������������������������������������2( ) , 1, 2rs rs rs rsZ i m i c k r s      ��
��

�šǇŵŚƘƯ�ƲƿřźŝŚƴŝ�æè�è��ƶŝŢſř�İƀƿƺƳŻŚŝ�ƪŝŚƣ�źƿŻ�šŹƺƇ���
��
�æê�è����������������������������������������������������������������������������������������������������������  0( )Z i X F 

 

��
��

Ʊō�Źŵ�ƶĩ[ ( )]Z i�žƳřŶĜƯř�žƿźţŚƯ�X


ƹ�İƿŚŬŝŚū�ƶƴƯřŵ�ƎƬŤŴƯ�Źřŵźŝ�0F


Ţſř�ĨƿźŰţ�ƶƴƯřŵ�Źřŵźŝ����

  10111 12
0

12 22 2 20

( ) ( )
( ) , ,

( ) ( )

FXZ i Z i
Z i X F

Z i Z i X F

 


 

   
      
     

 

��

�ƎƬŤŴƯ�ƶƴƯřŵ�Ŝǀţźţ�ƲƿŶŝŚŝ�Ţſř�źŝřźŝ�İƿŚŬŝŚū���
��
�æë��è������������������������������������������������������������������������������������������������������� 

1

0( )X Z i F



 

��
��

���ƶƐŝřŹ�Źŵźǀųř��1[ ( )]Z i ����Ţſř�žƳřŶĜƯř�žƿźţŚƯ�ŽƺĪƘƯ�����������ƎƬŤºŴƯ�įŚºƷ�ƶºƴƯřŵ�ƢºƬƐƯ�ŹŶƣ1X�ƹ�2X���źƿŵŚºƤƯ�
İƯ�ƱŚƄƳ�řŹ�ƶƴƯřŵ�İƤǀƤůŶƴƷŵ�ŻŚƟ�ƝǈŤųř�Ţſř�ƶƏƺŝźƯ�ƎƬŤŴƯ�ƶƴƯřŵ�ƱŚƯƺĭŹō�ƶƿƹřŻ�żǀƳ����

��
è�è�ĦƳřźĭǇ�ƶƫŵŚƘƯ���

�����Ţĩźů�šǇŵŚƘƯ������ƮŤƀǀſ�ŜƫŚƣ�Źŵ�İƃŚƘţŹř�ƮŤƀǀſ�Ĩƿ���ƠƬŤŴƯ�šŚƈŤŴƯ�įŚƷ�İƯ�İ�ŵƺºƃ�ƱŚǀŝ�ŶƳřƺţ�����ƞǀºƇƺţ�įřźºŝ
����Śŝ�İưŤƀǀſ�Ţĩźůn������Żř�ƵŵŚƠŤſř��įŵřŻō�ƶūŹŵ�n����Ţſř�įŹƹźƋ�ƪƤŤƀƯ�ƶƈŤŴƯ��������Ʋƿř�Żř�ƶŤſŵ�źƷn���ƪƤŤƀºƯ�ƶƈºŤŴƯ�

��ƶŤƟŚƿ�ƮǀưƘţ�šŚƈŤŴƯÎ�����Śŝ�ľǇƺưƘƯ�ƹ�ƵŶƃ�ƵŶǀƯŚƳ�1q���2q���ƹ�����nq���İƯ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄƳ�ƺƃƳŶ��������ƲºĪưƯ�ƶºŤƟŚƿ�ƮǀưƘţ�šŚƈŤŴƯ
������ƶŝ�ƶƔŰƫ�źƷ�Źŵ�řŹ�ƮŤƀǀſ�ŢǀƘƋƹ�ƶĩ�ŶƃŚŝ�İŤǀưĩ�źƷ�Śƿ�ƶƿƹřŻ��ƩƺƏ�Ţſřƶŝ�źƈŰƴƯ�šŹƺƇ��İºƯ�ƞǀºƇƺţ�įŵźƟ�Ŷºƴĩ��

Ţſř�ƮŤƀǀſ�įƹŹ�įŶǀƣ�Ǝƿřźƃ�Żř�ƪƤŤƀƯ�šŚƈŤŴƯ�Ʋƿř���

                                                 
1- Generalized coordinates 



ƪƿŚƀƯ�ƹ�įŹƺŘţİĪǀƳŚĪƯ�šŚƃŚƘţŹř� ÏÖ

��ƮŤƀǀſ�Ţĩźů�šǇŵŚƘƯ�������İƯ�řŹ�İƃŚƘţŹř�įŚƷ�ƿ�ƮǀưƘţ�šŚƈŤŴƯ�Ŝƀůźŝ�ƱřƺţƶŤƟŚ����ĦºƳřźĭǇ�šǇŵŚºƘƯ�Żř�ƵŵŚƠŤºſř�Śŝ�ƹ�
ŵƺưƳ�ũřźŴŤſř��ƮŤƀǀſ�Ĩƿ�įřźŝ�ĦƳřźĭǇ�šǇŵŚƘƯn ƶŝ�įŵřŻō�ƶūŹŵ�İƯ�ƱŚǀŝ�źƿŻ�šŹƺƇŵƺƃ���

�æì�è�������������������������������������������������( )( ) , 1, 2,...,n
j

j j j

d KE KE PE
Q j n

dt q q q

  
   

  

��

��
��ƶƫŵŚƘƯ�Ʋƿř�Źŵ�j jq q t  �����ƿ�ƮǀºưƘţ�ŢƗźºſ�����ƶºŤƟŚKE���ƹ�PE��ƶºŝ����������ƹ�ƪǀƀºƳŚŤě�ƹ�İƄºŞƴū�įĥźºƳř�Ŝºǀţźţ( )n

jQ�
�����������ƶºŤƟŚƿ�ƮǀºưƘţ�šŚƈºŤŴƯ�ƶŝ�ƍƺŝźƯ�ƶŤƟŚƿ�ƮǀưƘţ�ŹŚŤƀƿŚěźǀƛ�įŚƷƹźǀƳjq��Ţºſř�������������įŚºƷƹźǀƳ�Ţºſř�ƲºĪưƯ�ŚºƷƹźǀƳ�Ʋºƿř�

�������������ŚŤě�ƖŝŚºţ�Ĩƿ�Żř�ũřźŴŤſř�ƪŝŚƣ�ƶĩ�ŶƃŚŝ�İūŹŚų�įƹźǀƳ�źƷ�Śƿ�ƵŶƴƴĩřźǀƯ���ŢƀºǀƳ�ƪǀƀºƳ����������İºƃŚƘţŹř�ƮŤƀºǀſ�Ĩºƿ�įřźºŝ��
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1- Dissipated energy 

2�- Transposed 
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1- Rayleigh's quotient 
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