
 
 
 

 مقدمه

مسئله 
( )

0 0 t 1
y y

1 t 1
y 0 1

 < <′+ =  > 
 =

 . را در نظر بگيريد

0الف ـ براي   t 1< y داريم > y 0′+ ty كه داراي جواب عمومي = Ae ) اسـت و از شـرط   =− )y 0 آيـد    بـه دسـت مـي   =1

A 0 يعني در بازه =1 t 1< ty جواب > e  .است =−
tب ـ براي   y داريم <1 y 1′+ ty كه داري جواب عمومي = Ae 1−= ) است و از شرط + ) 1y 1 e ه از جواب قسمت ك (=−

Aشود  ، نتيجه مي) لازم استt = 1 در yآيد و براي پيوستگي  قبل به دست مي 1 e= t يعني جـواب در بـازه   −  بـه  <1
)صورت  ) ty 1 e e 1−= −  .است +

 :توان جواب كلي را به صورت زير نوشت اينك مي

 
( )

t

t

e 0 t 1
y

1 e e 1 t 1

−

−

 < <= 
− + >

 

تري تشكيل شده بود، به دست آوردن جواب هر محدوده و  هاي بيشتر و پيچيده طبيعي است اگر طرف ثاني معادله اصلي از ضابطه
 .شد ها در نقاط مرزي بسيار دشوار مي كردن اين جواب سپس مچ

يروهايي شامل توابع متناوب پيچيده ـ نه صرفاً از شويم كه تحت تأثير ن رو مي هايي روبه طور مرتب با سيستم در مسايل كاربردي، به
 .اي، قرار دارند هاي ضربه جنس توابع متناوب ساده مثل سينوس ـ و يا توابع با ناپيوستگي و يا وضعيت

كه  هاي گفته شده در فصول قبل معمولاً با اشكلاتي همراه است، درحالي در چنين مواردي يافتن پاسخ سيستم از طريق روش
 .تواند بسيار كارآمد باشد ه از تبديل لاپلاس به عنوان يكي از تبديلات انتگرالي مياستفاد

 فصل
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٣١٤ 
 

گيري، تبديلاتي هستند كه به تابع معلوم  گيري يا انتگرال طور كلي در رياضيات مدام با تبديلات سروكار داريم مثلاً عمل مشتق به

( )f x توابع ( )f x′ يا ( )f x dx∫كنند، همچنين تبديلات انتگرالي، تبديلاتي هستند كه از توابع مفروض، توابع   را نظير مي

 .اند سازند كه به متغيري غير از متغير اوليه وابسته جديد مي
 :شود ايده كلي تبديلات انتگرالي به صورت زير تعريف مي

 ( )( ) ( ) ( ) ( )
b

a
T f x F s k x ,s f x dx= = ∫ 

)كه در آن  )k x ,sنامند  را هسته تبديل مي. 

مزيت اساسي استفاده از تبديل لاپلاس آن است كه در حل يك معادله خطي غيرهمگن كه با شرايط اوليه خاص مطرح شده، 
 :هاي قبلي يعني مراحل مربوط به روش

 .هاي جواب ـ حل معادله همگن نظير و يافتن پايه۱
 .دله غيرهمگن و يافتن جواب خصوصيـ حل معا۲
 .ها ـ بيان جواب عمومي و اعمال شرايط اوليه براي يافتن ثابت۳

شود، بلكه با بردن مسئله در فضاي ديگر، تبديل لاپلاس جواب مسئله اصلي به دست آمده و درنهايت با محاسبه معكوس  طي نمي
 .فرآيند در قدم آخر يعني يافتن جواب از روي لاپلاس آن خواهد بودآيد، البته مشكل اصلي اين  آن، جواب مورد نظر به دست مي

ترين كاربرد تبديل لاپلاس حل معادلات ديفرانسيل معمولي و مشتقات جزئي است، اما از آن در حل معادلات  اگرچه اساسي
 . استفاده خواهيم كردانتگرالي كه با مفهوم پيچش دو تابع مرتبط هستند و همچنين محاسبه برخي انتگرال هاي خاص نيز

در اين فصل پس از تعريف تبديل لاپلاس و شرايط وجودي آن، تبديل لاپلاس چند تابع اصلي معرفي و سپس قضاياي تبديل 
 .لاپلاس مطرح خواهد شد

 :به طور طبيعي مسايل اين فصل در سه طبقه زير قرار خواهند گرفت
 .ـ محاسبه لاپلاس توابع۱
 .توابعـ محاسبه لاپلاس معكوس ۲
 .ـ حل معادلات ديفرانسيلي و انتگرالي۳

بار در قالب جملاتي به زبان عاميانه كه  هاي مستقيم و معكوس ـ اين بيان مجدد قضاياي تبديل لاپلاس در فرمبا در انتهاي فصل 
 .شود  ميارائه  در استفاده از اين قضاياهاييبندي و پيشنهاد ـ جمعشاياني بكند ها در ذهن كمك  تواند به تثبيت آن مي
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 تبديل لاپلاس

در اين فصل راجع به  .باشد با شرايط اوليه معلوم می مناسب برای حل معادلات ديفرانسيل خطی های  روشتبديل لاپلاس يکی از
 .های اين تبديل بحث خواهيم نمود ويژگی

) تبديل لاپلاس تابع )f t كه براي t ) گردد را با نماد  تعريف مي<0 )( )L f tيا  ( )F s دهيم و داريم نمايش مي: 

sبا شرط (  0>(( ) ( )st

0
F s e f t dt

∞
−= ∫ 

) تابع )F s را تبديل لاپلاس تابع ( )f t و تابع ( )f tرا  تبديل معكوس  ( )F sناميم و داريم  مي: 

 ( )( ) ( )1L F s f t− 

 : دو عدد ثابت باشند، داريمb و aتبديل لاپلاس و معكوس تبديل لاپلاس اپراتورهاي خطي هستند، يعني هر گاه 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )L af t bg t aL f t bL g t+ = + 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1L aF s bG s aL F s bL G s− − −+ = + 

توجه به اين نكته بسيار اهميت دارد كه حفظ كردن روابط . كنيد  ميملاحظهتبديل لاپلاس بعضي از توابع مهم را در زير 
)اي كه با داشتن  زير به گونه )F s ًدر هر حالت بتوان سريعا ( )f tمود و برعكس، لازم و ضروري است را مشخص ن. 

نظر   در هر قسمت، شرط همگرا شدن انتگرال مربوط به تعريف تبديل لاپلاس تابع موردsدقت كنيد شرط نوشته شده براي 
هاي مذكور   اگرچه ما در مسايل بدون بيان اين شرايط، از فرمول.است و به تعبيري شرط وجود تبديل لاپلاس خواهد بود

 .نيمك استفاده مي
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 f ( t )ابع ت F ( s )تبديل لاپلاس  شرط

s 0> a
s

 a 

s a> 
1

s a−
 ate 

s a> 2 2
s

s a+
 cos at 

s a> 2 2
a

s a+
 sin at 

s a> 2 2
s

s a−
 cosh at 

s a> 2 2
a

s a−
 sinh at 

s n و <0 N∈ n 1
n!

s +
 nt 

s aو  <0 1> − ( )
a 1
a 1

s +

Γ + at 

s 0> 2 2

1

s a+
 ( )0J at 

s 0> 

n
2 2

n 2 2

s a s

a s a

 + − 
 

+
 ( )nJ at 

s 0> 
a se

s

−
 ( )u t a− 

s 0> ase − ( )t aδ − 

] را در بازه f تابع :تعريف ]a ,bگاه گوئيم، هر اي پيوسته مي  تكهf در كل اين فاصله بجز احتمالاً تعداد متناهي نقطه، پيوسته 
 .باشدبوده و در هر نقطه ناپيوستگي داراي حدود چپ و راست 
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] در بازه تابع ]a ,bباشد اي پيوسته مي  تكه. 
]تابع در بازه  ]a ,b باشد اي پيوسته نمي تكه 

 ) حد چپ موجود نيستcزيرا در نقطه (

] را بر fتابع  0tهر  براي fناميم هرگاه  اي پيوسته مي  قطعه∞+,0( ,00 در بازه <0 t  اي پيوسته باشد  قطعه. 
) مثلاً ) [ ]f t t= بر [ 0tاي پيوسته است زيرا براي هر   قطعه∞+,0( ,00 در بازه  تابع مذكور<0 t   تعداد متناهي نقطه 

 .موجود استو البته در اين نقاط حد چپ و راست ) نقاط با طول صحيح(ناپيوستگي دارد 

)ولي  )f t tan t= بر [ tاي پيوسته نيست زيرا تابع در   قطعه∞+,0(
2
π

قطه حد چپ و راست  ناپيوسته است و در اين ن=
 .ندارد) متناهي(
) تابع :عريفت )f x ب را از مرت( )g xگوئيم هر گاه اعداد مثبت   ميM 0 وxاي موجود باشند كه: 

 ( ) ( )0x x f x Mg x∀ ≥ ≤ 
) در اين بحث اگر( ) axg x e=گوئيم   باشد، مي( )f x از مرتبه نمايي است( 

)شود اگر  ثابت مي )
( )x

f x
lim

g x→∞
)باشد دو تابع ) متناهي ( موجود ) ( )f x ,g x اند هم مرتبه. 

]را بر  fابع ت aناميم هرگاه   از مرتبه نمايي مي∞+,0( )كه باشند  موجود هايي<0 )
att

f t
lim 0

e→+∞
= 

) مثلاً ) ( )2 3tf t t 1 e= a از مرتبه نمايي است زيرا براي هر +  : داريم<3

 
( )2 3t

att

t 1 e
lim 0

e→ +∞

+
= 

)ولي  )
2tf t e=تبه نمايي نيست زيرا براي هر عدد  از مرaاي داريم: 

 
2t

att

elim
e→ +∞

= ∞ 

]  در هر بازه متناهيf اگر :قضيه ]0,b براي b )اي پيوسته بوده و   تكه<0 )f t هنگامي كه [ )t 0,∈  از مرتبه نمايي باشد ∞
)گاه تبديل لاپلاس تابع  آن )f tموجود است . 

 :شود ثابت مي
 ( )

s
lim F s 0
→ + ∞

= 

)باشند مثلاً ممكن است  لازم براي وجود تبديل لاپلاس نمي شرايط مذكور شرايط :نكته )f tدر مجاورت نقطه  t  كراندار =0
N نباشد ولي اعداد مثبت , M , m طوري كه موجود باشند به: 

 ( ) m
mf t , 0 t N
t

< < < 
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)عبارت ديگر به )f tدر بازه ( )0 , Nحاصل ازحد دليل وجود  اي پيوسته نيست، ولي به  تكه( )
N

s t
N 0
lim e f t dt−

→∞ ∫  

)تبديل لاپلاس )f tموجود است . 

) مثلاً ) 1f t
t

t با وجودي كه در = 0  .داراي تبديل لاپلاس است حد كراندار ندارد ولي =+

) تابع مثلاً ) 1 cos tf t
t

+
t در = sجا كه رفتار تابع  نهايت است و از آن ناپيوسته و داراي حد بي  =0 t 1 cos te

t
−  در +

2همسايگي صفر مشابه رفتار تابع 
t

دانيم   بوده و مي
0

2 dt
t

∞

st واگرا است لذا ∫

0

1 cos te dt
t

∞
− باشد و   نيز واگرا مي∫+

1تابع  cos t
t

 . تبديل لاپلاس ندارد+

توابع كسري كه صورت و (ا در بسياري از موارد استفاده از ايدة تجزيه كسرها براي محاسبه لاپلاس معكوس توابع گوي :۱توجه 
 .باشد مناسب مي) باشند  ميsهايي از  اي ها چند جمله مخرج آن

)هر گاهمثلاً براي يادآوري  ) ( )

( )( )( )24 2 2 2 2

A s
T s

s s 1 s s
=

+ + α + β
ضرب عوامل درجه اول و   صورت حاصل مخرج به. ( باشد

 :نويسيم مي) باشد يه ميدرجه دوم غيرقابل تجز

 ( )
( )2 3 4 2 2 2 2 22 2

A B C D E Fs G Hs I J s KT s
s 1 s s s s s s s

+ + +
= + + + + + + +

+ + α + β + β
 

A هاي در آن ثابتكه  , B, , J , Kكه تعدادشان دقيقاً برابر درجه مخرج ( )T sگيري   بايد پس از مخرج مشترك،باشد  مي
)مجموع سمت راست و متحد قرار دادن صورت  حاصل كار با صورت  )T s ت آينددس به. 

 :توان ديد  به سادگي مي:تذكر

 
( )( ) ( )1 1 at bt1 1 1 1 1L L e e
s a s b a b s a s b a b

− −    = − = −     − − − − − −   
 

 
( )( )

1 1
2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1L L sin at sin bt
a bb a s a s b b as a s b

− −
 

      = − = −         − + + − + +   
 

 

 .دقت كنيد در هر دو مورد گفته شده تفاضل دو عامل ضرب شده در مخرج كسر عدد ثابت است

) اگر :نكته ) ( )
( )

( )
( )( ) ( )1 2 n

P s P s
F s

Q s s s s
= =

−α − α − α
1 بوده و  2 n, ,...,α α αكدام هيچيز و  همگي متما P(s)  را 

 :توان نشان داد  باشد ميnاي با درجه كمتر از   چند جمله P(s)صفر نكنند و مضافاً 

 ( )( ) ( )
( )
( )

k

n k t1

kk 1

P
L F s f t e

Q
α−

=

α
= =

′ α
∑ 
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 :سايد اگر داشته باشيمي مطابق روش هو:نكته

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 n

2 n

A A A
F s

s s s
= + + +

−α −α −α
 

 :توان نشان داد مي

 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

n
n

s

n
n 1

s

n 1n
1

s

1A lim s F s
0 !

1A lim s F s
1!

1A lim s F s
n 1 !

→α

−
→α

−

→α

= −α

′
= − α

= −α
−


 

)ا توجه به تعريف تبديل لاپلاس يعني ب :۲توجه  ) ( )st

0
F s e f t dt

∞
−= هايي در فرم  توان انتگرال  مي∫

0

∞

 را محاسبه كرد ∫

 )گيري و محاسبه تابع اوليه و اعمال حدود انتگرال باشد بدون آنكه نياز به عمل انتگرال(
 :به عنوان مثال

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }( )at
s a0

e p t q t dt L p t q t
∞

−
=

=∫ 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )tt ln a t ln a

0 0 0
a f t dt e f t dt e f t dt L f t

s ln a
−

∞ ∞ ∞
− −= = =

=∫ ∫ ∫ 

) براي محاسبه مثلاً ) at 2

0
I e cos t dt

∞
−ω = ω∫داريم : 

 
( ) ( )( )

( )

( )

2
2 2 22s a s a s a

2 2

2 2

1 cos 2 t 1 1 s 1 1 aI L cos t L
2 2 s 2 a a 4s 2

a 2

a a 4

= = =

    + ω   ω = ω = = + = +        + ω   + ω 

+ ω
=

+ ω

 

)يا براي محاسبه  ) 2 2
0

cos tI t d
a

∞
ω

= ω
ω  :نويسيم  مي∫+

 

( )( )

( )

st st
2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0

L cos t

1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

0 0

2 2 2 2

cos t 1 1 sL I t e d dt e cos t dt d d
a a a s

s 1 1 s 1 1d tan tan
a a s ss a a s s a

s 1 1 s s a
2 a s 2 ass a s a

∞ ∞ ∞ ∞ ∞
− −

ω

∞∞
− −

ω
= ω = ω ω= ⋅ ω

ω + ω + ω + + ω

  ω ω = − ω = −   
 − ω + ω + − 

 π π − = − = ⋅ ⋅  
 − − 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫



1
2a s a
π

= ⋅
+
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 :لذا خواهيم داشتو 

 ( ) 1 at1I t L e
2a s a 2a

− −π π = ⋅ = + 
 

)بع تا :۳توجه  )N t0گويند هر گاه به ازاء هر  را تابع تهي ميt مثبت داشته باشيم ( )
0t

0
N t dt  مطابق قضيه لرك ∫=0

 :داريم
 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2: L f t L f t f t f t N t= → −  اگر=

خاطر داشته باشيد اگر تابع تهي را  به. منحصر به فرد است) جز در يك اختلاف تابع تهي دلخواه به(يعني تبديل لاپلاس معكوس 
)هاي  كنار بگذاريم، اصولاً معكوس )F s به تعبيري دو تابع زير . توانند در نقاط ناپيوستگي ، معادل همديگر نباشند حداكثر مي

 .داراي يك تبديل لاپلاس خواهند بود

 ( )
( )

( )
( )

f t 0 t a f t 0 t a
,

g t t a g t t a

 ≤ < ≤ ≤ 
 

≥ >  
 

 معرفي سه تابع خاص

 تابع پله واحد) الف
 :شود صورت زير تعريف مي تابع پله واحد به

 ( ) ( )c
0 t c

u t u t c
1 t c

<
= − =  >

 

bجا كه وقتي   از آن:١توجه a 0>  :باشد، داريم مي <

 ( ) ( )a b
1 a t b

u t u t
0 t b , t a

< <
− =  > <

 

)لذا  ) ( ) ( )( )a bf t u t u t−تابعي است كه براي  t b> و t a<مقدار صفر داشته و براي  a t b< ) دقيقاً همان رفتار > )t t 
)در بازه  )a ,bمثلاً تابع. حد بيان كردع پله واتوان بر حسب تاب اي را مي لذا توابع چند ضابطه. دهد  را نشان مي: 

 
( )
( )
( )

0 t 0
p t 0 t a

q t a t b

r t t b

<
 < <
 < <
 >

 

 :به صورت زير قابل بيان است
 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )0 a a b bp t u t u t  + q t u t u t + r t u t− − 

)  با ضرب:۲توجه  )f t c−در  ( )u t c−شود كه انتقال يافته   تابعي حاصل مي( )f tزه  را به انداc در ( واحد به سمت جلو
tدهد و البته مقدار آن در  نشان مي) هاtامتداد محور  c<صفر خواهد بود . 
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٣٢١ 

) با ضرب :۳توجه  )f t در ( )u t c−شود كه در   تابعي حاصل ميt c> همان ( )f t است و البته مقدار آن در t  صفر >0
 .خواهد بود

 :دقت كنيد
)براي ترسيم نمودار  )f t c− كافي است نمودار ( )f tرا به اندازه  را ترسيم و سپس آن cواحد به سمت راست منتقل كنيم . 
)براي ترسيم نمودار  ) ( )cu t f t c− كافي است نمودار ( )f t c− را ترسيم كنيم و قسمت t c< اين نمودار را روي محور افقي 

 .تصوير كنيم
)رسيم نمودار براي ت ) ( )cu t f t  كافي است نمودار( )f t را ترسيم كنيم و قسمت t c< اين نمودار را روي محور افقي تصوير 
 .كنيم

 تابع دلتاي ديراك) ب
 :فرض كنيد داشته باشيم

b t b a< < + 

 بقيه جاها
( )a

1
h t a

0


= 


 

)در حقيقت  ) ( ) ( ){ }a b b a
1h t u t u t
a +=  خيلي aاگر فاصله زماني .  بوده و سطح زير نمودار اين تابع يك واحد است−

 در .يك واحد باقي بماند) سطح زير نمودار (aضرب مقدار تابع در زمان  كوچك شود بايد اندازه تابع بسيار بزرگ گردد تا حاصل
 :قابل بيان استصورت زير  به كه ،شود  به تابع ضربه واحد يا تابع دلتاي ديراك تبديل ميh a ( t )تي چنين وضعي

 ( ) ( ) ( )a a
a 0

t b
t t a lim h t

0 t b→

∞ =
δ = δ − = =  ≠

 

 :توان نشان داد مي :نكته

tشامل اي كه  در هر فاصلهگيري  انتگرال(  a=باشد (.( ) ( ) ( )af t t dt f aδ =∫ 

 :و البته

t كه شامل اي در هر فاصلهگيري  انتگرال(  a= نباشد(.( ) ( )af t t dt 0δ =∫ 

 .گوئيم خاصيت غربالي تابع دلتاي ديراك ميفوق به روابط 

 چند خاصيت ديگر تابع دلتاي ديراك

) ـ ۱ ) ( )t t→ δ − = δ ) با شرطa 0≠(( ) ( )1at t
|a |

δ = δ 

)با شرط ( ـ ۲ )0t 0′ϕ ≠(( )( )
( ) ( )0

0

1t t t
t

δ ϕ = δ −
′ϕ

 

)با اين شرط كه ( ـ ۳ )t aδ ))كنيم  را از طرفين رابطه حذف نمي− ) ( ) ( ) ( )f t t a f a t aδ − = δ − 

) ـ ۴ ) ( )u x x′ = δو( ) ( )
x

t dt u x
−∞

δ =∫ 
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٣٢٢ 
 

a توان نشان داد، با شرط  با توجه به فرمول تعريف تبديل لاپلاس و خاصيت غربالي تابع دلتاي ديراك مي:نكته  :داريم <0

 ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )st st sa
a a t a0

L t f t e t f t dt e f t e f a
∞

− − −
=

δ = δ = =∫ 

 :گوئيم مطابق تعريف مي :نكته
 ( ) ( )c cu x x′ = δ 

 ( )( ) as
aL t s e −′δ = 

 ( )( ) 2 as
aL t s e −′′δ = 

 تابع گاما) ج
 :شود صورت زير تعريف مي تابع گاما تعميم تعريف فاكتوريل براي اعداد غيرطبيعي بوده و به

 ( ) t a 1

0
a e t d t

∞
− −Γ = ∫ 

aاين تابع براي شود  ثابت مي  : همگرا بوده و داريم≤0
 ( ) ( )a 1 a aΓ + = Γ  

)آيد  ميدست  به يك عدد طبيعي باشد aلذا وقتي  )a 1 a!Γ + = 
 :توان نشان داد مي

 ( ) 11 1 ,
2

 Γ = Γ = π 
 

 

)توان نشان داد   مي:نكته ) ( )1 ln s
L ln t

s
′Γ −

) كه در آن = )1′Γ = γ0.577باشد و   ميγ  شود ناميده مي ثابت اويلر. 

)تبديل لاپلاس تابع     ۱ مثال ) ( )f t t 1 cos t= δ  )۸۵عمران (  كدام است؟−

۱ (2
s

s 1+
 ۲ (( ) scos1 e − ۳ (2

s1
s 1

+
+

 ۴ (( ) scos1 e 

 .  درست است۲گزينه   : حل
)با توجه به فرمول  ) ( )( ) ( )csL t c f t e f c−δ −  : داريم=

 ( )( ) sL t 1 cos t e cos1−δ − = 

)اگر     ۲ مثال ) s 1F s s ln
s 1

 −
= + α + 

 ،αكدام است؟  

۱ (1 ۲ (2− ۲ (2 ۴ (1− 

 .ت است درس۳گزينه   : حل
sلاپلاس هر تابع واقعي براي  →  :گرايد پس بايد داشته باشيم  به صفر مي∞

 ( ) ss

x s s

s 1 2s 1 s 1lim s ln 0 lim ln 0 lim ln 0
s 1 s 1 s 1→∞ →∞ →∞

 + −   − −
+ α = → + α = → + α = →      + + +     
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s

2
s

2lim ln 1 0 ln e 0 2 0 2
s 1

−

→∞

 −
+ + α = → + α = → − + α = → α = + 

 

)اگر     ۳ مثال )
3 t1 ef t e

) و=−− )F sلاپلاس اين تابع باشد حاصل ( )F   كدام است؟3

۱( e 1
3
−

− ۲( ( )e 1− − ۳( e 1
3
− ۴( ( )e 1− 

 . درست است۳گزينه   : حل
 :با استفاده از تعريف تبديل لاپلاس داريم

 ( ) ( )
3t 3 tst 1 e 3t 1 e

0 0
F s e e dt F 3 e e dt

− −
∞ ∞

− − − −= → =∫ ∫ 

3teبا تغيير متغير u−  : داريم=

 3t t 0 u 1
3e dt du ,

t u 0
− = → =

− =  = + ∞ → =
 

 ( ) ( )
0 0

1 u 1 u

11

du 1 1F 3 e e e 1
3 3 3

− −= = = −
−∫ 

)اگر     ۴ مثال )
( )( )2

1F s
s 2 s 1

=
− +

).  باشدf تبديل لاپلاس تابع  )f t۸۷عمران (  برابر با چيست؟( 

nt ،sinشود كه تبديل لاپلاس توابع  يادآوري مي at و cos atترتيب عبارتند از  به :n 1
n!

s +
2 و  2

a
s a+

2 و  2
s

s a+
. 

۱ (( )2t1 e cos t 2sin t
5

− −  ۲ (( )t1 e cos t sin t
5

+ −  

۳ (( )2t1 e 2cos t sin t
5

− −  ۴ (( )t1 e cos t 2sin t
5

− −  

 .  درست است۱گزينه   : حل
 :تفاده از روش تجزيه كسرها داريمبا اس

 

( )
( )( ) ( )

( ) ( )( )

( )( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

22

2 2

2 2 2

1 A Bs CF s *s 2 s 1s 2 s 1

A s 1 Bs C s 2 A B s C 2B s A 2C 1

s 2 s 1 s 2 s 1 s 2 s 1

+
= = +

− +− +

+ + + − + + − + −
= = = →

− + − + − +

 

 2C
5

−
1B و =

5
=  و −

A B 0
C 2B 0 A

5
A 2C 1

+ = 
1− = → =

− = 

 

 :آيد دست مي لذا به

 ( ) ( ) ( )2t
2 2

1 1 s 2 1F s f t e cos t 2sin t
5 s 2 5s 1 s 1

 −
= − + → = − − − + + 
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 :طور نيز عمل كنيم توانستيم اين ها مي دقت كنيد براي محاسبه ثابت
)با ضرب طرفين رابطه  s در *(  : داريم−2

 ( ) ( ) s 2
2 2

s 2 Bs C1 1A A
5s 1 s 1

=− +
= + → =

+ +
 

)با ضرب طرفين   : داريمs در *(

 
( ) ( )

2
s

22
s As Bs Cs 0 A B

s 2 s 1s 2 s 1
→∞+

= + → = +
− +− +

 

 ( ) s 0 1 A C* 2 2
=→ − = − + 

 :آيد دست مي لذا به

 2C
5

= 1B و −
5

= 1A و −
5

= 

) اگر    ۵ مثال )
1
2f t t cos t

−
)لوران  باشد در بسط مك= )F sدو جمله اول كدامند؟  

۱( 21
s s
π  + 

 
 ۲( 21

s s
π  − 

 
 ۳( 11

s 4s
π  + 

 
 ۴( 11

s 4s
π  − 

 
 

 . درست است۴گزينه   : حل

 ( )
( ) ( )

1 32 41 1 2 2
2 2

t t t tf t t 1 t
2! 4! 2 24

− −
 
 

= − + − + = − + − + 
 
 

  

 
( ) 1 3 5 1 3 5

2 2 2 2 2 2

2

1 3 5 1 3 1
1 1 1 12 2 2 2 2 2F s
2 24 2 24

s s s s s s
1 1 1 31

s 2 2s 24 4s

     Γ Γ Γ π π      π     = − + − + = − + − +

 π
= − + − + 

 

 



 

)اگر     ۶ مثال )
( ) ( )

2

3
s 2F s

s 1 s 2

+
=

+ −
) در عبارت  )f t ضريب كلي جمله te   كدام است؟−

۱( 
22 t t

9 3 2

 −
− +  

 
 ۲ (

22 t t
9 3 2

 
− −  

 
 ۳ (

22 t t
9 3 2

 
− + −  

 
 ۴ (

22 t t
9 3 2

 
− +  

 
 

 .  درست است۳گزينه   : حل

 
( ) ( ) ( ) ( )

2

3 2 3
s 2 A B C D

s 1 s 2s 1 s 2 s 1 s 1

+
= + + +

+ −+ − + +
 

www.iedoc.ir

http://www.ieun.ir/
www.ieun.ir
www.ieun.ir
www.ieun.ir


 تبدیل لاپلاس
 

 
 

 

٣٢٥ 

)ر ضرب طرفين رابطه فوق د ) 3s s و سپس قرار دادن +1 1=  :دهد  نتيجه مي−

 ( ) 21 2
C 1

1 2
− +

= = −
− −

 

sضرب طرفين رابطه فوق در  s و سپس قرار دادن −2  :دهد  نتيجه مي=2

 ( )
( )

2

3
2 2 2D

92 1

+
= =

+
 

s و سپس قرار دادن sرب طرفين رابطه فوق در ض →  :دهد  نتيجه مي∞+

 
2D
9 2A D 0 A

9

=
+ = → = − 

sقرار دادن   :دهد  در رابطه فوق نتيجه مي=0

 ( )
( ) ( )

2 22 A , C 1 , D
9 9

3
0 2D D 1A B C A B C 1 B

2 2 30 1 0 2

−
= = − =+

+ + − = → + + − = − → =
+ −

 

 :لذا داريم

 ( )
( ) ( )

( )
2 t

t t 2t
2 3

2 1 2
1 2 1 t e 29 3 9F s f t e te e

s 1 s 2 9 3 2 9s 1 s 1

−
− −

− − −
= + + + → = + − +

+ −+ +
 

)حاصل     ۷ مثال )
1

32

0
x ln x dx∫كدام است؟  

۱(1
27

− ۲ (2
27

− ۳ (1
9

− ۴ (1
3

− 

 . درست است۲گزينه   : حل
lnبا تغيير متغير  x u−  : داريم=

 u ux e dx e du− −= → = − 

 dx du
x

− = 

 ( )x 0 u ln 0+ += → = − = + ∞ 
 ( )x 1 u ln 1 0= → = − = 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }
0 2 3u u 3 3u 3

4s 30 s 3

3! 6 2I e u e du u e du L u
81 27s

+∞
− − −

=+∞ =

−
= − − = − = − = − = = −∫ ∫ 
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اگر    ۸ مثال
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1

f t t 1 u t t 2 u t
g t f t
h t f t u t g t 1

 = − − −
 ′=
 = − −

) شكل )h tكدام است؟  

۱( 

 

۲( 

 

۳( 

 

۴( 

 
 . درست است۳گزينه   : حل

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2f t t 1 u t t 2 u t= − − − 

 

( ) ( )g t f t′= 

 
 

  
 

( ) ( ) ( ) ( )1h t f t u t g t 1= − − 
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 قضاياي تبديل لاپلاس

 قضيه تبديل لاپلاس توابع متناوب
)اگر  )f t  برايt هاي مثبت تابعي متناوب با دوره تناوب Pداريم ، باشد: 

 ( ) ( )
P

s t
Ps

0

1F s e f t d t
1 e

−
−

=
− ∫ 

0اش براي   كه ضابطهf براي محاسبه لاپلاس تابع متناوب :تذكر t P<  :توان به دو صورت عمل كرد  داده شده مي>
 :استفاده از فرمول تبديل لاپلاس متناوب، يعني) الف

 ( ) ( )
P

st
Ps

0

1F s e f t dt
1 e

−
−

=
− ∫ 

 .گرال داردكه نياز به محاسبه انت
 :كنيم اي به فرم زير تعريف ميf*تابع ) ب

 ( ) ( )* f t 0 t P
f t

0 t P
 < <

= 
>

 

آوريم   لاپلاس آن را به دست مي،)كه گفته خواهد شد (و با استفاده از قضيه دوم انتقالرا توسط تابع پله تعريف كرده  f*اينك 
)تا به  )*F sبرسيم . 

 :توان نوشت حال مي

 ( ) ( )*
Ps

1F s F s
1 e −

=
−

 

) براي محاسبه لاپلاس معكوس :تذكر ) ( )Ps
1F s H s

1 e −
=

−
 :كنيم  به صورت زير عمل مي

)نخست لاپلاس معكوس  )H sآوريم تا   را به دست مي( )h tاي محاسبه شود. 
)ضابطه تابع  )f t 0 مورد نظر به اين صورت است كه براي t P< )همان  > )h t بوده و براي t p>  گسترش متناوب( )h t 

 .باشد  ميPمذكور با دوره 

) براي محاسبه تبديل لاپلاس مثلاً ) ( )f t 2 f t+ ) و = ) t 0 t 1
f t

1 1 t 2
< <

=  < <
 :توان نوشت  مي

P تابعي متناوب با دوره تناوب f) الف  : بوده و داريم=2

 

( ) ( )
2 1 2

st st st
2s 2s

0 0 1

1 2
st st st

2s 2
10

s s 2s s
2s 2 2

s 2s
2s 2 2

1 1F s e f t dt t e dt e dt
1 e 1 e

1 t 1 1e e e
s s1 e s

1 1 1 1 1 1e e e e
s s s1 e s s

1 1 1 1e e
s1 e s s

− − −
− −

− − −
−

− − − −
−

− −
−

  = = + 
− −   

     = − − + −    
 −    

    = − − + + − +      −   

= − −
−

∫ ∫ ∫

s 2s

2s 2
1 1 e se

1 e s

− −

−
  − −

= ⋅ 
− 
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٣٢٨ 
 

 )ب

 ( )*
t 0 t 1

f t 1 1 t 2
0 t 2

< <
= < <
 >

 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )*
0 1 1 2f t u t u t t u t u t 1= − + − → 

 
( ) ( ) ( )

1s 2s s 2s
* 0s 1s s

2 2

s 2s s 2s

2 2 2

e e 1 1 1 e eF s e L t 0 e L t 1 e
s s s s ss s

1 e e 1 e se
ss s s

− − − −
− − −

− − − −

 
= + − + + − = − + + − 

 

− −
= − − =

 

 :پس داريم

 ( )
s 2s

2s 2
1 1 e seF s

1 e s

− −

−
− −

= ⋅
−

 

) براي محاسبه لاپلاس معكوس مثلاً )
s 2s

2s 2
1 1 e seF s

1 e s

− −

−
− −

=
−

 :نويسيم  مي

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
s 2s s 2s

1 22 2 2
1 e se 1 e eH s h t t u t t 1 u t

ss s s

− − − −− −
= = − − → = − − − 

 :حاصل فوق چنين است
 ( )h t t→ 0اگر= t 1< < 

 ( ) ( )h t t t 1 1→ = − − 1اگر= t 2< < 
 ( ) ( )h t t t 1 1 0→ = − − − tاگر= 2> 

 :يعني داريم

 ( )
t 0 t 1

h t 1 1 t 2
0 t 2

< <
= < <
 >

 

2sبه واسطه ترم و 
1

1 e −−
) تابع  )f tمورد نظر چنين خواهد بود : 

 ( ) ( ) ( )t 0 t 1
f t , f t 2 f t

1 1 t 2
< <

= + = < <
 

]درصورتي كه     ۹ مثال ]x نشان دهندة بزرگترين عدد صحيح كوچكتر از ، x يا مساوي با آن باشد، در اين حال تبديل لاپلاس 
)تابع  ) [ ]f x x x=  )۸۸مكانيك (  كدام است؟ −

۱( 
( )

s

2 s
e 1 s

s e 1

+ −

+
 ۲ (

( )
s

2 s
e 1 s

s e 1

− −

−
 ۳ (

( )
s

2 s
e 1

s 1 e−

−

−
 ۴ (

( )
s

2 s
e 1

s 1 e

+

−
 

  . درست است۲گزينه   : حل
)تابع  ) [ ]f x x x= P تابعي متناوب با دوره تناوب −  :است، زيرا =1

 ( ) ( ) [ ] [ ] ( )f x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 f x+ = + − + = + − − = 

www.iedoc.ir

http://www.ieun.ir/
www.ieun.ir
www.ieun.ir
www.ieun.ir
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٣٢٩ 

 :لذا داريم

      مشتق انتگرال
sx

sx

sx
2

x e

11 e
s

10 e
s

−
+

−

−

−

−



 

 

( ) [ ]( ) ( )
1 1

sx sx
1s s

0 0

1 1F s e x x dx e x 0 dx
1 e 1 e

− −
− −

= − = − →
− −∫ ∫ 

( )

( ) ( )

sx sx s s
s 2 s 2 2

s s s

2 s 2 s

11 x 1 1 1 1 1F s e e e e
0s s1 e s 1 e s s

se e 1 s 1 e

s 1 e s e 1

− − − −
− −

− −

−

   
= − − = − − +   

− −   

− − + − − +
= =

− −

 

 قضاياي مقدار اوليه و مقدار نهايي
)اگر  ){ } ( )L f t F s= دباش: 

) با شرط وجود حد) الف )
t 0
lim f t
→

 حاصل آن برابر 
s
lim s F(s)
→∞

 . است

) با شرط وجود حد) ب )
t
lim f t
→∞

 حاصل آن برابر 
s 0
lim s F(s)
→

 . است

)  دو تابع، مطابق تعريف:۱نكته )g t  و( )f t  را درt → αم هرگاهگوئي  هم ارز مي ( )
( )t

f t
lim 1

g t→α
 اگر. باشد =

( ){ } ( ) ( ){ } ( )L f t F s ,L g t G s=  :توان نشان داد  باشد مي=
)هر گاه ) الف )g t و ( )f t براي t )گاه   هم ارز باشند، آن→0 )G s و ( )F s  برايs  .ارز يكديگرند  هم∞→
)هر گاه   )ب )g t و ( )f t براي t ) گاه  هم ارز باشند آن∞→ )G s و ( )F s يبرا s  .ارز يكديگرند  هم→0

) هرگاه:۲نكته )
s
lim s F s
→∞

)توان نتيجه گرفت كه تابع   برابر صفر نباشد، مي )f t  درt خاطر  به. (پيوسته نخواهد بود =0

tداشته باشيد ما تبديل لاپلاس را براي  )ايم و   تعريف كرده≤0 )f t  را برايt در حقيقت .) ايم  صفر فرض كرده>0
( )

s
lim s F s
→∞

)  جهش تابع )f tرا در  t  .دهد نشان مي =0

)رگاه مخرج  ه:۳نكته  )F sاي با قسمت حقيقي مثبت داشته باشد،   ريشه( )
t
lim f t
→+∞

 بيكران خواهد شد و به تعبيري در اين 

 .شرايط قضيه مقدار نهايي اعتبار ندارد

)اگر     ۱۰ مثال )
2

3
s s 2F s

s 1
+ +

=
+

) حاصل  )
t
lim f t
→+∞

  كدام است؟

۱ (1
2

 .باشد موجود نمي) ۴ 0) ۳ 1) ۲ 
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  . درست است۴گزينه   : حل

 ( )( )3 2
s 1

: s 1 0 s 1 s s 1 0 1 1 4 1 3s i
2 2 2

= −
+ = → + − + = →  ± −

= = ±


 نقاط تكين

)چون  )F s در سمت راست محور موهومي داراي نقطه تكين است لذا ( )
t
lim f t
→+∞

 .ت موجود نيس

 :گفتيم كرديم طبق قضيه مقدار نهايي مي توجه داريم اگر به اين موضوع توجه نمي
 ( ) ( )

t s 0
lim f t lim sF s 0
→∞ →

= = 

)در حقيقت اگر (كه البته غلط است  )
t
lim f t
→∞

 .)طور نيست  بود ولي اينصفرگراييد حاصل آن   به حد مشخصي مي

 ير مقياسقضيه تغي
) اگر ){ } ( )L f t = F sداريم، باشد : 

 ( ){ } ( ){ }11 s 1 tL f a t F L F as f
a a a a

−   = → =   
   

 

 قضيه تبديل لاپلاس مشتقات يك تابع
s و L { f ( t ) } = F ( s )اگر  t

t
lim f ( t ) e 0−

→∞
 : داريم، باشد=

 ( ){ } ( ) ( )L f t s F s f 0′ = − 
 ( ){ } ( ) ( ) ( )2L f t s F s s f 0 f 0′′ ′= − − 

 ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )3 2L f t s F s s f 0 s f 0 f 0′′′ ′ ′′= − − − 
 :توان نوشت در حالت كلي مي

 ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n 2 n 1n n 1 n 2L f s F s s f 0 s f 0 sf f0 0t
− −− − ′= − − − − − 

 :و به تعبيري

 ( ){ } ( )
( ){ } ( )

( )
n 1n 1(n)L f t s L f f 0t

−−
= − 

tمحاسبه تابع و مشتقات آن در نقطه  =  : با دانستن لاپلاس تابع0
sتوان ثابت كرد وقتي مي  :آيد دست مي گرايد و لذا به ر كدام از روابط فوق به صفر مي، سمت چپ ه∞→

 ( ) ( )
s

f 0 lim s F s
→∞

= 

 ( ) ( ) ( )2
s

f 0 lim s F s s f 0
→∞

′ = − 

 ( ) ( ) ( ) ( )3 2
s

f 0 lim s F s s f 0 s f 0
→∞

′′ ′= − − 
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٣٣١ 

) در قضيه فوق شرط پيوستگي :نكته )n 1f , f , , f −′  عنوان  هحال ب) . شود موجود است كه معمولاً فرض مي( موردنياز است
 :اي پيوسته باشد، بايد نوشت  تنها تكهfمثال اگر 

 ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )( )i
n

s t
i i

i 1
L f t s F s f 0 e f t f t− −+

=

′ = − − −∑ 

 .باشد  ميf ( t ) طول نقاط ناپيوستگي تابع t iكه در آن 
ترين استفاده قضيه تبديل لاپلاس مشتقات يك تابع در حل معادلات ديفرانسيل خطي با ضرايب ثابت است كه  اصلي :تذكر

 .كند يك معادله جبري براي لاپلاس جواب تبديل ميمسئله را به 

) در مسئله مقدار اوليه مثلاً )
( ) ( )

y ay by f t
y 0 , y 0

′′ ′ + + =
 ′= α = β

 اوليه داده شده  با تبديل لاپلاس گرفتن از طرفين معادله و اعمال شرايط

 :آوريم به دست مي
 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2s Y s sy 0 y 0 a sY s y 0 bY s F s′− − + − + = → 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2

F s s a
s as b Y s F s sy 0 y 0 ay 0 Y s

s as b

+ α + β + α
′+ + = + + + → =

+ +
 

)اگر     ۱۱ مثال )
2s

3
1 eF s

s

−−
) باشد، رفتار = )f t در t 0 t و →+ →   چگونه است؟∞+

    : حل

 ( ) ( )
2 2s s

Hop
2t s 0 s 0 s 0

1 e 0 2selim f t lim sF s lim lim 1
0 2ss

− −

→ +∞ → → →

−
= = = → = 

)يعني  )f t در t → y داراي مجانب افقي ∞+  .باشد  مي=1

 ( ) ( )
2s

2s st 0

1 e 1 0lim f t lim sF s lim 0
s+

−

→∞ →∞→

− −
= = = =

∞
 

 ( ) ( ) ( )
2s

2
s st 0

1 e 1 0lim f t lim s F s sf 0 lim 0
s+

−

→∞ →∞→

− −′ = − = = =
∞

 

 ( ) ( ) ( ) ( )
23 2 s

s st 0
lim f t lim s F s s f 0 sf 0 lim 1 e 1 0 1

+

−

→∞ →∞→
′′ ′= − − = − = − = 

)يعني  )f t در t  .گذرد، داراي خط مماس افقي است و تقعر به سمت بالا دارد  از مبدأ مي=0

 

)س تابع بر تبديل لاپلا    ۱۲ مثال )
tef t e

−
  كدام رابطه زير حاكم است؟=

۱ (( ) ( )sF s F s 1= − +  ۲ (( ) ( )sF s e F s 1− = − + 
۳ (( ) ( )sF s F s 1= − −  ۴ (( ) ( )sF s e F s 1− = − − 
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٣٣٢ 
 

 . درست است۲گزينه   : حل
)فرض كنيد لاپلاس )f t را ( )F sنويسيم حال مي.  بناميم: 

 ( ) ( ) ( ){ } ( )t t te t e t ef t e f t e .e L f t L e e
− − −− −′ ′= → = − → = − → 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
te

s s 1
sF s f 0 L e sF s e F s 1

−

→ +
− = − → − = − + 

در جواب مسأله     ۱۳ مثال
( ) ( )

2ty 3y 2y 12e
y 0 2 , y 0 6

− ′′ ′− + =


′= =
2te ضريب    كدام است؟−

۱ (1 ۲ (2 ۳ (6− ۴ (7 

 . درست است۱گزينه   : حل
 :گيريم از طرفين معادله تبديل لاپلاس مي

 
( ) ( )2

2
s Y s sy 0− ( )

6
y 0′−( ) ( ) ( )

2
3 sY s y 0− − ) ( )(

( ) ( ) ( )
( )( )

2
2

2

122Y s
s 2

12 2s 4s 12s 3s 2 Y s 2s Y s
s 2 s 2 s 3s 2

+ = →
+

+ +
− + = + → =

+ + − +

 

 :توجه داريم

 ( ) ( ) ( ) ( )
22s 4s 12 A B CY s

s 2 s 2 s 1 s 2 s 2 s 1
+ +

= = + +
+ − − + − −

 

 A 1→ sضرب طرفين در = sرار دادن  و ق+2 2= − 
 B 7→ sضرب طرفين در = s و قرار دادن −2 2= 
 C 6→ = sضرب طرفين در − s و  قراردادن −1 1= 

 :س داريمپ
 ( ) 2t 2t ty t 1e 7e 6e−= + − 

2teضريب  ( Aتوجه كنيد ما فقط به (  .)ايم نياز داشتيم و بقيه ضرايب را براي تمرين پيدا نموده) −

 هاي يك تابع قضيه تبديل لاپلاس انتگرال
) اگر ){ } ( )L f t = F sشرط باشد با  s  : داريم<0

 ( ) ( )
t

0

1L f t d t F s
s

  = 
  ∫ 

 ( ) ( )
t t

2
0 0

1L f t dt dt F s
s

  = 
  ∫ ∫ 

) و در فرم معكوس اگر ){ } ( )1L F s = f t−باشد داريم : 

 ( ) ( )
t

1

0

1L F s f t dt
s

−  = 
  ∫ 
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 ( ) ( )
t t

1
2

0 0

1L F s f t dt dt
s

−  
= 

  ∫ ∫ 

)اگر     ۱۴ مثال ) ( )( )2 2
1F s

s s 1 s 4
=

+ +
cos ضريب  2t در تابع ( )f tكدام است؟  

۱ (1
4

 ۲ (1
3

 ۳( 1
12

 ۴( 1
6

 

 . درست است۳گزينه   : حل

 
( )( )

1 1
2 22 2

1 1 1 1 1 1L L sin t sin 2t
3 3 2s 1 s 4s 1 s 4

− −
 

       = − = −      
  + + + +   

 

 

 ( )( )
tt

1
2 2

0 0

1 1 1 1 1 1L sin t sin 2t dt cos t cos 2t
s 3 2 3 4s 1 s 4

1 1 1 1 1 1cos t cos 2t 1 cos 2t cos t
3 4 4 12 3 4

−
 

     = − = − +     
   + + 

 
    = − + − − + = − +    
    

∫ 

 )sانتقال بر محور (قضيه اول انتقال 
)اگر  ){ } ( )L f t = F s باشد داريم: 

 ( ){ } ( )
( )

( )at
s s a

L e f t F s F s a
→ −

= = − 

)و در فرم معكوس اگر  ){ } ( )1L F s f t−  : باشد داريم=
 ( ){ } ( )1 atL F s a e f t− − = 

)س معكوس در محاسبه لاپلا :تذكر )F s اگر بتوانيم همه s ها را در قالبs a± اول انتقال مناسب  بنويسيم استفاده از قضيه
 .خواهد شد

 :مثلاً

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

2 22
1 1

3 3

22
1 at t 2 t

2 3

s a b 2a s a c a abs sb cL L
s a s a

c a abb 2a1 c a abL e b 2a te t e
s a 2s a s a

− −

−

   − + + − + + ++ +    =   − −    

  + ++ + + = + + = + + +
 − − − 

 

 
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( )

1 1 1
2 2 2 2 2

at at

b s a c ab b s abs c c abL L L
s 2as a 1 s a 1 s a 1 s a 1

be cos t c ab e sin t

− − −

− −

   + + − + + −   = = +     + + +  + + + + + +   

= + −
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 :سادگي قابل حصول است  انتقال نتايج زير به از قضيه اول:توجه

 
( ) ( ) ( )

n at p at
1 1

n 1 p 1
1 t e 1 t eL , L

n! P 1s a s a

− −
− −

+ +

   
   = =
    Γ ++ +   

 

 
( )

1 at
2 2

1 1L e sin bt
bs a b

− −
 
  =
 + + 

 

 
( )

( )1 at
2 2

s 1L e bcos t a sin b t
bs a b

− −
 
  = −
 + + 

 

 ( )( )
bt

1 a1 tL F as b e f
a a

−−  + =  
 

 

) اگر    ۱۵ مثال ) 3
1F s

s 1
=

+
 ضريب جمله 

t
2 3

e sin t
2

  كدام است؟

۱( 3
3

− ۲ (3
3

 ۳ (3− ۴ (3 

 . درست است۲گزينه   : حل

 ( )
( ) ( )

( ) ( )( )

( )( )
2

22 2

A s s 1 Bs C s 11 A Bs CF s
s 1 s s 1s 1 s s 1 s 1 s s 1

− + + + ++
= = + =

+ − ++ − + + − +
 

 2sضريب 
 sضريب 

A B 0
1 1 2A B C 0 A , B , C
3 3 3

A C 1

 + =
− + + = → = = − =


+ =

 
 

 ( ) ( )
t t

t 2 2
2 2

1 3s 3 31 1 s 2 1 1 12 2F s f t e e cos t 3e sin t
3 s 1 3 s 1 3 2 2s s 1 1 3s

2 4

−

   − −    −     = − = − → = − +      + +− +      − +    

 

)اگر     ۱۶ مثال )( )0 2

1L J t
s 1

=
+

) حاصل لاپلاس معكوس  )
2

1F s
s 2s 5

=
+ +

  كدام است؟

۱ (( )t
0e J 2t− ۲ (( )t

0e J 2t ۳ (t
0

te J
2

−  
 
 

 ۴(t
0

te J
2

 
 
 

 

 . درست است۱گزينه   : حل

 ( )
( )

( )
t

t 1 1
2 2 2 2

1 1 1 e 1F s f t e L L
2s 2s 5 s 4s 1 4 s 1

2

−
− − −

 
     = = → = =     + + ++ +    +     
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)و چون  )( )1 l tL F ks f
k k

−  =  
 

 :توان گفت  مي

 ( ) ( ) ( )
t

t
0 0

ef t . 2 J 2t e J 2t
2

−
−= = 

 )t انتقال بر محور(قضيه دوم انتقال 
}اگر }L f ( t )  = F (s ) باشد داريم : 

 ( ) ( ){ } ( )cs
cL u t f t c e F s−− = ⋅ 

 :يا
 ( ) ( ){ } ( ){ }cs

cL u t f t e F f t c−= ⋅ + 

) و در فرم معكوس اگر ){ } ( )1L F s  = f t−باشد داريم : 

 ( )( ) ( ) ( )1 cs
cL e F s u t f t c− − = − 

اي پيوسته كه رفتار تغييراتشان در هر قسمت خطي است، بر حسب تابع پله واحد از دو قاعده زير   بيان توابع تكهيابر :نكته
 :كنيم استفاده مي

tاگر در) الف a= به اندازه در مقدار تابع  پرشيk جملهوجود داشت واحد ،( )ak u t  كنيم اضافه ميرا. 
) واحد اضافه شد، جمله m شيب به اندازه t = bاگر در ) ب ) ( )bm t  b u t− كنيم اضافه مي را. 

 :به شكل زير دقت كنيد

 
tتا قبل از  •  .و شيب نمودار آن صفر است  مقدار تابع=1
tدر  •  . داريم+2 پرشي به اندازه =1
tدر  •  . است) شدهايجاد +1و خطي با شيب (  اضافه شده +1به اندازه شيبي  =2

t در • 3به اندازه شيبي  داريم و −4 پرشي به اندازه =4
2

1و خطي با شيب ( اضافه شده −
2
 . است)شده ايجاد −

tدر  • 1 داريم و شيبي به اندازه+2زه  پرشي به اندا=6
2

 . است)شده ايجاد 0و خطي با شيب ( اضافه شده 

 :لذا بايد نوشت

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 4 4 6 6
3 1f t 2u t 1 t 2 u t 4u t t 4 u t 2u t t 6 u t
2 2

= + − − − − + + − 
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٣٣٦ 
 

)هايي به فرم   براي محاسبه انتگرال:تذكر )st

c
e f t dt

+∞
دقت داريم : (توان نوشت  با استفاده از تعريف تبديل لاپلاس مي∫−

( )cu t براي t c<حاصلش صفر است ( 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )st st cs
c c

c 0
e f t dt e u t f t dt L u t f t e L f t c

+∞ + ∞
− − −= = = +∫ ∫ 

2t براي محاسبه مثلاً

2

I te sin t dt
∞

−
π

=  :توان نوشت  مي∫

 ( ) 2t

0 2

I u t t e sin t dt
∞

−
π= ∫ 

)ه مطابق تعريف، تبديل لاپلاس تابع ك ) ( )
2

f t u t t sin tπ= به ازاي s  .باشد  مي=2

 

( ) ( )

( ) ( )

s s
2 2

2

2s s
2 2

2 2 2 22

F s L u t t sin t e L t sin t e L t cos t
2 2 2

d s s s 1 se e
ds 2s 1 s 1 2 s 1s 1

π π
− −

π

π π
− −

     π π π      = = + + = +                   
 
    π − π

= − + ⋅ = +    + +  +   + 
 

 

 :آيد پس به دست مي

 ( ) 3 3 5I F 2 e e
25 5 25

−π −ππ + π = = + = ⋅ 
 

 

) تابع    ۱۷ مثال ) sin t , 0 t 2
f t

sin t cos t , t 2
≤ < π

=  + ≥ π
 )۸۶معدن (  را پيدا كنيد؟fتبديل لاپلاس . ، را در نظر بگيريد

۱ (2 s
2
1 e

s 1
π

+
 ۲ (2 s

2
s 1 e

s 1
π+

+
 ۳ (

2 s

2
1 se

s 1

− π+

+
 ۴ (

2 s

2
s se

s 1

− π+

+
 

 . درست است۳گزينه    : حل
 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )0 2 2 0 2f t u t u t sin t u t sin t cos t u t sin t u t cos tπ π π= − + + = + → 

 
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )0s 2 s 2 s

2 s
2 s

2 2 2

F s e L sin t 0 e L cos t 2 L sin t e L cos t

1 s 1 see
s 1 s 1 s 1

− − π − π

− π
− π

= + + + π = +

+
= + =

+ + +

 

 ان داده شده در شكل زير كدام است؟تبديل لاپلاس تابع نش    ۱۸ مثال

۱( 
( )2 2s

1

s e 1− −
 ۲( 

( )2 2s
1

s e 1−
 

۳ (
( )2 2s

1

s e 1− +
 ۴( 

( )2 2s
1

s e 1+
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٣٣٧ 

 . درست است۴گزينه   : حل
tقبل از  •  .باشد ه و داراي مقدار صفر مي منحني داراي شيب صفر بود=2
t در •  . شود  شيب منحني به اندازه يك واحد اضافه مي=2
tدر  •  . رسد  شيب منحني به اندازه يك واحد كم شده و دوباره به شيب صفر مي=4
tدر  •  .كند رسد و اين روال مرتباً ادامه پيدا مي  اضافه شده و دوباره به شيب يك مي شيب منحني به اندازه يك واحد=6

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 6f t t 2 u t t 4 u t t 6 u t= − − − + − − + 

 ( ) ( )
2s 4s 6s

2s 4s 6s
2 2 2 2

e e e 1F s e e e
s s s s

− − −
− − −= − + − + = − + − +  

 و لذا حاصل −−2se و قدرنسبت−2seعبارت داخل پرانتز حد مجموع جملات يك تصاعد هندسي است با جمله اول

آن
2s

2s
e

1 e

−

−+
 :توان نوشت  بوده و مي

 ( ) ( )
2s

2 2s 2 2s
1 e 1F s
s 1 e s e 1

−

−
= =

+ +
 

)لاپلاس معكوس     ۱۹ مثال )
( )

ns

n
eF s

ns 1

−
=

−
  كدام است؟

۱ (( ) ( )
t n

n 1nnn
1 u t e t n

n n!

−
−− ۲ (

( )
( ) ( )

t n
nnnn

1 u t e t n
n n 1 !

−

−
−

 

۳ (
( )

( ) ( )
t n

n 1nnn
1 u t e t n

n n 1 !

−
−−

−
 ۴ (( ) ( )

t n
nnn

1 u t e t n
n n!

−

− 

  . درست است۳گزينه   : حل

 ( )
ns

n
n

eF s
1n s
n

−
=

 − 
 

 

 :دانيم اما مي

 
( ) ( )

1 tn 1 n 1n1 1
n n

1 t 1 e tL L
n 1 ! n 1 !s 1s

n

− −
− −

 
 

   = → = →   − −    −    

 

 
( ) ( )

( )
( )

1ns t n n 11 nnn
e 1L u t e t n

n 1 !1s
n

− − −−

 
 
  = − →  −  −    
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٣٣٨ 
 

 
( )

( ) ( )
t nns n 11 nnn n

n

e 1L u t e t n
n n 1 !1n s

n

−−
−−

 
 
  = −  −  −    

 

)پاسخ سيستم ميراي جرم ـ فنر متناظر با مسأله    ۲۰ مثال )y 3y 2y t 1′′ ′+ + =δ ) و− ) ( )y 0 y 0 0′= ] در بازة=  كدام 0,1[
 )۸۷هوافضا (   است؟
۱(y 0=  ۲(t 1y e −= 

۳(( ) ( )1 t 1 2 t 1y e− − − −=  ۴(( )2 t 1 t 1y e e− −= + 

 . درست است۱گزينه   : حل
 :گيريم از طرفين معادله داده شده تبديل لاپلاس مي

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 1s 2 ss Y s sy 0 y 0 3 sY s y 0 2Y s e s 3s 2 Y s e− −′− − + − + = → + + = → 

 ( ) ( )( )
seY s

s 1 s 2

−
=

+ +
 

 :جا كه از آن

 
( ) ( )

1 1 t 2t1 1 1L L e e
s 1 s 2 s 1 s 2

− − − −   = − = − →    + + + +  
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )s
t 1 2 t 11

1
ey t L u t e e

s 1 s 2

−
− − − −−  

= = −  + + 
 

0براي t 1< ) داريم> )1u t )  پس در اين فاصله=0 )y t 0= 

0  براي:راه ديگر t 1< )  داريم> )t 1 0δ − )  لذا معادله به فرم= ) ( )
y 3y 2y 0
y 0 y 0 0

′′ ′+ + =
 ′= =

 شود كه داراي جواب بديهي  تبديل مي

( )y t  .باشد  مي=0

)در لاپلاس معكوس     ۲۱ مثال ) ( )2 s
1F s

s 1 e−
=

−
هاي بزرگ شيب منحني كدام t چند نقطه ناپيوستگي وجود دارد و در 

 است؟
۱ (3,0 ۲ (1,0 ۳ (3,1 ۴ (1,1 

 . درست است۱گزينه   : حل

 ( ) ( )
0s s 2s 3s

s 2s 3s 4s
2 s 2 2 2 2 2
1 1 1 e e e eF s 1 e e e e
s 1 e s s s s s

− − − −
− − − −

−
= = + + + + + = + + + +

−
  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3f t tu t t 1 u t t 2 u t t 3 u t= + − + − + − + 
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)شكل رفتار  )f tچنين است : 
tدر ) ۱  .شود  شروع مي1 با شيب =0
tدر ) ۲  .شود  مي2 واحد اضافه شده و شيب منحني 1شيب =1
tر د) ۳  .يابد نهايت ادامه مي شود و اين رفتار تا بي  مي3 واحد اضافه شده و شيب منحني 1 شيب =2
 .شود اي ناپيوستگي پرش در نمودار تابع ايجاد نمي در هيچ مرحله) ۴

جواب عكس تبديل لاپلاس     ۲۲ مثال
2p

1
2

eL
p p 2

−
−  

 
− −  

 )۸۷رياضي (  كدام تابع است؟

۱ (( )
( ) ( )2 x 2 x 2e e x 2y f x

0 0 x 2

− − − − − + >= = 
≤ ≤

 

۲ (( )
( )2 x 2 x 2e e x 2y f x

0 0 x 2

− − + >= = 
≤ ≤

 

۳ (( )
( )2 x 2 x 2e e 0 x 2y f x

0 x 2

− − − + ≤ ≤= = 
>

 

۴( ( )
( ) ( )2 x 2 x 2e e x 2y f x

0 0 x 2

− + − + − + >= = 
< ≤

 

 .درست نيستندها   از گزينهكدام هيچ  : حل

 
( ) ( ) ( )1 2x x

2 2
1 1 1 1 1 1 1L e e

p 2 p 1 3 p 2 p 1 3p p 2 p p 2
− −  

= = − → = − →    − + − +− − − −   
 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2p

2 x 2 x 21
2 2 x 2 x 22

0 0 x 2
e 1L u x e e 13 e e x 2p p 2 3

−
− − −−

− − −

< <  = − =    − >− −   

 

)نمودار تابع     ۲۳ مثال )f t وقتي ( )
s 2s 2s

2
e e eF s

s ss

− − −
= +   چگونه است؟−

۱( 

 

۲( 

 

۳( 

 

۴( 

 
 . درست است۲گزينه   : حل

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
s 2s 2s

1 2 22
e e eF s f t u t t 2 u t u t

s ss

− − −
= + − → = + − − 
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)لذا شكل  )f tچنين است : 
tدر  t واحد به بالا داريم در 1 پرشي به اندازه =1  واحد اضافه 1 شيب نمودار =2

 . واحد به پايين داريم−1شده و همزمان پرشي به اندازه 
 

)اگر     ۲۴ مثال )( ) ( )L f t G s+ α = − α باشد تبديل لاپلاس ( ) ( )te f t 2 u tα
α− αكدام است؟  

۱ (( )se G s 2−α − α  ۲ (( )
2se G s 2−α − α + α 

۳ (( )se G s−α  ۴ (( )
2se G s−α + α 

 . درست است۴گزينه   : حل

 ( ) ( ){ } ( ){ } ( )( ) ( )s s sL u t f t 2 e .L f t 2 e .L f t e G s−α −α −α
α − α = + α − α = − α = + α → 

 ( ) ( )( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )
2st s s

s s
L e u t f t 2 e G s e G s e G s−α − αα −α −α + α

α
→ − α

− α = + α = − α + α = 

)كه  با فرض آن    ۲۵ مثال )cu t۸۵رياضي ( اي واحد باشد، جواب مسأله مقدار اولية زير كدام است؟  تابع پله( 
 ( )1y y 1 t u t′ + = − 

 ( )y 0 0= 
۱ (( ) ( )t

1y t e t 1 u t−= − − − ۲ (( ) ( )t
1y 1 e t 1 u t−= − + − − 

۳ (( ) ( )t
1y 1 e t 1 u t−= + + − ۴ (( ) ( )t

1y 1 e t 1 u t−= − − − 

  . درست است۴گزينه    : حل

 ( )( ) ( )( )( ) ( ) ss s s

1 1 2 2
s 1 ed d e se eL t u t L u t

ds ds s s s

−− − −  +− −
= − = − = − =  

 
 

 :حال اگر از طرفين معادله ديفرانسيل داده شده تبديل لاپلاس بگيريم داريم

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )s s

2 2
s 1 e s 1 e1 1sY s y 0 Y s Y s s 1

s ss s

− −+ +
− + = − → + = − → 

 ( ) ( )
s

2
1 eY s

s s 1 s

−
= −

+
 

 ( ) ( ) ( )t
1y t 1 e t 1 u t−= − − − 

)اگر     ۲۶ مثال )
( ) ( )

2y y y x cos x

y 0 y 0 0

 ′′ ′+ + = δ − π


′= =
) باشد،  )y tكدام است؟  

۱ (( ) ( )
x

2 32 u x e cos x
23

− π − 
 

π − π ۲ (( ) ( )
x

2 32 u x e sin x
23

− π − 
 

π − π 

۳ (( ) ( )
x

2 32 u x e cos x
23

+ π − 
 

π + π ۴ (( ) ( )
x

2 32 u x e sin x
23

+ π − 
 

π + π 
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 . درست است۲گزينه   : حل

 ( ) ( ) ( ) ( )( )2L y L y L y L x cos x′′ ′+ + = δ − π → 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 s 2s Y s sy 0 y 0 sY s y 0 Y s e cos−π′− − + − + = π → 

 ( ) ( ) ( )
s

2 s
2

es s 1 Y s e Y s
s s 1

−π
−π+ + = → =

+ +
 

 :جا كه از آن

 
x

1 1 1 2
2 2 22

3
31 1 2 22L L L e sin x

23 3s s 1 1 3 31s s2 4 2 2

−− − −

 
   
        = = =      + +         + +    + +               

 

 :داريم

 ( ) ( ) ( )
x

1 s 2
2

31 2y t L e u x e sin x
23s s 1

− π − − −π  
π

 
= = − π  + + 

 

 )۸۸رياضي ( تبديل معكوس لاپلاس تابع زير كدام است؟    ۲۷ مثال

 ( )
( )s
1F s

2 . s 1
=

−
 

۱ (x1 e
2

 ۲ (( )x
ln 2

1 e u x
2

 ۳ (( )x
ln 2e u x ۴ (( )x

ln 22e u x 

 . درست است۲گزينه   : حل

 ( )
( ) ( )

( )ln 2 s
s s ln 2

1 1 1F s e
s 12 s 1 e s 1

−= = =
−− −

 

 : كهاز آن جا

 1 x1L e
s 1

−   = − 
 

 :طبق قضيه دوم انتقال داريم

 ( ) ( ) ( )ln 2 s1 x ln 2 x
ln 2 ln 2

1 1L e u x e e u x
s 1 2

−− −  = = − 
 

 گيري از تبديل لاپلاس  قضيه مشتق
}اگر }L  f ( t )  = F ( s ) اريم باشد د: 

 ( ){ } ( ) ( )
( ){ } ( )

( ){ } ( )

nnn
n 2

L t f t F sdL t f t 1 F s
ds L t f t F s

 ′= −= − → 
′′= +
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)و در فرم معكوس اگر ){ } ( )1L F s f t−  : داريم، باشد =

 ( ) ( ) ( )
( ){ } ( )
( ){ } ( )

1n
n1 n

n 1 2

L F s t f td F s
L 1 t f t

d s L F s t f t

−
−

−

 ′  = −  = − →   ′′ =  

 

 :شود  نوشته ميصورت زير گيري از تبديل لاپلاس در فرم توسعه يافته به  قضيه مشتق:نكته

 ( ) ( ){ } ( )( )
nn as as
n

dL a t f t e e F s
ds

−− = 

 داشته باشيم، با لاپلاس گرفتن از معادله به يك معادله tهايي از  اي انسيل خطي با ضرايب چندجملهاگر معادله ديفر :تذكر
 .ي لاپلاس جواب مسئله خواهيم رسيدديفرانسيل خطي برا

) در مسئله مقدار اوليه مثلاً )
( ) ( )

ty y f t
y 0 , y 0

′′ + =
 ′= α = β

ادله و اعمال شرايط اوليه داده شده  با تبديل لاپلاس گرفتن از طرفين مع

 :آوريم به دست مي

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2d s Y s sy 0 y 0 Y s F s 2sY s Y y 0 Y F s
ds

′ ′− − − + = → − + − + = → 

 ( ) ( )2s Y 1 2s Y F s′− + − = − α 
 :قضيه مشتق تبديل لاپلاس براي محاسبه دو نوع لاپلاس معكوس مناسب است :تذكر

)وقتي لاپلاس معكوس ) الف )F sپلاس معكوس  را بخواهيم، در حالي كه لا( )F s′نويسيم  قابل محاسبه است، مي: 

 ( )( ) ( )( )1 11L F s L F s
t

− − ′= − 

) اگر مثلاً ) 1 aF s tan
s

 : داريم=−

 ( )
2

2 2 2

a
asF s

s aa1
s

−
−′ = =
+ +  

 

 

 :نويسيم پس مي

 ( )( ) ( )1 1
2 2

1 a 1 sin atL F s L sin at
t t ts a

− −  −
= − = − ⋅ − = 

+ 
 

)وقتي لاپلاس معكوس ) ب )F s′ را بخواهيم، در حالي كه لاپلاس معكوس ( )F sنويسيم  قابل محاسبه است، مي: 
 ( )( ) ( )( )1 1L F s t L F s− −′ = − 

) اگر مثلاً )
( ) 22 2

2sF s
s a

=
−

 : داريم

 
( ) 2 2 22 2

2s 1ds
s as a

= −
−−∫ 
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 تبدیل لاپلاس
 

 
 

 

٣٤٣ 

)يعني اگر  ) 2 2
1G s

s a
= −

−
) آنگاه  ) ( )G s F s′ ) و هدف ما محاسبه = )( )1L G s−  :نويسم  است، مي′

 ( )( )1 1
2 2

1 1 tL G s t L t sin hat sinh at
a as a

− −    ′ = − − = − − =   
 − 

 

)فرض كنيد     ۲۸ مثال )y t= ϕ جواب مسئله مقدار اوليه ( )y 0 1′ = ،( )y 0 0= ،( )21 t y 2ty 2y 0′′ ′− − +  اگر . باشد=
Y تبديل لاپلاس y ،باشد Y۸۸عمران ( كند؟ ه معادلة ديفرانسيلي صدق مي در چ( 

۱ (( )2sY Y s 1 Y 1′′ ′+ − + = ۲ (( )2 2s Y 2sY s 2 Y 1′′ ′+ − + = − 

۳ (2 2s Y sY s Y 1′′ ′+ − = −  ۴ (( )2 2sY s Y s 2 Y 1′′ ′+ − + = 

  . درست است۲گزينه   : حل
 :گيريم  داده شده تبديل لاپلاس مياز طرفين معادله ديفرانسيل

 ( ) ( ) ( ) ( )2L y L t y 2L ty 2L y 0′′ ′′ ′− − + = → 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2 2
2

d ds Y s sy 0 y 0 s Y s sy 0 y 0 2 sY s y 0 2Y s 0
dsds

′ ′− − − − − + − + = 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2s Y sy 0 y 0 _ 2Y 4sY s Y 2 Y sY 2Y 0′ ′ ′′ ′− − + + + + + = → 

 ( ) ( ) ( )2 2s Y 2sY s 2 Y sy 0 y 0 0′′ ′ ′− − + + − − = 
)با توجه به شرايط اوليه  )y 0 1′ ) و = )y 0  :آيد  به دست مي=0

 ( )2 2s Y 2sY s 2 Y 1′′ ′+ − + = − 

)حاصل     ۲۹ مثال ) 2 t

0
I , t e cos t dt

∞
− αα β = β∫ كدام است؟ ( ), 0α β > 

۱ (
( )

3 2

32 2

2 6α − αβ

α + β
 ۲ (

( )
3 2

42 2

2 6α − αβ

α + β
 ۳ (

( )
3 2

32 2

2 6α − α β

α + β
 كدام هيچ) ۴ 

 . درست است۱گزينه   : حل
 :ل لاپلاس داريميمطابق تعريف تبد

 ( ) ( )( )2

s
F s L t cos t

=α
= β 

 :توان نوشت اما مي

 

( ) ( ){ }
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 22 2 2 2

22 2 2 2 2 2 3 2

4 32 2 2 2

d d s d s 2s d sL t cos t L cos t
ds dsds ds s s s

2s s 4s s s 2s 6s

s s

   
     + β − β −

β = β = = =      + β      + β + β   
   

− + β − + β β − − β
= =

+ β + β
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 معادلات دیفرانسیل

 

 

 

٣٤٤ 
 

 :پس داريم

 
( )

3 2

32 2

2 6I α − αβ
=

α + β
 

)لاپلاس معكوس     ۳۰ مثال ) 1 1sF s 2 tan tan s
2 2

− −π
= −   كدام است؟+

۱ (( ) 2sin 2t sin tf t
t
−

= − ۲ (( ) 2sin 2t sin tf t
t
−

= 

۳( ( ) sin 2t sin tf t
t
−

= −  ۴ (( ) sin 2t sin tf t
t
−

= 

 . درست است۲گزينه   : حل

 ( ) 2 2 2 2

1
1 4 12F s 2

1 s s 4 s 1s1
2

′ = − + = − +
+ + + +  

 

 

)جا كه  از آن )( ) ( )1L F s tf t− ′ =  : داريم−

 ( ) ( ) 2sin 2t sin t2sin 2t sin t tf t f t
t
−

− + = − → = 

)اگر     ۳۱ مثال ) 2
1 1F s ln 1
s s

 
= + 

 
)گاه   ، آن )( )1L F s− ۸۸معدن (  برابر كدام است؟( 

۱( ( )2 1 cos u
u

− ۲ (
t

0

1 sin u2 du
u

+∫ ۳ (( )2 1 sin u
u

+ ۴ (
t

0

1 cos u2 du
u

−∫ 

  . درست است۴گزينه   : حل

)با فرض  ) 2
1G s ln 1
s

 
= + 

 
 : داريم

 ( ) ( ) ( )
2

2
2 2

s 1 2s 2G s ln ln s 1 2ln s G s
ss s 1

 + ′= = + − → = −   + 
 

 : از آن جا كه

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 cos t
L G s t .g t 2cos t 2 t .g t g t

t
− −

′ = − → − = − → = 

 :و با توجه به آن كه

 ( ) ( ) ( )t t
1 1

2
0 0

2 1 cos u1 1 1L G s g u du L ln 1 du
s s us

− − −    = → + =         ∫ ∫ 
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 تبدیل لاپلاس
 

 
 

 

٣٤٥ 

)تبديل لاپلاس جواب مسأله    ۳۲ مثال )xy y xy 0 , y 0 1′′ ′+ + =  )۸۷برق (  كدام است؟=

۱( 2
C

s 1−
 ۲( 

2

C

s 1−
 ۳( 2

Cs
s 1+

 ۴( 
2

C

s 1+
 

  . درست است۴گزينه   : حل
 :گيريم از طرفين معادله ديفرانسيل داده شده تبديل لاپلاس مي

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1

d ds Y s s y 0 y 0 sY s y 0 Y s 0 s Y 2sY 1 sY 1 Y 0
ds ds

   
   ′ ′ ′− − − + − − = → − − + + − − =
   
   

 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2

Y s 1 Cs 1 Y sY ln Y s ln s 1 ln C Y s
Y 2s 1 s 1

′
′− + = → = − → = − + + → =

+ +∫ 

ssلاپلاس معكوس     ۳۳ مثال ln a
s a

−
−

  چگونه است؟

۱ (
at at

2
e ate 1

t
− − ۲ (

at at

2
e ate 1

t
− + − ۳ (

at at

2
ate e 1

t
− + ۴ (

at at

2
ate e 1

t
+ − 

 . درست است۳گزينه   : حل

)با فرض  ) sF s ln
s a

=
−

 : داريم

 ( ) ( ) ( ) 1 1F s ln s ln s a F s
s s a

′= − − → = −
−

 

)حال ازآنجاكه  )( ) ( )1L F s tf t− ′ =  : داريم−

 ( ) ( )
at

at e 11 e t f t f t
t
−

− = − → = 

 :با توجه به اينكه

 ( )
at

Hop at

t 0 t 0 t 0

e 1 0lim f t lim lim ae a
t 0+ + +→ → →

−
= = → = 

 :و با عنايت به رابطه

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1L f t sF s f 0 f t L sF s f 0+ − +′ ′= − → = − 

 :توان نوشت مي

 
at at at

1
2

s e 1 ate e 1L s ln a
s a t t

−
′ − − + − = =    −   

 

 :راه ديگر

 ( ) sF s s ln a
s a

= −
−

 

 ( ) ( )( )1 1 1 1 11 1 s a 1 s 1 aL F s L F s L ln L ln L
t t s a s a t s a t s a

− − − − −     ′  = − = − − = − − −       − − − −     
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 معادلات دیفرانسیل

 

 

 

٣٤٦ 
 

)با فرض  ) sG s ln
s a

=
−

 : داريم

 ( ) ( ) ( )s 1 1G s ln ln s ln s a G s
s a s s a

′= = − − → = −
− −

 

)و ازآنجاكه  )( ) ( )1L G s t g t− ′ =  : داريم−

 ( ) ( )
at

at e 11 e t g t g t
t
−

− = − → = 

 :لذا

 ( )( ) ( )
at at at

1 at
2

1 e 1 1 e 1 at eL F s ae
t t t t

−  − − + +
= − − − =  

 
 

 گيري از تبديل لاپلاس قضيه انتگرال

} اگر }L  f ( t )  = F ( s )  و ( )
t 0

f t
lim

t→
 : داريم، موجود باشد

n تا انتگرال 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n
n

s s s s

f t f t
L F s ds L .... F s ds

t t

∞ ∞ ∞ ∞      = =   
      ∫ ∫ ∫ ∫



 

) و در فرم معكوس اگر ){ } ( )1L F s f t−  : باشد داريم=

  
 :شود نوشته ميصورت زير  يافته به گيري از تبديل لاپلاس در فرم توسعه  قضيه انتگرال:كتهن

 ( ) ( )as as

s

f t
L e e F s ds

t a

∞
− 

=  +  ∫ 

 :چند نكته
)چنانچه ـ ١ )( ) ( )L f t F s=توان نشان داد  باشد، مي: 

 ( )( ) ( )( )tL e f t cos t Re F s i−α β = + α − β 

 ( )( ) ( )( )tL e f t sin t Im F s i−α β = + α − β 

nتا انتگرال  

( ) ( ) ( )( ) ( )n1 1
ns s ss

f t f t.... F s dsL F s ds L
t t

∞ ∞ ∞∞
− −

 
  
   = =  

    
 

∫ ∫ ∫∫


www.iedoc.ir

http://www.ieun.ir/
www.ieun.ir
www.ieun.ir
www.ieun.ir


 تبدیل لاپلاس
 

 
 

 

٣٤٧ 

Arctgـ با فرض ۲
s
α

θ=توان نشان داد ، مي: 

 ( ) ( )( )

( ) ( )
n

1 n 12 2 2

n!cos n 1
L t cos t

s
+

+ θ
α =

+ α

 

 ( ) ( )( )

( ) ( )
n

1 n 12 2 2

n!sin n 1
L t sin t

s
+

+ θ
α =

+ α

 

 ـ ۳

 ( ) ( )
( )( ) ( )( )

2n
2n

2 22 2

2n !
L sin t

s s 2 .... s 2n

ω
=ω

+ ω + ω
 

 ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
2n 1

2n 1
222 2 2 2

2n 1 !
L sin t

s s 3 .... s ( 2n 1)

+
+ + ω

ω =
 

+ ω + ω + + ω 
 

 

 حاصل    ۳۴ مثال
2

2t

0

sin te dt
t

∞
  كدام است؟∫−

۱( 1 ln 2
4

 ۲( 1 ln 2
2

 ۳( ln 2 ۴( 2ln 2 

 . درست است۱گزينه   : حل
 :يمبا توجه به تعريف تبديل لاپلاس دار

 
2 2

2t

0 s 2

sin t sin tI e dt L
t t

∞
−

=

   = =       ∫ 

 :دانيم اما مي

 ( )2
2

1 cos 2t 1 1 sL sin t L
2 2 s s 4

 − = = −  
  + 

 

 
( )

2
2

2 2s s s

2

2

sin t 1 1 s 1 1 1 sL ds ln s ln s 4 ln
t 2 s 2 2 2s 4 s 4

1 s 1 s 4ln1 ln ln
2 2 ss 4

∞∞∞         = − = − + =         +   +   

  + = − = 
 + 

∫
 

 :لذا داريم

 
2

s 2

1 s 4 1 8 1 1I ln ln ln 2 ln 2
2 s 2 2 2 4

=

   + = = = =      
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 معادلات دیفرانسیل

 

 

 

٣٤٨ 
 

تبديل لاپلاس    ۳۵ مثال
t u

0

1 e du
u

 )۸۶هوافضا (  كدام است؟∫−−

۱( 
2s

s 1+
 ۲( 

2

2
s 1

s
+ ۳( 1 s 1ln

s s
+ ۴( 2

ss ln
s 1+

 

 .  درست است۳گزينه   : حل

 
( ) ( ) ( )( )

( )

u
u

s s

t u

0s

1 1 1 e 1 1L 1 e L ds ln s ln s 1
s s 1 u s s 1

s s s 1 1 e 1 s 1ln ln 1 ln ln L du ln
s 1 s 1 s u s s

+ ∞+ ∞−
−

+ ∞ −

 −  − = − → = − = − +    + +  

 + − +        = = − = → =        + +        

∫

∫
 

)اگر     ۳۶ مثال )( )t
2

1L g t e
s 5s 4

− =
+ +

) باشد  )g t
L

t
 
  
 

 شود؟  كدام مي

۱ (3 sln
s 3+

 ۲ (sln
s 3

 
 + 

 ۳( 3 s 3ln
s
+ ۴ (s 3ln

s
+ 

 
 

 

 . درست است۳گزينه   : حل
)اگر  )( ) ( )L g t G s= باشد داريم ( )( ) ( )tL g t e G s 1− =  : اما طبق فرض داريم+

 ( )( ) ( )( )
t

2
1 1L g t e

s 1 s 4s 5s 4
− = =

+ ++ +
 

 :توان گفت پس مي

 ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1G s 1 G s

s 1 s 4 s s 3
+ = → =

+ + +
 

 :يمو دار

 

( ) ( ) ( )

( )( )

s s s

3

g t 1 1 1 1L G s ds ds ds
t s s 3 3 s s 3

1 1 s 1 s s 3ln s ln s 3 ln ln1 ln ln
s s3 3 s 3 3 s 3 s

∞ ∞ ∞   
= = = −     + +  

∞ ∞    +
= − + = = − =   + +   

∫ ∫ ∫ 

)حاصل    ۳۷ مثال ) t

0

1 cos tI , e dt
t

∞
− α − β

α β = ) كدام است؟∫ ), 0α β > 

۱( 
2 2

ln
α + β

α
 ۲( 

2 2
ln

α + β
β

 ۳( 
2 21 ln

2
α + β

α
 ۴( 

2 21 ln
2

α + β
β
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 تبدیل لاپلاس
 

 
 

 

٣٤٩ 

 .درست است ۱گزينه   : حل
 :تبديل لاپلاس داريممطابق تعريف 

 ( ) t

0 s

1 cos t 1 cos tI , e dt L
t t

∞
− α

=α

 − β − β α β = =   
  ∫ 

 :توان گفت گيري از تبديل لاپلاس مي اما مطابق قضيه انتگرال

 
( )2 2

2 2 2 2s s
s

2 2

2 2

1 cos t 1 s 1 sL ds ln s ln s ln
t s 2s s

ssln1 ln ln
ss

∞
∞∞   − β     = − = − + β =          + β + β   

+ β
= − =

+ β

∫
 

 :آيد دست مي پس به

 ( )
2 2 2 2

s

s
I , ln ln

s
= α

   + β α + β   α β = =
   α
   

 

 قضيه تبديل لاپلاس پيچش دو تابع
) كانولوشن يا پيچش دو تابع )g t و ( )f t شود صورت زير تعريف مي به: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t

t
0 0

f g f g t d f t g d= λ −λ λ = − λ λ λ∗ ∫ ∫ 

 :توان نشان داد مي
 f 0 0 f 0= =∗ ∗ 

 f g g f=∗ ∗ 
 ( )f g h f g f h+ = +∗ ∗ ∗ 

 ( ) ( )f g h f g h=∗ ∗ ∗ ∗ 
 )aثابت است (( ) ( ) ( )f a g a f g a f g= =∗ ∗ ∗ 

)اگر  ){ } ( )L g t G s= و  ( ){ } ( )L f t F s=داريم،دن باش : 

 ( ) ( ){ } ( ) ( )tL f g F s G s=∗ 

) و در فرم معكوس اگر ){ } ( )1L G s g t− ) و = ){ } ( )1L F s f t−  : داريم،دنباش =
 ( ) ( )( ) ( ) ( )

1
tL F s G s f g− = ∗  

 ( ) ( ) ( )f t t a f t a*δ − = − 
 ( ) ( ) ( )f t t f t* ′ ′δ = 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t g t f t g t f t g t* * *′ ′ ′= = 
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 :گفته شده در پيچش قابل تعميم است، يعني داريمرابطه : تذكر
 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )L f t g t h t F s G s H s* * =  

)حاصل     ۳۸ مثال ) ( )

3
x t 2

0 0
f x sin x t d dt

t
λ

= − λ
− λ∫  . را بيابيد∫

    : حل
 :قابل بيان استانتگرال داخلي به صورت زير 

 ( )

3
3t 2
2

0

1g t d t *
t t
λ

= λ =
− λ∫ 

 :بنابراين داريم

 ( ) ( ) ( ) ( )
x

0
f x sin x t g t dt sin x g x*= − =∫ 

 :توان نوشت لذا مي

 

( ) ( ) ( )

( )

3 3 1
2 2 2

2 5 1
2 2

2 5 1 3 2
2 2

5 1
1 1 2 2f x sin x x F s L sin x L x L x* *
x s 1

s s
3 1 1 1

1 3 12 2 2 2
4s 1 s s 1

s s

−
   Γ Γ       
      = → = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

    +   

   ⋅ Γ Γ    π   = ⋅ ⋅ =
+ +

 

 :اما داريم

 
( ) ( ) ( ) ( )

x
1 1 1

23 2 2 2 2
0

x2 2

0

1 1 1 1 1 1L L L x sin x dx
s s ss s 1 s s 1 s 1

x xcos x cos x 1
2 2

− − −
      
      = ⋅ = − = −      + + +            

 
= + = + −  

 

∫
 

 :آيد بنابراين به دست مي

 ( )
23 xf x cos x 1

4 2

 π
= + −  

 
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)جواب مسئله مقدار اوليه     ۳۹ مثال )
( ) ( )

y 4y f t

y 0 3 , y 0 1

′′ + =


′= = −
 )۸۷عمران (  چيست؟

۱ (( ) ( )
t

0

1y 3cos 2t sin 2t cos 2 t x f x dx
2

= − + −∫ 

۲ (( ) ( )
t

0

3 1y sin 2t cos 2t sin 2 t x f x dx
2 2

= − + −∫  

۳ (( ) ( )
t

0

3y sin 2t cos 2t cos 2 t x f x dx
2

= − + −∫ 

۴ (( ) ( )
t

0

1 1y 3cos 2t sin 2t sin 2 t x f x dx
2 2

= − + −∫  

  . درست است۴گزينه   : حل
 : گيريم از طرفين معادله ديفرانسيل تبديل لاپلاس مي

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2s Y s sy 0 y 0 4Y s F s s Y s 3s 1 4Y s F s′− − + = → − + + = → 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 2
3s 1 1s 4 Y s 3s 1 F s Y s F s .

s 4 s 4 s 4
+ = − + → = − + →

+ + +
 

 ( ) ( ) ( ) ( )
t

0

1 1 1 1y t 3cos 2t sin 2t f t * sin 2t 3cos 2t sin 2t sin 2 t x f x dx
2 2 2 2

= − + = − + −∫ 

لاپلاس تبديل     ۴۰ مثال
x

x t 2

0
2e e sin t dt−∫۸۵رياضي ( : عبارتست از( 

۱ (
( )( )2

4

s s 1 s 4− +
 ۲ (

( )( )2
4

s 1 s 4− +
 ۳ (

( )( )2
4

s s 1 s 4+ +
 ۴ (

( )( )2
4

s 1 s 4+ +
 

  . درست است۱گزينه    : حل

 ( ) ( ) ( )
x x

x tx t 2 2 x 2

0 0
f x 2e e sin t dt 2 e sin t dt 2 e sin x*

−−= = =∫ ∫ 

 :لذا داريم

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )

2 2
x 2 x

2 2

2

1 cos 2x 1 1 s 1 s 4 sF s 2 L e L sin x 2 L e L
2 s 1 s s 1s 4 s s 4

4

s s 1 s 4

   − + − = ⋅ = ⋅ = ⋅ − =     − −  +   +

=
− +
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)كانولوشن دو تابع     ۴۱ مثال )f t t cos t= و ( )g t t cos ht=كدام است؟  

۱ (( )1 sin ht sin t
2

− ۲ (( )t sin ht sin t
2

− ۳ (( )1 sin ht sin t
2

+ ۴ (( )t sin ht sin t
2

+ 

 . درست است۱گزينه   : حل
 :دانيم مي

 ( )( )( ) ( ) ( )L f g t F s G s* = 
 :جا كه حال از آن

 ( )( ) ( )
( ) ( )
2 2 2

2 2 22 2

d s s 1 2s s 1L f t L t cos t
ds s 1 s 1 s 1

 − + − −
= = = − =  +  + +

 

 ( )( ) ( )
( ) ( )
2 2 2

2 2 22 2

d s s 1 2s s 1L g t L t cos ht
ds s 1 s 1 s 1

  − − +
= = − = − =  −  − −

 

 :توان نوشت مي

 
( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )

2 2
1 1 1

2 2 2 22 22 2

s 1 s 1 1 1 1 1f g t L L L* 2 s 1 s 1s 1 s 1s 1 s 1

1 sin ht sin t
2

− − −

       − +    = = = −       − ++ −      + −    

= −

 

) داشته باشيم  چقدر باشد تاα    ۴۲ مثال ) ( ) ( ) ( )
x x x x

n n 1

0 0 0 0
f x dx x u f u du−= α −∫ ∫ ∫ ∫ 

۱ (1
n!

 ۲ (
( )

1
n 1 !−

 ۳ (n! ۴ (( )n 1 !− 

 . درست است۲گزينه   : حل
 :گيريم از دو طرف معادله داده شده تبديل لاپلاس مي

 ( )( ) ( ) ( )

( )n 1

x x x x
n n 1

0 0 0 0

x f x*

L f x dx L x u f u du

−

−

 
      = α −   

    
 
 

∫ ∫ ∫ ∫



 

 ( ) ( ) ( ) ( )n n
n 1 !1 1F s F s

n 1 !s s

−
= α → α =

−
 

)جواب معادله انتگرالي     ۴۳ مثال ) ( )
t

0
y t y t cos d sin t+ − τ τ τ τ  )۸۶برق (  كدام است؟∫=

۱ (t t sin t+ ۲ (( )2 tsin 3 t
33 3

− ۳ (( )2 tsin 3 t
3 3

+ ۴ (( )t 2 sin 3 t
3 3 3

+ 
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  . درست است۴گزينه    : حل
 : تعريف كانولوشن داريمبا توجه به

 ( ) ( )y t y t t cos t sin t+ ∗ = 
 :جا كه از آن

 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2 2 2 22 2

s 1 2ss d s s 1L cos t L t cos t
dss 1 s 1 s 1 s 1

+ −  −
= → = − = − =  + +  + +

 

 :گيريم از طرفين معادله تبديل لاپلاس مي

 ( ) ( )
( )

( )
( )

2 2

2 2 2 22 2

s 1 1 s 1 1Y s Y s Y s 1
s 1 s 1s 1 s 1

 
 − −

+ = → + = → 
+ + + + 

 

 

 ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
24 2 2

2 2 2 2 2 22

s 3 2s 3s 1 s 1Y s Y s
s 1 s s 3 s s 3s 1

 
+ − + +

= → = = → 
+ + + + 

 

 

 ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2
1 2 1 2 1 1 2 1 t 2Y s y t t t sin 3 t sin 3 t

3 3 33 3 3s s s s 3s s 3

  
= − = − − → = − − = +     ++    

 

)اگر     ۴۴ مثال ) ( ) ( ) ( )
t

0
f t t f cos t d= δ + ω − ω ω∫در جواب  باشد ( )f t ضريب جمله 

t
2 3

e sin t
2

  كدام است؟

۱ (2
3

 ۲ (1
2 3

 ۳ (1
3

 ۴ (1
2

 

 . درست است۳گزينه   : حل

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )L
2 2
s sf t t f t cos t F s 1 F s F s 1 1*

s 1 s 1

 
=δ + → = + → − = →  + + 

 

 ( ) ( ) ( )
( )22 2

2 2 2

s 1 s ss 1 s s 1F s 1 F s F s
s 1 s 1 s s 1 s

+ − + + − +
= → = → = →  + + − + − 

 

 ( ) ( ) ( )
1

t t
L 2 2

2 2

1 1s 3 3s 1 22 2F s 1 1 f t t e cos t e sin t
2 2 23s s 1 1 3s

2 4

−

 − + 
 = + = + → = δ + +

− +  − + 
 
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)جواب معادله انتگرال     ۴۵ مثال ) ( ) ( )
t

0
y t 4t 3 y z sin t z dz= −  )۸۶عمران ( هاي زير است؟ يك از گزينه  كدام∫−

۱ (( ) 3y t t sin 2t
2

= +  ۲ (( ) 1y t 1 sin 2t
2

= + 

۳ (( )y t 1 cos t= −  ۴ (( )y t t cos t= − 

  . درست است۱گزينه   : حل
 :شود با توجه به تعريف پيچش دو تابع، معادله به فرم زير بيان مي

 ( ) ( )( )y t 4t 3 y t * sin t= − 
 :گيريم از طرفين معادله تبديل لاپلاس مي

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2
4 1 3 4 s 4 4Y s 3 Y s Y s 1 Y s

s s 1 s 1 s s 1 s

     +
= − → + = → ⋅ = →         + + +     

 

 ( )
( )
( )

( )( )
( ) ( )
22

2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2

4 s 4 34 s 1 4 12 4 1 1 1 1 3Y s 12
4s s s s 4 s s 4s s 4 s s 4 s s 4

+ −+  
= = = − = − − = +  + ++ + +  

 

 ( ) 3y t t sin 2t
2

= + 

 :هتوج

 ( ) ( )
0

0
y 0 4 0 3 0= − =∫ 

tهاي دوم و چهارم كه حاصلشان در  لذا گزينه  . مخالف صفر است مردودند=0
 t  مشتق نسبت به 

→ ( ) ( ) ( )
t

0
y t 4t 3 y z sin t z dz= − −∫ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
t t

0 0
y t 4 3 1 y t sin t t y z sin t z dz 4 3 0 y z cos t z dz

t

   ∂   ′ = − − + − = − + − →   ∂    ∫ ∫ 

 ( )
0

0
y 0 4 3 4′ = − =∫ 

)اي كه شرط  و تنها گزينه )y 0 4′  .كند گزينه اول است  را ارضاء مي=

 ( ) ( ) ( )3y t t sin 2t y t 1 3cos 2t y 0 1 3 4
2

′ ′= + → = + → = + = 

)اگر     ۴۶ مثال ) ( )
t t

t 2 2

0 0
y e d t y t e d−λ λλ λ = + − λ λ∫ ) باشد در ∫ )y t ضريب tكدام است؟  

۱ (3− ۲ (6− ۳ (6 ۴ (3 
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 . درست است۳گزينه   : حل
 : تعريف پيچش داريمطبق

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )Lt 2 2t
3

1 2 1y t *e t y t *e Y s . Y s .
s 1 s 2s

= + → = + →
− −

 

 ( ) ( ) ( ) ( )3 3
1 1 2 1 2Y s Y s

s 1 s 2 s 1 s 2s s
− − = → = → − − − − 

 

 ( ) ( ) ( )
2

2
3 2 3

s 3s 2 1 3 2Y s 2. 2 y t 2 1 3t t
ss s s

 − +
= − = − − + → = − − + 

 
 

) تگراليجواب معادلة ان    ۴۷ مثال ) ( ) ( )
x

0
sin 2x y x x t y t dt= +  )۸۸رياضي (  كدام است؟∫−

۱ (1y 4sin 3x sin x
3

= −  ۲ (4 2y sin 2x sin 3x
3 3

= + 

۳ (2y sin 2x cos x
3

= +  ۴ (4 2y sin 2x sin x
3 3

= − 

 . درست است۴گزينه   : حل

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
x

L

0
sin 2x y x x t y t dt sin 2x y x x * y x= + − → = + →∫ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2

2 2 2 2 2 2
2 1 2 s 1 2sY s .Y s Y s Y s

s 4 s s 4 s s 4 s 1

 +
= + → = → = →  + + + + 

 

 ( ) ( ) ( )2 2
1 8 2 1 4 2Y s y x 4sin 2x 2sin x sin 2x sin x
3 3 3 3s 4 s 1

 
= − → = − = − 

+ + 
 

 ي در قضاياي تبديل لاپلاس خودمونبيان ۱۰

 قضيه تبديل لاپلاس توابع متناوب) ۱
)اگر  :فرم مستقيم )f t تابعي متناوب با دوره تناوب P باشد، براي محاسبه لاپلاس آن، انتگرال مربوط به تعريف تبديل لاپلاس 

طلبد پشت اين   مي∞دهيم، بهاي نرفتن حد بالا تا   را قرار ميp تا 0 حدود از ∞ تا 0فقط به جاي حدود از نويسيم،  را مي

Psانتگرال يك جمله اصلاحي به فرم 
1

1 e −−
 .دهيم قرار 

)براي محاسبه لاپلاس معكوس  :فرم معكوس ) ( )Ps
1F s H s

1 e −
=

−
Ps، جمله 

1
1 e −−

 لاپلاس معكوس ، را كنار گذاشته

( )H sكنيم تابع حاصله ضابطه   را پيدا مي( )f t را در بازه ( )0,Pه تناوب دهد، با گسترش اين ضابطه با دور  نشان ميP شكل 
)كلي  )f tآيد  به دست مي. 
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 قضيه مقدار اوليه و مقدار نهايي) ۲
)وقتي لاپلاس  )f t به صورت ( )F s معلوم باشد، بدون محاسبه ( )f tتوان رفتار   مي( )f t ارزيابي حدي كرد، ∞ و 0 را در 

)طوري كه  )
s
lim sF s
→∞

)، تكليف  )f 0 ) و + )
s 0
lim sF s
→

) تكليف  )f  .كند  را مشخص مي∞+

 قضيه مقياس) ۳
) اگر لاپلاس تابع :فرم مستقيم )f t به صورت ( )F s معلوم باشد، چنانچه متغير t به at تبديل شود، براي لاپلاس تابع 

)حاصله كافي است در  )F s همه sرا به ها s
a

1 تبديل كرده و پشت عبارت حاصله 
a

 . قرار دهيم

sFدر محاسبه لاپلاس معكوس  :فرم معكوس
a

 
 
 

)، نخست لاپلاس معكوس  )F sآوريم، سپس در عبارت   را به دست مي

 .دهيم  قرار ميa تبديل كرده و پشت عبارت حاصله at را به tحاصله 

 قضيه تبديل لاپلاس مشتقات يك تابع) ۴
صلي منهاي مقدار تابع  در لاپلاس تابع اsوقتي تبديل لاپلاس تابعي معلوم است، لاپلاس مشتق آن تابع با ضرب  :فرم مستقيم

tاصلي در   . قابل محاسبه است=0
)اگر  :فرم معكوس )F s لاپلاس ( )f t  باشد، لاپلاس معكوس( )sF sبه صورت مجموع تابع  ( )f tقدار  به علاوه م( )f t  در

t  . قابل محاسبه است=0

  قضيه تبديل لاپلاس انتگرال يك تابع)۵
گيري شده، لاپلاس تابع  گرالخيال عمل انت  تابعي را محاسبه كنيم، بيt تا 0خواهيم لاپلاس انتگرال   وقتي مي:مستقيم فرم

1آوريم و در حاصل كار  زير علامت انتگرال را به دست مي
s

 .كنيم  ضرب مي

) در محاسبه لاپلاس معكوس :فرم معكوس )1 F s
s

1خيال  ، بي
s

) شده لاپلاس معكوس  )F sآوريم، سپس از   را به دست مي

 .دهيم  انجام ميt تا 0گيري معين از  بار انتگرال حاصل كار يك

 قضيه اول انتقال) ۶
مانده را به   شده، لاپلاس تابع باقيateيال خ شود براي محاسبه لاپلاس آن، بي  ضرب ميate وقتي تابعي در :فرم مستقيم

sها را به sآوريم، سپس در حاصل كار  دست مي a−كنيم  تبديل مي. 
sهاي  لاپلاس معكوس عبارتي كه در بستهمحاسبه  در :فرم معكوس a− ظاهر شده، به جاي s a− هاs گذاشته و لاپلاس 

 .كنيم  ضرب ميateآوريم، سپس در عبارت به دست آمده  معكوس حاصل را به دست مي

 قضيه دوم انتقال) ۷
) وقتي تابعي در :فرم مستقيم )au tحاسبه لاپلاس آن، شود براي م  ضرب مي( )au tمانده  شويم، در تابع باقي خيال مي  را بي

t ها را بهt a+ آوريم سپس در عبارت به دست آمده   لاپلاس آن را به دست ميكرده، حاصل را ساده كرده، تبديلase  ضرب −
 .كنيم مي
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)در لاپلاس معكوس  :معكوسفرم  )ase F s−خيال  ، بيase ) لاپلاس معكوس ، شده− )F sآوريم، سپس عبارت   را به دست مي
t وجود دارد بهtكنيم اول هرچه  حاصله را با دو عمل بازنويسي مي a−سپس حاصل را در ، تبديل كرده ( )au tكنيم  ضرب مي. 

 گيري از تبديل لاپلاس قضيه مشتق) ۸
مانده را به دست   لاپلاس تابع باقي، شدهtخيال  شود، براي محاسبه لاپلاس آن، بي  ضرب ميt وقتي تابعي در :فرم مستقيم

 .نويسيم  گرفته و آن را با علامت منفي ميsآوريم، سپس مشتق عبارت حاصله را نسبت به  مي
) اگر لاپلاس معكوس :فرم معكوس )F sكافي است لاپلاس معكوس ، را بخواهيم ( )F s′ را به دست آوريم و حاصل را بر t− 
 .تقسيم كنيم

)اگر لاپلاس معكوس و  )F s′ را بخواهيم، كافي است لاپلاس معكوس ( )F s را به دست آوريم و آن را در t−ضرب كنيم . 

 گيري از تبديل لاپلاس قضيه انتگرال) ۹

1 وقتي تابعي در :فرم مستقيم
t

1خيال  ، بيشود، براي محاسبه لاپلاس آن مي ضرب 
t

مانده را به دست   لاپلاس تابع باقي، شده

 .يمده  انجام مي∞+ تا sگيري معين از  آوريم، سپس از حاصل كار يك بار انتگرال مي
) اگر لاپلاس معكوس :فرم معكوس )G s اي خواسته شود كه آن( )G s انتگرال از ،s تابعي مانند ∞+ تا ( )F s است، كافي 

)است لاپلاس معكوس  )F s 1 را يافته و آن را در
t

 . ضرب كنيم

 قضيه تبديل لاپلاس پيچش دو تابع) ۱۰
تك توابع مذكور جداگانه لاپلاس گرفته و  خواهيم، كافي است از تك  وقتي تبديل لاپلاس پيچش چند تابع را مي:فرم مستقيم

 .يمعبارات حاصله را در هم ضرب معمولي كن
 لاپلاس معكوس بگيريم، كافي است لاپلاس معكوس هر كدام از ،ضرب چند عبارت خواهيم از حاصل  وقتي مي:فرم معكوس

 .عبارات را جداگانه به دست آورده و پيچش توابع حاصله را به دست آوريم

 بندي قضاياي تبديل لاپلاس اي جمعو پيشنهاد برچند تذكر 
 :ع همواره دو راه در دسترس استبراي محاسبه پيچش دو تاب :تذكر

 استفاده از تعريف پيچش و سپس محاسبه انتگرال مربوط به آن) الف
 .محاسبه لاپلاس پيچش و سپس محاسبه لاپلاس معكوس عبارت به دست آمده) ب

) اگر هدف محاسبه پيچش دو تابع مثلاً )g t sin t= و ( ) tf t e=توان نوشت ي باشد، م: 
 )الف

 ( )( ) ( ) ( ) ( )
t t

0 0
f g t f g t d e sin t d* λ= λ − λ λ = − λ λ∫ ∫ 
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)با اعمال روش جزء به جزء براي  )I e sin t dλ= − λ λ∫داريم : 

          مشتق انتگرال

( )

( )

( )

e sin t

e cos t

e sin t+

λ

+

λ
−

λ

− λ

− λ

→ − − λ∫



 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )eI e cos t e sin t I I cos t sin t
2

λ
λ λ= − λ + − λ − → = − λ + − λ 

 :آوريم پس به دست مي

 ( )( ) ( ) ( )( )
t t

0

e e cos t sin tf g t cos t sin t* 2 2

λ =
λ

λ =

  − −
= − λ + − λ =  

 
 

 )ب

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) 2
1 1L f t g t F s G s* s 1 s 1

= ⋅ = ⋅
− +

 

 :حال براي محاسبه لاپلاس معكوس عبارت فوق از روش تجزيه كسرها داريم

 
( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( )
2 2

22 2 2

A s 1 Bs C s 1 A B s B C s A C1 A Bs C
s 1 s 1s 1 s 1 s 1 s 1 s 1 s 1

+ + + − + + − + + −+
= + = = →

− +− + − + − +
 

 
A B 0

1 1 1B C 0 A , B , C
2 2 2

A C 1

+ =
− + = ⇒ = = − = −
 − =

 

 :توان گفت پس مي

 ( ) ( )
t

1
2

1 1 1s e cos t sin t2 2 2f t g t L* s 1 2s 1
−

 − −  − −
= + = 

− +  
 

 

 !خواهد بود) الف(تر از  ساده) ب( برخلاف مسئله فوق، معمولاً روش :تذكر
دلتاي ديراك، پله واحد، تابع مجهول، (ها چهار نوع تابع   معادلات ديفرانسيل با ضرايب ثابت غيرهمگني كه طرف راست آن:كرتذ

 .وجود دارد را با استفاده از تبديل لاپلاس حل كنيد) تابع متناوب

 .معادله ديفرانسيل همراه با شرايط اوليه زير را حل كنيد    ۴۸ مثال

 ( )
( ) ( )

3y 2y y t cos 2t

y 0 1 , y 0 2

′′ ′ − + = δ


′= =
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    : حل
 :گيريم داده شده تبديل لاپلاس مياز طرفين معادله ديفرانسيل 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 3ss Y s sy 0 y 0 2 sY s y 0 Y s e cos 6−′− − − − + = → 

 ( ) ( ) ( )2 3s 2 3ss Y s 2 2 sY 1 Y e cos 6 s 2s 1 Y s e cos 6− −− − − − + = → − + = + → 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3s 3s2 3s
2 2 2 2

s 1 1 e 1 1 es 1 Y s e cos 6 Y s cos 6 cos 6
s 1s 1 s 1 s 1 s 1

− −
− − +

− = + → = + ⋅ = + + ⋅
−− − − −

 

حال ازآنجاكه 
( )

1 t
2

1L t e
s 1

−
 
  =
 − 

 :آيد  به دست مي

 ( ) ( ) ( ) ( )t 3t t
3y t e t e cos6 u t t 3 e −= + + ⋅ − 

 .حل كنيدرا  با شرايط اوليه زير معادله ديفرانسيل همراه    ۴۹ مثال

 

( ) ( )

sin t 0 t
2y 4y

0 t
2

y 0 0 , y 0 0

 π < <  ′′ + =  π  > 


′= =

 

    : حل
 :شود سمت راست معادله ديفرانسيل داده شده چنين بيان مي

 ( ) ( ) ( )0
2

f t u t u t sin tπ

 
 = −
 
 

 

 :كه لاپلاس آن به صورت زير است

 ( ) ( )( )
s s0s 2 2

2 2
1 sF s e L sin t 0 e L sin t e

2 s 1 s 1

π π
− −−  π = + − + = − ⋅  

  + + 
 

 :كنيم گيريم و شرايط اوليه صفر را اعمال مي مي مورد نظر تبديل لاپلاس حال از طرفين معادله ديفرانسيل

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
s

2 s2 2
2 2 2 2 2 2
1 se 1 ss Y s 4Y s Y s e

s 1 s 1 s 1 s 4 s 1 s 4

π
− π

−
+ = − → = −

+ + + + + +
 

 :اما داريم

 ( ) ( )( ) ( )2 22 2
1 1 1 1 1 1G s g t sin t sin 2t

3 3 2s 1 s 4s 1 s 4

   = = − → = −   
 + + + +

 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )2 22 2
s 1 s s 1H s h t cos t cos 2t

3 3s 1 s 4s 1 s 4

 
= = − → = − 

+ + + +
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 :آيد پس به دست مي

 ( ) ( ) ( )
2

y t g t u t h t
2π
π = − − 

 
 

 .معادله ديفرانسيل همراه با شرايط اوليه زير را حل كنيد    ۵۰ مثال

 ( )
( ) ( )

y y f t
y 0 y 0 1

′′ ′ + =
 ′= =

 

    : حل
 :گيريم از طرفين معادله ديفرانسيل داده شده تبديل لاپلاس مي

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2s Y s sy 0 y 0 sY s y 0 F s s Y s 1 sY 1 F s′− − + − = → − − + − = → 

 ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

2 s 1 1 F s F s1 1s s Y s 2 F s Y
s s 1 s s 1 s s s 1 s s 1

+ +
+ = + + → = + = + +

+ + + +
 

 :ازآنجاكه

 
( )

1 1 t1 1 1L L 1 e
s s 1 s s 1

− − −   = − = −    + +  
 

 :آيد به دست مي

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
t

t t t

0
y t 1 1 e f t 1 e 2 e f t 1 e d*− − − −λ= + − + − = − + − λ − λ∫ 

 .زير را حل كنيدمعادله ديفرانسيل همراه با شرايط اوليه     ۵۱ مثال

 ( )
( ) ( )

y y f t
y 0 y 0 0

′′ + =
 ′= =

 

)در آن كه  ) 1 0 t 1
f t

0 1 t 2
< <

=  < <
) و  ) ( )f t 2 f t+  .باشد  مي=

    : حل
f تابعي متناوب با دوره تناوب p  : است و داريم=2

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

12 1 2
st st st st

2s 2s 2s
0 0 1 0

s

2s s

1 1 1 1F s e f t dt e 1 dt e 0 dt e
s1 e 1 e 1 e

1 e 1

s 1 e s 1 e

− − − −
− − −

−

− −

  − = = + = ⋅ 
− − −  

−
= =

− +

∫ ∫ ∫
 

 :آيد داده شده تبديل لاپلاس بگيريم و شرايط اوليه صفر را اعمال كنيم به دست ميحال اگر از طرفين معادله ديفرانسيل 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

s 2 s
1 1s Y s Y s Y s

s 1 e s s 1 1 e− −
+ = → =

+ + +
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seآنجاكه  از 1−  : از سري هندسي داريم>

 ( ) ns 2s ns
s

n 1

1 1 e e 1 1 e
1 e

∞
− − −

−
=

= − + − + = + −
+

∑ 

 :آيد پس به دست مي

 ( ) ( )
( )

( )
n ns

2 2
n 1

1 e1Y s
s s 1 s s 1

−∞

=

−
= +

+ +
∑ 

 :با توجه به آنكه

 
( )

t
1

2
0

1L sin t dt 1 cos t
s s 1

−
 
  = = − + 
 

∫ 

 :خواهيم داشت

 ( ) ( ) ( ) ( )( )n
n

n 1
y t 1 cos t 1 u t 1 cos t n

∞

=

= − + − − −∑ 

 .تواند ابزاري مناسب براي رد گزينه باشد  استفاده از قضاياي مقدار اوليه و مقدار نهايي مي:تذكر

 تبديل لاپلاس جواب مسئله زير كدام است؟    ۵۲ مثال
 ( ) ( ) ( )ty 1 t y y 0 , y 0 1 , y 0 1′′ ′ ′+ − + = = = − 

۱ (( )s s 1
s 1

−

+
 ۲ (2

s
s 1+

 ۳ (
( )

1
s s 1−

 ۴ (2
s 1
s
− 

 . درست است۴گزينه   : حل
 :انتظار داريم

 ( ) ( )
s
lim sY s y 0 1
→∞

= = 

)شوند و چون بايد  هاي اول و سوم مردود مي ينهبنابراين گز ) ( ) ( )( )2
s

y 0 lim s Y s sy 0
→∞

′ =  : باشد، داريم−

 ( ) ( )( )
3

2
2 2s s s

s s: lim s Y s sy 0 lim s lim 0
s 1 s 1→∞ →∞ →∞

  −
− = − = =  + + 

 در گزينه دوم

 ( ) ( )( )2 2
2s s

s 1: lim s Y s sy 0 lim s s 1
s→∞ →∞

 −
− = − = − 

 
 در گزينه چهارم

 .باشد پس گزينه چهارم صحيح مي
 :گرفتيم خواستيم مسئله را حل كنيم، از دو طرف معادله تبديل لاپلاس مي اگر مياما 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2d ds Y s sy 0 y 0 sY s y 0 sY s y 0 Y s 0
ds ds

′− − − + − + − + = → 

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 22sY s Y y 0 sY y 0 Y sY Y 0 s s Y 2 s Y 0′ ′ ′− + − + − + + + = → − − + − = → 
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dY 2 1 ds
Y s s 1

− = + → −  ∫ 
 كسرها تجزيه    

→ ( ) ( ) ( )
dY dY s 2s s 1 s 2 Y ds
ds Y s s 1

−
− − = − → =

− −
 

 ( ) ( ) ( )
2

k s 1
ln Y 2ln s ln s 1 ln k Y s

s

−
= − + − + → = 

)كه فقط با گزينه چهارم انطباق دارد و البته با توجه به شرط  ) ( )
s

y 0 lim sY s
→∞

 .آيد به دست مي 1ز  نيk مقدار =

 :تواند با ترتيب دلخواه صورت گيرد ز قضاياي تبديل لاپلاس مي توالي استفاده ا:تذكر
)براي محاسبه لاپلاس ) الف ) tf t te cos t=توان نوشت  مي: 

 ( ) ( ) ( )
( )

t
2 2 2

s s 1

s 1s sL cos t L e cos t
s 1 s 1 s 1 1→ −

− 
= → = = → 

+ +  − +
 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )

( )( )
( )

( )( ) ( )
2 2 2 2

t
2 2 2 22 2 2

s 1 s 1 1 2 s 1 s 1 1d s 2sL te cos t
ds s 1 1 s 2s 2s 1 1 s 1 1

 − − + − − − − − = − = − = =
 − + − +  − + − +

 

 :يا داريم

 ( ) ( )
( ) ( )
2 2 2

2 2 2 22 2

s d s s 1 2s s 1L cos t L t cos t
dss 1 s 1 s 1 s 1

  + − −
= → = − = − = → 

+ +  + +
 

 ( )
( )

( )

( )( ) ( )
22 2

t
2 2 222 2

s s 1

s 1 1s 1 s 2sL e t cos t
s 1 s 2s 2s 1 1

→ −

− −− −
= = =

+ − +− +
 

)ي محاسبه لاپلاس برا) ب )
te sin tf t
t

−
 :توان نوشت  مي=

 ( ) ( )
( )

t
2 2 2

s s 1

1 1 1L sin t L e sin t
s 1 s 1 s 1 1

−

→ +

 
= → = = → 

+ +  + +
 

 
( )

( )( ) ( ) ( )t
2 ss

1 1L e sin t ds Arc tan s 1 Arc tan s 1 Arccot s 1
t 2s 1 1

∞ ∞
− π  = = + = − + = + 

  + +∫ 

 :يا داريم

 ( ) ( )2 2 ss

1 1 1L sin t L sin t ds Arc tan s Arc tan s Arccot s
t 2s 1 s 1

∞ ∞ π = → = = = − = → 
 + +∫ 

 ( ) ( )t

s s 1

sin tL e Arccot s Arccot s 1
t

−

→ +

  = = + 
 

 

)براي محاسبه لاپلاس ) ج )
t

t

0

1 cos tf t e dt
t

−
=  :توان نوشت  مي∫

 ( ) 2
1 sL 1 cos t
s s 1

− = − →
+
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( )2
2

s s

2

2 2
s

1 cos t 1 s 1L ds ln s ln s 1
t s 2s 1

s 1s sln ln1 ln ln
ss 1 s 1

∞∞

∞

 −   = − = − +    
   + 

  + = = − = →
 + + 

∫
 

 ( ) 22 2
t

s s 1

s 1 1s 1 s 2s 21 cos tL e ln ln ln
t s s 1 s 1

→ −

   − ++ − +−    = = = →     − −     

 

 
t 2

t

0

s 2s 21 cos t 1L e dt ln
t s s 1

   − +−    =
   −   

∫ 

 :يا داريم

 ( ) ( )( )
( )

t
2 2 2

s s 1

1 s 1 s 1 s 1L 1 cos t L e 1 cos t
s s s 1s 1 s 1 s 1 1→ −

  −
− = − → − = − = − →  −+ +  − +

 

 

( )
( )

( ) ( )( )2t
2

s s

2

2 2
s

1 1 s 1 1L e 1 cos t ds ln s 1 ln s 1 1
t s 1 2s 1 1

s 2s 2s 1 s 1ln ln1 ln ln
s 1s 2s 2 s 2s 2

∞∞

∞

 −    − = − = − − − +    −   − + 

  − +− − = = − = →
  −− + − + 

∫
 

 ( )t t 2

0

e 1 cos t s 2s 21L dt ln
t s s 1

  − − +   =
   −   

∫ 

 .ز به دست آوريدتوان لاپلاس معكوس عبارات به دست آمده را ني  مي:تذكر

)براي محاسبه لاپلاس معكوس ) الف )
( )

2

22

s 2sF s
s 2s 2

−
=

− +
 :نويسيم  مي

 ( ) ( )

( )( )
( )( )

( )
2 2

1 t 1
2 22 2

s 1 1 s 1F s L F s e L
s 1s 1 1

− −

 
 − − −

= → =  
 + − +  

 

حال ازآنجاكه 
( )

2

2 22

s s 1
s 1 s 1

′  −
= − 

+  +
) و با توجه به رابطه  )( ) ( )( )1 1L G s t L G s− −′ =  :توان نوشت  مي−

 
( ) ( )

2 2
1 1 1 1

2 2 2 22 2

s 1 s s s 1L L t L t cos t L t cos t
s 1 s 1s 1 s 1

− − − −

    ′      − − − = = − = − → =       + +      + +       
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٣٦٤ 
 

 :و لذا داريم
 ( )( )1 tL F s e t cos t− = ⋅ 

)براي محاسبه لاپلاس معكوس ) ب ) ( )F s Arccot s 1=  :نويسيم  مي+

 ( )
( ) 2

1F s
s 1 1

−′ =
+ +

 

)حال با توجه به رابطه  )( ) ( )( )1 11L F s L F s
t

− − ′=  :توان نوشت  مي−

 ( )( )
( )

1 1 t
2

1 1 1L F s L e sin t
t ts 1 1

− − −
 − = − =
 + + 

 

)براي محاسبه لاپلاس معكوس ) ج )
2s 2s 21F s ln

s s 1

 − + =
 −
 

 :نويسيم  مي

)با فرض  )
2s 2s 2

G s ln
s 1

 − + =
 −
 

 : داريم

 ( ) ( ) ( ) ( )2 21G s ln s 2s 2 ln s 1 ln s 2s 2 ln s 1
2

= − + − − = − + − − → 

 ( )
( )2 2

1 2s 2 1 s 1 1G s
2 s 1 s 1s 2s 2 s 1 1

− −′ = ⋅ − = −
− −− + − +

 

)ازآنجاكه  )( ) ( )1L G s t g t− ′ =  : داريم−

 ( ) ( )
( )

( ) ( )t
1 t t

2
s 1 e 1 cos t1t g t L e cos t e g t

s 1 ts 1 1
−

 − − − = − = − → =
 −− + 

 

 :و خواهيم داشت

 ( )( ) ( ) ( ) ( )t t t
1 1

0 0

e 1 cos t1L F s L G s g t dt dt
s t

− − − = = = 
  ∫ ∫ 

را در اولين مرحله انجام دهيد و در محاسبه لاپلاس معكوس انتقال در محاسبه لاپلاس استفاده از قضيه دوم  :ديك پيشنها
 .استفاده از قضيه دوم انتقال را در آخرين مرحله انجام دهيد

)براي محاسبه تبديل لاپلاس تابع ) الف ) ( ) 2t

2

f t u t e sin tπ=نويسيم  مي: 

 
( ) { } ( )

( )
( )( ) ( ) ( )

( )

2 ts s s2t 2t22 2 2

s 2 s 2
2 2

2s s 2

F s e L e sin t e L e cos t e e L e cos t
2

s 2
e L cos t e

s 2 1

π π π π+− − −  +π π 

π π
− − − −

→ −

 
π  = ⋅ + = ⋅ =  

  
 

−
= =

− +
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٣٦٥ 

)براي محاسبه تبديل لاپلاس معكوس تابع ) ب ) ( )
2s

2
2F s e

s s 2s 2
−=

− +
 :نويسيم  مي

 
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
2 2

22 2 2

A s 2s 2 Bs C s A B s 2A C s 2A2 A Bs C
s s 2s 2s s 2s 2 s s 2s 2 s s 2s 2

− + + + + + − + ++
= + = = →

− +− + − + − +
 

 
A B 0

2A C 0 A 1 , B 1 , C 2
2A 2

+ =
− + = ⇒ = = − =
 =

 

 ( )
( )

( )
1 1 1

2 22

t t

s 1 12 1 s 2 1L L L
s ss 2s 2s s 2s 2 s 1 1

1 e cos t e sin t

− − −
   − − + − +   = + = +    − + − + − +    

= − + →

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )t 2 t 21 2s

22
2L e u t 1 e cos t 2 e sin t 2

s s 2s 2
− −− −

 
  = − − + − − + 
 

 

لوشن را در اولويت اياي تبديل لاپلاس استفاده كنيد و مفهوم كانوالامكان از بقيه قض براي محاسبه لاپلاس معكوس، حتي :پيشنهاد
 .آخر قرار دهيد

) براي محاسبه لاپلاس معكوس مثلاً ) ( )3 2 2
1F s

s s a
=

+
 :توان نوشت  مي

 )الف

 ( ) ( ) 2 2 2 22 2 2
1 1 1 1 1 1F s
s s a s s as s a

 
= ⋅ = ⋅ − 

+ +
 

 :توان گفت حال مي

 

t
1 1

2 2 2 2 2 2 2 2
0

t
2 2

2 2 2 2 2
0

1 1 1 1 1 1 1 1 1L t sin at L t sin at dt
a s as s a a s s a a

1 1 1 1 1 1 1t cos at t cos at
2 2a a a a a

− −       − = − → − = −         + +    

   
= + = + −   

   

∫
 

 :ازآنجاكه) ب

 1 2 1
3 2 2

1 1 1 1L t , L sin at
2 as s a

− −   
= =   

+   
 

 :توان نوشت مي

 ( )
t

21 2
3 2 2

0

1 1 1 1 1 1L t sin at t sin a d*2 a 2 as s a
−  

⋅ = = − λ ⋅ λ λ 
+  ∫ 

 :و با استفاده از روش جزء به جزء خواهيم داشت
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٣٦٦ 
 

          مشتق انتگرال

( )

( )

2

2

3

t sin a

12 t cos a
a

12 sin a
a

10 cos a
a

+

−

+

− λ λ

− − λ − λ

− λ

λ







 

 

( ) ( ) ( )
t

2
2 3

0

2 2
3 3 2 2 2

1 1 2 2f t t cos a t sin a cos a
2a a a a

1 2 1 2 1 1 1 1cos at t t cos at
2a a 2a a a a a

λ =

λ =

 
= − − λ λ − − λ λ + λ 

 

   
= + − = + −   

   

 

 

)براي لاپلاس معكوس  مثلاً )
( ) 22 2

sF s
s a

=
+

 :توان نوشت  مي

) با فرض )الف ) ( )2 2
1G s

2 s a

−
=

+
) داريم  )

( ) 22 2

sG s
s a

′ =
+

 )گيري به اين رابطه برسيد تلاش كنيد تا با انتگرال (

)اينك با توجه به رابطه  )( ) ( )( )1 1L G s t L G s− −′ =  :توان نوشت  مي−

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2 2
1 t 1 1L F s L G s t L G s f t t L sin at t sin at

2 a 2a2 s a
− − − −

 
− ′= = − → = − = ⋅ = + 

 

 

 :ازآنجاكه) ب

 1 1
2 2 2 2

1 1 sL sin at , L cos at
as a s a

− −   
= =   

+ +   
 

 :توان نوشت يم

 

( )
( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

t
1

22 2 0

t

0
tt

0 0

s 1 1L sin at cos at sin a cos a t d*a as a

1 sin a a t sin a a t d
2a

1 1 1sin at sin 2a at d sin at cos 2a at
2a 2a 2a

1 1 1 1t sin at cos at cos at t sin at
2a 2a 2a 2a

−

λ =

λ =

 
 

= = λ ⋅ − λ λ 
 + 
 

= λ + − λ + λ − − λ λ

 = + λ − λ = λ − λ − 
 

 = − + = 
 

∫

∫
∫
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٣٦٧ 

 :دونكته

 باشد  يك ماتريس مربعي ميAهنگامي كه  Ateمحاسبه ـ ۱

} يك عدد است داريم aوقتي  } ( )a t 11L e s a
s a

−= = −
−

 يك ماتريس مربعي است A با يك مشابهت ساختاري وقتي 

}يم گوئ مي } ( ) 1At IL e Is A
Is A

−= = −
−

لذا اگر از طرفين رابطه فوق تبديل . باشد مي) يكه( ماتريس هماني I كه در آن 

 :آيد دست مي لاپلاس معكوس بگيريم به

 ( ){ }1At 1e L Is A −−= − 

0اگر    ۵۳ مثال 1
A

1 0
 

=  
 

  كدام است؟Ate باشد

۱( cos t sin t
sin t cos t

 
 
 

 ۲( cos t sin t
sin t cos t

 
 − 

 ۳( cosh t sinh t
sinh t cosh t

 
 − 

 ۴( cosh t sinh t
sinh t cosh t

 
 
 

 

 . درست است۴گزينه   : حل

 ( ) ( ) ( ){ }1 1At At 1IL e Is A e L Is A
Is A

− −−= = − → = −
−

 

 :داريم

 ( ) 1
2

s 1
s 0 0 1 s 1 1 s

Is A Is A
0 s 1 0 1 s s 1

−

 
 −       − = − = → − =     − −     

 

 :بنابراين داريم

 
2 2At 1

2 2

s 1
cosh t sinh ts 1 s 1e L

1 s sinh t cosh t
s 1 s 1

−

 
   − − = =     
 

− − 

 

 توابع براي محاسبه لاپلاس معكوساستفاده از مانده ـ ۲
)اگر  )F s  ي از يها اي  چند جمله كه صورت و مخرج يك تابع گوياsتوان نشان داد كه  مي، فرض شود،باشد  مي: 

 ( ){ } ( ){ } ( )
1 stL F s Res e F s

at Poles of F s
− =∑ 

)هاي تابع  يعني كافي است مجموع مانده )ste F s هاي آن محاسبه كرده تا تابع  را در قطب( )f tدست آيد  به. 
)ام تابع m يك قطب مرتبه 0zجهت يادآوري اگر  )f zشود صورت زير محاسبه مي  مانده تابع در اين نقطه به، باشد: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

m 1 m
0m 1z z

z z

1 dRes f z lim z z f z
m 1 ! d z

−

−→
=

 = − −  
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)لاپلاس تابع تبديل  .۱ )
2t

2 0 t 1
f t 1 1 t 3

e t 3

 − < <


= < <


>

  كدام است؟

۱ (s 3s 6 3s2 3 1 1e e e
s s s s 2

− − −− + − +
−

 

۲ (s 3s 6 3s2 1 3 1e e e
s s 5 s 2

− − −− + + +
−

s با شرط 2> 

۳ (s 3s 6 3s2 3 1 1e e e
s s s s 2

− − −− + − +
−

s با شرط 2> 

۴ (s 3s 6 3s2 1 3 1e e e
s s s s 2

− − −− + + +
−

 

 . درست است۳گزينه  :حل
 :جه به تعريف تبديل لاپلاس داريمبا تو

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 3
st st st st 2t

0 0 1 3

1 3 2 s tst st

1 30

s 2 s 2 3s 3s s

F s e f t dt e 2 dt e 1 dt e e dt

1 1 12 e e e
s s 2 s

2 1 1e 1 e e e e
s s 2 s

∞ ∞
− − − −

∞
−− −

− + ∞ − +− − −

= = − + +

− − = − + +  − 

= − − − + −
−

∫ ∫ ∫ ∫
 

sكه در شرايط  2 0− +  : داريم>

 ( ) ( )s 2e e 0− + ∞ −∞= = 

 مجموعه تست تبديل لاپلاس
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٣٧٠ 
 

 :آيد ست ميو به د

 ( ) s 3s 6 3s2 3 1 1F s e e e
s s s s 2

− − −= − + − +
−

 

)تبديل لاپلاس  .۲ ) 2f t sin k t=؟ كدام است 

۱ (
( )

2

2 2
2k

s s 4k+
 ۲ (

( )
2 2

2 2
s 2k

s s 4k

+

+
 ۳ (

( )
2

2 2
k

s s 4k+
 ۴ (

( )
2 2

2 2
s k

s s 4k

+

+
 

 . درست است۱گزينه  :حل

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2

1 cos 2kt 1 1 s 1 s 4k s 2kf t sin kt F s
2 2 s 2s 4k s s 4k s s 4k

 − + −
= = → = − = = 

+  + +
 

)پس از محاسبه لاپلاس معكوس .۳ ) 3 2
s 1Y s

s s 6s
+

=
+ −

  چه خواهد بود؟2te ضريب

۱ (2
15

− ۲ (1
6

− ۳ (2
15

 ۴ (3
10

 

 . درست است۴گزينه  :حل
 :تفاده از روش تجزيه كسرها داريمبا اس

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 2 2
s 1 s 1 s 1 s 1 A B CY s

s s 2 s 3 s s 2 s 3 s s 2 s 3s s 6s s s s 6

+ + + +
= = = → = + +

− + − + − ++ − + −
 

) در 2teلذا براي محاسبه ضريب  )y t كافي است B محاسبه شود، براي اين منظور با ضرب طرفين رابطه فوق در s  بدست −2
 :آيد مي

 
( )

( ) ( ) s 2A s 2 c s 2s 1 3 3B 0 B 0 B
s s 3 s s 3 10 10

=− −+
= + + → = + + → =

+ +
 

2پس ضريب te3 برابر
10

 .د می باش

)در لاپلاس معكوس  .۴ ) 10 9
1F s

s s 2s
=

+ −
  كدام است؟te ضريب 

۱ (1
15

 ۲ (1
16

 ۳ (1
17

 ۴ (1
18

 

 . درست است۳گزينه  :حل
10عبارت  9s s 2s+ s در − 9شود ولي مشتق اين عبارت يعني   صفر مي=1 810s 9s 2+ s در − بنابراين . شود  صفر نمي=1

 :توان گفت مي

 
( ) ( )10 9

1 1
s 1 H ss s 2s

=
−+ −

 

)كه در آن  )H sباشد كه فاقد جمله   مي9  يك عبارت درجهs  . است−1
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 تبدیل لاپلاس
 

 
 

 

٣٧١ 

 :توان نوشت لذا مي

 ( )
( )10 9

k s1 A
s 1 H ss s 2s

= +
−+ −

 

sبا ضرب طرفين عبارت فوق در   : داريم−1

 ( ) ( )
( )10 9

k s s 1s 1 A
H ss s 2s

−−
= +

+ −
 

 :و چون

 H
10 9 9 8s 1 s 1

s 1 0 1 1lim lim
0 17s s 2s 10s 9s 2→ →

−
= → = =

+ − + −
 

1Aلذا 
17

) و در لاپلاس معكوس = )F s ضريب جمله te 1 برابر
17

 . خواهد بود

stحاصل  . ۵

0 0
e sint dt ds

∞ ∞
−∫   كدام است؟∫

۱ (∞ ۲ (0 ۳ (
2
π ۴ (ln 2 

 . درست است۳گزينه  :حل
 :توان نوشت عريف تبديل لاپلاس ميطبق ت

 { }st 1 1 1
2 00 0 0 0

1I e sint dt ds L sin t ds ds tan s tan tan 0 0
2 2s 1

∞ ∞ ∞ ∞ ∞
− − − − π π

= = = = = ∞ − = − =
+∫ ∫ ∫ ∫ 

)لاپلاس تابع تبديل  .۶ ) ( ) ( )1 0 t 2
f t , f t 4 f t

0 2 t 4
≤ <

= + = ≤ <
  كدام است؟

۱ (
( )2s

1

s 1 e−+
 ۲ (

( )2s
1

s 1 e−−
 ۳ (

( )2 2s
1

s 1 e−+
 ۴ (

( )2 2s
1

s 1 e−−
 

 . درست است۱گزينه  :حل
Pتابع مورد نظر تابعي متناوب با دورة تناوب   : بوده و لذا=4

 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

4 2 4
s t s t s t

4s 4s
0 0 2

2s t 2s 2s
4s 4s 2s 2s 2s0

1 1F s e f t dt e 1 dt e 0 dt
1 e 1 e

1 1 1 1 1 1 1e e 1 e 1
s s s1 e 1 e e 1 e 1 s 1 e

− − −
− −

− − −
− − − − −

  = = + 
− −   

− −
= = − = − =

− − − + +

∫ ∫ ∫
 

 :راه ديگر
 :توان نوشت می

 ( ) ( ) ( ) ( )0 2 4f t u t u t u t= − + − + 
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 معادلات دیفرانسیل

 

 
 

 

٣٧٢ 
 

 ( ) ( )
0s 2s 4s

0s 2s 4se e e 1F s e e e
s s s s

− − −
− − −= − + − + = − + − +  

 : است و داريمعبارت داخل پرانتز حد مجموع جملات يک تصاعد هندسی

 ( ) ( )
os

2s 2s
1 e 1F s
s 1 e s 1 e

−

− −
= =

+ +
 

)اگر  .۷ )
3s

2s 3s
1 e sF s
s e e

+
=

+
) باشد حاصل )

t 0
lim f t
→

  كدام است؟

۱ (1
2

1) ۴  1) ۳ صفر ) ۲ 
3

 

 .ست است در۳گزينه  :حل
 :طبق قضيه مقدار اوليه داريم

 ( ) ( )
3s 3s

2s 3s 2s 3st 0 s s s

1 e s e slim f t lim s F s lim s lim
s e e e e→ → ∞ → ∞ → ∞

+ +
= = =

+ +
 

 :با مقايسه مرتبه بی نهايت ها خواهيم داشت
3s

3ss

elim 1
e→ ∞

= 

)اگر  .۸ ) Arc tg sF s
s sin s

) باشد = )
t
lim f t
→∞

  كدام است؟

۱ (0 ۲ (1 ۳ (1
2

 ۴(2 

 . درست است۲ينه گز :حل

 ( ) ( )
t s 0 s 0 s 0

s Arc tg s s.slim f t lim sF s lim lim 1
ssin s s.s→∞ → → →

= = = = 

4tتبديل لاپلاس جواب معادله ديفرانسيل       .۹ 0 t 1
y 4y

4 t 1
≤ ≤

′′ + =  >
) شرايط اوليـه      با  همراه  )y 0 0′ ) و   = )y 0 1= 

 كدام است؟

۱ (
( ) ( )s

2 2 2
s 4 1 e

s 4 s s 4
−+ −

+ +
 ۲ (

( ) ( )s
2 2 2
1 4 1 e

s 4 s s 4
−+ +

+ +
 

۳ (
s

2 2 2
1 4 1 e

ss 4 s 4 s

− 
+ −  + +  

 ۴ (
s

2 2 2
s 4 1 e

ss 4 s 4 s

− 
+ −  + +  

 

 . درست است۱گزينه  :حل

)طرف راست معادله ديفرانسيل داده شده يعني  ) 4t 0 t 1
f t

4 t 1
≤ ≤

=  >
 :نوشتزير توان به صورت   را مي

 ( ) ( ) ( ) ( )0 1f t 4tu t 4 t 1 u t= − − 
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 تبدیل لاپلاس
 

 
 

 

٣٧٣ 

 :گيريم داريمس بلذا اگر از طرفين معادله ديفرانسيل داده شده لاپلا

 ( ) ( ) ( ) ( )
0s 1s

2
2 2

e es Y s sy 0 y 0 4Y s 4 4
s s

− −
′− − + = − 

 :آيد با اعمال شرايط اوليه بدست مي

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 s s
2 2 2 2
4 s 4s 4 Y s 1 e s Y s 1 e
s s 4 s s 4

− −+ = − + → = + −
+ +

 

جواب مسئله با مقادير اوليه  .۱۰
( ) ( )

y 4y 5y 0
y 0 1 , y 0 0

′′ ′+ + =
 ′= =

 )۸۵عمران ( ، كدام است؟

۱ (x 2xy e cos x e sin x− −= + ۲ (2x 2xy e cos x 2e sin x− −= + 
۳ (2x 2xy e cos x 3e sin x− −= + ۴ (2x xy e cos x e sin x− −= + 

  . درست است۲گزينه  :حل
 :گيريم از طرفين معادله تبديل لاپلاس مي

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2s Y s sy 0 y 0 4 sY s y 0 5Y s 0′− − + − + = 
)با اعمال شرايط اوليه  )y 0 0′ ) و = )y 0  : داريم=1

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2

s 4s Y s 0 4 sY 1 5Y 0 s 4s 5 Y s 4 Y s
s 4s 5

+
− − + − + = → + + = + → =

+ +
 

 :آيد  در نتيجه به دست ميو

 ( ) ( )
( ) ( )

( ) 2x 2x
2 2

s 2 2Y s y x e cos x 2e sin x
s 2 1 s 2 1

− −+
= + → = +

+ + + +
 

 : معادله از نوع مرتبه دو همگن با ضرايب ثابت است كه معادله مشخصه زير را دارد:راه ديگر
 2 4 5 0 2 iλ + λ + = → λ = − ± 

 :چنين استپس جواب عمومي 
 2x 2xy Ae cos x Be sin x− −= + 

 ( ) ( )2x 2x 2x 2xy A 2e cos x e sin x B 2e sin x e cos x− − − −′ = − − + − + 
 :آيد ال شرايط اوليه به دست ميبا اعم

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

y 0 1 A 1 B 0 1
A 1 , B 2

y 0 0 A 2 B 1 0
 = → + = ⇒ = = ′ = → − + =

 

 :و جواب موردنظر عبارت است از
 2x 2xy e cos x 2e sin x− −= + 

)توانيد چك كنيد شرط  مي :توجه )y 0  .شود ها ارضاء مي  در همه گزينه=1
)شرط  )y 0 0′  .شود ء نمي فقط در گزينه سوم ارضا=

www.iedoc.ir

http://www.ieun.ir/
www.ieun.ir
www.ieun.ir
www.ieun.ir


 معادلات دیفرانسیل

 

 
 

 

٣٧٤ 
 

xاما اگر در   :آوريم  به معادله اصلي نگاه كنيم به دست مي=0
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y 0 4y 0 5y 0 0 y 0 4 0 5 1 0 y 0 5′′ ′ ′′ ′′+ + = → + + = → = − 

 .كند مانده فقط گزينه دوم اين شرط را ارضاء مي توان ديد از سه گزينه باقي حال مي
2x 2x: y e cos x 2e sin x− −=  گزينه دوم +

2x 2x 2x 2x 2xy 2e cos x e sin x 4e sin x 2e cos x 5e sin x− − − − −′ = − − − + = −  
( )2x 2xy 10e sin x 5e cos x y 0 5− −′′ ′′= − → = −  

اگر  .۱۱
( ) ( )

y y 6y 2cos t sin t
y 0 0 , y 0 0

′′ ′− − = +
 ′= =

) در جواب  )y t 3 ضريب جملاتte 2 وte cos و − tست؟ به ترتيب كدام ا 

۱ (7
50

3 و 
25

13 و 
50
− ۲ (3

25
13 و −

50
1 و 

25
 ۳( 7

25
3 و 

25
13 و 

50
 ۴( 3

50
3 و 

25
13 و −

50
− 

 . درست است۱گزينه  :حل
)گيريم و شرايط اوليه از طرفين معادله داده شده تبديل لاپلاس مي ) ( )y 0 y 0 0′=  :كنيم  را اعمال مي=

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2

2 2 2 2 2
2s 1 2s 1 2s 1s Y sY 6Y Y s

s 1 s 1 s 1 s s 6 s 1 s 3 s 2

+ +
− − = + → = =

+ + + − − + − +
 

 :مبا روش تجزيه كسرها داري

 
( )( )( )

( )22
2s 1 As B C D 1

s 3 s 2s 1s 1 s 3 s 2

+ +
= + +

− +++ − +
 

) با ضرب طرفين معادلة s در 1( s و سپس قرار دادن −3  : داريم=3
( ) ( )

6 1 7C
9 1 3 2 50

+
= =

+ +
 

) با ضرب طرفين معادلة s در 1( s و سپس قرار دادن +2 2=  : داريم−
( )( )

4 1 3D
4 1 2 3 25

− +
= =

+ − −
 

) طرفين معادلةبا ضرب  sبررسي در و سپس  s در 1( →  : داريم∞

 ( ) 13A C D 0 A C D
50

+ + = → = − + = − 

 :تتوان گف لذا مي

 ( ) 3t 2t 3t 2t13 7 3y t A cos t Bsin t Ce De cos t Bsin t e e
50 50 25

− −−
= + + + = + + + 

 اه با شرايط اوليه زير كدام است؟جواب عمومي معادله ديفرانسيل همر .۱۲

 
( ) ( )

y 2y 5y 0
y 0 2 , y 0 4

′′ ′+ + =
 ′= = −

 

۱ (( )te 2cos 2t sin 2t−  ۲ (( )te 2cos 2t sin 2t+ 

۳ (( )te 2cos 2t sin 2t− +  ۴ (( )te 2cos 2t sin 2t− − 

 . درست است۴گزينه  :حل
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 :كنيم  و شرايط اوليه را اعمال مياز طرفين معادله داده شده تبديل لاپلاس گرفته
 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2s Y s sy 0 y 0 2 sY s y 0 5Y s 0 s 2s 5 Y s 2s 4 4 0′− − + − + = → + + − + − = → 

 ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )2 2 2 2

2 s 1 22s s 1 2Y s Y s 2
s 2s 5 s 1 4 s 1 4 s 1 4

+ − +
= = → = − →

+ + + + + + + +
 

 ( ) ( )t t ty t 2e cos 2t e sin 2t e 2cos 2t sin 2t− − −= − = − 

)اگر  .۱۳ ) ( )
( )

ty 3t 1 y 4t 9 y 0

y 0 0

′′ ′ + − − + =


=
) باشد  )y t؟ كدام است 

۱ (2 tkt e ۲ (tkte − ۳ (2 tkt e − ۴ (tkte 

 . درست است۱گزينه  :حل
 :گيريم از طرفين معادله لاپلاس مي

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2d d ds Y s sy 0 y 0 3 sY s y 0 sY s y 0 4 Y s 9Y s 0
ds ds ds

′− − − − − − − + − = 

)با اعمال شرط  )y 0  :آيد  به دست ميsها نسبت به  گيري مل مشتق و انجام ع=0
 ( ) ( ) ( ) ( )2 22sY s Y 3 Y sY sY 4Y 9Y 0 4 3s s Y 3s 12 Y 0′ ′ ′ ′− + − + − + − = → − − − + = → 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )2 dY3s 12 Y s 3s 4 Y 3 s 4 Y s 1 s 4
ds

′− + = + − → − + = − + → 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) t 2

3
3ds dY c cln Y s 3ln s 1 ln c Y s y t e t

s 1 Y 2s 1

−
= → = − − + → = → =

− −∫ 

tyدر معادله ديفرانسيل .۱۴ 2y ty 0′′ ′+ +  با شرط اوليه=
t 0
lim y
→

= πحاصل y
2
π 

 
 

  كدام است؟

۱ (1
π

 ۲ (2
π

 ۳ (2 ۴ (1 

 . درست است۳گزينه  :حل
 :گيريم از طرفين معادله تبديل لاپلاس مي

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2d ds Y s sy 0 y 0 2 sY s y 0 Y s 0
ds ds

′− − − + − − = 

 :شود ها نتيجه مي گيري با اعمال شرط اوليه و انجام مشتق

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
22sY s Y 2 sY Y 0 s 1 Y Y s

s 1
π′ ′ ′ ′− + − π + − π − = → − + = π → = −
+

 

)جا كه و از آن )( ) ( )1L Y s t y t− ′ =  : لذا داريم−

 ( ) ( ) ( )1
2

sinsin t 2L t y t sin t t y t y t y 2
t 2s 1

2

−

π
π −π π π = − → − π = − → = → = =    π + 
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 )۸۸برق ( تبديل لاپلاس جواب معادلة زير كدام است؟    .۱۵

 ( ) ( ) ( )
2

2
d y dyt 1 t y 0 ; t 0 , y 0 1 , y 0 1

dtdt
′+ − + = > = = − 

۱ (2
s 1
s
− ۲ (2

1
s

 ۳ (2
s

s 1−
 ۴ (2

1
s 1−

 

 . درست است۱گزينه  :حل

 ( )
2

2
d y dy dyL t L L t L y 0

dt dtdt

     + − + = →           
 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2d ds Y s sy 0 y 0 sY s y 0 sY s y 0 Y s 0
ds ds

′− − − + − + − + = → 

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 22sY s Y y 0 sY y 0 Y sY Y 0 s s Y s 2 Y 0′ ′ ′− + − + − + + + = → − + − = → 

 ( ) ( ) ( )
( )
s 2dY dY dY 2 1s s 1 s 2 Y ds ds

ds Y s s 1 Y s s 1
−  − = − − → = − → = − − → − −  ∫ 

 ( ) ( )
2

K s 1
ln Y 2ln s ln s 1 ln K Y

s

−
= − + − + → = 

 .)باشد  نميKو نيازي به محاسبة (كه فقط با گزينة اول منطبق است 

 :از قضيه مقدار اوليه داريم :توضيح اضافه

 ( ) ( ) ( )
2s s

K s 1
y 0 lim sY s 1 lim s K 1

s→∞ →∞

−
= → = → = 

 :دانيم  مي:توجه
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

s s
y 0 lim sY s , y 0 lim s Y s sy 0

→∞ →∞
′= = − 

)چون  )y 0 ) داده شده بايد =1 )
s
lim sY s 1
→∞

 .شوند هاي دوم و چهارم مردود مي  و از اينجا گزينه=

)چون  )y 0 1′ =  : داده شده بايد−
 ( ) ( )2

s
lim s Y s sy 0 1
→∞

− = − 

( ) ( ) ( )2 2
2s s s

s 1: lim s Y s sy 0 lim s s 1 lim s 1 s 1
s→∞ →∞ →∞

 −
− = − = − − = − 

 
 در گزينه اول 

( ) ( ) ( )
3

2 2
2 2s s s

s s: lim s Y s sy 0 lim s s 1 lim s
s 1 s 1→∞ →∞ →∞

 
− = − = − 

− − 
 در گزينه سوم 

3 3

2 2s s

s s s slim lim 0
s 1 s 1→∞ →∞

− +
= = =

− −
  

 .س بايد گزينه اول صحيح باشدپ
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اگر  .۱۶
( )

( ) ( )
2y 2y y t t

y 0 y 0 1

′′ ′ + + = δ


′= =
) باشد  )y   كدام است؟1

۱ (1
e

 ۲ (2
e

 ۳ (3
e

 صفر) ۴ 

 . درست است۳گزينه  :حل
 :كنيم گيريم و شرايط اوليه را اعمال مي از طرفين معادله داده شده تبديل لاپلاس مي

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 st
2

0
s Y sy 0 y 0 2 sY y 0 Y e t t dt

∞
−′− − + − + = δ →∫ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 st 2 2s
t 2

s Y s 1 2 sY 1 Y te s 2s 1 Y s s 3 2e− −

=
− − + − + = → + + − − = → 

 ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

2s2s 2s

2 2 2 2
s 1 2 2es 3 2e 1 2 2eY s Y s

s 1s 1 s 1 s 1 s 1

−− −+ + ++ +
= = → = + + →

++ + + +
 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )t 2t t 1 1
2 2y t e 2te 2u t t 2 e y 1 e 2e 2u 1− −− − − −= + + − → = + + ( ) ( )1 2 1

0

1 2 e 3e− − −− = 

جواب مسأله در  .۱۷
( ) ( )

ty y 2y e cos t
y 0 0, y 0 0

 ′′ ′− − =


′= =
 كدام است؟به ترتيب  2te و −te ضريب جملات 

۱ (1 2,
6 15

− ۲ (1 2,
6 15

− − ۳ (1 2,
6 15

 ۴ (1 2,
6 15

− 

 . درست است۳گزينه  :حل
)از معادله داده شده تبديل لاپلاس گرفته و شرايط  ) ( )y 0 y 0 0′=  :كنيم  را نيز اعمال مي=

 ( ) ( )
( ) ( )( )( )

2
2 2

s 1 s 1s s 2 Y s Y
s 1 s 2 s 2s 2s 1 1

− −
− − = → =

+ − − +− +
 

 :با روش تجزيه كسرها داريم

 
( )( )( )

( )s 2
22

s 1 A B Cs D
s 1 s 2 s 2s 2s 1 s 2 s 2s 2

× −− +
= + + →

+ − − ++ − − +
 

 
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )s 1s 2
22

A s 2 Cs D s 2s 1 1B B
s 1 6s 2s 2s 1 s 2s 2

× +=− + −−
= + + → = →

+ − ++ − +
 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) s 1
22

B s 1 Cs D s 1s 1 2A A
s 2 15s 2s 2s 2 s 2s 2

= −+ + +−
= + + → =

− − +− − +
 

 :پس داريم

 ( ) ( ) t 2t
2

2 1
Cs D 2 115 6Y s y t e e

s 1 s 2 15 6s 2s 2
−+

= + + → = + +
+ − − +

 
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٣٧٨ 
 

جواب معادله  .۱۸
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x t 2x t x t f t

x 0 x 0 0

′′ ′ + + =


′= =
  كدام است؟

۱ (( ) ( )
t

0
x t e f t d−β= β − β β∫ ۲ (( ) ( )

t

0
x t e f t d−β= − β β∫ 

۳ (( ) ( )
t

0
x t e f t dβ= β − β β∫ ۴ (( ) ( )

t
2

0
x t e f t d−β= β − β β∫ 

 . درست است۱گزينه  :حل
 :كنيم رايط اوليه را نيز اعمال مياز طرفين معادله تبديل لاپلاس گرفته و ش

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2s X s sx 0 x 0 2 sX s x 0 X s F s s 2s 1 X s F s′− − + − + = → + + = → 

 ( ) ( )
( ) ( )

( )22

F s 1X s F s
s 2s 1 s 1

= =
+ + +

 

 :چون
 ( )( ) ( )1L F s f t− = 

 
( )

1 t
2

1L te
s 1

− −
 
  =
 + 

 

 :لذا

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
t

1 t
2

0

1F sx t L f e f t dt t e*s 1
− −β−

 
= = = β − β β  +  ∫ 

yمعادله  .۱۹ 4y 4cos 2x′′ + ) با شرايط = )y 0 ) و =1 )y 0 0′ x در yمقدار .  مفروض است=
4
π

 : برابر است با=

 )٨٦برق ( 

۱ (
4
π

− ۲ (1
2

− ۳ (0 ۴ (
4
π 

  . درست است۴گزينه   :حل
 :، لذا داريمكنيم گيريم و شرايط اوليه داده شده را نيز اعمال مي از معادله داده شده تبديل لاپلاس مي

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2
2 2 2 22

4s 4s 4s ss Y s s 4Y s s 4 Y s s Y s
s 4 s 4 s 4s 4

− + = → + = + → = +
+ + ++

 

 :جا كه از آن

 ( ) 2
sL cos 2t

s 4
=

+
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٣٧٩ 

 ( ) ( )
( )2 2 22

2 2 4sL sin 2t L t sin 2t
s 4 s 4 s 4

′ 
= → = − =  + +  +

 

 :داريمبنابراين 

 y
4 4
π π  = 

 
( )y t t sin 2t cos 2t= + → 

 :راه ديگر
"yمعادله همگن  4y 0+ sinهاي جوابي به صورت   داراي پايه= 2t و cos 2t است و جواب خصوصي معادله غيرهمگن 

y" 4y 4cos 2t+ ) به صورت = )p 2
1y 4cos 2t

D 4
=

+
 :جا كه از آن.  است

 
( ) ( )( ) ( )

( )

2it 2it 2it
2

p

1 1 1 tK e e t e cos 2t i sin 2t
D 2i D 2i 2i 2i 4iD 4

t t ti cos 2t sin 2t y 4Re K 4 sin 2t t sin 2t
4 4 4

= = = = +
− + ++

= − + → = = =

 

 :مگن داده شده چنين استلذا جواب عمومي معادله غيره
 y A cos 2t Bsin 2t t sin 2t= + + 

 :آيد شده به دست ميبا اعمال شرايط اوليه داده 
 ( )y 0 1 A 1= → = 

 ( )y 0 0 2B 0′ = → = 
 :پس جواب مسأله مورد نظر چنين است

 y cos 2t t sin 2t y
4 4
π π = + → = 

 
 

)اگر  .۲۰ )( ) ( )n n
n n 1

d x J x x J x
dx

− −
+= ) و− )( )0 2

1L J x
s 1

=
+

) باشد  ){ }1L J xكدام است؟  

۱ (
2

s1
s 1

−
+

 ۲ (
2

s

s 1
−

+
 ۳ (

2

s 1
s 1

−
+

 ۴ (
2

s

s 1+
 

 . درست است۱گزينه  :حل
n قرار دادنبا   : در فرض مسأله داريم=0

 ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0
0 0 1 0 1

d x J x x J x J x J x
dx

− −
+ ′= − → = − 

 ( ){ } ( )0 02 2s

1 sL J x J 0 lim 1
s 1 s 1→+∞

= → = =
+ +

 

 :وان نوشتت حال مي

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ }0 1 0 0 1 12

1L J x L J x sL J x J 0 L J x s 1 L J x
s 1

′ = − → − = − → − = − →
+

 

 ( )( )1 2

sL J x 1
s 1

= −
+
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 معادلات دیفرانسیل

 

 
 

 

٣٨٠ 
 

)اگر  .۲۱ ) 2
9s 1F s

s 7s 1
−

=
+ +

) باشد،  )f   كدام است؟0′

۱ (63− ۲ (64− ۳ (63 ۴ (64 

 . درست است۲گزينه  :حل

 ( ) ( )
2

2s s

9s sf 0 lim s F s lim 9
s 7s 1→∞ →∞

−
= = =

+ +
 

 
( ) ( ) ( )

3 2 3 2 3 2
2

2 2s s s
2

2s

9s s 9s s 9s 63s 9sf 0 lim s F s s f 0 lim 9s lim
s 7s 1 s 7s 1

64s 9slim 64
s 7s 1

→∞ →∞ →∞

→∞

− − − − −′ = − = − =
+ + + +

− −
= = −

+ +

 

)اگر لاپلاس .٢٢ )
t1 ef t e

) را=−− )F s بناميم حاصل ( ) ( )sF s F s 1−   كدام است؟+

۱ (1 ۲ (0 ۳ (1− ۴ (2 

 . درست است۱گزينه  :حل

 ( ) ( ) ( )
t t1 e t 1 e tf t e f t e e e f t

− −− − − −′= → = ⋅ = 
 :آيد اگر از طرفين رابطه حاصل لاپلاس بگيريم بدست مي

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t
s s 1L f t L e f t sF s f 0 F s sF s f 0 F s 1−

→ +′ = → − = → − = + → 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
01 esF s F s 1 f 0 sF s F s 1 e 1

−−− + = → − + = = 

)لاپلاس معكوس .۲۳ )
( ) 4

1F s
s s 3

=
+

  كدام است؟

۱ (
t 3

3t

0

t e dt
6

−∫ ۲ (
t 3

3t

0

t e dt
6∫ ۳ (

t 4
3t

0

t e dt
24

−∫ ۴ (
t 4

3t

0

t e dt
24∫ 

 . درست است۱گزينه  :حل

 
( ) ( )

1 1 3t 3
4 4

1 1 3! 1L L e t
3! 6s 3 s 3

− − −
   
   = =
   + +   

 

 :در نتيجه داريم

 ( )
( )

t
1 3t 3

4
0

1 1 1f t L e t dt
s 6s 3

− −
 
 = =
 + 

∫ 

)لاپلاس معكوس  .۲۴ ) 4 4
sF s

s 4a
=

+
  كدام است؟

۱ (2
1 sinh at cos at

2a
 ۲ (2

1 sinh at sin at
2a

 ۳ (2
1 cosh at cos at

2a
 ۴ (2

1 cosh at sin at
2a
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 تبدیل لاپلاس
 

 
 

 

٣٨١ 

 . درست است۲گزينه  :حل

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

4 4 2 2 2 2 22 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2

s s sF s
s 4a s 2a 2sa s 2a 2sas 2a 4s a

1 1 1 1 1 1
4a 4as 2a 2sa s 2a 2sa s a a s a a

= = =
+ + − + ++ −

     = − = − →  + − + + − + + +     

 

 ( )
at at

at at
2 2

1 1 1 1 e e 1f t e sin at e sin at sin at sin at sinh at
4a a a 22a 2a

−
−  − = − = =       

 

 يم شده در شكل زير كدام است؟تبديل لاپلاس تابع ترس .۲۵

۱ (
s 2s 2s

2 2
2e 2e 3e

ss s

− − −
− − 

۲ (
s 2s 2s

2 2
2e 2e e

ss s

− − −
− − 

۳ (
s 2s

2 2
2e 3e
s s

− −
− 

  كدام هيچ) ۴

 . درست است۱گزينه  :حل
 :توان نوشت مي

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2s

1s 2s
1 2 2 2 2

1 2e 1f t 2 t 1 u t 2u t 3 t 2 u t F s 2e 3e
ss s

−
− −= − − − − → = − − 

)تبديل لاپلاس تابع  .۲۶ ) ( ) ( ) t
2f t u t 3t 1 e=   كدام است؟−

۱ (
( ) ( )

2s 2
2

3 7e
s 1s 1

− +
 
 +
 −− 

 ۲ (2s
2
3 1e

ss
−  

− 
 

 

۳ (
( ) ( )

2s
2

3 1e
s 1s 1

−
 
 −
 −− 

 ۴ (
( ) ( )

2s 2
2

3 5e
s 1s 1

− +
 
 +
 −− 

 

 . درست است۴گزينه  :حل

 

( ) ( ){ } ( )( ){ } ( ){ }
( ){ }

( ) ( )

t 2s t 2 2s 2 t
2

2s 2 2s 2
2 s s 1s s 1

2s 2
2

L u t 3t 1 e e L 3 t 2 1 e e L 3t 5 e

3 5e L 3t 5 e
ss

3 5e
s 1s 1

− + − +

− + − +

→ −→ −

− +

− = + − = +

 
= + = + 

 
 
 = +
 −− 
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 معادلات دیفرانسیل

 

 
 

 

٣٨٢ 
 

)اگر .۲۷ ) ( )s
1F s

s 1 e −
=

−
)  باشد شكل )f t؟استصورت زير كدام   به 

 كدام هيچ) ۴ موج مثلثي) ۳ موج مربعي) ۲ پلكاني) ۱

 . درست است۱گزينه  :حل
 :با توجه به سري هندسي داريم

 2 31 1 A A A
1 A

= + + + +
−

 

 :توان نوشت لذا مي

 ( ) ( )
s 2s 3s

s 2s 3s
s

1 1 1 1 e e eF s 1 e e e
s s s s s s1 e

− − −
− − −

−
= = + + + + = + + + +

−
  

)و از آنجا كه  )
cs

1
c

eL u t
s

−
−  

=  
 

 :آيد  بدست مي

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3f t u t u t u t u t= + + + + 
 .ه شكلي به فرم مقابل و با رفتار پلكاني داردك

 

)اگر  .٢٨ )
( )2s

1F s
1 e −

=
+

) باشد  )f tكدام است؟  

۱ (( ) ( ) ( )n
n

n 0
n 1 1 t

∞

=

+ − δ∑ ۲ (( ) ( )n
n 0

n 1 t
∞

=

+ δ∑ 

۳ (( ) ( )n 1
n

n 0
n 1 t

∞
+

=

− δ∑  ۴ (( ) ( ) ( )n
n 1

n 0
n 1 1 t

∞

+
=

+ − δ∑ 

 .رست است د۱گزينه  :حل
 :با توجه به سري هندسي داريم

 2 31 1 A A A
1 A

= − + − + −
+

 

 :آيد دست می بطه بهاگيری از اين ربا مشتق 

 
( ) ( )

2 3 2 3
2 2

1 11 2A 3A 4A 1 2A 3A 4A
1 A 1 A

−
= − + − + − + → = − + − + −

+ +
  
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 تبدیل لاپلاس
 

 
 

 

٣٨٣ 

 :توان نوشت حال مي

 ( )
( )

s 2s 3s
2s

1F s 1 2e 3e 4e
1 e

− − −

−
= = − + − + − →

+
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n
0 1 2 3 n

n 0
f t t 2 t 3 t 4 t n 1 1 t

∞

=

= δ − δ + δ − δ + − = + − δ∑ 

)اگر  .۲۹ )
2s

2
eF s

s 2s 5

−
=

− +
 ،( )f tكدام است؟  

۱ (( ) ( ) ( )t 2
2

1 u t e sin 2 t 2
2

+ + ۲ (( ) ( ) ( )t 2
2

1 u t e sin 2 t 2
2

− − 

۳(( ) ( ) ( )t 2
2u t e sin t 2+ +  ۴  (( ) ( ) ( )t 2

2u t e sin 2 t 2− − 

 . درست است۲گزينه  :حل
 :با استفاده از قضاياي اول و دوم انتقال در فرم معكوس داريم

 
( )

1 1 t
2 2

1 1 1L L e sin 2t
2s 2s 5 s 1 4

− −
    = = →   − +  − + 

 

 ( ) ( ) ( )t 21 2s
22

1 1L e u t e sin 2 t 2
2s 2s 5

−− − 
= − 

− + 
 

اگر .۳۰
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1

f t t 1 u t t 2 u t
g t f t
h t f t u t g t 1

 = − − −
 ′=
 = − −

) شكل )h tكدام است؟  

۱( 

 

۲( 

 

۳( 

 

۴( 

 
 . درست است۳گزينه  :حل

 ( )
s 2s s 2s

2 2 2
e e e eF s
s s s

− − − −−
= − = 

 ( ) ( ) ( )
s 2s s 2s

2
e e e eG s sF s f 0 s 0

ss

− − − −− −
= − = − = 
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 معادلات دیفرانسیل

 

 
 

 

٣٨٤ 
 

 ( ) ( ) ( )
s 2s s 2s s 2s 2s 3s

s s
2 2 2

e e e e e e e eH s F s e G s e
s s ss s s

− − − − − − − −
− −− −

= − = − = − − + 

 :لذا داريم
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 3h t t 1 u t t 2 u t u t u t= − − − − + 

tدر •  .)شود  مي1شيب نمودار. (شود  شيب يك واحد اضافه مي=1
tدر •  دهد و شيب يك واحد كم ايين رخ مي پرش يك واحدي به سمت پ=2

 .)شود  مي0شيب نمودار. (شود مي
tدر • كند و  شيب تغيير نمي. (دهد  پرش يك واحدي به سمت بالا رخ مي=3

 .)ماند  باقي مي0همان
 

)اگر  .٣١ )
3seF s

16s 1

−
=

+
) باشد )f tكدام است؟  

۱ (( )
( )

( )
1 1t 3

16 23
1 u t e t 3

4

−−
−

π
 ۲ (( )

( )
( )

1 1t 3
16 23

1 u t e t 3
4

−− −
−

π
 

۳ (( )
( )

( )
1 1t 3

16 23
1 u t e t 3

4

−
−

π
 ۴ (( )

( )
( )

1 1t 3
16 23

1 u t e t 3
4

− −
−

π
 

 . درست است۲گزينه  :حل

 ( )
3seF s

14 s
16

−
=

+
 

 :توان گفت حال مي

 
t1 1

1 1 1 162 2
1
2

1
1 1 1 1 12L L t L e t

1s 1ss2 16

− −−− − −

   Γ          = = → = →      π π  Γ +        

 

 ( )
( )

( )
13s 1t 31 16 23

e 1L u t e t 3
1 44 s

16

− −− −−

 
 
  = −
  π

+ 
 

 

)در تبديل لاپلاس تابع  .٣٢ )
0 t 2

f t 1 t 2 t 3
2t t 3

<
= − < <
 >

 مله وجود ندارد؟  كدام ج

۱ (
3s

2
3e

s

−
  ۲ (

3s8e
s

−
 

۳ (
2se
s

−
 همگي جملات فوق موجودند) ۴  −
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 تبدیل لاپلاس
 

 
 

 

٣٨٥ 

 . درست است۴گزينه  :حل

رفتار تابع 









 

tدر    شيب تابع صفر و مقدار تابع صفر=−2
tدر    شيب تابع منفي يك و مقدار تابع منفي يك=+2
tدر    شيب تابع منفي يك و مقدار تابع منفي دو=−3
tدر   دو و مقدار تابع ششمثبت  شيب تابع =+3

 :توان نوشت مي
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 3f t 1u t 1 t 2 u t 8u t 3 t 3 u t= − − − + + − → 

 ( )
2s 2s 3s 3s

2 2
e e 8e eF s 3
s ss s

− − − −−
= − + + 

2xحاصل انتگرال .۳۳

0
I xe cos x dx

∞
−= β∫كدام است؟  

۱ (
( )

2

22

4

4

− β

+ β
 ۲ (

2

2
4
4

− β

+ β
 ۳ (

( ) 22

4

4

β

+ β
 ۴ (2

4
4

β

+ β
 

 . درست است۱گزينه  :حل
 :نا به تعريف تبديل لاپلاس داريمب

 { }2x

s 20
I xe cos x dx L x cos x

∞
−

=
= β = β∫ 

 :دانيم اما مي

 { }
( ) ( )
2 2 2 2 2

2 2 2 22 2 2 2

d s s 2s sL x cos x
ds s s s

  + β − − β
β = − = − =  + β  + β + β

 

 :پس

 
( ) ( )

2 2 2

2 22 2 2

s 4I
s 2s 4

− β − β
= =

=+ β + β
 

)لاپلاس معكوس .۳۴ )F s s a s b= − −   كدام است؟−

۱ (( )bt at
3

1 e e
2 t

−
π

  ۲ (( )bt at1 e e
2 t

−
π

 

۳ (( )bt at
3

1 e e
2 t

− −−
π

 ۴ (( )bt at1 e e
2 t

− −−
π

 

 . درست است۱گزينه  :حل
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 معادلات دیفرانسیل

 

 
 

 

٣٨٦ 
 

 ( ) ( )
( ) ( )

1 1
2 2

1 1
1 1 1 2 2F s s a s b F s

12 s a 2 s b 2 s a s b2

    Γ Γ        ′= − − − → = − = − 
 − −  Γ − −      

 

 :توان ديد  ميلذا

 ( )( )
( ) ( )

( )
at bt

1 1
1 1
2 2

1 1
1 1 e e2 2L F s L tf t

1 2 t t2 s a s b2

− −

     Γ Γ              ′ = − → − = − →      π     Γ − −        

 

 ( ) ( )bt at
3
2

1f t e e

2 t

= −

π

 

ــد  .۳۵ ــرض كني ــلاس gف ــرد و لاپ ــابعي ف ) ت )g t ــر ) براب )G sــابع  باشــد ــلاس ت ــديل لاپ ) تب )f t ــرض ــا ف  ب
( ) ( ) ( )t

2
f t

u t e g t 2
t

−= −   كدام است؟+

۱ (( ) ( )( )2se G s 2G s− ′ − ۲ (( ) ( ) ( )( )2 s 1e G s 1 2G s 1− + ′− + + + 

۳ (( ) ( ) ( )( )2 s 1e G s 1 2G s 1− + ′ + − + ۴ (( ) ( ) ( )( )2 s 1e G s 1 2G s 1− − ′− − − − 

 . درست است۳گزينه  :حل

)داريم  ) ( ) ( )t
2f t tu t e g t 2−= −  :نويسيم  لذا مي+

 
( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )

( )

2s 2s 2s
2

2s

L u t g t 2 e L g t 2 2 e .L g t e .L g t

e G s

− − −

−

− + = − + + = − = −

= − →
 

 
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2s 2s 2s
2

2s

dL t u t g t 2 e G s 2e G s e G s
ds

e G s 2G s

− − −

−

′− + = − − = − +

′= − →
 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 s 1t
2L e t u t g t 2 e G s 1 2G s 1− +− ′− + = + − + 

تبديل لاپلاس   .۳۶
x

t

e dx
x

+∞ −

 )۸۷رياضي (  كدام است؟∫

۱ (1 1ln 1
s s

 − 
 

 ۲ (( )1 ln s 1
s

− ۳ (1 1ln 1
s s

 + 
 

 ۴ (( )1 ln s 1
s

+ 

  . درست است۴گزينه  :حل
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 تبدیل لاپلاس
 

 
 

 

٣٨٧ 

)گيري از طرفين  با مشتق )
x

t

ef t dx
x

+∞ −
=  : داريم∫

 ( ) ( )
t

tef t tf t e
t

−
−′ ′= − → − = 

 :آيد لاپلاس گرفتن از طرفين رابطه فوق به دست ميپس از 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )d 1 d 1 dssF s f 0 sF s d sF s
ds s 1 ds s 1 s 1

− = → = → = →
+ + + ∫ 

 ( ) ( )sF s ln s 1 c= + + 
)جا كه بايد  از آن ) ( )

t s 0
lim f t lim s.F s
→ ∞ →

 :دانيم  و مي=

 ( )
x

t

elim f t dx 0
x

+∞ −

→ +∞ +∞
= =∫ 

)پس بايد  )
s 0
lim ln s 1 c 0
→

+ +  : كهطلبد  و اين مي=

 ( ) ( ) ( ) ( )1c 0 sF s ln s 1 F s ln s 1
s

= → = + → = + 

)تبديل لاپلاس  .۳۷ )
t

t 2t

0
f t e te sin t dt−=   كدام است؟∫

۱ (( )

( )( ) 22

2 s 1

s 1 s 2s 2

+

− + +
  ۲ (( )

( ) 22

2 s 1

s s 2s 2

+

+ +
 

۳ (( )

( ) 22 2

2 s 1

s s 2s 2

−

− +
  ۴ (( )

( )( ) 22

2 s 1

s 1 s 2s 2

+

− − +
 

 . درست است۱گزينه  :حل

 { } { }
( ) ( )2 2 2 22 2

1 1 2s 2sL sin t L t sint
s 1 s 1 s 1 s 1

′  −
= → = − = − = → 

+ +  + +
 

 { } ( )

( )( )
( )

( )( )
t

2t 2t
2 22 20

2 s 2 2 s 21L e .t sin t L te sint dt
s

s 2 1 s 2 1

− −
 + + = → = → 
  + + + +
∫ 

 ( )

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )
t

t 2t
2 2 22 2 20

2 s 1 2 2 s 1 2 s 11 1L e te sint dt
s 1 s 1 s 1 s 2s 2s 1 2 1 s 1 1

−
  − + + +  = = = 

− −  − + +  − + + + +
∫ 
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 معادلات دیفرانسیل

 

 
 

 

٣٨٨ 
 

)لاپلاس تابع تبديل  .۳۸ ) ( ) ( )tf t 3t sin 2t . e . u tπ= − πكدام است؟  

۱( ( ) ( )

( )( ) ( )
1 s

2 22

12 s 1 4e
s 1 4s 1 4

π −

 
 − π + 

− + − +  

 ۲( ( )1 s
2 2
6s 4e

s 4 s 4
π −  π

+ 
+ + 

 

۳( ( ) ( )

( )( )
2

1 s
2 22

12 s 1 4e
s 4s 1 4

π +

 
 − π + 

+ − +  

 ۴( ( )1 s
2 2
6s 4e

s 4 s 4
π +  π

+ 
+ + 

 

 . درست است۱گزينه  :حل

 

( )( ){ } ( )( ) ( ){ } ( ){ }

( ){ } ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )( ) ( )

t s t s t

1 ss
2 2s s 1

s s 1

1 s
2 22

s s 1

1 s
2 22

L u t 3t sin 2t e e . L 3 t sin 2 t e e L 3t 2 sin 2t e e

2 2e e L 3t 2 sin 2t e 3 2
s 4 s 4

4s 2e 3 2
s 4s 4

12 s 1 4e
s 1 4s 1 4

−π +π −π π
π

π −−π π

→ −
→ −

π −

→ −

π −

− π = + π − π + π = ⋅ + π

 ′  = + π = − + π  
+ +   

 
 −

= − + π 
+ +

 

 
 − π= +

− + − +






 

حاصل  .۳۹
( ) ( ) ( )

n
1 sL ln

s 1 s 2 ... s n
−  

  − − − 
  كدام است؟

۱( ( )
n

it

i 1
e n

=

−∑ ۲( 
( )

n
it

i 1
e n

t
=

−∑
 ۳( ( )

n
it

i 1
n e

=

−∑ ۴ (( )itn e− 

 . درست است۲گزينه  :حل

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
nsF s ln n ln s ln s 1 ln s 2 ln s n

s 1 s 2 s n
= = − − − − − − − →

− − −



 

 ( ) 1 1 1 1F s n
s s 1 s 2 s n

′ = − − − −
− − −

 

 :شود حال مشاهده مي
 ( )( ) ( ) ( )1 t 2t ntL F s t f t n e e e t f t− ′ = − → − − − − = − → 
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 تبدیل لاپلاس
 

 
 

 

٣٨٩ 

 ( )
( )

n
it

t 2t nt i 1
e n

e e ... e nf t
t t

=

−
+ + + −

= =

∑
 

)لاپلاس معكوس  .۴۰ ) 2
s 1F s ln

s 4s 5

 +
=   + + 

  كدام است؟

۱ (( ) 2t t1 1f t 2e cos t e
t 2

− − = − 
 

 ۲ (( ) 2t t1 1f t e sin t e
t 2

− − = − 
 

 

۳ (( ) ( )2t t1f t 2e cos t e
t

− −= − ۴ (( ) 2t t1 1f t e cos t e
t 2

− − = + 
 

 

 . درست است۱گزينه  :حل

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2

s 1 1F s ln ln s 1 ln s 4s 5 ln s 1 ln s 4s 5
2s 4s 5

 +
= = + − + + = + − + + →  + + 

 

 ( ) ( )
( )2 2

2 s 21 1 2s 4 1 1F s
2 s 1 2 s 1s 4s 5 s 2 1

++′ = − = −
+ ++ + + +

 

 :ما داريما

 ( )( ) ( ) ( )
2t t

1 t 2t

12e cos t e1 2L F s e 2e cos t t f t f t
2 t

− −
− − −

−
′ = − = − → = 

)تبديل لاپلاس تابع  .۴۱ )
3sin tf t

t
3: راهنمايي( كدام است؟ = 3sin t sin 3tsin t

4
−

=( 

۱ (1 11 1 stan s tan
4 3 3 3

− −π − − 
 

 ۲ (1 13 tan s tan 3s
4 2

− −π − + 
 

 

۳ (1 13 1 stan s tan
4 3 3 3

− −π − + 
 

 ۴ (1 11 1tan s tan 3s
4 2 3

− −π − + 
 

 

 . درست است۳گزينه  :حل

 { }3
2 2

3sin t sin 3t 1 1 3L sin t L 3
4 4 s 1 s 9

 − = = − →   
  + + 

 

 

3 1 1
2 2 ss

1 1 1 1

1 3 1 1 3 1 sL sin t ds tan s tan
t 4 4 3 3s 1 s 9

3 1 1 s 3 1 stan s tan tan s tan
4 2 3 2 3 3 4 3 3 3

∞ ∞
− −

− − − −

    = − = −    
   + + 

 π π π     = − − − = − +      
      

∫ 
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 معادلات دیفرانسیل

 

 
 

 

٣٩٠ 
 

)تبديل لاپلاس تابع  .۴۲ )
t x

t 2x

0

1 ef t e e dx
x

−
− −

=   كدام است؟∫

۱ (1 s 3ln
s 1 s 2

 +
 − + 

 ۲ (1 s 2ln
s 1 s 1

 +
 − + 

 ۳ (1 s 2ln
s s 1

 +
 + 

 ۴ (s 2ln
s 1

 +
 + 

 

 . درست است۲گزينه  :حل

 
( ) ( ){ }

x
x

s

1 1 1 e 1 1L 1 e L ln s ln s 1
s ss s 1 x s s 1

s s s 1ln ln1 ln ln
ss 1 s 1 s

+∞−
−   + ∞ + ∞ −

− = − → = − = − +    + +  
+ ∞  +

= = − = → + + 

∫ 

 
tx x

2x 2x

0s s 2

1 e s 1 s 3 1 e 1 s 3L e ln ln L e dx ln
x s s 2 x s s 2

− −
− −

→ +

  − + + − +   = = → = →      + +    ∫ 

 
t x

t 2x

0

1 e 1 s 3 1 s 2L e e dx ln ln
s s 1x s s 2 s 1 s 1

−
−

   − + +  = =   → −+ − +  ∫ 

m,nاگر .۴۳  باشند،<0
1 m n

0

x x dx
ln x

  كدام است؟∫−

۱(n 1ln
m 1

+ 
 + 

 ۲(m 1ln
n 1

+ 
 + 

 ۳(n 1ln
m 1

− 
 − 

 ۴(m 1ln
n 1

− 
 − 

 

 . درست است۲گزينه  :حل
lnبا تغيير متغير x t−  : داريم=

 ( ) ( )
( )

t x 0 t ln 0dx dt dx x dt e dt ,
x x 1 t ln 1 0

+ +
−

 = → = − = − −∞ = + ∞− = → = − = − 
= → = − =

 

 
( ) ( ) ( )

m nt t0 nt mt nt mt
t t

0 s 1

e e e e e eI e dt e dt L
t t t

− − + ∞ − − − −
− −

+ ∞ =

−   − − = − = =    −    ∫ ∫ 

 :اما داريم

 
nt mt

s s

e e 1 1 s n s n s mL ds ln ln1 ln ln
t s n s m s m s m s n

+ ∞+ ∞− −   − + + +       = − = = − =            + + + + +          ∫ 

 :آيد دست مي پس به

 
s 1

s m 1 mI ln ln
s n 1 n=

+ +   = =   + +   
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 تبدیل لاپلاس
 

 
 

 

٣٩١ 

)اگر .۴۴ )( ) ( )n n
n n 1

d t J t t J t
dt

− −
+= ) و− )1J 0 ) تبديل لاپلاس=0 )2J tكدام است؟  ( )1 2

sJ s 1
s 1

 
 = −
 + 

 

۱(2
2

11 s s
1 s

+ − +
+

  ۲(2
2

22 1 s s
1 s

+ − +
+

 

۳(2
2

12 1 s 2s
1 s

+ − −
+

 ۴(2
2

12 1 s 2s
1 s

+ − +
+

 

  . درست است۳گزينه  :حل

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1
1 2 1 1 2

dn 1 t J t t J t t J t t J t t J t
dt

− − − − −′= → = − → − + = − → 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
2 1 1 2 1 1

1J t t J t J t L J t L J t L J t
t

−  ′ ′= − → = − → 
 

 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 1 1 1
s

L J t L J t ds sL J t J 0
∞

= − −∫ 

 
( )( ) ( )

2
2

2 12 2 2ss

2 2 2
2 2

s s s 1 1L J t 1 ds s 1 J 0 s 1 s s
1 s 1 s 1 s

1 1s 1 s s 1 s 2 1 s 2s
1 s 1 s

+∞ + ∞     + −     = − − − − = − + − +       + + +    

= − + + − + + − = + − −
+ +

∫ 

4tحاصل  .۴۵

0

1 cosh ate dt
t

∞
−  كدام است؟ ∫−

۱ (
216 a

ln
4

 − 
 
 

 ۲ (
216 a

ln
4

 + 
 
 

 ۳ (
216 a

ln
16

 + 
 
 

 ۴ (
216 a

ln
16

 − 
 
 

 

 . درست است۱گزينه  :حل

 4t

s 40

1 cosh at 1 cosh atI e dt L
t t

∞
−

=

− − = =  
 ∫ 

 :شود اما ملاحظه مي

 { } 2 2
1 sL 1 cosh at
s s a

− = −
−

 

 
( ) ( )2 2

2 2 2 2ss s

2 2

2 2

1 1 s 1 sL 1 cosh at ds ln s ln s a ln
t s 2s a s a

s asln1 ln ln
ss a

∞
∞ ∞           − = − = − − =           −   −  

−
= − =

−

∫
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 معادلات دیفرانسیل

 

 
 

 

٣٩٢ 
 

 :پس داريم

 
2 2 2

s 4

s a 16 a
I ln ln

s 4=

 − − = =
 
 

 

۴۶.  
( ) ( )

1
2

sL
s 1 s 4

−
 
 
 

+ + 
 

  كدام است؟

۱ (t1 1 4e cos 2t sin 2t
5 5 5

−−
+ + ۲ (t1 2 1e sin 2t cos 2t

5 5 5
−−

+ + 

۳( t1 1 4e cos 2t sin 2t
5 5 5
−

+ + ۴ (t1 2 1e sin t cos 2t
5 5 5
−

+ + 

 . درست است۲گزينه  :حل

 
( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )
2

22 2

A s 4 Bs C s 1s A Bs C
s 1 s 4s 1 s 4 s 1 s 4

+ + + ++
= + =

+ ++ + + +
 

 
A B 0

1 1 4B C 1 A , B , C
5 5 5

4A C 0

+ =
− + = → = = =

 + =

 

 
( )( ) ( )1 1 t

22
s 1 1 s 4 1L L e cos 2t 2sin 2t

5 s 1 5s 4s 1 s 4
− − −

  
  − +     = + = − + +      + + + +    

  

 

 :راه ديگر

1 :دانيم مي t 1
2

1 sL e , L cos 2t
s 1 s 4

− − −    = =  +  + 
 

 :توان گفت لذا مي

 ( ) ( )
( )

t t
t1 t t

2
0 0

1 sf t L e cos 2t e cos 2 d e e cos 2 d*s 1 s 4
− −λ− − − λ 

= = = λ λ = λ λ  + +  ∫ ∫ 

Iبا فرض  e cos 2 dλ= λ λ∫داريم : 
 

          مشتق انتگرال
e cos 2

1e sin 2
2

1e cos 2
4

+

λ
+

λ

−

λ

λ

λ

→ − λ∫



 

 

( )1 1 1 1I e sin 2 cos 2 I I e 2sin 2 cos 2
2 4 4 5

λ λ = λ + λ − → = λ + λ 
 
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 تبدیل لاپلاس
 

 
 

 

٣٩٣ 

 :آيد پس به دست مي

 ( ) ( ) ( )
t t

t t t

0

e e 1 1 2 1f t e 2sin 2 cos 2 e 2sin 2t cos 2t e sin 2t cos 2t
5 5 5 5 5 5

λ
− − −      = λ + λ = + − = − + +   

      
 

)لاپلاس معكوس  .۴۷ )
( ) 22

1F s
s 4s 13

=
+ +

 م است؟ كدا

۱ (( )2t1 e sin 3t 3t cos3t
54

− − ۲ (( )2t1 e sin 3t 3t cos3t
54

− + 

۳ (( )2t1 e sin 3t 3t cos3t
18

− − ۴ (( )2t1 e sin 3t 3t cos3t
18

− + 

 . درست است۱گزينه  :حل

 ( )
( ) ( ) ( )2 2 22

1 1 1F s
s 2 9 s 2 9s 4s 13

= = →
+ + + ++ +

 

جا كه  از آن
( )

1 2t
2

1 1L e sin 3t
3s 2 9

− −
 
  =
 + + 

 : داريم

 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

t
2 t1 2t 2t 2

0
t 2t

2t

0
2t 2t

1 1 1 1L F s e sin 3t * e sin 3t e sin 3 . e sin 3 t d
3 3 3 3

sin 6 3t t1 1 ee cos 6 3t cos 3t d cos3t
09 2 18 6

e sin 3t sin 3t e sin 3tt cos3t 0 t co
18 6 6 18 3

− − λ− − − − λ

−
−

− −

   = = λ − λ λ   
   

 λ −
= λ − − λ = − λ  

 

    = − − − − = −    
    

∫
∫

s3t 
 
 

 

)ديل لاپلاس تابع تب .۴۸ )a 0>،( )f t sin at= ۸۷رياضي (  كدام است؟( 

۱(2 2
a scoth

as a
π 

 
 +

 ۲(2 2
a stanh

2as a
π 

 
 +

 ۳(2 2
a scoth

2as a
π 

 
 +

 ۴(2 2
a stanh

as a
π 

 
 +

 

  . درست است۳گزينه  :حل

p وره تناوبتابع داده شده متناوب با د
a
π

 : است و داريم=

 ( ) a st

s 0a

1F s e sin at dt

1 e

π

−
π

−
↓

=

−
∫ 

  

sinدر بازه مورد نظر  atاست . 
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 معادلات دیفرانسیل

 

 
 

 

٣٩٤ 
 

stIاينك با فرض e sin at dt−=  : داريم∫
 

          مشتق انتگرال
st

st

2 st
2

e sin at

1se cos at
a

1s e sin at
a

+

−

+

−

−

−

− −

→ −∫



 

 

st 2
st

2 2
e s sI cos at e sin at I

a a a

−
−= − − − → 

2
st

2 2
s 1 s1 I e cos at sin at

aa a
−   

+ = − − →       
 

( )
st

2 2
eI a cos at ssin at

s a

−
= − −

+
 

 

 :لذا خواهيم داشت

 

( )
a s

a s
a

2 2 2 2 2 2s s s
a a a0

s s
2a 2a

2 2 2 2s s
2a 2a

1 1 ae a 1 aF s I 1 e
s a s a s a

1 e 1 e 1 e

a e e a coth s
2as a s a

e e

π
π

− π
−

π π π
− − −

π π
−

π π
−

 
  
 = = − + = + 
 + + +    − − − 

+ π
= =

+ +
−

 

)معادله حركت متحركي به صورت       .٤٩ ) ( )
t

0
x t t x t e d− λ= + − λ ⋅ λ∫         داده شده سرعت اين متحرك در چه زماني 

 شود؟ صفر مي

1) ۲ .سرعت هيچگاه صفر نخواهد شد) ۱
2

 

۳ (1  ۴ (2 

 .  درست است۱گزينه  :حل

 ( ) ( ) ( ) ( )
t

t

0
x t t x t . e d x t t x t e*

− λ −= + − λ λ → = +∫ 

 :با لاپلاس گيری از طرفين داريم

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 1 1 s 1 1 1X s X s X s 1 X s

s 1 s 1 s 1s s s
+ −   = + → − = → = →   + + +   

 

 ( ) ( )
2

3 2 3
s 1 1 1 tX s x t t

2s s s
+

= = + → = + 

 :لذا معادله سرعت به فرم زير است
 ( )x t 1 t′ = + 

)هاي مثبت  و در تمام زمان )t  .شود سرعت مثبت و هيچگاه صفر نمي، <0
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 تبدیل لاپلاس
 

 
 

 

٣٩٥ 

)كانولوشن دو تابع  .۵۰ ) ( )f t t , g t cos3t=   كدام است؟=

۱ (( )1 1 cos3t
9

+ ۲ (( )1 1 cos3t
9

− ۳ (( )1 t sin 3t
9

− ۴ (( )1 t sin 3t
9

+ 

 . درست است۲گزينه  :حل

 ( )( ) ( )
t

0
f g t t cos 3 d* = − λ λ λ∫ 

 :جزء داريم با اعمال روش جزءبه
       مشتق انتگرال

t cos3

11 sin 3
3

10 cos3
9

+

−

− λ λ

− λ

− λ




 

 :لذا

 ( )( )
t

0

t 1 1 1f g t sin 3 cos3 cos3t* 3 9 9 9

λ=

λ=

− λ − = λ − λ = + 
 

 

 :راه ديگر

 ( )( )( ) ( ) ( ) 2 2 2
1 s 1 1L f g t F s G s* ss s 9 s 9

= = = →
+ +

 

 ( )( )
t t

1
2

00

1 1 1 1 1 1f g t L sin 3t dt cos3 t cos3t* s 3 9 9 9s 9
−   −

= = = − = + 
+  ∫ 

) در معادله زير   .۵۱ ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

0
y t y t cos t t y d , y 0 y 0 0′′ ′ ′ ′+ = + − λ λ λ = ) اگر لاپـلاس     ∫⋅= )y t     را بـا 

( )Y s نمايش دهيم ( )Y   كدام است؟1

۱ (1
3

 ۲ (1
4

 ۳ (1
5

 ۴ (1
2

 

 . درست است۴گزينه  :حل
 :با توجه به تعريف پيچش داريم

 ( ) ( ) ( )( )y t y t cos t t y t*′′ ′ ′+ = + 
 :گيريم لاپلاس مياز طرفين معادله 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
2 2
s 1s Y s sy 0 y 0 sY s y 0 sY s y 0

s 1 s
′− − + − = + ⋅ −

+
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 معادلات دیفرانسیل

 

 
 

 

٣٩٦ 
 

 :آيد عمال شرايط اوليه به دست ميبا ا

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
3 2 2

2
2 2 2 3 2

1 s s s 1 s ss s Y s Y s Y s
s ss 1 s 1 s 1 s s 1

+ − + − = → = → = → 
  + + + + −

 

 ( ) ( )( )
1 1Y 1

1 1 1 1 1 2
= =

+ + −
 

)جواب معادله انتگرالي .۵۲ ) ( )
x

x t

0
y x x e y t e d t−= +   كدام است؟∫

۱ (2x1 1 1y x e
4 2 4

= − + +  ۲ (2x1 1 1y x e
4 2 4

= − + 

۳ (2x1 1 1y x e
2 4 4

= + +  ۴ (2x1 1 1y x e
2 4 4

= − + + 

 . درست است۱گزينه  :حل
 :تگرال ببريم داريم را داخل انxeچنانچه 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
x

x t x

0
y x x y t .e d t y x x y x e*

−= + → = +∫ 

 :گيريم  دو طرف معادله لاپلاس مياز

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 1 1 s 1 1 1Y s Y s Y s 1 Y s

s 1 s 1 s 1s s s
− −   = + → − = → = →   − − −   

 

 ( )
( )2
s 1Y s

s s 2
−

=
−

 

  
  :شود با روش تجزيه كسرها ملاحظه مي

 
( )

( ) ( )
( )

2

2 2 2
As s 2 B s 2 Css 1 A B C

s s 2s s 2 s s s 2

− + − +−
= + + =

−− −
 

 
A C 0

1 1 12A B 1 A , B , C
4 2 4

2B 1

+ =
− + = → = − = =
− = −

 

 :پس داريم

 ( ) ( ) 2x
2

1 1 1
1 1 14 2 4Y s y x x e

s s 2 4 2 4s

−
= + + → = − + +

−
 

 :راه ديگر
 xمشتق نسبت به 

→ ( ) ( ) ( ) ( )
x x

x t x x t

0 0
y x x e y t e dt e y x xe y t e dt− − − −= + → = +∫ ∫ 

 x x x x xe y e y xe e ye y y x 1 y y 2y 1 x− − − − −′ ′ ′− + = − + + → − + = − + + → − = − → 
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 تبدیل لاپلاس
 

 
 

 

٣٩٧ 

 ( ) ( ) ( )2dx 2dx 2x 2xy x e e 1 x dx c e 1 x e dx c− − − −
      ∫ ∫= − + = − +   
      ∫ ∫ 

)با در نظر گرفتن  ) 2xI 1 x e dx−=  :جزء داريم  با روش جزءبه∫−

  مشتق     رالانتگ
2x

2x

2x

1 x e

11 e
2

10 e
4

−
+

−

−

−

−

− −




 

 

( ) ( )2x 2x1 x 1 x 1 1I e y x ce
2 4 2 4

− − − −
= + → = + +  

 
 

)با توجه به اينكه  ) ( )
0

0 t

0
y 0 0 e y t e dt 0−= +  : داريم∫=

 00 1 1 10 ce c
2 4 4
−

= + + → = 

 :لذا

 ( ) 2xx 1 1y x e
2 4 4

= − + 

۵۳. ( ) ( )
y 4y 3sin 2t
y 0 2 , y 0 1

′′ + =
 ′= = −

t ضريب  cos 2t و cos 2t در yكدام است؟  

۱ (3
4

1 و 0)۲ 2 و −
8
3) ۴ 2 و 0) ۳ −

4
1 و −

8
− 

 . درست است۱گزينه  :حل
 :گيريم از طرفين معادله تبديل لاپلاس مي

 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )2 2
2 2

2 6s Y s sy 0 y 0 4Y s 3 s 4 Y s 2s 1
s 4 s 4

′− − + = → + = + −
+ +

 

 ( ) ( )( )2 2 2 2
2s 1 6Y s

s 4 s 4 s 4 s 4
= − +

+ + + +
 

 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ){ }

( ){ }

t

0
t

0
t

0

1 6 1 3y t 2cos 2t sin 2t sin 2t*sin 2t 2cos 2t sin 2t sin 2 sin2 t d
2 4 2 2

1 32cos 2t sin 2t cos 2 2 t cos 2 2 t d
2 4

1 32cos 2t sin 2t cos 4 2t cos 2t d
2 4

= − + = − + λ − λ λ

= − + λ − − λ − λ + − λ λ

= − + λ − − λ

∫
∫
∫
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٣٩٨ 
 

 
( )

t

0

1 3 12cos 2t sin 2t sin 4 2t cos 2t
2 4 4

1 3 1 1 1 32cos 2t sin 2t sin 2t t cos 2t sin 2t 2cos 2t sin 2t t cos 2t
2 4 4 4 8 4

λ=

 = − + λ − − λ 
 

 −   = − + − − = − −    
    

 

)در معادله انتگرالي .٥٤ ) ( ) ( )
t

t

0
y t e sin t .y d= + − λ λ λ∫در تابع ( )y tضريب teچه خواهد بود؟  

۱ (1− ۲ (2− ۳ (2 ۴ (1 

 . درست است۳گزينه  :حل
 :يچش داريمبا توجه به تعريف پ

 ( ) ( )ty t e sin t y t= + ∗ 
 :لاپلاس گيری از طرفين رابطه بالا داريمبا 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2
1 1 1 1 s 1Y s .Y s Y s 1 Y s

s 1 s 1 s 1s 1 s 1 s 1

  
= + → − = → = →    − − −+ + +   

 

 ( )
( )

2

2
s 1Y s

s s 1
+

=
−

 

 :با استفاده از روش تجزيه كسرها داريم

 
( )

2

2 2
s 1 A B C

s s 1s s 1 s
+

= + +
−−

 

sبا ضرب طرفين رابطه فوق در    :آيد بدست مي −1

 ( ) ( )2

2 2
A s 1 B s 1s 1 C

ss s

− −+
= + + 

sو در   :شود نتيجه مي =1
 2 0 0 C= + + 

)لذا در  )y t جمله t2eموجود است . 
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)لاپلاس معكوس  .۱ ) ( )2 s
1 1 1F s

ss s 1 e −
= + −

−
 ه شكلي دارد؟ چگون

 موج پلكاني) ۴ موج مربعي) ۳ موج مثلثي) P ۲اي  اره موج دندانه) ۱

 )۸۸رياضي ( كدام گزينه جواب تبديل لاپلاس معكوس زير است؟     .۲

 1
2

6s 4L
s 4s 20

−  −
 

− + 
 

۱ (3t 3te cos 4t e sin 4t+  ۲ (t t2e cos 4t 2e sin 4t+ 
۳ (t te cos 4t e sin 4t+  ۴ (2t 2t6e cos 4t 2e sin 4t+P 

1حاصل  .۳ s 1 s
L

s
−  − −

  
 

   كدام است؟

۱ (
t

s

1 e dt
2 t

∞
−

π∫ ۲ (
t t

0

1 e dt
2 t

−
π∫ ۳ (

t

s

1 e dt
2 t

∞
−

π∫ ۴ (
t t

0

1 e dt
2 t

−
π∫P 

)اگر  .۴ )
( ) 22s

2

e s
F s

s

− +
) تابع = )f tداراي كدام ويژگي زير است؟ ، 

tنهايت در  يك ضربه بي) ۱ t يك پرش دو واحدي به بالا در =0 t يك افزايش يك واحدي شيب در =2 4=P 
tنهايت در     يك ضربه بي  ) ۲ t يك پرش دو واحدي به بالا در         =0  يك پرش دو واحدي به سمت پايين به همـراه يـك             =2

tافزايش شيب يك واحدي در  4= 
t واحدي به بالا در يك پرش يك) ۳ t يك پرش دو واحدي در =0 t يك افزايش يك واحدي شيب در =2 4= 
tيك پرش يك واحدي به بالا در     ) ۴ t يك پرش دو واحدي به بالا در =0  يك پرش دو واحدي بـه سـمت پـايين بـه     =2

tهمراه يك افزايش شيب يك واحدي در  4= 

 خودآزمايي
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٤٠٠ 
 

)تبديل لاپلاس تابع  . ۵ ) tf t te cos 2t−=كدام است؟  

۱ (
( )

2

22

s 2s 3

s 2s 5

+ −

+ +
P  ۲ (

( )
2

22

s 2s 3

s 2s 5

+ +

+ +
 

۳ (
( )

2

22

s 2s 5

s 2s 3

− −

− +
  ۴ (

( )
2

22

s 2s 5

s 2s 3

− +

− +
 

)تبديل لاپلاس تابع  .۶ )
( )2

0 0 t 1
f t

t 1 t 1

< <= 
− ≥

 )۸۵هوافضا (  كدام است؟

۱(ss e− ۲( 3 ss e− ۳(s
3
2 e
s

−P ۴( 
3

2
s

s 1+
 

  تابعي قطعه به قطعه پيوسته و از مرتبه نمايي باشد، جواب مسأله با مقادير اوليه زير چيست؟fاگر .۷

 )٨٦برداري  نقشه( 

 ( )
( ) ( )

y y f t
y 0 0 , y 0 0

′′ + =
 ′= =

 

۱( ( ) ( )
t

0
y f z sin t z dz= −∫P ۲( ( ) ( )

t

0
y f z cos t z dz= −∫ 

۳( ( ) ( ) ( )
t

t z

0
y f z e sin t z dz− −= −∫ ۴( ( ) ( ) ( )

t
t z

0
y f z e cos t z dz− −= −∫ 

حاصل .۸
1 2

0

x dx
ln x−∫كدام است؟  

۱(1
3π

 ۲(3
π

 ۳(2
3
π ۴(

3
π

P 

)تبديل لاپلاس تابع   .۹ ) sin tf t
t

 )۸۶مكانيك (  كدام است؟ =

۱(Arc tan s− ۲ (1Arc tan
s

− ۳ (1Arc tan
s

P ۴ (Arc tan s
2
π

− 

)لاپلاس معكوس  .۱۰ )
( )

4s

2
eF s

s s 1

−
=

+
  كدام است؟

۱ (( ) ( )( )t 4
4u t e t 5− − + −P ۲ (( ) ( )t 4

4u t e − − 

۳ (( ) ( )( )t 4
4u t e t 4− − + − ۴ (( ) ( )t 4

4u t e − −− 
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 تبدیل لاپلاس
 

 
 

 

٤٠١ 

)لاپلاس معكوس  .۱۱ )
2s

2
eF s

s 6s 10

−
=

+ +
  كدام است؟

۱ (( ) ( ) ( )3 t 2
2u t e sin 3 t 2− − −P ۲ (( ) ( )3 t 2e sin 3 t 2− − − 

۳ (( ) ( )3 t 2e sin t 2− − −  ۴ (( ) ( ) ( )3 t 2
2u t e sin t 2− − − 

مقدار انتگرال  .۱۲
x 4x

0

e e dx
x

∞ −  )۸۵رياضي (  كدام است؟ ∫−−

۱ (ln 2 ۲ (ln 3 ۳ (2 ln 2P ۴ (2ln 3 

 تبديل لاپلاس تابع نشان داده شده كدام است؟ .۱۳

۱ (
s

2
1 e 1
s 2s s

−
− − 

۲ (( )
s

s
2

1 ee 1
2s2s

−
− − − 

۳ (( )
s

s
2

1 e 1e 1
2s s2s

−
− − − +P 

۴ (( )s
2

1 1e 1
s2s

− − +   

)لاپلاس معكوس  .۱۴ )
2

4
s 2F s
s 4

+
=

+
  كدام است؟

۱ (cos ht cos t ۲ (1 cos ht sin t
2

 ۳ (cos ht sin tP ۴ (1 cos ht cos t
2

 

)لاپلاس معكوس  .۱۵ ) 1F s
2s 3

=
+

 ام است؟ كد

۱ (
1 3t
2 21 t e

2

−

π
 ۲ (

1 3t
2 21 t e

2

−

π
 ۳ (

1 3t
2 21 t e

2π
 ۴ (

1 3t
2 21 t e

2

− −

π
P 

)جواب معادله   .۱۶ ) ( )
x

x x t

0
y x e e y t dt−= +  )۸۶معدن ( : برابر است با∫

۱ (2xeP ۲ (xe − ۳ (2xe − ۴ (2xxe 

)اگر  .۱۷ )
2

3
8s 4s 12F s

s 4s
− +

=
+

) حاصل  )f   كدام است؟0′

۱ (4 ۲ (4−P ۳ (2 ۴ (2− 
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 معادلات دیفرانسیل

 

 
 

 

٤٠٢ 
 

)اگر  .۱۸ ){ } ( )L f t F s= باشد تبديل لاپلاس ( ) ( )2t
1e f t 1 u t−   كدام است؟−

۱ (( ) ( )s 2e F s 2− − −  ۲ (( ) ( )s 2e F s 2− + +P 

۳ (( ) ( )s 2e F s− +  ۴ (( )se F s 2− + 

)لاپلاس معكوس  .۱۹ )
2

2

s 4F s ln
s s 1

 + =
 + 

  كدام است؟

۱ (( ) t cos t 2cos 2tf t
2

+ −
= ۲ (( ) 1 cos t 2cos 2tf t

t
+ −

=P 

۳( ( ) t cos t 2cos 2tf t
2

+ −
= − ۴ (( ) 1 cos t 2cos 2tf t

t
+ −

= − 

)فرض كنيد   .۲۰ ) 1 0 t c
f t

0 1 t 2c
≤ <

=  ≤ <
)و  ) ( )f t 2c f t+ ) تبديل لاپلاس    ،= )f t۸۶رياضي (  كدام است؟( 

۱ (
( )

sc

2sc
1 e

s 1 e

−

−

−

+
 ۲ (

( )
sc

sc
1 e

s 1 e

−

−

−

+
 ۳ (

( )sc
1

s 1 e −+
P ۴( 

( )2sc
1

s 1 e −+
 

)پلاس تابع تبديل لا .۲۱ ) ( ) ( ) t 0 t 1
f t 2 f t , f t

0 1 t 2
< <

+ = =  < <
  كدام است؟

۱ (
s s

2s 2
1 e e

s1 e s

− −

−

 −
−  −  

 ۲ (
s s

2s 2
1 e 1 e

s1 e s

− −

−

 − −
+  −  

P 

۳ (
s

2s 2
1 1 e

1 e s

−

−

 −
  −  

  ۴ (
s s

2s 2
1 e 1 e

s1 e s

− − − +
+  −  

 

)اگر  .۲۲ )( ) ( )1L F s f t− ) حاصل = ) ( )( )1L F s tanh cs−كدام است؟  

۱ (( ) ( ) ( ) ( )n
2nc

n 1
f t 2 1 f t 2nc u t

∞

=

+ − −∑P ۲ (( ) ( ) ( )2nc
n 1

f t 2 f t 2nc u t
∞

=

+ −∑ 

۳ (( ) ( ) ( ) ( )n
2nc

n 1
f t 1 f t 2nc u t

∞

=

+ − −∑ ۴ (( ) ( ) ( )2nc
n 1

f t f t 2nc u t
∞

=

+ −∑ 

2tمقدار انتگرال .۲۳

0
t e cos t dt

∞
−⋅  )۸۷رياضي (  كدام است؟∫⋅

۱(3
25
− ۲(2

25
− ۳(2

25
 ۴(3

25
P 
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 تبدیل لاپلاس
 

 
 

 

٤٠٣ 

)تبديل لاپلاس تابع  .۲۴ ) 2

0 t 4
f t

t t 4

<= 
>

  كدام است؟

۱ (4s
3 2

2 8 16e
ss s

−  
− + 

 
 ۲ (4s

3 2
2 8 16e

ss s
−  

+ + 
 

P 

۳ (4s
3 2

2 8 16e
ss s

−  
+ − 

 
 ۴ (4s

3 2
2 8 16e

ss s
−  

− − 
 

 

حاصل  .۲۵
0

cos t cos 2t dt
t

∞
  كدام است؟∫−

۱ (ln 2− ۲ (1 ln 2
2

 ۳ (1 ln 2
2

− ۴ (ln 2P 

)تبديل لاپلاس  .۲۶ ) ( )2
tf t t u t sin

2
π

  كدام است؟=

۱ (2s
22

2

se

s
4

− π
−

 π
+  

 

  ۲ (2s
2 222 2

se
s s4 4

−

 
 
 π π − +
 π  π+ +     

P 

۳ (2s
2 222 2

se
s s4 4

−

 
 
 π π − −
 π  π+ +     

 ۴ (
2s

2 2
2

e
2s s

4

− π

π
+

 

)اگر تبديل لاپلاس تابع  .۲۷ ) tf t e ) را =− )F s بناميم تبديل لاپلاس تابع ( ) ( )t cos tg t te −   كدام است؟=+

۱ (( )F s 1′ − ۲ (( )F s 1′ + ۳ (( )F s 1′− − ۴ (( )F s 1′− +P 

)ر اگ .۲۸ ) ( )ttf t e g t−= تبديل لاپلاس ،( )f tكدام است؟  

۱ (( )
s

G s 1 ds
∞

+∫P  ۲ (( )
s

G s 1 ds
∞

′ +∫ 

۳ (( )
s

G s 1 ds
∞

− −∫  ۴ (( )
s

G s 1 ds
∞

′− −∫ 
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٤٠٤ 
 

)اگر  .۲۹ )( )
( )

2

22

s 1L tf t
s s 1

−
=

+ +
) حاصل  )

t

0

1L f t dt
t

  
 
  ∫كدام است؟  

۱ (13 s 1tan
2 3

−  +
  
 

  ۲ (( )1tan s 1
2

−π
− + 

۳ (13 s 1tan
2 2 3

2

−

  
  π +  −
  
  

  

 ۴ (12 2s 1tan
23 3

−
  π + −      

P 

)تبديل لاپلاس تابع .۳۰ )f tرا ( )F sايم تبديل لاپلاس  ناميده
3 t
41 te f

4 4

−  
 
 

  كدام است؟

۱(( )F 4s 3+P ۲(( )1 F 4s 3
16

+ ۳(3F 4s
4

 + 
 

 ۴(1 3F 4s
16 4

 + 
 

 

)تبديل لاپلاس تابع .۳۱ )
1 atat 2 3

f t e 2e cos at
2

−
=   كدام است؟+

۱(
2

3 3
a

s a−
 ۲(

2

3 3
3s

s a−
P ۳(

2

3 3
s

s a−
 ۴(

2

3 3
3a

s a−
 

اگر .۳۲
1

2

0
x ln x dxα∫همگرا باشد α همگرايي كدام است؟ و مقدار 

۱(
( )3

2 , 1
1

α > −
α +

P  ۲(
( )2

1 , 1
1

α > −
α +

 

۳(
( )3

2 , 0
1

α >
α +

  ۴(
( )2

1 , 0
1

α >
α +

 

)اگر  .۳۳ )
( )22s

2

1 e
F s

s

−−
) باشد شكل = )f tكدام است؟  

 Pالساقين در بالاي محور زمان  مثلثي متساوييك پالس) ۱
 الساقين در بالاي محور زمان يك پالس مثلثي غيرمتساوي) ۲
 .الساقين كه در بالا و قسمتي از آن در پايين محور زمان است يك پالس مثلثي متساوي) ۳
 .از آن در پايين محور زمان استالساقين كه در بالا و قسمتي  يك پالس مثلثي غيرمتساوي)۴

) اگر  .۳۴ )
s 2s 3s 3s

2 2
8e e e 4eF s

s ss s

− − − −
= − + ) شيب نمودار + )f t در بازه t 10f و <3

3
 
 
 

  كدام است؟

۱ (4, 4 ۲ (4,3P ۳(3, 4 ۴ (3,3 
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٤٠٥ 

xحاصل .۳۵ 2

0
xe sin x dx

∞
  كدام است؟∫−

۱(14
25

P ۲(11
25

 ۳(13
25

 ۴(17
25

 

)تبديل لاپلاس تابع .۳۶ )
2tf t e−=اي قابل محاسبه است؟  از چه معادله 

۱( ( ) ( )2F s sF s 1 0′ − + =P ۲( ( ) ( )2F s sF s 1 0′ + − = 
۳( ( ) ( )2F s sF s 0′ + =  ۴( ( ) ( )2F s sF s 1 0′ − − = 

)اگر  .۳۷ ) ( )
t

2

0
f t cos t f t e d− α= + − α α∫ در ( )f tكدام جمله وجود ندارد؟  

۱ (t1 e
2

−−  ۲ (3 cos t
2

 

۳ (1 sin t
2

 P.هر سه جمله وجود دارد) ۴  

اگر  .۳۸
( ) ( )

3ty 9y e
y 0 y 0 0

 ′′ − =


′= =
) رفتار  )y t در t → +  شود؟  به صورت مجانبي به كدام منحني زير نزديك مي∞

۱ (3t 3t1 te e
36 6

+P ۲ (3t 3t1 te e
8 6

− ۳ (3t 3t1 te e
36 6

− + ۴ (3t 3t1 te e
8 6

+ 

)لاپلاس تابعتبديل  .۳۹ ) ( )
t

0

1 cosf t sin t d
t
− λ

= − λ λ
− λ∫كدام است؟  

۱(22

s 1ln
s 1s 1

      + + 
  ۲(

2

2
s 1 1ln

s s 1

  +    +  
 

۳(
( )

1
2
1 cot s

s s 1
−

+
P  ۴(

( )
1

2
1 tan s

s s 1
−

+
 

fمطلوب است محاسبه  .۴۰
2
π 

 
 

)  با اين فرض كه )
( ) 22

sF s
s 1

=
+

 

۱ (
2
π ۲ (

4
π

P ۳ (π ۴ (0 

)تبديل لاپلاس تابع .۴۱ )
3t 2t

3
2

e ef t

2 t

−
=

π

  كدام است؟

۱(s 3 s 2− − −  ۲(s 2 s 3− − −P 

۳(1 1
s 3 s 2

−
− −

  ۴( 1 1
s 2 s 3

−
− −
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٤٠٦ 
 

اگر  .۴۲
( ) ( ) ( )

y 6y 11y 6y 0
y 0 0 , y 0 1 , y 0 0

′′′ ′′ ′− + − =
 ′ ′′= = =

) در 2te ضريب  )y tكدام است؟  

۱ (4P ۲ (3
2

− ۳ (2 ۴(5
2

 

)اگر  .۴۳ )
3

4 2
s 3sF s

s 6s 25
+

=
+ +

) حاصل  )f   كدام است؟0′′

۱(1  ۲(0 ۳(3−P ۴(1− 

اگر  .۴۴
( ) ( )

t 0 t 1
y y

0 t 1
y 0 0 , y 0 1

 < <
′′ ′− =  > 

 ′= =

t براي    کدام است؟te ضريب کلي <1

۱ (22
e

+ ۲ (21
e

− ۳ (22
e

−P ۴ (12
e

− 

اگر  .۴۵
( ) ( )

ty y te
y 0 0 , y 0 0

 ′′ + =


′= =
) در جواب te ضريب کلي  )y tکدام است؟  

۱ (t 1
2
+ ۲ (t 1

2
−

P ۳ (1 t
2
− ۴ (1 t

2
+

− 

 تبديل لاپلاس تابع متناوب نشان داده شده كدام است؟ .۴۶

۱(
s

s
2 s 2 2

1 e 1e
s1 e s s

−π
−π

− π

 π
− − + 

−   
P 

۲(
s s

2 s 2 2
e 1 e

s1 e s s

−π π

− π

 π
− + + 

−   
 

۳(
s

2 s 2 2
e 1

s1 e s s

−π

− π
 π π

− − 
−  

 

۴(
s s

2 s 2
e e 1

s1 e s s

−π π

− π 2

 π
− − + 

−   
 

 

)اگر  .۴۷ )
( )2
1F s

s s 3
=

−
) در t ضريب  )f tكدام است؟  

۱ (1
3

−P ۲ (1
3

 ۳ (1
9

− ۴ (1
9
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٤٠٧ 

)جواب مسأله  .۴۸ )y y y y g t′′′ ′′ ′− + − ) كدام است؟ = ) ( ) ( )( )y 0 y 0 y 0 0′ ′′= = = 

۱ (( ) ( )
t

0

1 e cos sin g t d
2

λ − λ − λ − λ λ∫P ۲ (( ) ( )
t

0

1 e cos sin g t d
2

λ + λ − λ − λ λ∫ 

۳ (( ) ( )
t

0
e cos sin g t dλ − λ + λ − λ λ∫ ۴ (( ) ( )

t

0
e cos sin g t dλ + λ + λ − λ λ∫  

)پيچش دو تابع .۴۹ ) tf t e=و ( )g t cos t=كدام است؟  

۱(( )t1 e cos t sin t
2

+ −  ۲(( )t1 e cos t sin t
2

− +P 

۳(( )t1 e sin t cos t
2

− + +  ۴(( )t1 e cos t cos t
2

+ + 

)تبديل لاپلاس تابع .۵۰ ) 2f t t cosh 3t= است؟ كدام 

۱(
( )

( )

2

32

2s s 27

s 9

+

−
P ۲(

( )
( )

2

32

s s 27

s 9

−

−
 ۳(

( )
( )

2

32

s s 27

s 9

+

−
 ۴(

( )
( )

2

32

2s s 27

s 9

+

+
 

اگر  .۵۱
( ) ( )

y 4y 4t
y 0 1 , y 0 5

′′ + =
 ′= =

y حاصل 
2
π 

 
 

  كدام است؟

۱ (1
2
π

+ ۲ (1
2
π

−P ۳ (1
2

π + ۴ (1
2

π − 

)اگر  .۵۲ ) ( )( ) ( )
1F s

s 1 s 2 s 10
=

− − −
) در  )f t 5 ضريب جملهteكدام است؟  

۱ (1
2880

−P ۲ (1
2880

 ۳ (1
576

 ۴ (1
576

− 

)بر تبديل لاپلاس جواب مسأله .۵۳ ) ( )
( ) ( )

tty 2t 3 y t 3 y 3e

y 0 y 0 0

− ′′ ′+ + + + =


′= =
 اي حاكم است؟  چه معادله

۱ (( ) ( )
( )3

1 3Y s Y s
s 1 s 1

−′ + =
+ +

 ۲ (( ) ( )
( )3

1 3Y s Y s
s 1 s 1

−′ − =
+ +

P 

۳ (( ) ( )
( )2

1 2Y s Y s
s 1 s 1

−′ + =
+ +

 ۴ (( ) ( )
( )2

1 3Y s Y s
s 1 s 1

−′ − =
+ +
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٤٠٨ 
 

)اگر   .۵۴ )
( ) ( )

y 2y f t
y 0 0, y 0 1

′′ − =
 ′= =

) باشـد كـه      2π تابعي متناوب بـا دوره تنـاوب         f و    ) 2sin t 0 t
f t

0 t 2
< < π

=  π < < π
 

)ل تبديل لاپلاس حاص )y t به ازاء s   كدام است؟=1

۱(e 2
e 1

−π

−π
−

−
 ۲(e 2

e 1

−π

−π
−

−
−

P ۳(e 1
e 2

−π

−π
−

−
 ۴(e 1

e 2

−π

−π
−

−
−

 

)جواب مسأله  . ۵۵ ) ( )
( ) ( )

y y t t 2
y 0 0 , y 0 1

′′ + = δ − π − δ − π
 ′= =

  كدام است؟

۱ (
sin t 0 t
2sin t t 2
sin t t 2

< < π
 π < < π
 > π

  ۲ (
sin t 0 t
0 t 2

sin t t 2

< < π
 π < < π
− > π

P 

۳ (
sin t 0 t
0 t 2

cos t t 2

< < π
 π < < π
− > π

 كدام هيچ) ۴ 

)در لاپلاس معكوس  . ۵۶ ) ( )2
1F s

s s 4s 5
=

+ +
te ضريب جمله  sin 2t−كدام است؟  

۱( 1
5

− ۲ (2
5

− ۳ (1
10

−P ۴ (2
5

 

)اگر . ۵۷ )t

0

f
2 t d

t

λ
= λ

− λ∫ باشد حاصل ( )f   كدام است؟2

۱ (2 ۲ (1
2

 ۳ (2 ۴ (1P 

در مسأله  . ۵۸
( ) ( )

t 0 t 1
y 4y

1 t 1
y 0 y 0 0

 ≤ <
′′ + =  ≥ 

 ′= =

) حاصل  )y π كدام است؟  

۱ (1 1 sin 2
4 8

−P ۲ (1 1 sin 2
4 2

− ۳ (1 1 sin 2
2 8

− ۴(1 1 sin 2
2 4

− 

)اگر  .۵۹ )
( ) ( )

y 2y 2y k t
y 0 y 0 0

π′′ ′ + + = δ
 ′= =

) حداكثر مقدار k به ازاء كدام مقدار  )y t شود؟  مي1 برابر 

۱ (42e
π

P ۲ (22e
π

 ۳ (41 e
2

π

− ۴ (21 e
2

π

− 
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٤٠٩ 

اگر  .۶۰
( ) ( )

ty 3y 4y te
y 0 0 , y 0 0

 ′′ ′+ − =


′= =
  كدام است؟y در جواب te ضريب 

۱( 
21 t t 1

5 5 2 25

 
− +  

 
P  ۲ (

21 t t 1
5 2 5 25

 
+ −  

 
 

۳ (
21 t t 1

5 2 5 25

 
− +  

 
  ۴ (

21 t t 1
5 5 2 25

 
+ −  

 
 

 جواب مسأله αبه ازاء كدام مقدار  .۶۱
( )

1y y 2cos t
2

y 0

 ′ − =

 = α

 شود؟  تابعي متناوب مي

4a) ۲ مقدار هيچ) ۱
5

= −P ۳ (0α = ۴ (4
3

α = − 

)اگر .۶۲ ) ( )

( ) ( )

x

0
y y cos x sin x t y t dt

y 0 0 , y 0 1


 ′′ ′ ′+ = + −



′= =

2y حاصل∫
3

 π
 
 

  كدام است؟

۱( 31 e
π

−
− ۲( 

2
311 e

2

π
−

− ۳( 31 e
π

−
+P ۴( 

2
31 e

2

π
−

+ 

اگر  .۶۳
( ) ( )

ty y e cos 2t
y 0 y 0 0

 ′′ ′− =


′= =
te و te ضريب  sin 2tدر جواب مساله به ترتيب كدام است؟  

۱ (1 ,0
5

 ۲( 1 ,0
10

P ۳( 1 ,1
5

 ۴( 1 ,1
10
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