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� ��1 :����	
 ���� � �������  
Section 1.1 

 
������� 	
�� � ������: 

������� 	
�� ��� � ���� ��� ������ 	���� ���� ������ �� ��. 
�! �"#$ �� ������� �� ��%�&� �' �&�3500�� �(
! �� )* +�,  -�!/ 	,�) � �4! �� (... �4! �� ��&7' 8�� �
*� �,�� �

)2000 +�, �(
! �� )* (	,� -�!/ 	,� ��  .	,� �"��� +��":� ��&;� <�,&� �� ��=! >?� 8�� � ������� ���#,@"!. 
 

 +�A,�B C,&� �D��� �&E �� +��":� ��&;�)�!�F � ( �� ��17�� � ): �� ��, �' �� ��H/  �I�� �� J
� +��":� ����/ 	,�
)K�L! ������� �7"��� �D��� �&E ��  .* �"*M� �N
M�$ � �����' O
� �=�/ �� )) ��16 ( �NK�L! Q
7R ): ��)���� �&E ��( 

�"I���B���. 
 

�"�� �� � 	F�� ��,&� +��":� ��&;� S�*��! T%�#% �� ���� UN"�! ��%�� �"F�$ ��'  .�7
!� VNH� �� +��":� -���!� �,�7=! ��%
� �/ �� -��#",� �": � 	,� ��=! ��O�� 	����! �&N� � � W&?: X�,�7���"F� X�A�OB � ...	,� Y��!! 
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+�A,�B :W&F�&� -�� \���� ���� ��=���� �,��� ���� ��H/ �� TN� Q�� �' 	,� -���M�X >��� Q��"�=! ��&7� �� ���� -���!� �M� 
��/�� ����. 

 
� -�!��� �$��� �� S��K�� �� ��
%�#! Q
7R �A7�� TH�
N� � +��":� �
,� �����' �&]� ���! -��#",T
7'X���^� ��N� U����  ���� ��

 ��� ���^�� ��?"�� ��&! S���� _� �% �' 	,� -�� +��":� �� �#N"�! U����� +��":� ��&;� ��� `���� +&E �� � ����� �&]� +��":�
	,� �"F�$. 
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1 .������ �	
�� ���� ) �� �� +�A,�B C,&�17( 
 �F��4� >��!�/ _� �� �$�) J
� ����! U����T
7'(X �7A�! a��"� )' ����� N���� X <��� +��":� A�� 	,� b��*� : 

ANP(A)
N

� �  

 
2 . ������� ����)������ ( ����)����� ����( 

 U���� Q�� ���] �� �� ��� Q
M��)1957 ( C,&�Von Mises�� �F��! _
,(' U���� Y(d� ���� . 

 �� �F��4� >��!�/ �$�n  XT
%� ��e�� ��� ����nT���� f�O�  :AnP(A)
n

��"=� �
*�� �� �� X :A
n

nP(A) lim
n���

�. 

 
3 . ���� ����)Subjective( 

 �� g�^��!� _� �� ��?"�� ��O
! �� ���
�! ��&7� �� +��":�	,� . 
 S(h!�! �"� +��":� �� T="! �(F T
�&$70 %	,� ��e!X �e7�� ��  �!� _� 	?
?: �� �! ��?"�� ��O
! �^��
� +��":��!����  .

Q�� �"*M� �� ��
L�  ���� �^"L� -�77' b��j)Subjective	,�  ( �� ��&^� ��^�� k�� l���! � )�m� ���% �� 	,� QA�! �
 +��":�90 %	,� ��e!. 

 
D��� ��&;� _� ��7*! ��&7� �� �=�/ �� �' ����� ��m�A�� �"�n$ U�������� ���' -��#",� ��&�. 

o&N�! a��"� �����
)'����� �a��"! �7A�
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4 . �!"#� ����)Axiomatic Definition( 
U���� Q�� C,&� $��%"�!"��� +�,  1933  �� �K���)��
$ ��� �]&� ��&! �� �
�' +&E �=M�, �"*M�  .( �� +��":� �e7�� ��

�! �K��� -����� ��&;� ��7*! ���� ���� �% �� � �&�)�! -�
!�� ���� �/ +��":� �'�, <�&D&! +&d� �� ���� � �&� W�d ���$
�7' (�! -��� 	*L��&�  . �&� -��� 	*L� ���� �% �� ���� �R �A7��)��&D&! +&d� C���� q�D�� r�F �� ( � 	,� -�&�M�

���� �"���� 	
��� �� )!�' J���� 	,� QA�!  .���� ���� r��#! bm��":� Q�� 	sd r�F �� �!��%X� �� -��#",� ��  ��&;
�! +��":��� �� ��!�t� ��&! �^�� ���� +��":� T
��&�T���/ 	,�. 

 
 �N:�! �, �7��)��m��":� ���LM�! �� (���� �&]�: 

1. �,��B ���$�
�
B )
M� �� �' T
=]�&! ��X�! �M��":� b�&d �� �� ���� \&� T
7' +�! T
%�&I)  ��!/ CI �� �
� )h!
 �A,�� �>
B  ��� �� X�&% �D� �7
��,��B ��%_
"L
7
!���(Deterministic)�A�O
F Q
��& ���� � ( S���u �A7�� �� 

 	,� ��m��":�)�!&"��&' _
��A! )h!  .(���� ���� �nM��% iAXbm��":�  iP(A ) �! �t� �� ��T��
$. 

2.  �A7�� r�F ��iP(A )�77' q�D�� �� �7
�! <�&D&! +&d� �%X ���� +��":� +m�",� � J�7! �� -��#",� �� iB  ��iP(B ) 
T
7' �! �*,�s!. 

3. >
B�! �7
� ���� )�� �� �' T
7'iB  +��":� ��iP(B ) �#���7"#
� W. 
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 ):��!1 � 3��� ��' � �, v��I ��=] �� ��X �� �/ �� �! � 	,� �!&=#! S(!�' ��� <N:�! �' �M�: �� ��m��":� +�! ��=] �� �' 
�"I�, v��IT�� T���� ��' � �,  .	L
� ����$ � �=*� � _� w
% ��� <N:�! ��  .mm�",� ��7*! �� O
R ��%b �?�7! J
� � )!�' 

	,�  .�&� �%�&I �Mm�",� � J
� S(!�' ��N� O
� +��":� V
��� Q�� �� �7��. 
 

�! -��#",� +��":� �M&d� U���� �� �! 8�� Q�� ��T
7'  . ):��! �� �"*M�1 � 3	,� v��I ��=] �� bm��":� ���� 	*L� �' X 
�! ��� �
#! +��":� U����� ���, �� -��#",��&�  .�F �R �&� �"#$ 	,� QA�!	��� �%�&�� J���� ���� a��"� �� S�!�OM a��"� �' -��  .

Q
�% O
� ��^�� TN� �% �� �M�	,� �&E. 
 

-��, �N
I VNH� �' �� ���=M�! �! �� ��7"L% v��I ��=]��� -��' r�F � �! O
M��/  �� ���/ ���� V��?� �� �� O
M��/ <e
"� � T
7'
�! W�#�� v��I ��=]>
B �"F��! �7
�
7'T  .T���� ���! ��&;� �� S(h! :

I
VR �  .-��� O
M��/ �� �! ���/ �� ���� 	!��?! +�! �&I +/

-��'�! ���! ��&;� �' ��,�B �� S(!�' T���� v��I ��=] �� �' ����! `,�B �nM � 	,� b��#"! T����� 	?���! �%��7'  . �� �M�
�#",� )�� �/ �� �*��?� ��&7�	,� -�. 

 
-���B �� 	*L� �! )=] �� ���� -��&�% bm��":� �� -��#",� �&� �&4� 	,� QA�! �A7�� �^�� <"A� � 	,� �=�/ �� T'�: Q
��& � �%

�! >
B �� ��m��":� O
M��/ �nMT��
$  . _
"L
7
!��� O
M��/ �� �"� ���&! �� ���
L� �� �' 	L��� ���� ��� �� �M��! -��#",�T
7' X
�/ �� �M@L!�� -��' -��,	,� �"�
� �/ �� b��(E� Q"��n$ ��7' � )=] ��O
! V���! �� �' T��. 
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	!��?! ���?! S(h! 2�  S�?
�2�
� 	LX g&: � +&: ����&� �AN� 2� ����  .	!��?! �� �"� 2��! ��, ��  C?F �$� T
7'
�� �=�,&"! ��T��� ��'X�! �Nd�: 	!��?! T
�&$ 4�	,�   .���&� � ����?! a�� _� T% �/ �' �M�: ���d�I ���� . 

 
�! o���B �"� x&� <M&N$ ���&�X>
B Q
!� �� �/ ��&I�� )s! ���� ��?� _� _
"L
7
!��� y��, O
M��/ �� �! �7
��&�X �M�: �� 

�� UN"�! z�?� +��":� �M�^R ��O
! Q

�� �� �E&s! _� ��m��":� O
M��/ �� �'�! 	,���/. 
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 �����  
Chapter 2, Section 1.2 

1.  ������ �	�
� �	������ 
2.  ������ ����� ����� � ������ ���� 

3.  ����� ������ �!!�������� �"�� ��	��� � �� 

4.  �#!$�� %!��& �' �	��� 

5.  ����� ������ �!!�� (� ���)��*������� +� ,���& �' ��)-���( 	� �� 

6.  �/�0 ������ 

7.  8$ ������ 9!�� 

8.  %!' 9!�� 

9.  8<�=� >���� 

 

 1

�� ������	
��� �
�� ����
����� ����� �� ��  .�	
��� �
�� �� ������ �� ��� �� ��
� ���! �"� �#" ��� " �� ��)$�"��%( 
�������  .����� ��� " �� �%��&� �'*���+! �� ,����*� �� ������ �� -/
0�. 
 

 ������ �	�
��(Random Experiment)�2� �� 3�� 4����5� -67� 89:�5 ;
<=� >�? +� $! @���5 �� 9�� �*���+! . 
 

 A��=� BCD���� ���� ��(Sample Space) E���5 @�<� @	
��� +� 9�� ,��C	 (Outcome) >���+! F� ��� ��2�� 
 �� �� $! �� �%��&�� ) ��S (�� >���5 ����) �G
���� 4�	 �� �#" 8�
� ;��5� ��� F� HI% �*���+! 9�� 42�� �� ���� 
���� �%��&� >���+! (�	
��� ��+ �� ��� ������ " +� ���� A��=� �
�. 

 
 

 -67������ �2� 4����5� >���+! �� :{H,T}��  ��2���� 
L	 . 
 �� 3�� 4����5� >���+! ������� :1 2 3 4 5 6{ , , , , , }�� f f f f f f �� 6���� 
L	 . 

�5
�5 N�I5:i�1� 2�

N�

�

�
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 �� �5
�5 �L% +� �	
��� ��+ ������ (Event) ������5  .�=O�" ��� ���������� A��=� �
�. 
 

+� 9�� ,��C	 3�� ��	 $��! P"+ @=O�" -67�: 
i 2 4 6A { : } { , , }� �f f f f  

 
�
�� �� Q�R# 4��� ���	
��� �����+��5 ��. 

i���� P"+ 
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������ �	�
� �	������: 
 ����
(Set):���� ���
T �	
��� �� U���� +� �.��5��   :{a,b,2, }. 

 
 F� �� �	
��� 
L	 �� ����(Element)���
T   .�� �	
��� �L	� ���=� V���� W��O �"�R��5 8�"�R� �5�
�) �� F� �X���

��	� �� F��=�CD � (���� V���� W��O��Y ��  .�	
��� �L	� �� Z����9:�5 �'� ��. 
 

 @	
���A �� �����
�	� @	
��� B���
T : A B� 
L	 �� �T� �'�� " �T� 8A �� B<=�� B���� [�5 . 
 

 @	
���A �� ����
 @	
��� B�T� �'�� " �T� 8���
T  A B� " B A�. 
 

 �0��	 ;��� W��� @	
���)�'5��#� ( �� �\5 ��
����
 �����
 ����
T . 
 

 �� 
L	 �O�% @	
����!����
T : { } �� �. 

]
�
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 "��#��)��$�� ()nionU(: 
 @	
���A B�)  ��A B�( 8 �� �� 9�� �0��	 @	
���A ��  ��B ����� ) �� ��A �� �� B"� �� �� �� .( 

 
 %��#&�)ntersectionI(: 
 @	
���A B�)  ��AB( 8 �� �� 9�� �0��	 @	
���A �� �� " B����� . 

 
 �� �	
��� "� '����*�(Disjoint)���
T 8�T� �'�� " �T�  A B��� 8����� �����5 ����*� 
L	 ��=�. 

 
 ����
 +	 ,�-
)omplementC(: 

 @	
��� W�2�A�	
��� 8 �� �� _G�� @	
��� �L	� ;��� W��� 9�� �A �� �� $! " ����C5 cA �� A�� >���5 ����. 
 

A��=� BCD @	
��� "� W`�a� A " B�� 9�� ����� : 
A B A B� � �  
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 ./� 0��1�	�)Venn Diagram(: 
 

 
 

�
A

B
A B�

B A�

�
A

A B�

B
�

A

A B�

B

�
A

A
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 c
% A���=� +�)�T��� �� (��9%�T ����5 $�
�: 
1) A ����      2) A A���      3) A A���      4) A ����  
5) B A A B A� 	 ��             6) B A A B B� 	 ��  
7) A B ,B C A C� � 	 �  $
5�Od�=�  :      8) A B B A ,A B B A� �� � � �  ������G $
5�O :  

9) 
(A B) C A (B C)
(A B) C A (B C)

�

� ��

� � � �
� � � �

9��� $
5�O ��e?)����5 ��"[# [�5��? ��=� : (  

10) 
(A B) C (A C) (B C)
(A B) C (A C) (B C)

�

� ��

� � � � �
� � � � �

_�+
� $
5�O ��e? :  

11) 
(A B) A B

(A B) A B


 �
�

��

� �

� �
 $�T�
�� 4�5�
O :  
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�����: 
�	
��� �T� �'���Y ��1 2 mA ,A , ,A�$! �� ����� $���: 

m

i j i
i 1

i j:A A , A
�

� � �� ��� �  

 ���
TiA �� +� +��%�����:� . 
 

��2�3� 4��56�7: 
 ������ g�L<0�� @	
���A)  �0��	 ��i� ( @	
��� ��B)  �0��	 ��j� ( +� 9�� ,��C	Z��� P"+ ;��� @	
��� ,�
0 �� ��

i j( , )� � ,�
0 �� " C A B� ��� h��� $�*5 �
�. 
 �T�A 8m " 
L	 B 8n 8���� ����� 
L	 A B� 8mn 9��� ���
� 
L	 )����5��9�� �'� Z��� P"+ �� Z���� �� .( 

 
8�9
:  @	
��� ������ g�L<0��A {H,T}��� 9�� ����� V�
� �� : 

C A A {(H,H),(H,T),(T,H),(T,T)}� � �  
 

�� ������� i�j� �� ������ �#
0� A��=� ��5�
�. 

�

1A
2A

3A
mA�
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8��#7� ����: 
 �� ������ �L% ��/����� ��� ��+ W��
	 +� >���+! F��2*��� W�
�: 

1.  @	
����  E���5 @�<� W��� @�2��i�>���+! ���  
2. �	
�����+ ����� h����5 �=O�" �� �5
�. 
3.  ��	P(A) �=O�" +� F� �� �� �� ��)�	
`
� �
0� BCD (��� 9C:5�� h�
�. 

 
���� ���� ��(Sample Space) � � : �%��&� >���+! F� ��� ��2�� E���5 @�<� @	
��� 

 
�2� 4����5� >���+! ��: 

{H,T}��  ����2 
L	  :  
�2� "� 4����5� >���+! ��: 

{(H,H),(H,T),(T,H),(T,T)}��  ����4 
L	  :  
�+! ��3�� "� 4����5� >��: 

i j{( , ) : i, j 1,2, ,6}�� � �f f  ����36 
L	  :  
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mn�o
� ��'� �� ���� �� ON/OFF) 0 �� 1(: 
{0000,0001, ,1110,1111}�� � ���� 16=24  
L	)�%��&� ����� ���� ��'� ���	� : (  

���� �� �2���2#� $��#� F� ��	 �
D: 
{T:0 T }�� � ���  

[�
5 q��#"9�"�I� F� "� : 
{V: V }�� ��� ���  

 
 ����(Event): �5
�5 �L% @	
�����+ ���" �� �����
T �=O. 

 
3�� 4����5� >���+! ��: 

i 1 2 3 4A { :i 4} { , , , }� � �f f f f f  
�2� "� 4����5� >���+! ��: 

A { } {(H,H),(H,T),(T,H)}� �  
�2�5"��2#� $��#� F� ��	 �
D ��
� ��: 

A { } {T:0 T 5h}� � � �  

 WO����2� +� �2����� ��� ��

 +� >�� $��#� ��	5���C5 9	�� 

 

r
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 @=O�" ���
TA h�T �� 89�� h���%� c�a��  �L	� +� �2� >���+! @���5A���� . 
 �� ���� �G
� ��F� ���  �%��&� >���+! ;��5�(Trial) 8F�  ����5)���*�? ((Outcome) �� W0�� �
�)�2�  �L	� +��( 8

 $��[�� �#"�=O�"a<�s� �� �h���%� c�a���5�. 
 
 +�@<�G�	
�����+  ���) �=O�"��( �
� 8� " ����:� . 
 
� ��  ��#7 �����(Sure Event)  ���+ 8���
T >���+! @���5 -��<:� 
L	�9��   . t?��� c�a�� ��%�. 
 

� �� ;-�
�� ����� ��  �9�< �����(Null Event)��  �� ���
T��5 c�a�� [T�� ���+ 8��%���5 >���+! @���5 �5�
� +� 
L	
 �L	�� ����! 

 
O�" "� @=A " B  �� 2�1��=��)���
���>�  �� ��?#
�@A(  8���
T h�T ���	
��� ��A " B ��=� 8����� ��+���G: 

A B���  
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�=O�" 8���� ����� 
L	 F� �'�� �� �� �B��= ����� ���
T  .�� �2��� @=O�" -67� ��	 3�� 4����5� >���+! 2����� : 

2A { }� f  
 �� ���� �G
�2f (Outcome) �� 2{ }f (Event)���� c�% . 

) 8�'���� �L=� ��Event9�� h�� ��G�� ���*�? 8(. 
 

 �\5 �� ����5 " �=O�" A��=� v
R5 ��C#����� �w�:� �� �G
� ��
� ,�&s*� ". 
���
w� 9�� 42�� -67� :1 2 3 4 5 6{ , , , , , }�� f f f f f f ,�
0 4�� �� �� } P"+ {  @=O�" F�39�� �&�	 . 

���
w� 9�� 42�� �� :} ��% ,P"+ {��  ,�
0 4�� �� ��} P"+ { �
� ���
� h��� @=O�" F�. 
�� �\5 ��
� �� [�� "� 3�� 4�%�T ���O WR� 9�� 42�� �w�� x�D +� ,�
0 4�� �� �� ����  �w��2{ }f  Z��� @=O�" F� [�5

 +� W2*�����
� ���
� �&�	 9��'5. 
 

 �� ��� �=O�" " �5
�5 �L%�=O�" �� ������ $��� 9C:5 8��� ;
� 9�:O 8�� ;
<=�9�� ��. 
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 C	���Axiomatic: 
 @=O�" �� ��A ��	 P(A) �� h��� 9C:5�
�  �� �
D ��)x"�T
�#
� �
0�:( 

 W0�)1( : P(A) 0�y 
 W0�)2( : P( ) 1� �y 
 W0�)3( :  �T��=O�" ��A " B  ����� ��T+���5(A B )���h�w5! 8 :P(A B) P(A) P(B)� ��. 

 
 W0�3 ��� $! ���2� ��   ��� �5 �#" 89�� $��� W��O _��O" +� �"�R� ���=� ���"�R��5 ���=�  . �"�R��5 �5
�5 �L% �0��	 �T�
 8����� W0� �G �� ����3 W0� 8
O��� 4�[w��G �� ��. 
 W0�)’3(:  �T�1A 82A "  ...����� ��T+���5 "� �� "� 8h�w5!: 

1 2 1 2P(A A ) P(A ) P(A )� � �� �� � 
_�G W0� �� 4�� �"�R��5 ��e?)V���� W��O ( ���
T) W0�3 W0� +� �0�� 9#�� ’39�� .( 

 
] �� -/��=� �� W0� ���� �� ��5�
�39�� ������ �w��
�? �� ���� �%�`� �� �w�� W0� 8  . �T�1B 82B "  ... @	
��� �� F�

 ��w��)�#"[5 �� �
=0 (h�w5! 8�����: 
n n

n n
P( lim B ) lim P(B )

��� ���
�  

 W0� 4�%�T z"�a� �� ����� ��’3��  ��� 9��{ �� �w��
�? $�
�) @Ra0 83�� g���48 .([ 
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 �
0� 4��� +� h��a��� �� ����� ��5�
��=O�" ������ �� "� +� �� A<�s�O�" �������=���"! 9�� �� h�� h��� ��. 
 

 �@��1: P(A) 1 P(A)� �y 
���+: 

A A
P( ) P(A A)

1 P(A) P(A) P(A) 1 P(A)

��

� �

� �

� � 	 � �

�
�  

 
 �@��2: P( ) 0� �y 

���+: 

P( ) P( ) 1 P( ) 1 1 0
���

� � � � � � � � �
 

 
 �� �T� �� ��� ����
��� ���� �a0 >#����� �� �� ��� 89�� �a0 42���5 @=O�" ��������5 42���5 ���
T  !Z���� 4��� �� " 

 �� �T� 9�� F� ���� @=O�" ������(P( ) 0 )� � 89:�5 ���� 8���� F� >#����� �� �� �#"! 

W0�1 W0�2 
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 �@��3: P(A) 1�y 
���+ @�LO BCD 1����� : 

P(A) 1 P(A) P(A) 0 P(A) 1� � � � 	 �  
) t?0 P(A) 1� � 9��(. 
 

 �@��4: �T� B A�h�w5! 8����  :P(B) P(A)�y 
���+: 

�
A B

A B (A B)
�

� � �  

 $
�B " A B� 8���:� ��+���G  W0� BCD3 �����: 
P(A) P(B) P(A B) P(A B) 0 P(B) P(A)� � � � 	 �� �  

 

 

�
A

B
A B�

B A�
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 �@��5: �T� B A�h�w5! 8����  :P(A B) P(A) P(B)� � �y 
���+: 

A B (A B)� ��  
 $
�B " A B� W0� BCD 8���:� ��+���G 3����� : 

P(A) P(B) P(A B) P(A B) P(B) P(A)� � � 	 � � �  
 

 
 

�
A

B
A B�

B A�
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 �@��6: "� �� ��� @	
��� A " B )��T+���5 -��"[# �5 (�����: 
P(A B) P(A) P(B) P(A B)� � �� �  

,�C{�: 
P(A B) P(A (A B)) P(A) P(A B)

P(A B) P(A) P(B) P(A B)
B (A B) (A B) P(B) P(A B) P(A B)


 �� � � 	 � � �� �
� 	 � � � �

� � � �
� �

� � � � �
 

 
 

�w�� V"� �� ��: 
A B (B (A B)) (A B) (A (A B))� � �� � � � � �   ���:� ��+���G �	
��� �� 4�� :  
P(A B) P(B (A B)) P(A B) P(A (A B))

P(B) P(A B) P(A B) P(A) P(A B)
P(B) P(A) P(A B)

� � � � �
� � � � �
� � �

� � � �
� � �

�
 

�
A

A B�
B

A (A B)� � B (A B)� �
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����� ������ �������: 
 $��� ��� ��� �� ���aT ���� �%��&� >���+! F��=O�" @�<� ������ ���� 4��=� �� ��) @	
��� F�N 8
L	 N2 �	
�����+ 

����  .( �	
`
� �
0� �� �G
� �� �#")���LO " (���� 9C:5 �#����� �=O�" �� �� �� 9:�5 +��5  . �T� -67�P(A) 8���� ;
<=� �� 
P(A) 1 P(A)� ����
�  �
��
� ���
� ;
<=�  . ������ $��� |s*� �� �e#�=O�" WO��� ���=� F� 8�=O�" @�� ������ ;
<=� ��

�
� ���
�  . �T� -67�� +� W2*�� N @5
�5 @jI5 1 2 N, , ,� � ��  9�� �%�� 8���� v��� _��O" ������1 2 N{ },{ }, ,{ }� � �� 
��5��� ��  . @	
��� �T� ,�
0 4�� ��A W��� 1 2 rk k k, , ,� � ��   W0� BCD 8����39��� ����
� : 

1 2 rk k kP(A) P{ } P{ } P{ }� � � � � � ��  
 

 �T�iP{ }� �� iP  8������ W0� BCD1 ���� iP 0� W0� BCD " h�
� 2 ���� 
N

i
i 1

P 1
�

������   . �#"iP �� ������ �w�� }�� �� +�

 ���:�)�#
0� A��=� ��.( 
 

 �T� ��� �0��	 ���=��  �#" 8�"�R��5 W��O��� V���� 4��=� �� " 9�� c��0 c
% }R� �� +�� 8�i iP P{ }� � �� ��iP 0� " 

i
i 1

P 1
��

�

���� |s*� ������ �L% 8 �
�) -67�1
1 2P � 81

2 4P � 81
3 8P �  ".(... 
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 �0��	 ���=� �T� �#"��"�R��5   V���� W��O��Y���� ��a<� @�#�2� F� ~"�� $��+ @5
�5 �L% -67� 8) F� $�� g��� $��+ ��
�2�5"��2#� $��#�( 8 @<0�% �� ����� ��1 2{t t t }� � " 9�� �=O�" F� {0 t }�� � ���. 

 ���
� 4��� �� Z<Y� v��� @=O�" ������iP{t t }� 89�� �a0 �����  �� �T�� �=O�" 4�� ~���G�9�� h��� ��. 
) �<�:� 4�� W0� �� �LO���3 W0� �� ’3  ���+ 8����5�5�
C5 V���� W��O��Y 9#�� ��� �
0� 4��(. 
) �� �T�" ������ 89�� �a0 42���5 @=O���5 �I<� 42���5 ���� �a0 >#����� �� �� ����
�(. 
 

 �� �������5 �� ������ �L% $�
� ������ ���=O�"��� |s*� h��� ��  . ������ ���� z
	 ��h+����� 4�=� �� ��  . 4�� ���
 �
\�� �w5��� �� �� �=����� �%�=� 9�� ������ �#�w�����: 

1 1 1P{t t t dt} (t )dt� � � ��  
��: 

2

1

t
1 2 t

P{t t t } (t)dt� � � ��  

 
�<0�% n�� ������ $
���5 � �5�
�t? 8�
� �a�� :(t) 0� � ������ $
� " � ����� ����� ���� 89�� F�: 

(t)dt 1
�
� ��  
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 �� /�� ��7� ��{0 t }� ���  8�
�9��� ����
�: 

0
(t)dt 1

��
� ��  

 
 
 

�=O�" @�<� $
� ���  ,�
0 �� ������ " ~���G� W0�
%1 2[t , t ] 8���:� $��� W��O  Z���� 4�� ���=O�" @�<� �������� 
9�� h�� 4��=�. 

 
 �L% �� Z���� 4��� ������� [�5 �=��"�: 

D
P{(x,y) D} (x,y)dxdy� � ���  

 ��(x,y)������ ����� ���� " 9�� ��"� F� : 
(x,y) 0 , (x,y)dxdy 1

�
� � � ���  

U�� F� 9�=O
� -67�. 

( )t�

t

y

x

�

D
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�? �#
0� A��=� ��C� �� �� ������ ���� [�� �w�� A���=� +� �#" 8���� $�*�/�2�� �� �G
� �� �5 �2<� A��=� $�
�	 �� W���� ��
1 " 3���  ����� ��� +�� P��� $�'G �� ��� N�C����� h��a��������5. 

 
 ���J C	���)��K& ()Subjective(:  ������ $�
�	 �� $�[�� +� ���=���� F� �� ��I�	� 

�� $���! �� �� ���
� " 4o��O �� -67� 8������� ������ �� ���
T80 %�� ���%�� $������  .������ �����<�G 4��� �� �� � $���
�� h�����
�9�� h���
T ��% ��I�	� v+��5� 8  .A��=� 4�� �� 9�� 4�"���:��" �� 8��%��5 �5�
� �
�� F� ��C��`���"  �2R�:� 
���T ���O.  �� ��� ���
� �� ��5�
� $��� 9C:5 ��� $! +� �
I=�iP(A ) �� A��=� ��Axiomatic���� h��a���   . �Ij�� �\5 ��

�� �� ��� $�
�	 �� ������ ��I�	� v+��5� ���� [�5��� 9��	� �� ������ �
0�  .�� �:� �T� -67� ��
T70 % g��� �� ���:� 4��j�
��I�	/� �����  @��
5��
D @G�
���  " ����20 % �� ���:� 4��j� �� $!$�R��
�� 
5 �� 9�� �Ij�� t? 89�� ��� �� ���
w�

 ������ �� �� ��I�	�90 %9�� ���
5 �� g��� 4�� �a5 "� 4�� +� �2�  . ��C=� 4�� +� 4��s� }R� �� �
� ��������� ����
�. 
 

 ������� C	���)L��3�� ( �M��)�N��� �	 �2�
� C	���:( 
 ,���� �� �� �%��&� >���+! F� �T�)n���  (" ���� ;��5� 4�� �� n 8��� An @=O�" ��� A 8��%� c�a�� �<	 �
0/�» ���n 8��[� 

P(A)  �� F��[5 ��	An
n �
� ���
�«8��=� : AnP(A) n�  . �w�� 4��Subjectiv9�� ����� ����� W��O " 9:�5 . 
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 >���+! �� -67��2� g���?: {H,T}��9��   . �T�A {H}�8����  ��� @C��R� P(A)�2� 8 ,���� �� �� ��� g���?����: 
 �	�
��Pearson: 

An 12012 0.5005n 24000
� � �  

 
�#
� �� �� �� :{m,f}��9��   . �T�A {m}� @C��R� ��� 8���� P(A)����� 8: 

 4��#
�� ���=� ��� �� �
��1960�2���! �� : 
An 2179708 0.5121n 4257850

� �  

) ,�=#�j� $�"��% �� h��� $�*5 +� ��*�� ��	 4�� _O�" ��5/09�� (. 
 

�<�� A��=� 4�� �#"�� �`�����Y " �
'� 9 :» ���n��[� « 8»�� F��[5 ��	 « "... 
 $�
�	 �� �� 4�� t?9:�5 h��a��� W��O ������ A��=�  . W���� �� �#"1 " 3 4�� N�C��� ����� ��� P(A)  �� ��� �� 9C:5

 �����An
n  $��� H�� "P��� $�'G �� ���9�� ��a�   .�� ��� ��5�
�� �:5���% ��C=� 8������ ���LO " �	
`
� �
0� ��

 3
:R� �� ���"������ $�*5 �� �'5! $�
�. 

g���? �� �<0�� ����� ���=��� 
g���? ���=���

 



 22

 -67�� �� �=O�" ���� c�a�� � �� t? 8��%�n 8>���+! ���2� ��� n n� ���=� 8 :nP( ) 1n
�� ��. 

 �T� -67� ���=O�" ��A " B  ����� ��T+���5)�	
��� ��A " B  t? 8�5���5 ����*� �&�	A " B -���
� ��5 c�a�����%�  .( �� t?
n ���  8>���+! ���2� @=O�" �T�A 8An @=O�" " ��� B 8Bn ��� 8��a�� c�a��h�w5! : 

A B A B

A B A B

n n n
n n nP(A B) P(A) P(B)n n n

� �

� � �

�

�� � �
 

���:� ,�C{� W��O �'5! " 9:�5 �	
`
� �
0� �� +��5 �w�� A��=� 4�� �� ��=�. 
 

��'� A��=�: 
A

n

nP(A) lim n���
�  

 �#"����� �`��� W�#� ��  ����� �
G" c
% �� �� )�� �� $��� h���"� 8�
� ���2� �T� W�#� �� �� "��
�( 
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	 �� h"6 $
�n " An  >���+! +� �� ���:� ���	��� 9�� �� [T�� 8���!��5����� �"�R��5 ��5�
�  . t? [�5 �<��" 4�� ��
 A��=� 4�� W2*�9�� h�*5 W�  . �2��� �w�P(A)  ��5��� F��
�� ;
'a� F� ��)�#
0� A��=� ( "An

n R0 4��s� ��� HI% 9
 �
� h��a��� $!)��� ����
� 9CR0 -�I�O� h��� 4�� �� 4��s� W&% ��  .(>���+! ���� �� h"6	 ���� ���2� $�2�� 8�%��&� �� 

 >���+! ���+ ���2�����5 �
G". 
)�� ���\5 4�� $����%�D �
G" �� ���
T �#" 89�� W0� �� z�% F� �� 4���% 4��9�� 4�� +� �"� " h����? �`  . �� �� �#"

 x"�T
�#
� �
0� +� h��a���h��� �
0� ���� 8���:� �� ��5�
� �� �� ~
`
� 4��An
n  9�� ��P(A) �� W�� ���� 9��{ 8���

��� ����
� ��[� ���	� $
5�O �� -��=� �� ,�C{� 4�� ��(. 
 

+@=?3 C	���: 
 8�%��&� >���+! F� �� �T�N ��2�� @���5 (N outcomes)  " ���� ����� �
G"AN  �'5! +� �� ����� g
<j�) �L	� ���=�

 @=O�"A 8AN���� (h�w5! 8: 
ANP(A) N�  

 
 -67� �� >���+!83�� 4����5� �2��� ������  +� ��2�
� W0�� ��	3 8���� 2

6���+ 89�� : 
{1,2,3,4,5,6} , A {1,2}�� � ) �����/� "�:�� 83�� $��I� +�h��� z�% �� E���5 $�
���� (  
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 ,"�a� �� ���� ��C#�N " n ,"�a� [�5 " AN " An �
� 9O�  .n ���=� >���+! " h�� ;��5� ��An 4�� +� ���=� >���+! �� ��
 @=O�"A �
� h���%� c�a��  . �� �#�� ��N ���=�  " 9�� >���+! F� �� ��2�� E���5AN �� E���5 4�� +� ���=�  
L	A����� . 

 
��=� 4�� �� +��5 �w�� A �'5! @�� " �
� ���
s5 �	
`
� �
0� �����:� ,�C{� W��O  . �T� -67�A " B  @=O�" " ����� ��T+���5A 8

AN @=O�" " 
L	 B 8BN 8���� ����� 
L	 A B�  ����A BN N� �
� ���
� 
L	  .�e#: 
A B A BN N NP(A B) P(A) P(B)N N N� � � � ���  

 
 �T� 8F��6� A��=� ��� >���+! E���5�����/� "�:�� �%��&� (Equally Likely) 8����C5 �
� ���
s5 9��� �w��. 

 �� ��
� F� �#
� �%��&� >���+! �� -67�{m,f}�� _��O" 89�� A {m}� " B {f}�  ���:�5 �����/� "�:��" 
 �e#1

2P{m}� ��R09:�5 . 
�� �%��&� >���+! �� �� �� ��[�"� ��T{ , }�� � � _��O" 89�� A { }� � " B { }� � ���/� "�:��" ���:�5 �� 

 �e#1
2P{ }� �9:�5 ��R0 . 

 
 E���5 h"6	 �� 9�� 42�� >���+!�5
T �� �
� ��C=� A<�s� �� -��"[# �� �����/� "�:������C5. 
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8�9
: �� �� 3�� "���+��5�  .�� �� �=O�" 4�� ������ ����
� "�:� 3�� "� ���	� ~
��� ��7���� . 
A#�(  E���5�� �� ��2�� ��5�
�_�G ,�
0 �� �� ���	� ��=� 8���� $��� ��2�� A<�s�2 83 8... 812  .t?: 

{2,3, ,12} , A {7}�� ��  
 ������ t?1

119�� ! 
 
g(  ���
w� 9�� 42��21 ����� ����5 );"� 3�� " �"� 3�� 4�� [���� $"��  .(t?: 

{1 1,1 2,1 3, ,5 6,6 6} , A {1 6,2 5,3 4}�� � � � � � � � � ��  
 ������ t?3

219�� ! 
 
P(  ���
w� 9�� 42��36 ����� ��2�� @���5 );"� 3�� " �"� 3�� 4�� [����  .(t?: 

{(i, j) : i, j 1,2, ,6} , A {(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}�� � ��  
 ������ t?6 1

36 6�9�� . 
 

 ��! 9#�� �� HI% �� E���5 �� 8���:� �����/� "�:�� g�
G9�� 9���. 
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 -/
�=� h"6	 �� �� $�
� �����/� "�:���� $��� ��G�� ��� �<�#� $�
C5 "� +� -�%�0 3�� �� �2� ��
� �� �� ���� 9���
���� �#" 8��!��5�� 9��� ��� �#
� ��
� �� �� �������!. 

 Z���� 4�� �� $�
�	 �� �5 F��6� A��=� +� ��:�� �� ���
� �� �2<� 8A��=� g�s�5� ��� 8���� �
I=� $�
� �����/� "�
iP(A ) ���� h��a��� $! +�����. 
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D �� . 
 
)H<Y h�� :��2�� ,/�� ���=� :21g
<j� ,/�� ���=� 89#��  :19#��   . 4�� �#"21���:�5 �����/� "�:�� 9#�� (. 

 

45

 �T� �'?
�9��� ����
� 8����w� [����� ��: 

    ��2�� ,/�� ���=� :!
!
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20

100P
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� 

    g
<j� ,/�� ���=� :! ! !!
! ! ! !

40 60
5 15

60 40 20 20 40 6020 P P
15 5 5 15 5 35 45

$ !$ ! $ !
� �" �" � " �

#  #  #  
 

�
� ���
� �<CO ��	 $��� ��:I� W0�� ��. 
 

W��
���% �C��I� @C��R� ����� ��[� �� ���#���� �
��% +� ��5�
�(Stirling’s Formula)���� h��a��� : 
 ���n ��[�  :! n nn n e 2 n� &� 

) ���10n =  +� ���� �j� 1 %9��( 
 

 9#�� +� �#�7� ;��5������ V���� W��O��Y N�I5 �� ���"!. 
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 8�9
4 : .��= �>T�
Buffon (1777) 
 �
D �� �5+
�LH� eY�� "� ��  $! N
j� @<0�% �� h�� �*�d > L�� 9�� ��+��5�  .�� �j� $+
� �2��� ������ 

����� �����/� "�:�� $+
� 4�%�T ���O �'�'G @�<� " $+
� [��� �'5�2� @�<� �2��� z�% ��  �9:�� ��� _jO. 
 H� 4���2��[5 +� $+
� [��� @<0�% �� ���� z�%x " ���� ����� H� 4�� �� ��"�+ . 

9��� ����
� _D�I� ,�
0 �� :sinLx
2

� 'y 

 

 ��2�� ����I� ��)�����/� "�:�� " ( ���x +� 9�� ,��C	 :d0 x
2

� �y 

 

) ���dx
2

(�� ���2� -���	 �#�:� " �
� ���
� ��2��[5 �w�� H� �
� ( ��� ��2�� ����I� "� +� 9�� ,��C	 :0 � ' � &. 

 �j� 4�� "� ���� �� ������ ��=����� g�:�: 
 

sinL
2 '

x 

d L 

� 

sinL
2x '�

x 

� 

d
2

& 

� 

D 

 

 47

( , )
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d d
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� ' �
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	 � ' � ' ' �
& & &

��

�� �

 

 
 ��� �� 9�� Z#�GL " d�� Z���� 4�� �� |s*�  ���! V"� �� $�
�&�+ 4��s� �� ) !
#��� 95
� V"�( 

 

( =                      )<j� N�I5 ���=�g
 
���=�N�I5 W� 
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�2�3 ������: 
 �T�M�=O�"  �� �� �� ���� ( )P M 0������ 8: 

( )( | )
( )

P A MP A M
P M
��  

 ����� ��C=�)�C:5 �5�"��% :( �%��&� >���+! �T�n����� 8�
� ;��5� ���: 
( )

( )

A M

M

n
A Mn

n
Mn

nP A M
P M n

� �
�

��  

 �� �� ��=� 4�� ��nM @=O�" �� ���M �C:5 �5�"��% 8h���%� c�a�� )�C:5 ���2� $�[�� ( ~
O"A9�� ��I�   . @�<� �T� ��=�
 �� ���'*���+!M�"��% 8��[��� �"� �� h���a�5 c�a�� �'5! ��  �C:5 �5A9�� h�
� ��I��� . 

P(A|M)����� A��=� ������ "� 9C:5 ,�
0 �� ��   . ����� ������ F� �� 4�� �� ;
<=� ��� +� ���) ��C=� �\5 +� �� �T�
���� $�*5 �� ��� 4�� $��#
0� H�
� ���� ��� 89�� ������ �C:5 t5���% (�� �
0� �� �� ���� $�*5 ���� �
\�� 4�� ����5�T 

0�� c����. 
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1( 
( )( | )

( )
P A MP A M 0

P M
� �

�  

2( 
( ) ( )( | )

( ) ( )
P M P MP M 1

P M P M
�

� � � �
�  

3 ( �T�A B �������� 8: 
[( ) ] [( ) ( )] ( ) ( )( | )

( ) ( ) ( ) ( )
( | ) ( | )

P A B M P A M B M P A M P B MP A B M
P M P M P M P M

P A M P B M

� � � �

� �

� � � � � � ��
 

 
�� ���� �� �#
�=� ������ F� ,��0
&� @�� �D�� �'#����� �e#�� c�0 �� ,�C{� �� �����LO ;��� �� " ���������. 

7������ -6 :( | ) ( | )cP A M 1 P A M� � 
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 �T�( )P A 0������ �D�� ������ A��=� +� 8���� : 
( ) ( ) ( | )P AB P A P B A�  

 
 �2��� N�� �� 8$! ���=� �� ���( )P AB 0������ 8���� : 

( ) ( ) ( | ) ( | )P ABC P A P B A P C AB�  
 

 ����
� Z���� 4��� ��9���: 
��@��� U*���: �T� ( )1 2 n 1P A A A 0� ��h�w5! 8���� : 

( ) ( ) ( | ) ( | ) ( | )1 2 n 1 2 1 3 1 2 n 1 2 n 1P A A A P A P A A P A A A P A A A A ��� � �  
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 8�9
1: +� ��2�
� �2��� ������ 89�� h��! P"+ 3�� �� ��5��� �T� 3�� 4����5� >���+! �� 4�9:�� ����  
A = {  +� ��2�
�4  } = {1, 2, 3} 
B = { P"+ } = {2, 4, 6} 

A B	 ��  {2} 

( )( | )
( )

1
6
3
6

P A B 1P A B
P B 3

	 � � � �
�  ��%�� >��� �5
�5 �L% 

 �� �#�� ��( ) 3 1P A
6 2

� � ��=� 8P(A|B) +� ���� P(A) 9�� ) @=O�"B ~
O" ��
� �� �a�� ,�	6D� A���� .( 
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 8�9
2: @\R# +� t? �
�� ����� �2��� ������ t ��a�� c�a�� 2te��9��   . ,�\R# 4�� �2��� ������t1 " t2 ���
� �� �
� g��� 
 @\R# �� �� ��5��� �T� �
�T �� T < t1 < t2�� ��� 9��� �9�� h��� 

�%��&� >���+! :�
�� $�� g��� 
{ : }

({ })
{ } { } { }
{ }

( ) ( )( | )
( ) ( )

2

2 2
1 2

2

1 2 1 2

t t

T

t 0 t

P t e
A t t t t t t t
M T t

P A M P A e eP A M
P M P M e

��)

�� ��

��

� � � � � �

) � � � �
� � � � � � � � � � �
� � � �

�
� � �

�

 

 ��=�P(A|M) +� ��T�[� P(A) 9�� ) @=O�"M��
� �� 9C7� ,�	6D�  @=O�" ~
O" A���� .( 

 ����� $��+ :t 
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�"� �5+�% �5+�%;"� 

 8�9
3:�:���  �O! $! �� �� �x�� ��� 9�� h��� Z���� ����� ����� �:? F� WO��� �� �5������� ��� ;�� �5��'� F� ���  .
 �O! �� ��5��� �T�x�9�� ��I� ����� �:? "� �5+�% "� �� �2��� ������ 89�� h�� ,
	� �5��'� �� " ���� �5+�% "�  

{( , ),( , ),( , ),( , )}b b b g g b g g� �  
 
 
E : �:? �5+�% "� �� 
F : �:? �5+�% F� WO��� 

( ) {( , )}( | )
( ) {( , ),( , ),( , )}

1
4
3
4

P EF P b b 1P E F
P F P b b b g g b 3

� � � �  

 �51
2

) ���� �� 9�� �:? �� �w�� �5+�%  .(�� ���*�? �� �� �#�� ������� t5�� :(b,b) , (b,g) , (g,b) 
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 8�9
4: ���� �%�X 8 " [��O ]
� 4]
� 9�� ��a�   . ]
� "�)��ew��G $"�� (�� g�s�5�����  .�'?
� +� F� �� g�s�5� �T� 
���9:�� ����� [��O ���s�5� ]
� "� �� �2��� ������ ���� t5�� 

���
� h��"! 9�� �� -6CO :* +
* +

8
2

12
2

 �� 
8 8
2 2

12
2

P P
P
�y 

 N�I5��� x�X W��� �'?
� �� �T���. 

R1 : �"� ]
� $�
� [��O   ( )1
8P R

12
	 �  

R2 : ;"� ]
� $�
� [��O   ( | )2 1
7P R R
11

	 �  

( ) .1 2
8 7P R R 0 424

12 11
	 � � �  

 
�� �����*�? ������ @C��R� ��� ��[�� $�
�	 �� �� �D�� ��������� h��a��� $�
�. 
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 4� ������ &�'�)heoremTotal Probability T(: 
 �T�i = 1, 2, …, m " Bi +� +��%� ��� h�
s#� @=O�" �� ��� 8����� A +� ������ : 

( ) ( | ) ( )
m

i i
i 1

P A P A B P B
�

��  

,�C{�: 

( ) ( ) ( ( )) [ ( )] ( )

( | ) ( )

m m m

i i i
i 1i 1 i 1

m

i i
i 1

P A P A P A B P A B P A B

P A B P B

�� �

�

� � � � �

�

�

�

� � � �� �
 

 
 �=O�" F� ������ @C��R� ��� ��LO 4�� +�( P(A) )������ ��  $! N"�*� ��( P(A|Bi) )�� h��a��� h�� h��� ����. 

 ��=�P(A)$+" H�
�� h��� +� ����P(A|Bi) $+" ���I� �� 9�� ��P(Bi)9�� . 
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8�9
:����� �C=G "�   . W��� �"� @C=G2 " g��� �
�:�[5��� ��8 ���#��9��   . W��� ;"� @C=G9 " g��� �
�:�[5��� ��6 �#�� ��
9��  .�C=G +� �2� �%��&� �
D ���� g�s�5� �� �� +� " �������� �
�:�[5��� F� �%��&� �
D �� h�� g�s�5� @C=G�����  . ������

�9�� ��I� ���� g��� h�� g�s�5� �
�:�[5��� �2��� 
 N�I5��C=G "� �� �
G
� ���
�:�[5��� +� 9�� ,��C	  
 @=O�"B1 +� 9�� ,��C	 10�"� @C=G �
�:�[5���       @=O�"B2 +� 9�� ,��C	 15;"� @C=G �
�:�[5���  

 g��� @=O�"(D) +� 9�� ,��C	 11g��� �
�:�[5���      W��� �#�� @=O�"149�� �#�� �
�:�[5���  
����� �#�:� ,�`"�a� BCD: 

( ) ( )

( | ) , ( | )

1 2

1 2

1P B P B
2

2 9P D B P D B
10 15

� �

� �
 

 ����P(D)���"! 9�� �� �� : 

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) .1 1 2 2
1 2 1 9P D P B P D B P B P D B 0 4
2 10 2 15

� � � � � � �  
B1 B2 

8g 

D 

2d 9d 
6g 

� 
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 ���
� ���� ��P(A|Bi) Z#�D �� " h�� h��� ��P(Bi|A)�:� ����  . +� ,�
0 4�� ��V@/N �@���� F�� ����T. 
 

 ��" &�'�)Bayes Theorem(: 
 �T�i = 1, 2, …, m " Bi +� +��%� ��� h�
s#� @=O�" �� ��� 8����� A +� ������ : 

( | ) ( ) ( | ) ( )( | )
( )

( | ) ( )

k k k k
k m

i i
i 1

P A B P B P A B P BP B A
P A

P A B P B
�

� �

�
 

,�C{�: 
( ) ( | ) ( ) ( | ) ( )( | )

( ) ( )
( | ) ( )

k k k k k
k m

i i
i 1

P B A P A B P B P A B P BP B A
P A P A

P A B P B
�

� � �

�
�  

 
��s� 8���! �� ���+ ���:� ������ [�� @�LO�=O�" ~
O" 9<	 �� h
R5 W�<R� �� " ���� +����2�! " 4 h��a��� $! +� h�� ;��5� ��

���
�. 
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 8�9
1:�9�� ��I� ���� ;"� @C=G �� B<=�� �2��� ������ ���� g��� h�� g�s�5� �
�:�[5��� �T� >�? ��7� ��  
P(D)����� g�:� -6CO ��   .����� t?: 

( | ) ( )( | )
( ) .

9 1
15 22 2

2
P D B P B 3P B D

P D 0 4 4
�

� � �  

 
 ������ 9���)����� ;��T���:( 

( | ) ( )( | )
( )

9 1
15 22 2

2 9 1 2 1
15 2 10 2

P D B P B 3P B D
P D 4

�
� � �

� � �
 

 
 
 
 

 -��6j0�P(B2) 4�*�? ������ �� (A Priory Probability)" ;"� @C=G  P(B2|D)��  
4�:? ������ (A Posteriory Probability)���
T $! . 

 �"� @C=GB1 

 @C=G;"� B2 

D 

D 

G 

G 

1
2

1
2

2
10

8
10
9
15

6
15
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�� ���� �G
� -���` :( | )1
1P B D
4

�)  ��=�31
4

�.( 

 �T� -/
0�i = 1, 2, …, m " Bi +� +��%� �������� 8�����  :( | )
m

i
i 1

P B A 1
�

��. 

 
9:�5 c��0 �w�� �j��� 4�� ���� z
	 �� N"�*� " N�� �G �T� �� ���� �G
�. 

 
 �T� [�� @�LO �� �� " W� ������ @�LO �� ��Bi @=O�" +� +��%� ��A��� @=O�" ��  @=O�" WA�
� ����
� c��0 ���LO [�5 ����� . 
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8�9
2 :8�#@�	� ����N�K
 8���3 

 
�� ����� " h�� �� ����� ,�
0 �� ;���? �a0 ����� ������ " �
�p)  F� ����� ������ "1-p9�� .( 

 �L=� [�
5 �
G" W�#� �� �#"0 �� ��1 �L=� " 1 �� ��0�� W��C� �5
�. 
 �"� ~
5 �j� ������p1  ;"� ~
5 �j� ������ "p29�� . 

 
 �eT ������ ;��T���(Transition Probability Diagram) : 

 
 

����� ;��T���: 
 
 
 

 A<�s� �'�%���� " ����� Z���� �5
�5 �L% N�I5( (T,R) )9��   .�� N�I5 4�� �#"���:�5 ������: 
{( , ),( , ),( , ),( , )}0 0 0 1 1 0 1 1� �  

��5�� h�5��T h�����%

0

1

1-p1 

1-p2 

p1 

p2 

0

1

0

1

0

1
0

1

p p1 

1-p1

p2 

1-p2

1-p
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 @=O�" �T�T0 ����� @=O�" 80����� 8����  :T0 = {(0,0),(0,1)} " P(T0) = py 
 @=O�" �T�T1 ����� @=O�" 81����� 8����  :T1 = {(1,0),(1,1)} " P(T1) = 1-py 
 @=O�" �T�R0 9%���� @=O�" 80����� 8����  :R0 = {(0,0),(1,0)}y 
 @=O�" �T�R1 9%���� @=O�" 81 ����� 8���� :R1 = {(0,1),(1,1)}y  

" ���� ��5��: 
1 0 1 0 1 2P(R |T ) p , P(R |T ) p� �  

 
1.  ��=� 8�j� ������P(E)�9�� ��I�  
2.  ��=� 8���� h�� ����� �a0 -�=O�" �2��� ������ ���� h�� 9%���� �a0 �T�P(T0|R0)�9:��  
3.  ��=� 8���� h�� ����� F� -�=O�" �2��� ������ ���� h�� 9%���� F� �T�P(T1|R1)�9:��  

 
( ) ( | ) ( ) ( | ) ( )
( | ) ( ) ( | ) ( ) ( )

error 0 0 1 1

1 0 0 0 1 1 1 2

P P E P E T P T P E T P T
P R T P T P R T P T p p 1 p p

� � �

� � � � � � �
 

 
( ) ( | ) ( )( | )

( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( )
0 0 0 1

0 0
0 0 0 1 0 1 1 2

P T P R T p 1 pP T R
P T P R T P T P R T p 1 p 1 p p

� �
� �

� � � � � �
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( ) ( | ) ( ) ( )( | )
( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( )

1 1 1 2
1 1

1 1 1 0 1 0 2 1

P T P R T 1 p 1 pP T R
P T P R T P T P R T 1 p 1 p p p

� � �
� �

� � � � � �
 

 
�T� -67� .1 2 ep p p 0 05� � �"  .p 0 9����� 9��� ����
� 8: 

( ) .
. .( | ) .

. . . .

error e e e

1 1

P p p 1 p p p 0 05
0 1 0 95P T R 0 68

0 1 0 95 0 9 0 05

� � � � � � �

�
� �

� � �

 

 
 �#" �T�.p 0 6�9��� ����
� h�w5! 8���� : 

. .( | ) .
. . . .1 1

0 4 0 95P T R 0 926
0 4 0 95 0 6 0 05

�
� �

� � �
 

 
g
� ��5�� F� �� ep  �"�� ����610� ����. 

 
-67� 8��� ����� $! 4�:? ������ �� �� ;���? 4�*�? ������ �� 9�� $! h���s� �{� -/
0� 9%���� �� 0 8P(T0) �� P(T0|R0) 

�� ���������. 
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 8�9
3:����� �2� ��   . @2�C1 @2� 8��� >%�D "� �� C2 @2� " H� >%�D "� �� C3 H� V�w�� x�D " ��� >%�D F� 
9��  .�� g���? " h��� g�s�5� x��&� �� �� �� 4�� +� �2�����  .�� ������ 8���� ��� �2� 4�� ���
� x�D �T� V�w�� x�D �2�

�9:�� ���� H� 
( | ) ( )( | )

( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( )
3 3

3
1 1 2 2 3 3

1 1
2 3

1 1 1 1
3 3 2 3

P H C P CP C H
P H C P C P H C P C P H C P C

1
1 0 3

�
� �

�
� �

� � � � �
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 45�6� 7����)Independent Events(: 
 @=O�" "�A " Bh�T�� 8���
T WI�:� �� : 

( ) ( ) ( )P A B P A P B��  
 

 �%�D +�) �T�P(A) " P(B)����C5 �a0  (����� :( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P A B P A P B A P B P A B� ��  . �T� t?A " B WI�:� 
���������� 8: 

( | ) ( ) , ( | ) ( )P A B P A P B A P B� �  
 

����� ��C=� :( ) ( | )A BA

B

nnP A P A B
n n

� �� � ~
O" �C:5 t5���% ��=� yA W� �� n�� $! �C:5 t5���% �� >���+!  

nB �� >���+! B 9�� $�:2� h��� �� �'5! �� )�6I��� ;
'a� +� �� �
'� �� B%�
�.( 
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@��: �T� A " B 8����� WI�:� A " B��<I�:� [�5 . 
,�C{� : @Ra055g��� . 

 
����� ��LO 4��� ���� ���	� +�: 

@��: �T� A " B 8����� WI�:� A " B��<I�:� [�5 . 
 

 �T� ���A +� B " A +� C 8���� WI�:� A +� BC �w�� �'C���� �� B " C �
� ���
s5 WI�:� ) @Ra0 83��82  .( A��=� �e#
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 �
��nP (k) ��
� n���� ���: 
H��;� /��, *��( )nP k /��, n� t�M, /
=� ��% Y�
4��� '
��	 �$�$� �� *���) � +��
� �4��scaleY2� .( 

 
 ���
	 �!"!�)�#�$:( 

2

2

x
2

x
2

1 e
2

1 e 1
2

�

�� ��
�

�� ��

�
�

�

� �
�� �

g(x)

g(x) g(-x)

g(x)dx dx

 

 
 
 
 
 

 ��2;�g(x) /��,  o�
, m�
E(-3, 3) *� AX< 9
;	 � ��� �G�% �
��, 1 � -12$��= . 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

g(x)
.1 0 4

2�



3� 3�
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 ��
%�	�g(x): 
2x x u

2

1
2

1 e
2

0
1

1

�

�� ��

�
�

� �
� �

�

� �

� �G(x)= g(u)du du

G(- )
G(+ )
G(0)
G(-x) G(x)

 

 
 
 
 
 

G(x) , '��2� �� /��3 x 3� � ���� Y2� 2�� . 
 /��,x 3� "G(x)  +, �7�E1#���� � ��� ���M	 : 

:11 x 3
x

� �G(x) g(x)
  

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

.0 5

G(x)1
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�&���' *�+,- ./01) Laplace Theorem-De Moivre (: 
 /��,n#���� t�M, /
=: 

( )n
1P k k -g( )
 �
� �

 

*� �� +% :
np

npq

���
�

���

�

�
��� . 

�$!�: 
( )2k np

2npqk n kn 1p q e
k 2 npq

�
�

�� �
	 
 �� �


  

+�$�� 9�� +, :npq 1� � 0 np 3 npq k np 3 npq n� � � � � �. 
) v���U V% �$!� ...( )nP k o��2�� �� 2�
, 0 � n M�	 � 2�
, k �d	 ����  &�)
	 m�
E3�2�
�	 ��2;� *�G " � Y2� M�G
	 6,
� 

�� �
�� H��;� ���	 /
XE���(. 
 

�� w
�S� *�2, �� +�0� 8�� #���h?) @
�% �� w
�S�Beckmann j "35.( 
�� LK�T��� �� 
3$�� ���	 2) +% ��� *
O	 *������. 
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 /��, H��;� 8��p+, ���M	 /
= 0.5  +G �= � ��� ��3,p� ��,��E H��;� "��� ���M	 �� 
� �4T +, � � ���n /��U�M,  /��,
��� N�K H��;� �,�E  . *�G *�
;�+7(��� �$�$�/��� 8�, ��  ��� *�
;�� '
��	 �$�$� +% �B
) �� "���) �� *����? H��;� L�2!,

2�� #�=��E.( 
 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 500

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

.
n 50
p 0 1
�
�

+7(���/� 
'
��	 

.
n 50
p 0 6
�
�

+7(���/�
'
��	 
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�&���' ��
%�	� *�+,-./01: 
2

1

k
k n k

k k

n
p q

k
�

�

� �
	 

� �

� 2 1k - np k - npG( ) -G( )
npq npq


  

+�$�� 9�� +, :( )npq 1� � )2k np 3 npq n� � � 
� ( 10 np 3 npq k� � �. 
)�U��� ���  k1 
� k2+7(� "2�
, Y��2�� �� m�
E  o��2�� m�
E 
, �x
$�� /
=3� +7(� ��
� V,
;� ��r�T V,
� 
=��� �d	  . �hB

��� Y�
4��� V,
� H��;� �
,(. 
 

 ��� Y2�� @
�% �� #= /��3, H��;�) j74(!� " 8���U �d	 �� 
, �$k1 - 0.5 � k2 + 0.5  w�
4� ���� L
T��E +%k1 � k2 #% 
��� ��3, "2�
,. 

 
 /��,k1 = 0 #���� N�� 9�� �� *�G :np 3 npq� N�� &7(� "G  �� ���G�% /�2<-3��  �hB � ������ �4T L
���;�. 
�$!�: 

2k
k n k

k 0

n
p q

k
�

�

� �
	 

� �

� 2k - npG( )
npq


  

+�$�� 9�� +, :npq 1� � 20 np 3 npq k np 3 npq n� � � � � �. 
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����: /��,� +% �B
b�  &�4T �12 #����� )
=���� �,��E(���� #�=��E ": 
.

( ) ?

( . ) .
. .

( . ) .

. :
. . :

( . ) ( . ) .

7

n
k 0

2

7
k 100 k

k 0

p 0 15
n 100 P k
k 7
np 15

np 3 npq 15 3 3 57 4 3
npq 12 75 npq 3 57

np 3 npq 15 3 3 57 25 7

12 75 1
0 4 3 7 25 7 100

100
0 15 0 85 0 0

7

�

�

�

��
� � � ��
� ��

��
�

� � � � �� �� � � � �� � � � ����
�
� � � � �

� �
� � �	 


� �

�

� 7 -15G( ) G(-2.24)
3.57

�




�

�

125

 

) _��� @���0.0122��, .( 
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�&���' *�+, �����-./01: 

( , , , ) :
, , ,

( )

r 2
i i

i 1
1 2 r

1 q x
2

k k k i i
n 1 2 r 1 2 r ir 1

1 2 r i ir 12
1 2 r

n e k npP k k k p p p x
k k k np q

2 p p p n

�
�

�
�

�
� � �

� �	 

� � �

� � 

�

�
 

 
�� 
, &�0� �� Y�
4�������- sP?K)��� /M%�� 2) &�0� �� �T
E �B
) +% (�� �� �T
E �B
) #�	������� '�23� 4�	�, +% �� 

#�$% w
�S� 2�� #�=��E L�2!,. 
 

 ���� '�23� 4�	�,)The Law of Large Numbers(: 
 �U� +% #�2�� sP?K &�0� &7��� +, &!���A �� n �O�
��� ����� +���� k� "2��� e
4�� �
,#���: 

{ }1 2P k k k� � �2 1k - np k - npG( ) G( )
npq npq


  

�� *
O	 +7��� 8�� +, /��, +% #�=�n "t�M, /
=k
n

 +, ���M	 p��, 2=��E   . '
(�)� �,�-� ���!� �� +% ��� /M�G *
(= 8��
�� *
�, *� /��, �W
�� _��� N�34� K
) � #�����#�$%. 
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��+,:  �U�0n ��
% �2� +,  �= /��, "��� @
\�	� t�M,0n n�#���� : 

{| | }kP p 1
n
� �  ! � "  

 �= /��, �5�� w�
�< +,0 �#���� Y2� Y��� : 

{| | } nkP p 1
n

��� �  ###�  

w
�S�: 

{| | } {( ) ( ) }k kP p P p n p n
n n

2 1

� �  � �  � � �  � �

� � � �

(p+ �)n - np (p - �)n - npG( ) G( )
npq npq

n n nG(� ) G(-� ) G(� )
pq pq pq

 

 �= /��, ^?0 �#���� Y2� Y���  :n��###��
n�
pq

���� #�=��E �hB �  :1��###�nnG(� )
pq

a 

#���� +-��	 ��: 

{| | } nkP p 1
n

��� �  ###�  
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����:  '
(�)� +, 
� #���2$�, �
, 2$G �� #B
� &�� ��9/99% "k
n

 o�
, �� (0.49, 0.51)2�
, . 

{| | }

{| | . } . .

. .

kP p 2 1
n
k 1P 0 01 2 1 0 999 0 9995
n 2

0 02 n 3 291 n 27077

� �  � �

� � � � � � �

� � � �

nG(� )
pq

G(0.02 n ) G(0.02 n)  
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�'�	 5�,&: 
 &!��� �U� �B�	�, ��
��� ��A �$!� "2�
, ]���B� ��
	 p 1	 +% ����T �� "2�
, n*�  +% 2�
, t�M, �2�np 1��� " �� *���

��% Y�
4��� sP?K &�0�  . �U� �B�np ��  ��2)1��, 2=��\	 �����, �5�� sP?K &�0� ��T 9�� "2�
, . 
 

6#��0 *�+, 7)Poisson Theorem(: 

( )
!

k

nP k e
k

�� �
  

�$!�: 
( )

!

k
npk n kn npp q e

k k
��� �

	 

� �


  

+% ����T �� :p 1	 � n 1� � k ��2) �� np  2�
,) �npLPb� /�2<  ��2) �� 1 
� 102�
, .( 
) j "@
�% �� w
�S�78( 
 

�� 6��� �� ��� *
O	 *���) @
�% ��Beckmann j "39 (+%: lim ( )
!

k

n
n
p 0
np

P k e
k

�

��
�
�

� �

�

�
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 ����1:  #����� LP�� +% �B
b� ��)
=���� �,��E( "100n = ��,   . �U� '
)03/0p =  "2�
, 3np = #���� � ��, 2=��E : 

( . ) ( . ) ( ) .
! ! ! ! ! ! !

7 7 k 2 3 4 5 6 7
k 100 k 3 3

k 0 k 0

100 3 3 3 3 3 3 30 03 0 97 e e 1 3 0 988
k k 2 3 4 5 6 7

� � �

� �

� �
� � � � � � � � �	 


� �
� �
  

 _��� @���0.989�� 2�
,. 
 

7#��0 *�+, �����: 
!( , , , ) :

! ! ! !

i
1 2 r i

r 1 k
k k k i

n 1 2 r 1 2 r i i
1 2 r ii 1

nP k k k p p p e np
k k k k

�
�

�

� �$ � � �� � 

�

 

/��, +�$�� Q�� 
,�=  , , ,i 1 2 r 1� �� #��
, +���� :ip 1	. 
 

 /��,� � k�� �2�? V�O� 8���? H��;� �� Y�
4��� t�M, 2$%)  ����ke���  /�2< @�07T
) t�M, �7�E /�2< �� �G�% �7�E
����� (�� ��� �� 8���? +% ��� *
O	 *����� H��;� '
��	 
, *���  .���, sP?K &�0� �� Y�
4��� +, Y�
,�� �$!� #���U) Q�� 
,

sP?K &�0� ���� /�����,.( 
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7#��0 9��	: 
 ���� 6���� #���� �
% � �� *
�� 
� *
�� �� ���
�� 9
;	 
,8���? ���� /�
�� o�
4���  . LPb� w
(B
�� ��2!� M%�� �� �� �$47�
 z�{�� ���	 �� �� ��\O� '�` /�� �,��E 9
;	 ��2!� "*
�� �� ��\O� w2� �� ��2!� "+G�
? 
� ���`
$R� �� |$� 
� +BMB� ]���

 "8�!� �	
�� w2� "+�4T �� /�� �?
G w
=
���� ��2!�w�� ��2!� *
U2�� �� �� �(< &(�, "'
 Y2� �O�$� �(�� w��} ��2!� ��
 ���%������ o�
� �� �T
E r2= +, +% �����B����� o�
� �� �� Y2� �O�$� /
3	����B� ��2!� 
� � 2$$% ���E�, ��\O� *
�� �` ��

[\O� �	
�� w2� �` �� ��	 �,
� �S� ��. 

3O�
��� 8�� �� :n �� � p 0��B� " :np �%. 

 
 /��,n @
\�	� 
� /����� ���
�� ��
��� ��2�� n �� +X;	 (0, T)��� . 
 �$!� &(=n �� +X;	 &7T
� (0, T) 2$=��E �(	 �� *� /
-% 
�� "��,#�	��. 

 
�� �� 8�� '
(�)� +% #�=��Ek 8�� �� 
�n &7T
� �� +X;	 (t1, t2)  +%t2 - t1 = & 2	��U ���� "���  . &!��� �$!�

{ ( , )}1 2A t t t� ' �� n ��
��� ����� �
,k2��� e
4�� �
,. 

{P & �	
�� &7T
� �� +X;	 k} :k n kn
p q p

k T
�� �

� �	 

� �

&  

&0

&

0 T1t 2t
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 �U�n �  t�M, �7�E p
T

�
&��;� �� Y�
4��� 
, "2�
, �G�% �7�E #���� 8���? H: 

{P & �	
�� &7T
� �� +X;	 k ( ) ( )} :
! !

n k kn
TT ne e
k k T

� �� � �
& &

%& %& %
  *
�� 2)�� �� 9
;	 ��2!� 

 
 �U�T ��)  LK�
!� �$!�p 0� ( �n �� �B� "% �� e�� H��;� "#���� +5	 �,
S#���� � Y2� _��� : 

{P & �	
�� &7T
� �� +X;	 k ( )}
!

k
e

k
�� %& %&  

{P *
�� 2)�� �� +X;	 k}
!

k
e

k
�� % %  
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 +% ��� 8�� 8���? 9
;	 j��E +7(� �� Y�
, �= �� +X;	 �� ]��� '
(�)�G�% Y�
, +% ����T �� 
, H�
$�� "2�
, � Y�
, '�`
���� "���: 

 
{P & �	
�� &7T
� �� +X;	 ��} e�� %&%& %&
  

�5�� w�
�< +,: 
{ }lim lim

0 0

P e�

� �
� �%&

& &
% %

&
 

 +% 2�$% +���% � ��� ��,
S �2< %(t) ���	  . �$!�2$���� *
���� Y2�2? ]��� ���� ~�	 � ���(= 
=��� *
��� +O�. 
 

�� 8�$�(=+% ��� *
O	 *���: 
{ }lim

0

P 0
�

�
& &

 

)�� ��� w�
�< ��% w��T �� ����� '
(�)� *�G :
!

2 2
e

2
�%& % &( 

 

&�G�%  

�	
�� &7T
� �� +X;	 �� & 

� �� ��,�	
�� &7T
� �� +X;	 � & 
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 �U� +% ��� 8�� 8���? 9
;	 �5�� �U��� �� ��P����� o�
, �� ��, 2$=��E V;��� 
3B
(�)� "#���5, �d	 ��)�� w
�S� j 80@
�% .( 

 
 �U� �$!�(t1, t2) � (t3, t4)  � 2$�
, ��P����� o�
, ��1 2 1t t� �& � 2 4 3t t� �&#���� "2�
, : 

{P &1 +X;	��  k1 � &2 +X;	��  k2} {P� &1 ;	+X��  k1} {P &2 +X;	��  k2} 

1&

0 1t 2t T

2&

3t 4t
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�� LK�T� *���)V��	��4�� wK�
!� �� Y�
4��� 
,+7(��� 6���� �� Y�
4��� 
, 
�  /�- j "s�� 166 ( ��� *
O	 ��2!� #�=��\, �U� +%
Y2�2? ]���e2T ��� ���� �� *
�� �� ��\O� w2� �` �� /����� #�=��E 8���? 6���� "2$% : 

  1 . 2) �� �	
�� &7T
� �= �� Y2�2? ]��� '
(�)�)Y
��% �
��, �	
�� &7T
� (2�
, +7T
� '�` 
, H�
$��: 
 

{P & �	
�� &7T
� �� +X;	 ��}� �O( )%& &  

    O( )&��, +% ��� �!,
�  *� /lim
0

0
�

�
O( )

&

&
&

 �=
% 
, �$!� "2�
, & �� ��!��� & ��� �4T �(� +," 2$	
� (& ����  
     +%1( �2�
, . 
 
  2 . +�$�� '
(�)� 2) �� 2��� e
4�� �
, �� �� ��, �	
�� &7T
� �� �� Y2�2?)Y
��% �	
�� &7T
�(2�
, �4T : 

{P & �	
�� &7T
� �� +X;	 �� �� ��,}�O( )&  
 
  3 . �	
�� o�
, �� �� Y2�2? ]��� ��2!�2�
, V;��� ��P�����. 
 

�� 9�� +� 8�� r�T 
,�� 8���? 6���� +, +% ��� *
O	 *���#���. 
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 +% 2�$% +��� *��, �
% +, ��T 9����+7(� +7(� �� *� /
3���;� � /� 'P;��� "8���?��, 
3O�
���  . �U� +��B� A�!W �5��,��
��, 2=��E H�
$� H��;� M�	 2�
,. 

 
�� �� LPb� &!��� �U� "_,
X� &B�Ai &�
	 8���U ���� "i#���� "2�
, ��E �%
? �� N�: 

( ) , ( )
( )i i j

1 1P A P A A
n n n 1

� �
�

 

 �$!�Ai2$���	 V;��� 
=  .�, �B� 
3	� �5� /��,n/
=��� #% �7�E t�M, . 

�hB �;X$�  
3��;��� ��2!� +% ��� 8���? 6���� /���� ����;� ��` +, �����
? 
,nnp 1
n

� � 2�
,. 

�$!� /��, n 
, �,��, ��;��� z�= '
(�)� "t�M, /
=1
e

 '
(�)� � k 
, �,��, ��;��� 
!

1e
k

�

��� . 

 

 



 ���4 :����	  
���� )RV(Random Variable  
Chapter 4 
Chapter 5: Section 5.2 

  

1.������ �	
�� ����        6.  ������ �	
�� �� ���� 

2. ����pmf                      7.  ������ �	
�� �� ������� � �	���	� 

3. ����CDF                      8.  ����� ���� ������� � �	���	���� ��� 

4. ����pdf                       9.  ������ �	
�� �� �������!" 

5.����� ������� ��� 

 

 1

��� ����	
�	 ��� ���� ��� �� ��� ����� ��� x(�) �	 ��� �� ��!" ��� ���� ��� �� #$ �% �� �&!%�.  
  

'(	�� (Domain) '"��)	 *��� +$� � ��� , ��� (Range)�"��)	 -/ ��� ����0 ��!"� �� ��.  
  
  
)�0 ������ ����	 3��� �	 45� ���	 �& ���

�	 ��� �� ����0 ��!"!%�  . ������ ����	
�� 67�8	 ��!" 367�8	 �	 ���!%�(.  

  
  
  

��� �	 �:�� ���	 ;$�� �� ����� 3<$�	�/ ;$�� ��: �� =�>,� �7�? -�@  . �$ A�� ,� ��!"� *�)7B�0 ��!�	 A�� ,� C���D �� EF�	
�G� C���D ���%H��)	 3�I ��!�� !I�� �J !	 ��� +G�	 K!I �%�L ��%�.  

  

� 1�
2�

N�

����0 ��!"� ��5	
( )1 1x � �x ( )2 2x � �x( )N Nx � �x

 



 2

����: N$��� NO�� 'G� �� C���D <$�	�/ ��:  
�{ , , }

81

HHH TTT
��

� � ����  

��� ������ ����	 #$ �%��I ��!�� EF�	:  
 '�>�, �� �%��I ��!��� x(�) = 

� HHH HHT HTH HTT THH THT TTH TTT 
x(�) 3 2 2 1 2 1 1 0 

 
S���0� T�� S��	 �� S�0 �G($� ( ) 1� �x��>�, �,� S���0�  U���@ !I�� �	 V$��� �%��I  . S���0�( ) 1� �x S���0� �(�$ 

 -/ '"��)	� �W/ ���� �& �$�%( ) 1� �x!I�� :  

{ } { : ( ) } { , , , } 4P 1 P 1 P HTT THT TTH TTT
8

� � � � � � �x x  

�	 �BF? ��X ��N��$� :{ }x�x�"��)	 +$� �O, 3�(�$ �G7� ��� ��!"� �� �� :{ : ( ) }x� � �x.  
  

 �G($� S���0�( ) 2� �xU���@ !I��   

{ } { : ( ) } { , , } ( ) ( )2 3 233 1 1P 2 P 2 P HHT HTH THH
28 2 2

�� �
� � � � � � � � 	 


� �
x x  

 

 3

�(�$: 
 
 
 

{ }
{ }
{ }

0

1 2

A x
B x
C x x

� �
� �

�  �

x
x

x
 

 
 
  
  

 S���0� �Y� EF�	 S�0{ }x�x �% ���� �� x��>�, '�% S���0� 3N��!�  ���� +���� �� �	,ZO , �I�� N�%��? �� �J ���	 ��%
 S���0����� .  

  
�� �$ �� �[O 3!(��� ����0 ��!"� x(�)  !$���� �$ �� ��I ) -/ S���0� �G/ �\	�!I�� �]B   .(�	 K��:� �(�$ �& N�%�
x(�)  �?�� ����� �%�� �$ �� -/ S���0� �G/ �� �,�^	 ��I �!I�� �]B �%:  

{ } { }P P 0� �� � � �� �x x  

A B C 

x x0 x1 x2 
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)V$��� : ����0 ������ ����	x(�) ��� ����� '�� ���� ��� �� ����0 ���  �& ���X �� ��������0 �!" �% x '"��)	 3
{ ( ) }x� �x  , !I�� ��>�, #${ } { }P P 0� �� � � �� �x x(  

  
 �& ��$���	 K�Y�% !($�Y ����Y �� ������ ����	x(�) �	 !(& ����?� !���)*��� ��� (��I 
��>!I�� `�.  

  
K��� N��I�� �& �O��	 
�	 ����Y �O�0 �� +$����>�, S���0� -��& a8^	 ���� K����>�, S���0� -��& a8^	 3�% ��%

{ }ix�x ���� xi ��� �(G�	 ��%) -��& a8^	 �� ��� S���0�{ }x�x �% ���� x.(  
  

 �����	 
��� ���)bility Mass FunctionProba( pmf
�	�	�� ��� �� �����	 ��� �� :  
V$��� : �Y�x +G�	 �$���	 6�� x1 3x2 3x3 , ) ...`���I 
��> ( ��WO���0� �� ��p1 3p2 3p3 ,  ... ����	 S���0� *��� 3!(& ����?�
 ������x �	 V$��� �$� =��B ����I:  

( ) Prob{ } i ip x x
P x x

0 otherwise�

� ��
� � � �

�
x x  

)�� 6�� �Y� b$!� N�I�� ��I�� ��&,�� ������ ����	 #$ x�	 �� ��& c[0 -��� :P(xi)(   

*��� -�	�Y�/ 

������ H� �\���
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 ���� 3N��I�� �& �O��	 ��i = 0, 1, 2, 3N$��� :  

( ) Prob{ } ( ) ( )

1
8
3

i 3 i 8
3
8
1
8

i 03
i 13 i1 1P i i
i 2i 2 2 8
i 3

�

��� �
�	 
 �� � �� �� � � � � �	 
 �� � �
� ��

x x  

 �$�� ���� ,xN$��� �% :Px(x) = 0.  
 
 

 *���Px(x) ��&�!0 �$ �,!5	 ��� ��� #$ �� 6�� `���I 
��>��!�	   
� �]B��e���.  

x

( )P xx

0 1 2 3 

1
8

1
8

3
8

3
8
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 �& ��� +I,� �7& ��X ��P(xi) !(��% #$ , �]B +�� ���!"� �%)��>�, S���0� -�@ ��%{ }ix�x!� (N$��� ,:  

( )i
i 1

P x 1
�

�

��  

N�%��8� �� ��>�, �% S���0� �Y�3 +�I�� �� P(xi)��� ����5	 
��> �%  .N$��� T�� S��	 �� EF�	:  

{ . } { } { } 1 3 4P 1 1 P 0 P 1
8 8 8

� � � � � � � �x x x  

 ���� �7& ��X �� , 
�	 ����0 ��!"� �� �"��)	�$� �%AN$��� :  
Prob{ } ( )

i

i
x A

A P x
�

� � �x  

 
�	 V$��� ����Y ������ ����	 ���� S���0� *�����I.  

  
)�	 �& ��$���	 �(�$ !I�� �����D ������ ����	 ��>,S���0� +���� 3!I�� `���I 
��>��e !(& ����?� !��� { }ix�x�%  

�� �$�]&!(&  .!�]B ��% g7e�  .�	 �)($� ��N�(& h�i	 �� ��I��� *$��� *��� N����(.  
N$��� ��&,�� NWO��	� , -��� 3j��O, 
�	 �����D ������ ��%����	 �� =�>,� �7�? T�� ��!(W	 ��.  
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 ������	 ���� ���)ctionCumulative Distribution Fun( CDF:  
N$��� V$��� l�X:  

( ) Prob{ }F x x
�

�
� �x x  

) 3N�I�� ��I�� ��&,�� ������ ����	 #$ *$��� �� 6�� �Y�F(x)�	 �$�]& !(&(.  
  

 ���� �@��>�, S���0� �Y� ����Y �@ , �����D ������ ����	 ��%{ }x�x �% ���� �� x�, '�% S���0� 3N��!� ��>�%  
!I !%��? a8^	  . bDF(x) �	 
	�& ��X ��!(& V�B�� �� ������ ����	 !���.  

  

*��� -�	�Y�/ 

������ H� �\���
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 ����1: N��I�� �& �O��	 ��:  
( . ) { . }
( ) { }

( . ) { . }

( . ) { . }

( ) { }

( . ) { . }
( ) { }

1
8

1
8
1
8

4
8

4
8

F 0 001 P 0 001 0
F 0 P 0

F 0 001 P 0 001

F 0 999 P 0 999

F 1 P 1

F 1 0001 P 1 0001
F 10 P 10 1

� � � � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

x

x

x

x

x

x

x

x
x

x

x
x

x
x

 

  
 ����Y �O�0 ��Fx(x)��� ��G7D =��B �� .  

x
0 1 2 3 

1
8

7
8

4
8

1
( )F xx
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�	 ���	 �� �& N���RV����Y  :{ } ( )
i

i
x A

P A P x
�

� � �xN$��� �[O o:  

( ) { } ( ) ( ) ( )
i

i i i
x x i

F x P x P x P x u x x
�

� � � � �� �x  

�&:  

( )
1 x 0

u x
0 x 0

��
� � �

 

+�(p�% ,:  
( )k kP x x�  �� F(x) `�D ��!�	 ( ) ( )k kF x F x�� �  

)��� N�%��? -�^ �� +$� Z� �q�$� ��X ��(.  
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 ����2: �(]7� '�O�G	 #$  +�� ������ EF	�& ��	� ��[ , ]0 T �	 *>�,��I.  
{ : }t 0 t T� � � �  

 �% ���� �& ���X ��1 20 t t T� � �:  

{ } 2 1
1 2

t tP t t t
T
�

� � �  

�	 ������ ����	 �Y�3N$��� 3!I�� �(]7� '�O�G	 H�>, -�	� ��? :  
 
( ) :

( )

( ) { ( ) } { }

( )

t t 0 t T
P 1 x T

xF x P t x P 0 t x 0 x T
T

P 0 x 0

� � �

� � ��
��� � � � � � � ��
�

� � ��

x

x

x
 

 
 '�I��� *$��� *���Ramp?��(G$ *$��� ���� �	 
B�0 ���I.  

  
 �B�(" �& !�(& �:��� +�� ��!"� 0 �� T �O, 3!��� F(x) '�% ���� x ��� K!I V$��� �%) EF�	x�� �L�(�	 �](	 ��%  

 '"��)	� �	!��� �]B S���0� , !�I.(  

0 T

1

( )F x

x 
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 ������	 ���� ��� �	��(CDF):  
1) ( )F 0�� �  

��$�: 

( ) { }F P 0�� � � �� �x  
 

2) ( )F 1�� �  
��$�: 

( ) { }F P 1�� � � �� �x  
 
3) ( ) ( ) :1 2 1 2x x F x F x � �  ��� �O,Z��e ����� F(x) 

��$�:  
{ : ( ) } { : ( ) } { } { } ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2x x x x P x P x F x F x � � � � � � � � � � � � � �x x x x  

�	 �)�� �)($� ���& ��I :( )0 F x 1� � �� �& N$!$� ��$� 3�� �� , �]B 3����� #$ 3.  
  

 



12

4) { } ( )P x 1 F x� � �x  
��$�: 

{ : ( ) } { : ( ) } { } { } ( ) ( )c cx x P x 1 P x 1 F x F x� � � � � � � � � � � � � � �x x x x  

  
 �� =����8	 �� g7e�{ }P x�x N$��� ��&,�� )����/ ri� #$ �� -!I ��Y�Z� ( 
�G	 �&F(x)�	 ��I.  

 
5) { } ( ) ( )1 2 2 1P x x F x F x � � �x  

��$�: 

( ) ( )

{ } { } { }

{ } { } { }

{ } ( ) ( )
2 1

2 1 1 2

2 1 1 2
F x F x

1 2 2 1

x x x x

P x P x P x x

P x x F x F x

� �
� � �  �

� � � � �  �

�  � � �

x x x

x x x

x

�

����� �����
 

 
 ���� �� �: +��% ��2x x� , 1x x� � � -��� 
�	 , ��	 �)�� �]B ��� �� �& ��I:  

{ } ( ) ( )P x F x F x�� � �x  

N% �� �!: '"��)	 ,� 
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 �� `�D �Y�F(x) 3N�I�� ��I�� F(x) �� ( )F x�� ��  s��!( ) { }P x P x� �x  �O, 3��� !%��? =,�]�	F(x) ���� �� S�0 �% �� 
�(�$ 3��� �����D:  

( ) ( ) { }

( ) { }

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0

0 0 0 0 0

F x F x P x

F x P x

p F x F x F x F x

�

�

� � �

� � �

� 

� � � �

x

x  

 
) �� �:�� �� E�(�q{ } ( ) ( )P x F x F x�� � �xN$��� : 

{ } ( ) ( )1 2 2 1P x x F x F x�� � � �x(  
 
 
 
 
  

6) ( ) ( )F x F x��  
) =��t� 
��> C��& 3�q�$� l�>� ��X ��DeGroot u 3110(  
  

x 
0 x0 

1
( )F x

p0 
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 �& S�0F(x)�	 N$!��W� �� N�(& V$��� Z� ��\$� ��X �� ������ ����	 -��� �����D �$ ����Y N����:  
 ����Y �� ������ ����	(Discrete) �Y� !($�Y F(x)N��I�� �G� �� ���� �& �O��	 !(�	 3!I�� ��G7D =��B �� .  

��% �O�0 +$� ��N$!$� EF�> �& ��X -:  
{ } ( ) ( ) ( )i i i i iP x F x F x p P x�� � � � �x  

 ���� �(G�	 �$���	 �& V$��� +$�  �� T�� V$���x `���I 
��>��� S���	 !(��% .  
  

 ��� ���� �Y� �@ �Y �& !�(& �:��(�) `���I 
��> �% 3!I�� x ���� �,� �O, 3��� !%��? ����Y -/ �,� ��� Z� �����D 
�	 -���x�� ����Y ��& V$�.  
  

 �Y� EF�	A��>�,  `���I 
��>��e '�� ���� �� ���N�(& V$��� , !I�� :  

#$ ������ ����	 - �]B(Zero-One RV) '�>�, �� �L�(�	 A( ) :
1 A
0 A

���
� � � ����

x  
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 �Y� =��B +$� ��( )P A p� , ( )P A 1 p q� � �N$��� 3!I�� :  

 
  

�����D �� ������ ����	 (Continuous) �Y� !($�Y F(x) �% ���� x!I�� �����D .  
  

 N��I�� �& �O��	 !(�	)+]7�:(  

x 
0

1
( )F x

p 

1 

q 

0 T 

1

( )F x

x 
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 �Yw$, �� �:�� ��5�	 �)�� 3�����D ������ ����	 ����  �% ���� �& N$��YxN$���  :{ }P x 0� �x.  
  

�� �� ������ ����	 ��78	 H� (Mixed)  �Y� !($�YF(x)!I�� ��G7D �O, 3!I�� �\����D� ����� .  
)�	�� �� N% �� �� ��?� H� ,� N$��& �����D ������ ����	 ���� EF�> �& �]$��� ���� �(G�	 �$���	 ��!�� ,� �% �� -�@ 3���Yx 


��>��e��� `���I(.  

  
x

0

1
( )F x
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����: ��O,�$��� ��,�, jK!((& +�� ������ EF	�& �j��O, 3��0 , 1) �?��(G$ S���0� (���  .�$��� s�W� K!((&10 �O, 3��� 
 �:,�? j��O, ��&�!0V 4 �,� -/ �� ��^�� ���� , ��� V 4�	 H��I� ��I.  

 
{ }4�x �� ����� �O���0� 6/0���  �$�� , �{ }x�x��� �]B -�^O���0� �%.  

  

0 1 

1

( )F xx

x 
0 10 

1

( )F yy

y

��� H��I� �Y�

4

0.4

0 4 

1

( )F yy

y 

H��I� �� �:�� ��

0.4 
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��� ��)���! "�#� ()Percentiles(:  
�	 ��>, N�$�Y( )F x u�x  S���0� �� �(�$u ������ ����	 x ��!�	 �� x�� ��Y�Z�  ��I) �,��	 �$ ��G@�&x���   .( �7�?

N�W:��	 �Oy�	 bG" �� =�>,�  .EF�	�	  ������ ����	 N�(��� N�%��?x S���0� �� 95/0 z�!& �,��	 �$ ��G@�& x��� U  
( ) { }F x P x u� � �x  

0 u 1� � , K!I K��� x�� � � ����� C�7i	 :  
 �� �����u( ) :1

ux F u��  
ux{!B ��  u-100 ������ ����	 z�x!($�Y   . EF�	.0 95x��� N)(D , �� {!B 3.  

 

x 
0 

1
( )F x

.0 5

m 
u 

.0 5

m

0 1

( )1x F u��
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x
0 

1
G(x)

.0 5 m 0�

 #%� �� N%� {!B(Decile) , z,� #%� �� N���� {!B 3S,�  ...!($�Y.  
 {!B25 {��@ �� z�(Quartile)  {!B , +�$�D �$ S,�75($�Y |�� �$ z�� {��@ �� z�!.  

  
 ���	 �$ z,� {��@ �� N%�)(D {!B �G($� ��% �� ���W	(Median)!($�Y .  

 '��	 bD(m) ������ ����	 x N$��� -/ ���� �� �& ��� ���!�	:  
( ) .F m 0 5�x  

  
  

����: ( )F x �x G(x)o  
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x 
0 1 2 3 

.0 3

1

( )F xx

.0 6 m 1�

x 
0 

1
( )F x

.0 5

 ��� +G�	 �O,F�i� }�% �� �[O , !I�� ��I�� `�D  ��( ) .F x 0 5�x��^ :  
  

  
  
  
  
  
  

!I�� ���	 K��� #$ ��� +G�	 �$:  
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���$� %��&�:  ������ ����	 ����x '��	 3mN�I�� ��I�� -/ ���� �& ��� ���!�	 :  

{ } , { }1 1P m P m
2 2

� � � �x x  

  
 
��'� *!��+ ,-! ��)x(F:  

 �� ������ <$�	�/n�	 ���G� ����0 �$���	 , N�(& ������ ����	 ���� �7Bx  +$� ��n ���(xi : i = 1, 2, …, n)g��	 ��   
�	N�(&.  

  
�� �� -/ *$��� �& �Z$� j��O, ��G	 �~��> �� EF�	�	 N��� N����F(x)N$�,/ ��� �� �� -/ ��$��� :  

nx ��!�� xi �W/ ���� �& ��� �$�%ix x���� ( ) ( ) :x
n

nF x F x
n

�	  

 ����n�	 
�	 ��>�, �� ���)� �(5(	 ��Z� !(&.  

x 
0

1

xmin xmax 

F(x)��>�,   

Fn(x)���)� 

1
n
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 ��I 
B�0 ��� #$ �� <�� ��!�	 #$ �Y�)��� ��X +$� E|���	 ����Y ������ ����	 ���	 ��( ��: �� �7D 31
n

 3k
n

��� !%��?   .
 EF�	 S��	 �� �� �Y� N��I�� �& �G� ��10N$��� 3!(I�� K!I 
B�0 ;$�� +$� 3<$�	�/ ���G� ��� :  

�%��I ��!��  �]B  1  2  3  
H�>, ��!��  ��� ,�  ��� ��W@  ��� ��  ��� #$  

 

  
��>�, �$���	:  

( ) 1
8F 0 �   ( ) 4

8F 1 �   ( ) 7
8F 2 �   ( )F 3 1�  

  
)��� +��8� 
��> ���)� ��X �� Z� {!B �(5(	 �W��^	 =��B ��(.  

x
0 1 2 3 

.0 2

.0 9

.0 6

1
( )nF x
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0 T 

1

( )F x

x 
0 T 

1
T

( )f x

x 

 �����	 
.�/0 ���)Probability Density Function(pdf :  
��>�, S���0� -��& a8^	 ���� �\$� K�� �����D ������ ����	 ���� ������ ����	 �& �$�%x�  ��	 V$��� �& ��� -/ !((&

)��>�, ��? S���0� ���� E������	 �p/ ���^	 ��%�  V$��� ���(x)N$��&  (N�I�� ��I�� �� ��� S���0� �O�\@ �\��� �& �����.  
) '7��, ��pdf  ���^�� !$�) �� ��$��	 ��CDF (�	 �!�D V7�8	 �$���	 -��� 
��5	 -�Z�	 �� ���N�(&(.  

pdf=��B �� �� �	 V$��� �$� N�(&:  
( )( ) dF xf x

dx
� x

x  

C��& �� -����� (Notation)��� �G$ S���0� *��� �� -/ .  
 �%�YCDF �%�Y , pdf *$��� *��� �� ) ��^��CDF ( *$��� �$) ��^��pdf ( ������ ����	x�Y !($.  

  
����: +�� ������ EF	�& �(]7� '�O�G	 S��	 �� [ , ]0 T�& N$!$� :  
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 �����	 
.�/0 ��� �	��(pdf):  
 

1) { } ( )dx2

1

x
1 2 x

P x x f x� � �  xx  

 
  
)��� S���0� �O�\@ *��� E��>�, �(�$(  
  

  
=��t� :�	�& N���:  

{ } ( ) ( )1 2 2 1P x x F x F x� � � �x  
 V$��� �� ,pdfN$��� :  

( ) ( ) ( )dx2

1

x
2 1 x

F x F x f x� �   

 ��� ���t NG0 bD)��	 �& !�(& �:��N$��& ��� �����D �� ������ ��.(  
 T�� 'i��� �� �Y� E�(�q1x � ��N$��� 3N�%� ���> :  

( ) ( )du
x

F x f u
��

�   

( )f x

1x 2x
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 ��>, T�� ��B�? �� +�(p�%x 0! "N$��� :  
)�O�\@ z�W]	 ({ } ( )P x x x f x x� � � ! � !x  

�$:  
{ }( ) lim

x 0

P x x xf x
x! "

� � � !
�

!
x  

  
) *>�, �� +$�( )f x� -�@ 3��� CDF �@ �Y� �����D ������ ����	 #$ 

l�^	 E�	,ZO �O, 3��� �����D��� �$[D  . ����� �@ , ���� l�^	 ��� +G�	
 �� �\����D� =��B +$� �� 3!(I��f(x)|�� S��	 !(�	 3�I�� N�%��?   . ��

l�^	 �& �X�� +�(@ :,�	 �� ���!�	 �% ���! �� �� !����f(x) 3!�%� ��� 
�� ���� l�^	 EF�	(.  

  
2) ( )f x 0�  

 -�@F(x)��� �O,Z��e .  
)f !(�	 S���0� �O�\@ P �O, 3��� �](	� S���0� *��� f�	 S���0� �O�\@ �	 ��0 , ��^� N% #$ �� ��Y�Z� !��� ��� �� !���

��� �$�W EF�	 3�,�( ) ( )
1
32f x x u x

3
�

�(  

( )f x

x x� !x
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3) ( )dxf x 1
��

��
�  

 -�@( )F 1�� � ��� ) ��B�? ���^	( )i
i 1

P x 1
�

�

��S���0� *��� ���� .(  
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����:  �����	�& #$ ��&��& -�	� =!	) g�0 ���,� (� �� �����D ������ ����	 #$ ����? �� 
�>��� �$� �O�\@ *��:  
VO�(   �����	�& �G($� S���0�� +�50 �� 150 �,�U��� �!�@ !(& ��&   
C(    �� ���& �G($� S���0�100 �,�U��� �!�@ !(& ��&   
  
  

VO�(  

( )dx dx ( )

{ } dx .

x x
100 100

0

x x 1 3150 150100 100 2 2
5050

1f x 1 e 1 100 e 100 1
0 100

1P 50 150 e e e e 0 384
100

�� �� � �

��

� � � �

��
� � # � � �# � # � � # �

  � � � � � �

  

 x

 

  
C(  

{ } dx .
x x100 100 1100 100

00

1P 100 e e 1 e 0 632
100

� � � � � � � � � x  

 �� �(�$63 % �G($� �� 
�> �����	�& =�>,�100 �,�!(& ��& �	 ��& �� !���.  

( )f x

x

( )
x

100e x 0f x
0 x 0

���# �� �
� �
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��'� *!��+ ,-! ��)x(f:  
 �� <$�	�/n�	 ���G� ��� ������ ����	 ��!�	 , N�(&x�	 ��t �� <$�	�/ �% �� �7B�0 N�(&  . ��5	x S�X �� �7B��� �� �� �%� 

�	 N����N�(&  . ��!�� �Y�xi '7B�� �� �& �$�%k �(�$ 3z�[ , )k kc c � !  !��� ���> �� ��nkN$��� 3N�%� -�^ :  

( ) ( )nf x f x	  z��Y����% :k
k k

n c x c
n

� �  � !
!

 

g���� +$� ��:  

( ) { } ( )k
k k k n

nf c P c c f x
n

! �  � ! � !x	 	  

  

 
x 

kc kc �!
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pdf��-�$3 �$4 
�!�5� 6���$7�� 6	�� :  
-�@ ��78	 �$ �����D��e ������ ����	 ���	 ��CDF ���� �� l�^	 3��� �\����D� � ��� !%��? z�W]	)����I �	 �$�W .(

 *��� �� K��]��� �� �O,)N���� *���'���$  ($�	 N�(& -��� �� -/ N����.  
  

N$��� �G� �� C���D S��	 �� ����Y ������ ����	 ���� EF�	:  
( ) ( )i i

i
f x P x x� $ ��  

N��I�� �& ��X -��%:  
( ) ( )i i

i
F x P u x x� ��  

)��, -/ �� �$�%��O� �� S���0� *��� ��� �(�$!I 
$!�� �%(  x

( )f x

0 1 2 3 

1
8

1
8

3
8

3
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�$��� S��	 ��K!((&N$!$� Z� ��I �	 H��I� �& ��:  
  
  
  
  
  

�[O:  
  
  
  
  
  
  

 �& N�%� K��:� ��>,f(x)�I�� N�%��? 3!I�� ��O� �,�0 : 
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1

( )F yy
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{ } ( )dx

{ } ( )dx
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1 2 x

x
1 2 x

P x x f x

P x x f x
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� � �
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��� 6�� ���� 
���:  
�	 �Y��� ����� �% ���� �& ��� -�^ -��� �O,Z��e *)�����D ���� �� , (�� �� �&�� ��W(	 �� , #$ 3�$�W 3!I�� �]B �$�W

������ ����	 !I�� -/ '�I��� *$��� *��� 3*��� +$� �& ���� ��:, ��)��:, '��>  .(!��� ���^�� �����& �W�$��� �?�� �O,.  
  

 ,�	�89� ����)Uniform(: 

 N�$�Yx +�� �?��(G$ *$��� ����� a , b o��� ( , )u a bx 
�Y� 3: 

  
  

 +�� �?��(G$ 3����$�� S�(\�� ��� g7e� EF�	0 , 2%�	 ��� ��I  . Z� N$��! *$��� s�5 ���	 �� �(�^�D HFX� }�% �& ��>��	
�	 K��]��� �?��(G$ *$��� �� 
�O� -��� ���&� 
B� �� �:�� ���I�.  

  

0 b 

1

( )F xx

x
a 0 b 

1
b a�

( )f xx

x 
a 
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 ����� ����)Normal( 
-�; �� )Gaussian(:  
 ���� ���? g$��� �7�" ����	 ������ �� , ���� ���$� ����� �����&pdf�	 
�" �J ���	 ������ ����	 !(& . '�	�: #$ �� EF�	

��� S�	� ����� -�, , !> *$��� 3+\�%  .� S�	� E|���	 ��?��& #$ �!�O�� =��i> =��8^	 *$�����  . l�X<$=>6?@�� ��  
�	 
�	 S�	� �� 3!(I�� S�	� �O, 3������ ��%����	 H��)	!(&  . 3�����0 Z$� �& K!I K��� -�^=�I , Z$� ...!(��% ���Y  . ��

��� K��� -/ �� ��& Z� �q�$� �J.  
  

 o���!���� S�	�( , )N 0 1x 
 -��% �(�$ 3g(x)�& ����	 �& ��N$�:  

( )

( ) du

2

2

x
2

ux
2

1f x e
2

1F x e
2

�

�

��

� �
%

� �
%  

g(x)

G(x)

 

  
 �� =�>,� �7�? ���!���� S�	� ������ ����	z�	 K��� -�^ ��I.  
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( )f x

&�& ' �& '

1
2%'
.0 6

2%'

x

 �7& �O�0 ��) ����0�'( �Y� 3( , )Nx & '
N$��� 3:  
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( ) du
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 �Y� E|�B�( , )Nx & '
 3!I�� ( , )a b N a b a� �x & '
 �[O , ��� !%��? ( , )N 0 1�x &
'

�	 ��I.  

( )

[ ( )]

( ) { } { } { } du

dt ( )dt

2

2

2

2 2

xy b
a 2

t a b
y y

2a

a b

y b 1F y P y P a b y P e
a 2

1 e f t
2 a

�� �

��

� �
�

�� ��

� �

�
� � � � � � � �
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� �
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y x
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'
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1 2
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� � � � � � � � �z z

z

xx G G& & & & & & &
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 �W���& �� �7�? �� 3S�	� *$��� �� �& !�I�� ��I�� �X�? �� ��� C�?G(x)  ��((x)-�^ �	 K��� ��I:  
Kreyszig, Tables A8 and A9. 

  
 =�>,� �7�? T�� ��!(W	 ��%�����& ��( ) { }cF x P x� �xN$��� z�| �� S�	� :  

du
2ux

211 e
2

�

��
� � �

% Q(x) G(x)  

 c,��	 *��� g�0 �� Z� E����Error Function) �i? *��� (�	 -���!((&:  

du
2x u

0

2 e

1 1 x
2 2 2

��
%

�

 erf(x)

G(x)= erf( )
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x
.0 99

���� : �� S�	� *$��� ����� �Z$� j��O,0�& , .0 75�'���   . �Y�xo!I�� Z$� j��O, s!(%� -�^   
    VO�(   �G($� S���0�.1 5Volts�xU��� �!�@ !I��   
    C (   Z$� j��O,x �� �j��O, ri� �@ �� 99 %�� �,�)� ����	&U!(  
    �(  x �� �j��O, ri� �@ �� 99 %�� �,�)� ����	U!(&  
  

VO�(  
. . .{ . } { . . } .
. . .

1 5 0 1 5 0 1 5P 1 5 P 1 5 1 5 2 1 0 954
0 75 0 75 0 75

� � �
� � � � � � � � � �x x G( ) G( ) G( )  

 s�,!5	 -��% +$� -�@2)& '�	 N% 
�> �� 3���  N�����95 %��I �	.  
  
C(  

 {!B S��� �(�$99 N���% z�{ } .P x 0 99� � "x  

.
.

x 0 0 99
0 75

�
�G( )  

 S,!: ��A9�	  N����-1GN�(& C��0 �� :  

. . . :
.

x 0 0 99 2 326 x 1 745
0 75

�
� � � �-1G ( ) NW , �� {!B 
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x
.0 99

  
�(  

{ } .

. . .
. .

P x 0 99
x 0 x2 1 0 99 0 995 x 1 932
0 75 0 75

� �

�
� � � � � �

x

-1G( ) G ( )
 

  
 S,!: �� �$A9 E������	 -1DN$��� �� :  

. .
.

x 0 2 576 x 1 932
0 75

� �
�

� � �

D(z) G(z) G(-z)
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���� ����) Exponential(:  
( ) :xf x e x 0�#� # �x  

�	 �$N��$�:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )x xf x e u x F x 1 e u x�# �#� # � � �x x  

  
���� ���$� ����� �����& *$��� +$� .��� �$�� *$��� ����� ������ 'i� ,� +�� '7B�� EF�	.  
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 �	�� �	!���pdf � CDF 
���� ����  %A�B� �	�#� �80 6	��##:  
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�(]7� =��O�G	:  
���� �$�� *$��� �W/ +�� '7B�� �	� 3��� +���D *$��� ����� a8^	 ��	� s��� #$ �� ��� +$� ��!��.  

t�	 �� �� �]B +�� �$���	 !���!(& ����?� �� �$�W. 

( ) { }f d P d* * � *  � * � *t t  
t +�� ��>, * , *+d* �� 
�> �� �& ��� !%��? *��O�G	  +�� , !I�� K���]� T�]�� ��* , *+d*!��� T�]�� ��O�G	 #$ .  

{P *  �� �i� ( )}
!

k
k e

k
�#* #*

�  

( ) {f d P* * � *t '7B�� �� H�>, z!"} {P d*  H�>, ��� #$�� ( ) ( )}
! !

0 1
d de e

0 1
�#* �# *#* # *

�  
( )( )

( ) :

df d e d

d 0 f e 0

�# *� *

�#*

* * � # *

* " � * � # * �
t

t

 

  
��W� =���" �� �$:  

( ) { } {F P t P* � � * � *t '7B�� �� �i� #$ 
>�| ( )} { } { } :
!

0
P k 1 1 P k 0 1 e 1 e 0

0
�#* �#*#*

� � � � � � � � � * �  
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+�	� ,� +�� '7B��3
���	 , �O���	 s��O  , K�\��� #$ -!I C��? ��� ,� +�� '7B��) ...% �� SF���� ��� �� S���0|� �,���	 , N
�W�	� z��� �� -��� (!��� �$�� *$���.  

��� K��]��� 
��> �!�I��? ��W���X , 
��	��� c���� ���� *$��� +$� �[O.  
  

 EF�"!I K!$�K���� �$�� *$��� N% �(]7� '�O�G	 S�X �& .  
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�(�$ 3��� �J��0 -,!� �& ��� +$� �$�� *$��� gO�: u��? ��:  
{ | } { }P t s t P s� � � � �x x x  

 
��$�:  

( )( ){ | } ( ) { }
( )

t s
s

t
1 F t s eP t s t e 1 F s P s

1 F t e

�# �
�#

�#
� �

� � � � � � � � � �
�

x
x

x
x x x  

 
  

�	 �	 ��B�? +$� ����� �& ��$��� *��� �W(� �& ��� -�^ -��� !I��*$������ �$�� .  

( )f x
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( )f x t�

0 t t s�
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 CD3E ����)Laplace(:  

( ) xf x e
2

�##
�  

  
  
  

�� +$���� ���? S!	 �G$���� ��%Z$� ���	 �� *$�.  

( )f x

x

2
#
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 ���; ����)Gamma(:  
( ) ( ) : ,r 1 xf x A x e u x r 0 0� �#� � # �  

�	 K��]��� �]7�8	 ��%�����&�� Z� *$��� +$� ����I.  

 
  

 ���t g$�qA�& N$�,/ ��� �� ���X !$�� �� :  

( )dx dx

dy

r 1 x
0

yr 1
r 0

f x Ax e 1

Ay x y e 1

�� �� � �#

��

�� ��

� �

� # � �
#

  
 

 

pdf: CDF:
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�	 ���X ���� �& N����; ����� ��� ����� :  

( ) dyyr 1
0

r y e
�� ��+ �   

 *>�, ��( )+ ���� ����$ N���� 
$���&�� 3  . -�@( ) ( ) ( )r r 1 r 1+ � � + � ���� 3rN$��� ���	 , r�5B  :( ) ( )!r r 1+ � �.  
  

( )
( )

( )( ) ( )
( )

r

r

r 1 x

A r 1 A
r

x ef x u x
r

� �#

#
+ � � �

+#

# #
�

+x

 

� -��� -�^ �����	 *$��� +$ N��$�( , )Gamma r #x 
��� .  
  

 '5]B 
GI85 C��& Helstrom ���� 1# � , rV7�8	 ��%.  
  

��� ,.��: �Y� r 1�N$��� 3!I�� :  
( ) ( ) :xf x e u x�#� # �$�� *$��� 
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��� ,.��: �Y� r n� �& nN$��� 3��� r�5B ��!" :  

( ) ( )
( )!

n
n 1 xf x x e u x

n 1
� �##

�
�

 

 H�>, ���� z�| -�	� =!	 *$��� +$�n ������ EF	�& '�>�, ) *�: 
B�0nN% �� 
���	 �$��  (�& ���  
 F�E�	 ����(Erlang) #����� , VB ����� �� , ���� z� )�(]7� =��O�G	( , ���&��$��� *^�^� 3 ...�]����	 K���I.  

 

��� ,.��: �Y� 1
2

# � , nr
2

� �& nN$��� 3��� r�5B ��!" :  

( )
( ) ( )

( )

n x1
2 2

n
2

1f x x e u x
n2
2

� �
�

+

 

 ����,2 (Chi-Square) �� n 6!	�+ ���! (n degrees of freedom):  �Y�2 2 2
1 2 n� � � �y x x x� �& xi�% 

( , )N 0 1 3!(I�� 
���	 , K��� y*$��� �����  ( )2 n, ��� !%��?  .���� ���$� s��]��� ��	/ , T�� ��!(W	 �� *$��� +$�.  
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 ��� ����)Beta(:  

( )
( , )( )

a 1 b 11 x 1 x 0 x 1
a bf x

0 otherwise

� �� � � ��-� �
��

 

  
 �Y�a b 1� � �,� �?��(G$ *$��� -��% 3!I�� [ , ]0 1��� !%��? .  

  
 ����a b 3� ���� !%��? =��B +$� �� *$��� ����� 3:  
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x
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6��+!��: �� ��� ����� ��� *���:  
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1 a 1 b 1
0

a ba b x 1 x dx
a b
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- � � �

+ �  

bD:  
  

( ) ( ) ( )
( )( )

a 1 b 1a b x 1 x 0 x 1
a bf x

0 otherwise

� �+ +� � � �� + �� �
��

 

x-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

0.5

1

1.5

2

2.5

3

( )f x
,a 3 b 1� �

x-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

0.5

1

1.5

2

2.5

3

( )f x
,a 1 b 3� �
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A�	� ����)Rayleigh(:  

( ) ( )
2

2
x

2
2

xf x e u x'

'

�
�  

 
  

 N�(& ��� �Y�2 2
1 2� �y x x , !I�� x1 , x2  S�	� *$��� ����� , 
���	( , )N 0 ' 3!(I�� y��� !%��? �7$�� *$��� �����   .

 �Y� EF�	j� �z x y 3!I�� z��� !%��? �7$�� *$��� ����� .  
���Y Z$� `�D !(�	 3���� T�� ��!(W	 �� ���$� ����� �����& Z� *$��� +$�.  

( )f x

0 '

1
e'

x
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��@ ����)Cauchy(:  

( ) 2 2

a

f x
x a

%�
�

 

 
  

 �Y�. �?��(G$ *$��� ����� [ , ]
2 2
% %

� 3!I�� atg.  ����� +$� *$������ !%��?.  

( )f x

0 '

1
a%

x

1
2a%
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*�-	�3 ����:  
�	 ������ ����	 N�$�Yx ��	���D �� -����D *$��� ����� & 3�]B �$���	 K�Y�% 3��� 1 32 ,  ...S���0� �� ��!(& ����?� �$� ��%:  

{ } ( ) : , , ,
!

k
P k P k e k 0 1 2

k
& &�� � � �x � 

& N$��& K��I� EF�>� , ���&��$��� =�^�^� 3�(]7� =��O�G	 -��& S!	 �� ���$� �����&  ...���� . �& ��$�>, ��!�� E|���	 =��B ��
�	 T�]�� ��	� s�,!5	 #$ �� ������ *$��� +$� ����� 3!(���

!(��%.  
 N$!$� �& ��X -��% ������ ��� +$� +�� '7B�� �& �O�0 ��

 �$�� *$�������.  
  
  
  
  

 ����&��Z�  *$��� 3)-����D '���Y (�	 S�	� 6��� ��N�Z� g$��� N����:  
( )

( , )
!

2kk
21e e N

k 2

&
& && & &

&

�
�

� �
%

	  

( )f x

x0 1 2 3 4

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35 .1 5& �

.0 22

.0 33

.0 25

.0 13

.0 05
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�A���! ����6	:  
��� ����Y *$��� #$ +$�  . '�>�, H�>, S���0� ������ <$�	�/ #$ �� �Y�A ����� ( )P A p��� 
B�0 <$�	�/ ���� , !I��  

n ������ ����	 3<$�	�/ +$� ���G� ���x�& N�(& V$��� =��B +$� �� ��  := x  '�>�, H�>, ��!��A �� n 3<$�	�/ x *$��� ����� 
�7�:,���� !%��? ��:  

( , )

( ) { } : , , , ,k n k

Binomial n p
n

P k P k p q k 0 1 2 n
k

�� �
� � � �	 


� �

x

x




�
 

 �$���	 �$�� ���� ,xN$���  :( )P x 0�.  
  

����: ���: �� ��N� ���> ��$�  �& !��K N�!(���? �W/ �� ��  .N�	 ��I���� �($Z\$�: �� ��� ��I  . ������ ����	 �Y�x �� 
=��B := x 3��I V$��� 3�W���? ��!�� P(x)!$�,/ ��� �� �� .  

( ) ( ) , , , ,
( )

x n xn K K1 x 0 1 2 n
P x x N N

0 otherwise

��� �
� ��	 
� �� �

�
�

�  

 

 53

��� ,.��:  �Y�n 1�	�/ �(�$ 3!I�� �	 z�)� ��� #$ 6�� �� ������ <$�N�%�  . bDx�	 6��  !I�� #$ �$ �]B !���) �� �]B
 S���0�q S���0� �� #$ , p(N$��� bD 3:  

( ) : ,k 1 kP k p q k 0 1�� �  
 �(�$( )P 0 q� , ( )P 1 p��	 !I��.  

 �� u�? �O�0 +$�
.���� ����!($�Y .  
  

 ���� 3AFD| '��> �� �:�� ��n *$��� ��Z� )'���Y (�7�:,��	 �� �� *$��� �� -���)'����D (�� g$��� S�	�:  
( )

( ) ( , )

( ) ( )

2k np
2npqk n kn 1P x p q e N np npq

k 2 npq
x npF x G

npq

�
�

�� �
� �	 
 %� �

�

	

	

 

  
 ���� 3-����D '��> �� �:�� �� ,n , ��Z� p�	 #@�& �� g$��� -����D *$��� 6��� -���:  

( ) ( )
!

k
npk n kn npp q e Poisson np

k k
��� �

�	 

� �
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G�� ���� 
-�8�)Hypergeometric(:  
N$��� 3!I�� �($Z\$�: -,!� C�8�� �Y� 
�> S��	 ��:  

max( , ) min( , )
( )

K N K
k n k 0 n N K k n K

NP x
n

0 otherwise

��� �� �
�	 
	 
�� �� �� � � � ��� � � ��

	 
� � ��
��

 

max( , )0 n N K� �NO�� ��!�� �& ��� �X�? +$!�  ��%C�8�� K!In-k�� , K��� NO�� 
& ��!�� �� !��� �& �%N-K 3��� 
bD 3��I ��^�� :n k N K� � �o  
min( , )n K ��� �X�? +$!� Z� C�8�� ��W���? ��!�� �&�� K!I��I ��^�� �W���? 
& ��!�� �� !���.  

  

N$��\� �Y� �$ :Kp
N

��I�� N�%��? 3:  

( )

Np N Np
k n kP k

N
n

�� �� �
	 
	 
�� �� ��

� �
	 

� �

 

�J ���	 ��W��8�� ��!��
 ��!��8�� 
&�W�� 
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�A���! ���� 
H8� 6	)��9-�3:(  
�(& ��� !N�W:��	 �$� '7��	 ��  .�G��	 C���D �!�/ �� �� �& N�(&r!$��� ��I ���  . �Y� �� �W����D 
& ��!��y S���0� 3N�	�(� 

n�y !$�,/ ��� �� �� ( , , )n r r 1� � �.  
  

 �Y� �7& �O�0 �� '�>�, �� N�(& ���G� �!�/ �� �O��� <$�	�/ #$A&  �( )P A p� 3r ��� ������ ����	 , !��� T�]��y =��B �� :
= y  �� K!I z�)� ��W^$�	�/ 
& ��!��r H�>, ���AN$��� 3��I V$��� :  

 
( ) ( ){ } r 1 n 1 r 1n 1

P n p p q
k 1

� � � ��� �
� � 	 
�� ������������

y  

  
�(�$:  

{ } : , , ,r n rn 1
P n p q n r r 1 r 2

r 1
��� �

� � � � �	 
�� �
�y  

�7�:,� *$��� �� +$� �W���& ���� ���	 �](	 ��!($�Y.  

S���0�r	 +�	��� !$�� E���0 �& �����n!I�� <$�	�/ +�	�

S���0�r-1�W^$�	�/ '��� -��	 �� �����	 )n-1<$�	�/ (  
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 �Y� �	�N�(& ���:r� �y x �& 3x  , �W��GI ��!��y '�>�, 3��� �W^$�	�/ 
& ��!�� k�x '�>�, �� k r� �y , K��� S���	 
�(�$ 3���� ���G$ S���0�:  

{ } : , , ,
n k r

r n r r k r kn 1 r k 1 r k 1
P k p q p q p q k 0 1 2

r 1 r 1 k

� �
�� � � � �� � � � � �

� � � � �	 
 	 
 	 
� �� � � � � �
�x  

  
+$��� ���& N��I�� �%:  

( )k
r k 1 r

1
k k

� � �� � � �
� �	 
 	 


� � � �
 

�[O:  

{ } ( ) ( ) : , , ,r kr
P k P k p q k 0 1 2

k
�� �

� � � � �	 

� �

xx � 

 �� +$��A���! ����
H8� 6	!($�Y .  
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-�8� ����)Geometric(:  
�7�:,� *$��� u�? �O�0 -/ �� �& ��� �](	 ��r 1��(�$ 3!I�� :  

{ } ( ) : , , ,kP k P k pq k 0 1 2� � � �xx � 
 3�)($� ��x��GI ��!�� 3��� �����	 +�O,� S��0 �� <$�	�/ ���G� �� �W.  

  
N$��� , ��� ��!(% 'O��� #$ *>�, �� *$��� +$�:  

k

k 0

ppq 1
1 q

��

�

� �
��  

  
 �W���& ���� �� �O�0r 1� �p/ ��  �� �	P(y)!($�Y ��!(% *$��� �� N$��� -�^   . ����r 1� N$���:  

{ } : , , ,n 1P n pq n 1 2 3�� � � �y  
 3�)($� ��y��� �����	 +�O,� S��0 �� �W^$�	�/ 
& ��!�� 3.  
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�!�5� �$7�� I� ���:  
�	 z�)� -/ �,� ����7�" �J ���	 N���� �� �G($� �� �:�� �� 3������ ����	 #$ *$��� *��� +���� ��� �� ����	 ������ �� 3��I

�>F"$��� �& N$!(	N$�,/ ��� �� �� ������ ����	 #$ �� ����� *  .���$� �����GI/ !(�	  . -��� *$��� �& N��!� N�7$�	 EF�	 �$
���@ 3��� ������ -/ �� ,� j��O, �& ��	,��	 ����	  . , !I�� ������ S�(\�� ��� �Y� �$cos( )A t� � �y // *$��� 3y 

NWO��	� , ���@...  
  

 �Y�g(x) #$ �	 3!I�� ����0 *��� �% �� N����( )i ix � �x 3( )i iy g x�N�%� ��� �� :  

 
�	 �	 �� !$!: ������ ����	 #$ �& N�W:��	 *��� ,� g�&�� �� bD!%�:  

( ) ( ( ))g� � �y x  
 ������ ����	y�	 �� ����� ��  ������ ���xN�$�Y .  

  
 *$��� +���� �� N�(��� S�0x�	 ��\@  *$��� N����yN$�,/ ��� �� �� .  

i�
��� ���� 'i� ix iy

( )i�x

( )i�y

( )ig x

�!" �!"
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��� K��� ����� �7��	 ����Y �O�0 ��:  

: ( )

: ( )

( ) { } { ( ) } ( )

( ) { } { ( ) } ( )
i

i

i
i g x y

i
i g x y

P y P y P g y P x

F y P y P g y P x
�

�

� � � � �

� � � � �

�

�

y

y

y x

y x
 

  
 ������ ����	 �Y� EF�	x !(& ����?� �� �$� �$���	:  

xi 0 1 -1 

Pi 
1
3

 1
3

 1
3

 

 ����2�y xN$��� :  

( ) { } 1 1 2P 1 P 1
3 3 3

� � � � �y y  

�	 �Y��� �� ,N�(& C��0 Z� �� �WO���0� '��� N����.  
  

 *��� '���5	 �� �!��� ����Y��e ��W�O�0 ���� �	�CDF�	 K��� �& N$����D��� ��.  
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���� 1: ( )g x ax b� �:  
 

{ } ( )
( ) { } { }

{ } ( )

a b
y b y bP F a 0

a aF y P y P a b y
y b y bP 1 F a 0

a a

� �

� �� � � ���� � � � � � � � �� � � � ��

x

y

x

y x

x
y x

x

 

  
N$��� �)($� ��:  

( )
( ) ( )

( )

y b1 f a 0 y b1a af y f
y b a a1 f a 0

a a

�� �� ��� �� ��� 
��

x

y x

x

 

, �]�I �(�$scale

x

y

y

y-b
a
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 ����2 )J�� K��� ��-�L9�:( ( )g x x�:  
  

( ) { } { }
{ } ( ) ( )

0 y 0
F y P y P y

P y y F y F y y 0

�

�
� � � � � � � � � � � � ��

y
x x

y x

y x
x

 

  
  

l�^	 ��N$��� ���Y:  
( ) ( )

( )
f y f y y 0

f y
0 y 0

� � ��
� � �

x x
y  

x

y

y

-y y
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� EF�	 �Y( , )N 0 1
x�I�� N�%��? 3!I�� :  

 
  

 

1
2%

x y

( ) ( )f x g x�x ( )f yy
2
2%

1

x

.0 5

1

y

( ) ( )F x G x�x ( ) ( )F y D y�y
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 ����3: ( )
x c x c

g x 0 c x c
x c x c

�  ��
�� � � ��
� � ��

:  

  
  
  

( )
{ } ( )

( ) { }
{ } ( )

g
P c y y 0 F y c y 0

F y P y
P c y y 0 F y c y 0

�

� �  � � �
� � � �� �� � � � �� �

x
y

x

y x
x

y
x

 

  
{ } ( ) ( )P 0 F c F c� � � �x xy  

x

( )g x
x c�

x c�

c�
c

1
( )F xx

1
( )F yy

cc� x

y
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( )

( ) ( ) ( )

( )

c

c

f y c y 0

f y y f u du y 0

f y c y 0

�

�

� �
��� $ ��
�

� ���

 
x

y x

x

 
( )f xx

cc� x

( )f yy

y
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 ����4: ( )
x c x 0

g x
x c x 0

� ��
� � � �

:  

 
 
 
 

 
{ } ( )

( ) { } { } ( )
{ } ( )

P c y y c F y c y c
F y P y P 0 c y c F 0 c y c

P c y y c F y c y c

� � � � �� �
� �� � � � �   � �  � �
� �� �  � �  �� �

x

y x

x

x
y x

x
 

 
 

1

x

( )F xx
1

y

( )F yy

c� c

x

( )g x

x c�

x c�

c�

c
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( )
( )

( )

f y c y c
f y 0 c y c

f y c y c

� ��
�� �  �
� �  ��

x

y

x

 

 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

�� �& !�I�� ��I�� ��$ �� -!�	 �����g(x) �� `�D g�� K�,!5	 #$ �� Fy�	  �� `�D bG" �� , ��Ig(x)g:�	   
�� -!�	 �����Fy�,!5	 #$ �� �	 K��I.  

( )f xx

cc�

x

( )f yy

y
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�� �����	
� �����fy ��� � � fx����� ��� �� . 
 

����: ��� y ������ �� !"#$ "�� ( )g x y��%�� ���  ��&x1 !x2 �  ...�'�� !#$�� :( ) ( )1 2y g x g x� � ������ !: 
( )

( )
( )

i

ii

f xf y
g x

�
�� x

y  

�(: 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

i

i

i x x y

i
x x y

f x f x

dg x g x
dx

�

�

�

� �

x x

 

)� *��%� ��� �+'� �y *��� �#�� !"#$ "�� xi � #$�� ,���$ -��/ F(x) *��� �� xi0	%� #$�� ��12(. 
 

�� 4�78 !#$�� ��9�� �%�� �� �( �	/� ��� � ��;/ �<'� �� ���� ����� -��/ =�� �>( ���? �� �( ��'(. 
) �( ���@>A� �� �( #�� ��&�B C�D� ��g 0� ���  !��$fy�� ��� �� �� ���@��
�� ���E� ��9 ��� !���(. 
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1 2 1 2

1 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

1 2
1 2

x x ,x x x ,x

1 2

1 2

dx 0 , dx 0
f (y)dy P{y y dy} P{x x dx } P{x dx x } f (x )dx f (x ) dx

dy dyf (y)dy f (x ) f (x )
g (x ) g (x )

y g(x) dy g (x)dx

f (x ) f (x )f (y)
g (x ) g (x )

� �

� � �

� � � � � � � � � � � � � �

	 � �
� �

�� 	 �

	 � �
� �

y x x

y x x

x x
y

y x x

 

( )y x

0 x
1x 2x

2 2x dx�1 1x dx�

y
y dy�

���: 

 



 

 67

�>( ���? �� �: 
i

ii

f (x (y))f (y)
g (x (y))

�
�� x

y  

 
�E�� ,��: 

1 1 2 2

1 2
1 2

f (y)dy f (x (y))dx (y) f (x (y)) dx (y)

dx (y) dx (y)f (y) f (x (y)) f (x (y))
dy dy

� �

	 � �

y x x

y x x

 

 
�>( ���? �� �: 

i
i

i

dx (y)f (y) f (x (y))
dy

��y x  

 
�� �� ��'�G �y !"#$ "�� g(x) y��%�� ���� !#$�� �	$#� � :f (y) 0�y. 
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���	: 2a , a 0� �y x �'�� I2g(x) ax�)  ������ J�� �� ����� �����+$�
2VP

R
�.( 

 
 ���y 0� ������ !"#$ "�� 2y ax���� �%�� �� : 

1 2

1

2

1 2

1 2

y yx , x
a a

yg (x (y)) 2a 2 ay
d ag (x) g(x) 2ax

dx yg'(x (y)) 2a 2 ay
a

y yf ( ) f ( )f (x ) f (x ) a af (y)
g (x ) g (x ) 2 ay 2 ay

� � 


�
� � ���� � � 	 

� � 
 � 
��



� � � �

� �

x x
x x

y
 

 
 ��y 0� "�E�� !#$�� f (y) 0�y. 
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���� �E�� ,�� � ��: 

1 2
1 2

1 1 2 2

dx (y) dx (y)f (y) f (x (y)) f (x (y))
dy dy

y yd 1 d 1x (y) x (y) , x (y) x (y)
a dy a dy2 ay 2 ay

y yf ( ) f ( )
a af (y) : y 0

2 ay 2 ay

� �

� 	 � � 
 	 � 




� � �

y x x

x x

y

 

 
 "� � ��CDF���� =�� : 

y y y yF (y) P{ y} P{ } F ( ) F ( ) : y 0
a a a a

y yf ( ) f ( )
a af (y) : y 0

2 ay 2 ay

� � � 
 � � � 
 
 �



	 � � �

y x x

x x

y

y x
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 ��f (x)x�$� ��&�B !#$�� M�� : 
 
 

 �ND� ��N(0,1)x ���'( O�P � #$��  :2a , a 0� �y x���� !: 

y
2a

yf ( ) 1af (y) e u(y)
ay 2 ay



� �

�

x

y  

 ��� �(a 1� Q���� J��& !2��� ���� �9�� R� �� . 
 

 

1
2�

x y

( ) ( )f x g x�x ( )f yy

yf ( )
af (y) : y 0

ay
� �

x

y
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y y yF (y) 2F ( ) 1 2G( ) 1 D( )
a a a

� 
 � 
 �y x   

 

 
 
 

 �� �T �� #�'( �9��y 0� !f (y)y�� ��� �� �� ���@� U��#A� �& �� �� !���dy !f (y)dyy �� C��	? )� ��#A� 
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���� ����	 �� ������� � ������	: 
�� Z[%� -��( ��\ �� � �P��]� ��^	� �_�� !��(pdf �� CDF��� J�   . �P��]� ��^	� R� U#''( `�a�� �@� �	���2 ��

������	 � �������#'	
& J� . 
 

 ������	)Mean( 
���� ��	� �� )Expectation(: 

 Q���� b�E���� !`���� 07\ � ��� ���(x b�E���� �� x �G��� #�� �� x '���#: 

E( ) xf(x)dx
��


�
� � �x�  

)�� O�P �G��� #�� `���� �� �( ��$x f(x)C�E	�  �( �	/� �ND� !#$�� ��12x �� � 
#$�� ��#A� c�\(. 

 
���� �	

� ���? ���: 

Px(x)�� C��	? Q��� J��& i i
i

E( ) x P (x )� �� xx 

 
 �� � �G��� #��� �� x�)  ��� �� x� (�� d���� =����&�. 
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���� ��	� "�#$: 
1( %��&�	 '�)#� ��	�: 
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 � � �

� � � �
� �

x

x ���
 

 
"�$ *+�,: 

f(x) f( x) E( ) 0� 
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2( 
���� ��	� 
/�/� 0���: 
 ��g( )�y x ���� !#$��: 

E( ) yf (y)dy g(x)f (x)dx
�� ��


� 
�
� �� �y xy  

) �+'� O�P ��g(x) f (x)xC�E	� #$�� ��12(. 
 #	� ���	? �( �
�� g�n �'��fy#���	� �� #�'( f�
? � E( )y#���� ��� �� � . 

o !f�	( �� 4�78124. 
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���� �+'� �>�9 �: 

E(a b) aE( ) b� � �x x  
 

 



 

 81
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3(   ���8 ��a���\ �� !#$�� �	$� ��9� �( :P{ a} 1! �x"�E�� ! :E( ) a!x ���
� ���? � (E( ) a )�x��/�� �	/�  
  �( ��� #&�B :P{ a} 1� �x) x = aR� C��	? �� ! x = abr�j� ��7���� .( 
    ���8 ��b���\ �� !#$�� �	$� ��9�  �(P{ b} 1� �x"�E�� ! :E( ) b�x ���
� ���? � (E( ) b)�x��/�� �	/�  
  �( ��� #&�B :P{ b} 1� �x. 

 f�	( �� 4�78DeGroot o !188. 
 

�� �� ��


�
� � ! � ! �� � �a a

E( ) xf(x)dx xf(x)dx af(x)dx aP{ a} ax x  
 
4 ( 67��	 8��9	��(Markoff’s Inequality): 

 ��x #$�� �7D� �P��]� ��^	� R� )�'�� :f (x) 0 :x 0� �x �� P{ 0} 0� �x ( �0" ����� !#$�� "�[�� ���8 R� : 
E( )P{ }! " �
"
xx  

 
�� �ND� E( ) 1�x Q���� !#$�� x���� ���	? !#$�� �T �&  :P{ 100} 0.01! �x. 
���
��� ��� �n���� `(��� "���&  �(� �� �7
E( )x�� "��q	� !#'$�� s�=� ��$. 
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�� ���
��� b� � �a�B ���? J��(. 
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4�78: 
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� ! ! " � " ! "� � �x x xx x  
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�������: 
�� J�%� b�E���� ������ �( ��x? #'	
& ��#�� �T ,�? � C�  . ������ ��#'(�2 J=�� �( ���� g�n ��E�� ���(x C�? 

#&� J�%� �� �� � b�E���� �#��  . J=�� �E���� W�������#'(�2 i��	� �#�� C�? C��	? )b�E���� (��. 
 

b�E������#'(�2 ��� !J�
+� �&4��q	� �&: 

 
q��� �� ���� b�E���� �� �P��]� ��^	� 4�� :E( )
x x. 
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�� �q'��� "���& �P��]� ��^	� R� �G��� #�� J�T !�� �q'��� �	��( W�����  . �� � J� �( �� C�#	� 1�2
x$ �� 2$ 

�� J�%�#'&�: 
2 2E(( ) )� 
x$ �  

 
$ ����� c�A� � (Standard Deviation)#'��� . 

 �( #��� �9��var(x) ����� �P��]� ��^	� Q��� J��
�����   .$�� �P��]� ��^	� ��B W'9 � . 
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������� "�#$: 
1( 2 2 2E( ) E ( )� 
x x$I 

2E( )x � Mean Square���� � #'���  :2rms (root mean square) E( )� x. 
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4(  6;��. 8��9	��(Tchebycheff’s Inequality): 
2

P{ } 1 &
 # � � � # ! 

#

x $� �  
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) ���#$ ��� -7/ ��a�B �� ����(. 
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��� �Bienayme���� : 
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�����E� � :a �� � n 2� � k# � $�� �<�	� !��$: 
2 1P{ k } P{ k k } 1
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 ! � 	 
 � � � ! 

#

x x$� $ � $ � $  

 Q���� �& ��� �(x �� p��a )�� ���#� ��9� !#$�� p��a Q���� �& ��� �( ��	@� #? �( �� J�%� J��.( 
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 � � � ! 
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���&� 0�/�<	 ))x(g(E: 
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 � 
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�� � � �
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���	:��	$� �( ���D� �� : 
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2( ��	�� '�)#�: 
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�� �w� �� �>( ���? �� � C���� Q���� C�?�����  . ��a b� �x z!#$��  
���( ����: 
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���	:�� ���� Q���� ��� ����? =��� . 
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5( ��� '�)#�: 
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7( �	�F '�)#�: 
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8( �/�#H '�)#�: 
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9( 
+#��� '�)#�: 
k 1 k

2 2 2

2 2 2

P (k) P{ k} p q : k 0,1

E( ) 0 P{ 0} 1 P{ 1} p

E( ) 0 P{ 0} 1 P{ 1} p

var( ) E( ) E ( ) p p pq


� � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

� 
 � 
 �

x x

x x x

x x x

x x x
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10( �A@K�� '�)#�8�: 
k n kn

P (k) P{ k} p q : k 0,1, ,n
k


� �
� � � �� �

�  
x x �  

���( �� J�%� J��: 

2

E( ) np

var( ) npq

� �

� �

x

x

�

$
 

 
)�>�9�� �P��]� ��^	� Q/� ���� � � x��<� J��n 1� � �
�� ������ �P��]� ��^	� ��� � 2$�� b�'T b� #��$  .�� J��

���
� b�� �����	
� � �&�� J�%� =�  . �j�� � "��q	� �E�� "� R�n n 1
i n

i i 1

� � � �

�� � � �
�  �  
 �� ) o !e� f�	( ��152 � 153  .(

#�� ��&�B �#�� � �][%� Q��� � "��q	� �� �E�� "�(. 
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11( L#� '�)#�
/�>=: 
Np N Np
k n k KP (k) P{ k} : max(0,n N K) k min(n,K) , pN N

n


� �� �
� �� �
�  �  � � � 
 � � � �

� �
� �
�  

x x  

���( �� J�%� J��: 

2

npq

KE( ) n np
N
nK(N K) N nvar( )

N 1N

� �


 

� �
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x
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12 (�A@K�� '�)#�
M>	 8�: 
r kr k 1

P (k) P{ k} p q : k 0,1,2,
k

� 
� �
� � � �� �

�  
x x � 

���( �� J�%� J��: 

2

rqE( )
p

rqvar( )
p

�

�

x

x
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���� ����	 �� 8�=����;F)Moments of a RV(: 
�� ��� �� � �P��]� ��^	� � �q�a�� ���#? �� �( #���� ��#t W����� � b�E����#���  .�>( ���? ��	%� ����� 

) ��#	� ���	%�(Initial) ( �7���n �P��]� ��^	� gx�� `���� ��� 4��a �� ��$: 
n n

nm E( ) x f(x)dx
��


�
� � �x  

 
 �7��� �=(�� ���	%� �n �P��]� ��^	� gx�� `���� ��� 4��a �� ��$: 

n n
n E(( ) ) (x ) f(x)dx

��


�
� 
 � 
�x� � �  

 
�( �� b$��: 

2
1 2 1 0 0m , , 0 , m 1� � � � �� $ � � �  

 
 b�'_�&nE( )x  �7��� 0>j� ���	%� �n � gE( a)
x ���	%� � x �j�� C�? a) ����� ���	%��	P�� (#'���  . ��f(x) M�� 

 !#$��0��1� �  :n nm � ����� b�'_�& �  :2n 1 0� ��  . �� �n�af(x)�j�� C�? ���� !#$�� J���	� � :2n 1 0� ��. 

Section 5.2 
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���	:  �7��� ���	%�n���� Q���� g: 
r r 1 x

r n r 1 x r r
n n r 1 x

n n r n0 0

2 2
2 2

x ef(x) u(x)
(r)

x e (n r) (n r)m E( ) dx x e dx
(r) (r) (r) (r)

rE( )

r(r 1) rE( )
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(
�

(
�
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( ( ( 0 � 0 �
� � � � �

0 0 0 ( 0 (

	 � �
(
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	 � 	 �
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� �x
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�
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�N;	 '��� � ����;F �+#	 '���: 
�	%� #��� Q��� !�P��]� ��^	� R� ��&���	%� �7��A� �>�9 � �q>	[� ��&�����( �� ��)�][%� Q��� �� (�� R�(#'(. 

 ���	%� #��� Q��� !`���� 07\(Moment Generating Function) �P��]� ��^	� x� �� 4��7t : 
s sx(s) E(e ) e f (x)dx

��


�
1 � � �x

x x  
) ��� �	7�s#$�� �	$� ��9� C�E	� b� �( ���&(. 
 

 �� ���ET Q��� eN2n -�#7� J��& !���	%� #��� Q��� �'��)�� -�#7� s �� -s.( 
 

�� -�#7� ��� x��<� �� ���	%� #��� Q��� !�	

� ���? ����$: 
is sx

i
i

(s) E(e ) e P (x )1 � ��x
x x  
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����;F �+#	 '��� "�#$: 
1( ����;F 0���:�� ���	%� #��� !Q��� b� �� �+'� �>t �n�a �( �� b� !#'���: 

n)n
nm E( ) (0)2� � 1x  

 0	%� �'��n Q��� g ���	%� !�qa �j�� ��n�� � g#&�. 
 

4�78: 
n

n sx
n

n
n

nn
s 0

d (s) x e f (x)dx
ds
d (s) x f (x)dx m

ds

��


�

��


�
�

1
�

1
	 � �

�

�

x

x

 

 
 ���n 0��� �<�	� �( ��$ :0(0) m 11 � ���� !: 

(0) f (x)dx 1
��


�
1 � �� x  
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2(  ��a b� �y x���� !#$�� : 
bs(s) e (as)1 � 1y x  

���: 
(a b)s bs as bs(s) E(e ) e E(e ) e (as)�1 � � � 1x x

y x  
 
3(  ��g( )�y x �7��A� �� ���� J�#� !fy��  J��(s)1y ��( �7��A� �: 

sy sg(x)s(s) E(e ) e f (y)dy e f (x)dx
�� ��


� 
�
1 � � �� �y

y y x  
 

��� #�� ���� ��;/ 07\�G
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���	: ����� Q����: 
x

( s)xsx x
0 0

f(x) e u(x)

(s) e e dx e dx : Re(s)
s


(

�� �� 
 (

(

� (
(

1 � ( � ( � � (
( 
� �

 

 
���� eN2n -�#7� C�#9 �: 

Laplacet 1e u(t) : Re(s)
s


( 3///� � 
(
� (

 

 -�#7� �� W2s �� -s�$� ��&�B : 
Re( s) Re(s)

(s) : Re(s)
s


 � 
( 	 � (
(

	 1 � � (
( 


 

 
"��� "� b� � ���	%� �7��A� ���� � �>�B ���� ��. 
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���	:�>�9�� Q���� �: 
k n kn

P(k) p q : k 0,1, ,n
k


� �
� �� �
�  

�  

�7��A����	
�  � � 2$ �� -+%� ��	7
�. 

i
n n

sx sk k n k s k n k s n
i

i k 0 k 0

s n 1 s n 1
s 0s 0

2
2 2 2

2
s 0

2

n n
(s) e P(x ) e p q (pe ) q (pe q)

k k

d (s) n(pe q) pe n(p q) p np
ds

d (s)E( ) npq n p
ds

npq


 


� �


 


�
�

�

� � � �
1 � � � � �� � � �

�  �  
1

� � � � � �

1
� � �

	 �

� � �

x

�
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�N;	 '���: 
 �P��]� ��^	� �][%� Q��� !`���� 07\x � �� 4��7t: 

j j x( j ) E(e ) e f (x)dx
��� �


�
1 � � � �x

x x  
 J��& �'��(s)1x  ��9 �� �(s !j��� �	P�� ��/ . 

��& W2 o�B J(s)1 �� � J� =�� 4�/� �&�� � ��� � ( )1 ��� J�%� ��&�. 
 

 ����P -�#7� Q/� �� �][%� Q���pdf �� ) -�#7� ��� �� -�.( 
���� ����P -�#7� W+t �j�� �� �9�� ��: 

j x1f (x) e ( j )d
2

�� 
 �


�
� 1 � �

� �x x  

�� W2 J��f �  ��� �1 � 1 ��� � � f ���� ��� �� ) -��( ��\ �� �P��]� ��^	� !J� b	$� �� � �� ���E� �][%� Q���
�� "#$ Z[%�.( 
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�� �w?N� �	?� ���( ��$: 
n n

n n n n
j 0 0

d ( j ) d ( j )1m
d(j ) j d

�� ��

1 � 1 �
� �

� �
 

) 4��	%� g��� !��$�� �	$� � �&���	%� g��� ��1���� �qa �j�� �� �   .R� i
� �� W2�� J�1 !( )1 � �& ��� � � � ���� 
 ��1 !#$�� g�>�� f�� g�>�� =�� (. 
 

�	 O9� %�#+1: 
i n

1 i n
n 0

( j ) ( j )( ) 1 j m m m
i! n!

��

�

� �
1 � � � � � � � ��� �  

 
���	:  �	���2 �� ����� Q���� ���(���� : 

t 1( ) (e u(t) : Re( ) 0 )
j j

4
((
1 � � 3/� ( �

( 
 � ( � �x  
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���	:  ���N( , )x � $� !1x � #�'( #�2. 

N(0,1)

�

xz �
$
�  

2

22 2

z 2
j z 22

(z j )
2 2 2

1 z 1( j ) e e dz j z (z j )
2 2 22

1e e dz e
2

&�� 
�


�


 �� ���
 
 



�

�
1 � � � � 
 � 
 
 � 


�

� �
�

�

�

z

 

 
�( #�$�� �	$� ��� �� �n�a: 

2 2x
2 21 e e

2

�

 
43/�

�
 

 
 ��� J�'( W2� �x z$ ����� : 

2
jj 2( j ) e ( j ) e

&�
� 
�1 � � 1 � �x z

$�� $  
 �� � �j�� b� �( �� �	@� #���y
� �\�B. 
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���	:  ���N( , )x � $� !n�#�'( #�2 � �&. 

N( , ) N(0,1)

	 �

xx z �� $
$

� �  

2 2

n n n n
n n

n n

n n
n n2 2

n n n n

0 0

( ) E(( ) ) E(( ) ) m ( )

1( ) ( j)
j

1 d dm ( ) (e ) j ( 1) (e )
j d d
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�� ��
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 � �
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z

�� � $ $
$

 

 
�A@K�>.*�	�= 8�: 

2 2x xn
n 2 2

n n

2 3 4 2
0 1 2 3 4

dH (x) ( 1) e (e )
dx

H (x) 1 , H (x) x , H (x) x 1 , H (x) x 3x , H (x) x 6x 3 ,
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�>�9#'T�� ��� ����& ���k�� ��� ��&: 

k 1 k k 1

n n 2 n 4
n

H (x) xH (x) kH (x)
n n

H (x) x x 1 3 x
2 4

� 



 


� 


� � � �
� 
 � �� � � �

�  �  
��

 

 
W2: 

n
n nm ( ) j H (0)�z  

���� �P�\ �: 
n
2

n
( 1) 1 3 (n 1)H (0)
0

�� 
 � � � � 
� 
��

�  nM�� 
n��P 
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W2: 

n
1 3 (n 1)

m ( )
0
� � � 
�

� 
�

z
�  

1� �: 
n

n
1 3 (n 1)

( )
0

� � � � 
 �
� 

�
x $

�
�  

 
���� �ND� :4

4 4�� $. 
 

�� J#'T "� b� � ���	%� J��( f�
? �<'� ��"�"��� ���� �>�B �� ��� !��7� ���� �� ��$) o !f�	( �� ���	
� "�151.( 

nM�� 
n��P 

nM�� 
n��P 
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���	: �� asin( t )' � 5x � � u(0,2 )5 �� !( j )1 �x#�'( f�
? � . 
 ��a�B �� �9�� ��3���� : 


1

22 j a sin( t )
0

t 2 j a sin u
0t

( j ) e f ( )d u t

1 e du J ( a)
2

�
� � ' �5

' � � �

'

1 � � 5 5 � � ' � 5

� � �
�

�
�

x 5  

 
 

 
�� -
� Q��� �7��� C� xn: 

c 2 jnu jxsin u
n c

1J (x) e du
2

� � 
 ��
� �  

 

�qa �7��� C� x�� -
� Q���:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

0

( )0J �
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Chapter 5 

 
 

1. pmf�����                5. ���	
��  ����� ���� 

2. CDF�����                6. ����� ����� 

3. pdf�����                 7. ������ ����� � �� ������ 

4. ������ ����� � �!"�#�        8. ����$ %�&���� ������ '������� 
 

 

 1

���� ���	
 ���: 
 ������ �	
��x ��� �� �� ��� ����� i� �ix�� �� �� �������: 

1 1 2 2 N Nx ( ),x ( ), ,x ( )� � � � � ��x x x  
���� ������ �	
�� ��� �	��� !	"� ��#$��� % y&��	�� �'� �� ���"� %�(� !	"� %)� �� � ��� �� i��%���� ��#*� ) iy��(  ��

�� ����#��: 
1 1 2 2 N Ny y( ),y ( ), ,y ( )� � � � � ��y y  

 �� �-��� ��x��.�) /�"�0� /���� �� 23� ���� 1{ x }�x �� 0{ x }�x ���� �� ) &���� &45�3�� ) y�	��� !	"� �� 6	� . 
 

�� /�0����� 8)9 !���� �'� �� �� ;�� %��i i(x ,y )���.�) /�"�0�  23� ����1 1{ x , y }� �x y �� 
0 0{ x , y }� �x y)  � � �<� ��={( , )} D�x y )�$�� { ( ( ), ( ))} D�� � � �x y(��� >�-� �� . 

 
 
 
 

� ?�@ �� �<� �5�0 �� A�9�� !�B�x A�9�� ) y���.�) !�� /�"�0�  ��)%#�� )� (�"� CDE� ��B) �F�G ���x ) y #$B�� 2���� 
�#�� �H�#�� &	���I  (��.�) !�� /�"�0� ;��� CDE� %��� )&���� 9�	� %#�#J %����6�� �� ��. 

x

y

D
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 ��	�
 ���	�� ����) or Joint pmfunctionFrobability PJoint (: 
 ���x ) y�� �	
#$B�� ����� ������ %��L���G �: 

 
P (x,y) P{ x, y}� � �xy x y  

 
 %��� �$F"� ������ ���x� 1x� 2x� 3x)   ... %��� )y �1y �2y �3y )  ...B��$#&���� �: 

ij i ip x x , y y
P (x,y)

0 otherwise
� ��

� �
	

xy  

 
�B�� &	���I MN: 

i j ij
i j i j

P (x ,y ) p 1� �

 

xy  
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���� ?�= 9�;�P  ���� &	���: 

j
j

{ x } { x , y }� � � �i ix x y�  

MN:  
j

j
P{ x } P{ x , y }� � � �
i ix x y  

 
�Q	�� �� �	B�0 /�"�0� A����%� (Marginal pmf) �9 �� �&����: 

i i j
j

j i j
i

P (x ) P (x ,y )

P (y ) P (x ,y )

� �
��
�

��
�	







x xy

y xy

 

 
 )9 �� %���R*�"Q� �� D 9� 2�&���� : 

i j

i j
(x ,y ) D

P{( ) D} P(x ,y )
�

� � 
x, y  

 

pmf�	B�0 %�x: 

pmf�	B�0 %�y: 
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���
: �� �� �T�� &�9�#�� ������ %���	
�� )x ) y �� �� U���� ��9 V��@ ��&	$�: 

i
0 i 4

(f )
1 i 4

��
� � 	

x     )    i
i

(f )
0
�

� �
	

y  

x �� #����)���#��  0 ) 1�� #B�� ��B��   .y �� 6	� #������#�� ��4P 0 �2 �4 ) 6#$� ��	�I� �� .MN  : 
1 (0,0) 4 (1,4)
2 (0,2) 5 (1,0)
3 (0,0) 6 (1,6)

� �
� �
� �

 

) 9�8� �ijp �5 �Y@ �	Z ��#$���.( 
 
 

 A����/�"�0� x ) y ��9 V��@ �� #$���: 

 1

3
6

0
x

3
6

( )P xx

2

1
6

0
y

3
6

1
6

1
6

4 6

( )P yy
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i��� 

( , )P x y
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x
1
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2
6

1
6
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��T�	N �5�0 �� �i jP{ x , y }� �x y/�"�0� A��� �[5 ) �T� �Y@ �CDE� #$$�\��.�) /�"�0� ��	� ��. 
�[5 CDF ) ]��E� pdf� �� ����� �� ]��E&	$�. 
 

�	����� ����� ������	�
 ) Joint CDF(: 
U���� ^�=: 

F (x,y) P{ x, y}� � �xy x y  
�� �$��R	0 D  2FB ^��-�2�����T� : 

 
 

����� �5�0 ��: 

i j

i j
x x y y

F (x,y) P (x ,y )
� �

� 
 
xy xy  

 
2�. /�3� �� H_3��� ��&: 

2 1 3F (0.2,2) P(0,0) P(0,2)
6 6 6

� � � � �xy  

x

y
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 ���� ����CDF��	�
 : 
1) F ( , ) 0 , F ( ,y) 0 , F (x, ) 0 , F ( , ) 1�� �� � �� � �� � �� �� �xy xy xy xy  
 

2) 
F (x, ) P{ x} F (x)
F ( ,y) P{ y} F (y)

�� � � �� �� �
� ��� � � �� �	 �

xy x

xy y

x
y

 

 
 %��� MN1 2y y�&���� : 

1 2 2 1

2 1 1 2

P{ x,y y } F (x,y ) F (x,y )
F (x,y ) F (x,y ) 0 : x,y y
� � � � �

� �  � �
xy xy

xy xy

x y
 

%��� ) 1 2x x�  6	�&����: 
1 2 2 1

2 1 1 2

P{x x , y} F (x ,y) F (x ,y)
F (x ,y) F (x ,y) 0 : y,x x
� � � � �

� �  � �
xy xy

xy xy

x y
 

A����CDF�	B�0 %�(Marginal CDF): 
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�B�� &	���I b�Q���T ): 
1 2 1 2

1 2 2 1 2 1

2 2 1 2 2 1 1 1

2 2 1 2 2 1 1 1

P{x x ,y y }
P{x x , y } P{x x , y }
(P{ x , y } P{ x , y }) (P{ x , y } P{ x , y })
F (x ,y ) F (x ,y ) F (x ,y ) F (x ,y )

� � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � �xy xy xy xy

x y
x y x y

x y x y x y x y  

 
 

 A��� c��I �<"J 9� MNF �� �T� !�� �"Q� �� %��� d�� e1x �2x �1y ) 2y �� 2 1x x� ) 2 1y y���T� �Y$��� . 
 ��� �$��1 2x x� ) 1 2y y�&���� �: 

2 2 1 2 2 1 1 1F (x ,y ) F (x ,y ) F (x ,y ) F (x ,y ) 0� � � xy xy xy xy  
 

#	$� �J�� ��� �� x ) y#$B�� ��T�	N L���G �: P{ x, y} 0� � �x y  .�4$� R-�� f� �$�����#� �5�"�0�   .!	$g"� &���� :
P{ x} 0� �x  .�$��#��� H�"�0 ) ���#� �5�"�0� &� hI f� R	0��  Di-T �#B�� �Y@�	Z . 

 

1x

2y

1y

2x
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��	�
 ���	�� �!�"# ����) Joint pdf(: 
��� ^�=U�: 

2F (x,y)
f (x,y)

x y
�

�
� �
xy

xy  

 
�� U���� 9���� ;�E� ;����� : 

f (x,y)dxdy P{x x dx,y y dy}� � � � � � �xy x y  
�[5: 

D

P{( , ) D} f (x,y)dxdy� � �� xyx y  

 A��� ��9 &Q0 �$��f (x,y)xy�	0�� �� �� ��T� �	0�� ;G /�"�0� ����	� . 
 

 ���D	0�� �� R 0x�x)  y��y  �'� �� U���� �� �J�� �� ) &��	��CDF&���� : 
x y

F (x,y) f(u,v)dudv P{ x, y}
�� ��

� � � �� �xy x y  

 

 9

�B�� &	���I 6	� c�I �5�0 ;��$* ��: 

f(x,y)dxdy F( , ) 1
�� ��

�� ��
� �� �� �� �  

 

���� &	��� :F (x) F (x, )� ��x xy�[5 k :
xdf (x) f (u,v)dudv

dx
��

�� ��
� � �x xy) �Q	�� �� : 

f (x) f (x,y)dy
��

��
� �x xy : x �	B�0 �5��P A���%�  

 ) H�4��E�&����: 

f (y) f (x,y)dx
��

��
� �y xy : y �	B�0 �5��P A���%�  

 

 

x x dx�

 



 10

���
: ��� 
2 2 2 2

2 2

c (1 x y ) 0 x y 1
f (x,y)

0 x y 1

� � � � � ��� �
� ��	

xy ��#�� �#B�� c A��� �f (x)x ��#�� ) 2 2 1P{x y }
2

� � �� 

#	��"� ��T�i�. 
 

 
 
 
 
 
 

 

2 12 2 2
0 0

f(x,y)dxdy 1

2c(1 x y )dxdy 1 c (1 r )rdrd 1 c

�� ��

�� ��

�

�

� � � � � � � � � �
�

� �
�� � �

 

#0�) \���� %)�
x

21 x� �

21 x� �
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2

2

31 x
2 2 2 2

1 x

2 8(1 x y )dy (1 x ) 1 x 1
f (x) f (x,y)dy 3

0 x 1

� �

��

� ���

�
� � � � � � � ��� � � ��
�

��	

��x xy  

 
2 22 2 2 2 22

0 0

1 2 2 3P{x y } (1 x y )dxdy (1 r )rdrd
2 4

�
� � � � � � � � �

� ��� � �  
�� L���� %)� 

e��B   2
2
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 ���x ) y#$B�� ����� )� �� � pdf %�T f� � ��� #���I )� %m�)�%#� (#���� /�"�0� �4$� ��� )) �-�� b�J%�(. 
 

&����: 
(x a,y b) (x a) (y b)� � � � � � � �  

 
 
 
 
 

 
 ���(a,b) D� &���� �#B��: 

D

g(x,y) (x a,y b)dxdy g(a,b)� � � ���  

 ��� �<"J 9�g(x,y) 1��#B��  ����� d�� /������ f��� ��B ) ���9��9 &Q0 � �T� f�.( 
 

y

x

a
0

z

b

( , )x a y b� � �
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 %���x ) y ����� )�-�� b�J%�(��� &�: 
ij i j

i j
f (x,y) p (x x ,y y )� � � �

xy  �5��P A��� :  

 
 H_3� �� n�� /�3� �� H_�.&	�B��: 

 
 

 ��� ������� �	
�� )� 9� ) ��T�	N �F�%����#B�� ����� � �B�� &	���I V�iY@ %�T f� �� h�� /�"�0� )�-I b�J.( 
 

( , )f x yxy

y

x
1

0 2 4 6

2
6

1
6

1
6 1

61
6
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H_3������� �	
�� ���  x  ����� e�� 9�#B�� ��9 A�9�� %���� ) L���: 
1P{ 0} P{ 1}
2

� � � �x x  

 �5)������ �	
�� y  e�� 9� ��T�	N#B�� ��9 /���� A�9�� %���� ): 
2y

21f (y) e
2

�
�

�y  

�� ��� #���I ����� �4�G ]��E� �5��P A���: 
2y1

2

i 0

1 1f (x,y) (x i) e
2 2

�

�

� � �
�
xy  

 

-2
-1

0
1

2
3

-3
-2

-1
0

1
2

3

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

x
y

z
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 �T� !F"�x ) y#$B�� ��T�	N )� �� � &	B�� ��B�� �-I b�J �5). 
 

 ���g( )�y xR	<� �#B��  9� �	Z �� ��� (x,g(x))�$�� �#���� �Y@ /�"�0� : 
f (x,y) f (x) (y g(x))� � �xy x  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 8)9 ��� H_�(x,y) RiY@ �� �$i$� f� %)� �$F"� %��xy �� ���. ��B#$B����� o	N �5�0 !�� G#�. 

-3
-2

-1
0

1
2

3

-2

-1

0

1

2

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

x

y

z
( )f x �x g(x) sin( )y x�
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$%	&
 ����� '�(���	
: 
 ������ �	
�� )�x ) y#$��� 2���� �� � �� %��� L���� x ) y)��.�)  %��{ x}�x ) { y}�y�$�� �#$B�� 2���� : 

P{ x, y} P{ x}P{ y}� � � � �x y x y  
����� V���* �� �: 

F (x,y) F (x)F (y)�xy x y  
 

 Hp���� ��) ��� ?�= )� 9�
2

x y
�
� �

&��	�� (: 

f (x,y) f (x)f (y)�xy x y  
 

����� �5�0 ��&���� 6	� : 
i j i j

ii j j

P{ x , y } P{ x }P{ y }

P (x )P (x ,y ) P (y )
�� �

� � � � �

xxy y

x y x y������������ �����
 

 
)#B�� ���.�� d�� )�B 9� f� �� �����.�) �%�� { D}�x ) { D }��y �� %��� D ) D���� #$���I 2���� (. 
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���
: &	�B�� �� �5�3� ���$�� � :
2 2 2 2

2 2

2 (1 x y ) 0 x y 1
f (x,y)

0 x y 1

� � � � � ���� �
� � �	

xy A��� �f (x,y)xy !�B�� 2��. 

 9� ����� V��@ ��x 9� ����� �#��q y��	�  . �Q	�� �� x ) y#$��	� 2���� . 
 
)$"q&�#�� H��� : 

3
2 28f (x) (1 x ) : 1 x 1

3
� � � � �

�x  

 )fy!�� r�(<@�0 ) �T� 2FB !	"� �� 6	� )�  fxy�"� ��B(. 
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���
: 
2 2

2
x y

2
2

1f (x,y) e
2

�
�

�
�xy

 

 
k 

  

  

22

2 2
yx

2 21 1f (x,y) e e f (x)f (y)
2 2

� �! "! "
# $# $� �
# $# $� �

% &% &
xy x y  

 MNx ) y2����  )  L���  )� �� N(0, )#$��� . 
 

*��+�:  &	���fxy���� ;���� %���� )% (Circular Symmetry)�T� � L���� f (x,y)xy<@�� 9� ����� H���@ R (x,y)s#�� 9�  
#B��.�$��  : 

2 2f (x,y) g(r) : r x y� � �xy  
��B[� /�3� )� �� ��� fxy)���� ;���� %���� ��� %. 

 
R	(.�� ;�E� �� /���� A�9�� �	"�� �� &���� ��5�J ��	�� #��.  &	���D� ��� fxy /�0 !	* �� ) #B�� ��B�� %)���� ;���� x ) y 

#$B�� 2����� x ) y#��� )� ��   N(0, ) #$B��. 
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,�-.: ��� x ) y� 2���� L�� ) fxy#B�� %)���� ;���� %���� � x ) y;��F� M�����) ) �Y@ !	���	� �� /���� )� �� �$�� � 
 N(0, ) ��� #$���I )r��� �� V��t��c 143(. 
 

,�-.:  ���x ) y#$B�� 2���� � L���G g( )�z x ) h( )�w y��� #$���I 2���� 6	� . 
 �� �@�I �5�0 �� V��t�g)  h  #$B�� %���@)r��� �� �<� V��t��c 143:( 

1 1

1 1

P{g( ) z,h( ) w} P{ g (z), h (w)}

P{ g (z)}P{ h (w)}
P{g( ) z}P{h( ) w}

� �

� �

� � � � �

� � �
� � �

x y x y

x y
x y

 

 

)/_��T� 2	5� ��x ) y(
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�"	&��( � �/��0 1�
�: 
��� z����� 9�  x ) y #B���$�� � :g( , )�z x y �� #	�� ;G �q���� �T� �����: 

E( ) zf (z)dz
��

��
� � zz  

 
;�"� �5) �	
�� f� A��� ���� �� �� ��=������ &	�Y� R�T�i� ;)#� 6	� �Q$�� �� � fz��  ;���E(z) %)� 9� �� fxy��)G �T� �� . 

R	(. &	"�� �� MN �q��� #	�� �T�T� ��&��: 
 

,�-.: 
E(g( , )) g(x,y)f (x,y)dxdy

�� ��

�� ��
� � � xyx y  

) RiY@ �r��� �� V��t�144( 
) �� #	$� �J�� !��f� U���� �� U����m� #	�� %#� �q��� ��� ) �T� ���9�Tg  H���@ H_3� 9� �����x#B�� � �� �� ;�"� ������(. 
 

#	�� �F$�� ;�	� %��� �����q��� /������ ��  %)� %�	� b�#�� �� �5��PL#�G �T�  ;G %����� M�����9 #���[� , H_3�%��� 
 �q��� #	��p���� #$���� :E (g( , ))xy x y. 
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 ,2�	� : 1�
� 3��� �4� �/��0)6� �� 7!�� 0�'1+(: 
n n

i i i i
i 1 i 1

n

i i
i 1
n

i i
i 1

E a g ( , ) a g (x,y) f (x,y)dxdy

a g (x,y)f (x,y)dxdy

a E(g ( , ))

�� ��

�� ��
� �

�� ��

�� ��
�

�

' ( ! "
� # $) *

+ , % &

! "� # $
% &

�


 
� �


 � �




xy

xy

x y

x y

 

#	�� ) e�"Q� %�J �$���q��� �� �� ��� v�* ;���. 
 

&���� c�I �5�0 ;��$* ��: 
E(a b ) aE( ) bE( )� � �x y x y  

 

 



 22

 /�0�� #	$� �J��: 

-

 - - -2 2 2 2

E( ) x f (x,y)dxdy xf (x)dx

E(( ) ) (x ) f (x,y)dxdy (x ) f (x)dx

�� �� ��

�� �� ��
�� �� ��

�� �� ��

� � �

� � � � � �

� � �
� � �

x xy x

x x x xy x x

x

x
 

 )%��� �	��� !	"� �� y ������ 6	� -y )  y�� ��T�i� V��@ !	"� �� #��B. 
R-�� - -( , )x y� 2�t 6��� fxy ) �T�  x���� ��#$���N �� A�9�� A���  hI /�0 -x � x�� ;�E� �� #��.   y6	�  ��#$���N 

 hI /�0 ���-y � y�� ;�E� �� #��. 

 
 

y

y-

x
x-

�$i$����t %�� f �xy
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���N&Q$N ��������� ;�6	� �� �T� %������N  x ) y�� ;�E� &� �� �� #��. 
 

U���� ^�=�w�  M������x ) y �� �T� �����: 

. - - - -cov( , ) E ( )( ) (x )(y )f (x,y)dxdy
�� ��

�� ��
' (� � � � � � �+ , � �xy x y x y xyx y x y  

 #	$� �J�� �� �� M�����) ?_I �� ��	"���� �Y$������ M������� #B�� �Y$� �� ��3� #����. 
) �� �� M������� �4���� �(�� xy�� ;�E� #$��(. 

 



 24

 ����9���0��;: 
1( 

- - - - - -cov( , ) E ( )( ) E( ) E( ) E( )

cov( , ) E( ) E( )E( )

' (� � � � � � �+ ,
� � �

x y x y x yx y x y xy y x

x y xy x y
 

 
2( 

- 2cov( , ) E(( ) )
cov( , ) var( )

� �
� �

xx x x
x x x

 

 
3(  ���� �z x y  �#B���� &	����� :- - -� �z x yk&���� ���� ?�= 9� : 

- - - - - - -
22 2 2var( ) E(( ) ) E( ( ) ( ) ) E(( ) ) E(( ) ) 2E(( )( ))' (� � � � � � � � � � � � �+ ,z x y x y x yz z x y x y x y  

MN: 
var( ) var( ) var( ) 2 cov( , )� � � �x y x y x y  

��: 
   .2 2 2 2� � � �x y x y xy  
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�<� �5�0 �� ��� ��a b c� � �z x y�#B�� &���� : 
2 2var( ) a var( ) b var( ) 2abcov( , )� � �z x y x y  

 
*��+�:  �����"� ���q(Correlation Coefficient) x ) y�� U���� ��9 V��@ �� ��B: 

.
  

cov( , )r
var( )var( )

� � xy
xy

x y

x y
x y

 

 
���� ��� ;�E� ;���: 

--
  

r cov( , )
��

� yx
xy

x y

yx  

 �$��rxy �T� L6	5���� M�������  . H�#���� ��� &	���I ���t: 1 r 1� � �xy. 
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 ��� ����x Hp�"�� ��)�� o-T��� 9� ��p�� y#B #���I o-T��� 9� ��p�� &�   .V��@ !�� �� :r 0�k 
 ��� MF* �� 6	� ����x ��)�� o-T��� 9� ��p�� y!	��N #B #���I o-T��� 9� ��  .V��@ !�� �� :r 0�k 

 &� ����x ) y#���#� &� %)� %�	tx�   .V��@ !�� �� :r 0�. 
 

���
: U5�(  ;�6	�;�6	� ) ���B�� ;���I�<* kV���0 �J��  o��6�� �� /�@p� �J���� o��6�� 6	� ���B�� ;���I ;�6	� �V���0#���� 
     �$�� :r 0�k 
   r( �<* k��� ���=� ;�6	� ) ���B�� ;���I ;�6	��� o��� ���=� �V���0 o��6�� �� /�@p��$�� �#��� :r 0�k 
   8( �<* kL#B ��I)�� %�4���� ;�6	� ) ���B�� ;���I ;�6	��$�� �#���#� &� �� �-�� /�@p� :r 0�. 
 

 
 ���r 0� ��� #���I ����i� 9� �F� %9��� ;���� ��i� �#B�� )�i� Hp�@� �T� !F"� �� #	$� �J�� �5) �&	B�� ��B�#� ������ �

&���� �<� �5�0 �� 2�t ��i�.( 

y

y-

x
x-

r 0�

y

y-

x
x-

r 0�

y

y-

x
x-

r 0�
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*��+�: ������ %���	
�� x ) y  �� ����"���)Uncorrelated(#$��� � L���� r 0�xy �#B���$�� : 
cov( , ) 0�x y  

�Hp���� �: 
R E( ) E( )E( )� �xy xy x y  

) �� �5�0 ��<� �5�0 �� �&	�B��: R E( ) E( )E( ) cov( , )� � �xy xy x y x y( 
 

*��+�: ������ %���	
�� x ) y ��  #�����)Orthogonal(#$��� �L���� : 
R E( ) 0� �xy xy  

 
,�-.:  ���x ) y#$B�� ����"��� &���� �: 

   2 2 2
� � �x y x y  

 �$��M�����) e�"Q� ����� e�"Q� M�����)��� �T ) 2@�N�TV�#. !E�9�N� :/�$�	T + 6���(. 
 

,�-.:  ���x ) y#$B�� #����� &���� �: 
2 2 2E(( ) ) E( ) E( )� � �x y x y  
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,�-.:  ���x ) y#$B�� ����"��� � -� xx ) -� yy ���9 �MF*�� ) #�#�����: 
- - .E(( )( )) 0� � � �x y xyx y  

 
,�-.:  ���x ) y �#$B�� 2������� #$���I ����"��� ) ��	� �T�� H��)65 ;G MF* �5)(���9 �: 

E( ) xyf (x,y)dxdy

xyf (x)f (y)dxdy

xf (x)dx yf (y)dy

E( )E( )

�� ��

�� ��
�� ��

�� ��

�� ��

�� ��

�

�

! "! "� # $# $
% &% &

� �

� �
� �
� �

xy

x y

x y

xy

x y

 

 
x) y����"��� #��
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,!?&
 9@A '��� B%� ���
: 

2
1 1 x 1

f (x) ,2
0 otherwise

� � � ��� ��
�	

x y x  

 �Q$�� ��x ) y#$��	� 2���� &���� ) : 

12 2
1

3

E( ) 0
1 1E( ) E( ) x dx
2 3

E( ) E( ) 0
cov( , ) E( ) E( )E( ) 0 0 0

�

�

� � �

� �
� � � � �

�

x

y x

xy x
x y xy x y

 

 �$��x ) y#$��� ����"��� � �� �5�0 �� #$��	� 2����. 
 

�"�� ���
:  ���cos�x /� sin�y / ) u(0,2 )�	/  �#B���Q	�� �� 21� �y x ) L��� x ) y� 2���� ���� #$���D 
�5)&���� : 

cov( , ) (cos sin ) (cos ) (sin ) (sin )
0 0

1E E E E 2 0
2

� � � �x y ����������/ / / / /  
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�. ��	�� /_��T� A.�) ��������"��� 9� ���T� . hT��� %)� h�� �����"��� �� ��� ��#$���-�� �� �� #��� /_��T� �5)  
#B�� ���.��.  ��� �� #	$� �J�� H�$"q x ) y#$B�� 2����  �g(x) ) h(y)��� #$���I ����"��� 6	� ) ���9 g(x) ) h(y) 6	� 

#$<����(  .5�0 �����"��� %��� �� ?�0 !�� �� ����"� &	�6� &	����. 
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C�0��� '��&
��: 
2 2 2E ( ) E( )E( )�xy x y  

V��t� : ���t ��#�� �� %���0 &����: 
2 2 2 2E( ) 0 E( ) 2 E( ) E( ) 00 �  �0 � 0 � x y x xy y  

 ��� ;�$��&��	��: 2
E( )
E( )

0 �
xy
x

���#�� !�� %���  0&���� : 

 
 

6����B %)����� �� �� %)�����.) � �� &���: c�y x���9 �#B��  %�9� �� c�y x&���� : 
22 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

E ( ) E(c ) c E ( )
E ( ) E( )E( )

E( )E( ) E( )E(c ) c E ( )

�' (� � �+ , � ��
�� � �

xy x x
xy x y

x y x x x
 

 H�$"q2
E( )c
E( )

� � 0
xy
x

��� #���I . 

 %)��� V��@ �� MF* ��&����: 
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2 2

E( ) E( )E ( ) E( )E( ) E(( ) ) 0 c c
E( ) E( )

� � � � � � �
xy xyxy x y x y y x
x x

 

2 2 2
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 %�J �� 6����B %)����� �� ���x �� xx - %�J �� ) y� -� yy&	�� ���. � �B�� &	���I: 

1 22cov( , ) var( )var( )�x y x y  
�� M������� �$�� �� �P��B �Y$� ) ��3� #�����
� ���  �� ����� %#0 �T )� 9� ;G V��		var( )var( )x y���� . 

 

 ���� �� MNcov( , )r
var( )var( )

�xy
x y

x y
&����  :2r 1�xy ��$�� :1 r 1� � �xy. 

 
�� ��� #���I ���.�� ��.) %)���: c( )� � �y xy x- -#B��   .V��@ !�� ��&���� : 1 22cov( , ) var( )var( )�x y x y� 

�$��: 2r 1�xy.   ���c#B�� ��3� � r 1�xy��� )  c#B�� �Y$� � r 1� �xy�� #���I ����9 �: 
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c � � � 3xy x y y
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�����"� ���q %�������� �<"J 9�� �-I ;�	T��� �T�  .r����@  V�iY149 ) 150  #	��"� �'0_� ��) ��-I ;�	T��� \�����
 2�� �� H�#��6 I ��i@ ��� &	���  .2�� �� zi�� !�� 11 �T� L#�G 2��� ��= �� r���.( 

 
 

��	�
 0��	�D: 
 ������ %���	
�� ]��E� �)��E� �U���� ^�=x ) y�� �T� ����� : 

k r k r
krm E( ) x y f (x,y)dxdy

�� ��

�� ��
� � � � xyx y  

 
��	�
 'C;�
 0��	�D: 

 ������ %���	
�� ]��E� %6��� �)��E� �U���� ^�=x ) y�� �T� ����� : 

. - - - -k r k rE ( ) ( ) (x ) (y ) f (x,y)dxdy
�� ��

�� ��
' (� � � � � �+ , � �xy x y x y xyx y  

 ��k r�R���� �� #$��� �)��E� &���� ) : 
. . .  2

11 11 20m R , cov( , ) , ,� � � �xy xy xx y � 
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��	�
 0��	�D 1!�
 ����: 
1 21 2

1 2

s x s ys s
1 2

k r
1 2

krk r
1 2 s ,s 0

(s ,s ) E(e ) e f (x,y)dxdy

(s ,s ) m
s s

�� �� ��

�� ��

�

4 � �

� � 4
�

� �

� �x y
xy xy

 

 
��E�
 ������	�
 : 

1 2 1 2

1 2

j( ) j( x y)
1 2

j( x y)
1 2 12

( j , j ) E(e ) e f (x,y)dxdy

1f (x,y) e ( j , j )d d
(2 )

�� ��� �� � ��

�� ��

�� �� � � ��
5�� ��

4 � � � �

� 4 � � � �
�

� �
� �

x y
xy xy
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������	�
 ��E�
 ���� :) �� �J��#	B�� ��B c��I �� �)��E� #5�� A��� ) #$��� �F� ��DE� A���( 
1( 

1 2

k r
1 2

krk r k r
1 2 , 0

( j , j )1 m
j �

� � �

� � 4 � �
�

�� ��
xy  

 
2( �	B�0 R�DE� A����%�: 

( j ) ( j ,0)
( j ) (0, j )

4 � �4 �

4 � �4 �
x xy

y xy
 

 
3( ��� a b� �z x yL���G �#B�� : 

j j(a b )( j ) E(e ) E(e ) ( j ) (a ,b )� � � �4 � � � � 4 � �4 � �z x y
z z xy  

 
 ���a b c� � �z x y �#B�� (a ,b )4 � �xy �� j ce �6	� r�q �� ��B: 

j c( j ) e (a ,b )�4 � � 4 � �z xy  
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4( ������ %���	
�� x ) y �#$<������� �4$� ) ��� : 
1 2 1 2( j , j ) ( j ) ( j )4 � � �4 � 4 �xy x y  

 
���9 ��� x ) y#$B�� 2���� � je �x ) je �y��� 6	� ��� 2�L�� �[5 ) ����"���� #$���I 6	� . MN �B�� &	���I : 

1 2 1 2 1 2j( ) j j j j
1 2 1 2( j , j ) E(e ) E(e e ) E(e )E(e ) ( j ) ( j )� �� � � � �4 � � � � � � 4 � 4 �x y x y x y

xy x y  
 

 %)��� ��� ���� ?�= 9�1 2 1 2( j , j ) ( j ) ( j )4 � � �4 � 4 �xy x y&���� �#B�� ���.�� : 
( )( , ) ( , )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

j x y
1 2 1 22

j x j y
1 1 2 2

1f x y j j e d d
2
1 1j e d j e d

2 2
f x f y

�� �� � � ��

�� ��

�� ��� � � �

�� ��

� 4 � � � �
�

! "! "� 4 � � 4 � �# $# $� �% &% &
�

� �

� �

xy xy

x y

x y

 

 
5(  ���x ) y ) #$B�� 2���� � �z x y �L���G: 

( ) ( , ) ( ) ( )j j j j j4 � �4 � � �4 � 4 �z xy x y  
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 ���
1: ��� ( , )N x xx -  	 ) ( , )N y yy -  	 ) L��� x ) y ) #$B�� 2���� � �z x y&���� �: 
( )

( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2 22 2
j j j

2 2 2j j j e e e
� � ��

� � � � � � �
4 � �4 � 4 � � �

y x yx
x y x y

z x y

    - - - -  
 �$��z&���� ) �T� /���� &� : 

2 2 2

� �

� �

z x y

z x y

- - -

   
 

(.�	�� �� ��� %���B /���� �/�����	Z 2���� ������ �	
�� )� e�"Q� ���#� ;�F�� #���  . ��� ���5�x ) y !�� �#$B��� 2���� 
 ���� ��J) ;�F��)/�3���  2�� 7�r��� #$�G��  Papoulis.( 

 
,�-.: ��� x ) y ) #$B�� 2���� �x y �#B�� /���� x ) yI /���� ��� #$���. 

) r��� �� V��t�Lukacs( 
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 ���
2: ��� ( , )Binomial n px	 ) ( , )Binomial m py	 ) L��� x ) y ) #$B�� 2���� � �z x y A�9�� �z#	��	� �� . 
( ) ( ) , ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( )

j jn m

j n m

j pe q j pe q q 1 p

j j j pe q

� �

� �

4 � � � 4 � � � � �

4 � �4 � 4 � � �

x y

z x y

 

�$��: 
( , )Binomial n m p�z	  

 
�� !�� ���5��T� d��@ ������ �)#�� �� ���B {��I e�� 9� ���9�� �{��I �� A�9�� f� !B�5���� �� �. 
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����� ���	
 �� �� �+����: 
�$�� �&	B�� ��B�� ������ �	
�� )� 9� ����� ���: 

( , )g�z x y  
z 23� ���"� %�(� 9� �-�� �� %��� �� �T� ������ �	
�� f� ��I �&���� : 

( ) ( ( ), ( ))g� � � �z x y  
 

 A�9�� ;��)G �T� �� %���z�� �&	����: 
( ) { } { ( , ) }F z P z P g z� � � �z z x y  

�	0�� ��� RiY@ �� %�x-y ;G %��� �� �� ( , )g x y z���  ���BD(z)�B�� &	���I �&	��$� : 

( )

( ) {( , ) ( )} ( , )
D z

F z P D z f x y dxdy� � � ��z xyx y  
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 ���
1: ��� 2 2� �z x y ) ( , )

2 2

2
x y
2

2
1f x y e

2

�
�

�
�xy

 

 
)  �$��x ) y f� �� ( , ) N 0&� 9� 2���� )  (&���� �#$B��: 

 %���z 0�: 
( ) { }F z P z 0� � �z z  

 %���z 0�: 

( ) ( )

( ) { } ( , )  

  

 

 

2 2

2

2

2 2

x y
2 2 2

2
D z D z

r z
2 z

2 2
2 0 0

1F z P z f x y dxdy e dxdy
2

1 e rdrd 1 e
2

�
�

� ��

� � � � �
�

� �� �
�

�� ��

� �

z xyx y
 

 
MN: 

( ) ( ) ( ) 2
z

2F z 1 e u z
�

� �z  

( )( ) ( ) 

 
2

z
2

2
dF z 1f z e u z

dz 2

�
� �z

z   ���"� A�9�� :  

) %��� 1� �26 �� 2�T� %��9G �J��   . ���2 2 2
1 2 n� � � �z x x x
 ���� 26 �� n�� %��9G �J�� #B(. 

z( )D z
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 ���
2: � �z x y �� x ) y#$��� L��D5� ������ %���	
��   .&����: 

( ) { } ( , ) ( , )

( )( ) ( , )

z y

x y z

F z P z f x y dxdy f x y dxdy

dF zf z f z y y dy
dz

�� �

�� ��
� �

��

��

� � � � �

� � �

�� � �

�

z xy xy

z
z xy

x y
 

 
 

 
 !���� %���f(z) 9� ������ ;G �)#0 �� ���45������ 9� !���� ^�E� �� �z�� )��)� #$��� &��B. 

 
/������ ) 2	����Y�� r��0 9� %�)G���: 

C	�H��I J1A�.: 
( ) ( )

( ) ( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

b z b z

a z a z

db dag x z dx g b z g a z g x z dx
z dz dz z
� �

� � �
� �� �  

 

y

xz y�
y

y dy�
x y z� �
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 ��� /�0x ) y ) #$B�� 2���� � �z x y&���� �#B�� : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f z f z y f y dy f z x f x dx
�� ��

�� ��
� � � �� �z x y y x  

 !B�5���� �$��fx ) fy  . ��� �� &���� L#�� &� H_�.x ) y ) #$B�� 2���� � �z x y &���� �#B��: 
( ) ( ) ( )j j j f f f4 � �4 � 4 � � � 7z x y z x y  

 
 

���
: ��� ( , )1 u 900 1100R 	 ) ( , )2 u 900 1100R 	 ������ ) 1R ) 2R �5��P A��� �#$B�� 2���� 1 2� �R R R �� 
#	��	�. 
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�� 6	� %���� {)� �� H�"	���� &	����fz&��)G �T� �� �� : 
( , )

( ) { } { ( , ) }
g

f z dz P z z dz P z g z dz
�

� � � � � � � �z

z x y
z x y

 

 RiY@ 9� �<	����Y�� R	0�� ���x-y ;G �� �� �� ( , )z g x y z dz� � � ��T� ( )D z8&���� �&	��$� : 

( )

( ) {( , ) ( )} ( , )
D z

f z dz P D z f x y dxdy
8

� �8 � ��z xyx y  
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���
: ��� 2 2� �z x y ) ( , ) N 0x	 ) ( , ) N 0y	 ) x ) y&���� �#$B�� &� 9� 2���� : 
 %���z 0�: 

( ) { }f z dz P z z dz 0� � � � �z z  
 %���z 0�: 

( )

( ) { }  
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2

1f z dz P z z dz e dxdy
2

1 1 1e rdrd d re dr
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�

8

� �� � � �

�

� � � � � �
�

! "
! "# $� �� �# $# $�� % &
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� � � �
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�$��: 

( ) ( ) 

 

2

2
z

2
2

zf z e u z
�

�z  �<��� A�9�� :  

 �� �T� ����� V���* !��dz R-�� �� A��� ��#�� �#��q z���9 � :( ) ( )
z dz

z
g x dx g z dz

�
��

( )D z
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 9� A��� )� ��� /�0x ) y�$�� �&	B�� ��B�� : 
( , )
( , )

g
h

��
� �	

z x y
w x y

 

 A�9�� A��� ����P �� &�#	"4� H_�.)�5��P �� ( !�B�� �� �� f� ��fxy&��)G �T� ��   . ���fzw|��� #���I �P  
�	(. &	"�� ���� �&	�B�� ������ �	
�� f� �5�0 �� �� %��� ��� ;�E� ;���: 
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,�-.: Vp���� L���T� ��� ( , )
( , )

z g x y
w h x y
��

� �	
�E�� %����  %��( , )1 1x y �( , )2 2x y )  ...L���G �#B��: 

( , )
( , )

( , )
i i

i ii

f x y
f z w

J x y
�
 xy

zw  

��: 
( , ) ( , )

( , ) det
( , ) ( , )

g x y g x y
x y

J x y
h x y h x y

x y

� �' (
) *� �
) *�
� �) *
) *� �+ ,

 

 RiY@ �� V��t�157r��� . 
 

�� Hp���� ���B�� ;���: 

( , ) ( ( , ), ( , ))|det |

i i

i i
i ii

x x
z wf z w f x z w y z w
y y
z w

� �' (
) *� �� ) *
� �) *
) *+ ,� �


zw xy  

�� {)� !�� 9� �� �T� !B)� ;���fzw �Q�G 9� ) fz �� fw ��)G �T� �� �� )��B[� %�4B)� %�J ��.( 
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 ���
1: 2 2� �z x y ) �
xw
y

k 

 L���T� �#���
2 2� � �

�
�

��
	

z x y
xw
y

�� 20 �� &	$�  . %���z 0����� �E�� )� L���T� !�� �: 

,
1 22 2

1 22 2

zw zwx x
1 w 1 w

z zy y
1 w 1 w

�� �� �� �� �� �
� � �� �� �
� �� �	 	

 

 

( , ) det det
( ) ( )

( , ) ( , )

2 2 2 2
2

2 2 2 2 2

2 2

2

2

1 1 2 2

x y x y yx x 1x y x y x y yJ x y x x 1 x x yy y y y
x y

1 wJ x y J x y
z

' (� � � � ' () * �) *� �) * � �) *) *� � ��
) *) * �� � �) *) *
+ ,) *� �+ ,

�
� � ��
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( , ) ( , )
( , ) :

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( )

1 1 2 2

1 1 2 2

2 2 2 2 2

f x y f x y
f z w z 0

J x y J x y

z zw z zw zf f u z
1 w 1 w 1 w 1 w 1 w

� � �

' (� �
� �) *� � � � �+ ,

xy xy
zw

xy xy

 

 

 ��� H_3�( , )  

 

2 2

2
x y
2

2
1f x y e

2

�
�

�
�xy)  �$��x ) y )� �� ( , ) N 0#$B�� &� 9� 2���� ) (&���� �: 
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2
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2z 1f z w e u z
1 w 2

�
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� �zw  
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( ) ( ) 
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2
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2
2

zf z e u z
�

�z  �<��� A�9�� :     )    ( ) 2

1

f w
1 w
��
�w  �B�� A�9�� :  

 MNz ) w #$��� 2���� ) ��� !�����$�, ( , ) N 0x y	 �#$B�� 2���� ) 2 2�x y ) x
y

#$<���� 6	� .( 
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&���� /���� {)� 9� ��: 

( , ) ( , )|det |

i i

i i
i ii

x x
z wf z w f x y
y y
z w

� �' (
) *� �� ) *
� �) *
) *+ ,� �


zw xy  

 
�Q$�� ��: 

( )
det det det

( )

321 1 2 2
2 2

2
1 1 2 2

32
2 2

w z
x x x x1 w 1 w zz w z w
y y y y1 zw 1 w
z w z w1 w 1 w

' (
� � � �) *' ( ' (�) *) * ) *� �� � � �� � �) *) * ) *
� � � �� �) *) * ) *
) * ) *) *+ , + ,� � � �� �) *+ ,

 

 
�[5: 

( , ) ( , ) ( , ) ( )2 2 2 2 2

z zw z zw zf z w f f u z
1 w 1 w 1 w 1 w 1 w

' (� �
� �) *� � � � �+ ,

zw xy xy  
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 ���
2: �-I 2�#�� 11 12

21 22

a a
a a

� ��
� � �	

z x y
w x y

 �� A ' (' (
� ) *) *

+ , + ,

xz
yw

 �� 11 12

21 22

a a
A

a a
' (

�) *
+ ,

k 

 L���T� �#���xz
A

yw
' (' (

� ) *) *
+ , + ,

�� 20 �� &	$�  . v�� ��det( )A 09���� �E�� f� L���T� !�� �: 

,1 22
11

11 22 12 21

x z aB B A b
y w a a a a

�' ( ' (
� � � � �) * ) * �+ ,+ ,


 

�$��: 
11 12

21 22

x b z b w
y b z b w
� ��

� � �	
 

 

( , ) det det( )
det( )

( , )
( , )

det( )

11 12
11 22 12 21

21 22

11 12 21 22

a a 1J x y A a a a a
a a B

f b z b w b z b w
f z w

A
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� � � � �) *

+ ,

� �
� xy

zw

 

) &� /���� {)� ��det( )B�� r�q ��B(. 
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 ��� H_3�� ��
� � �	

z x y
w x y

&���� �: 

1

1

z wx
2

z wy
2

�� ���
� �� ��	

 �E�� f� :     )    det( ) det
1 1

A 2
1 1
' (

� ��) *�+ ,
 

( , ) ( , )1 z w z wf z w f
2 2 2

� �
� �zw xy  

 
 ��� /�3� %���, ( , ) N 0x y	�B�� &	���I �#$B�� &� 9� 2���� ) : 

 
 
 
 

 �$��z ) w f� �� ( , ) N 0 2#$��� &� 9� 2���� ) L���   .�� �/���� A�9�� %��� �$�� �x ) y /�"�0� �5��P L��� 2���� 
 ;��F�( , ) N 0 �#$B�� ��B�� �x y ) �x y#$��� /���� ) 2���� 6	� . 

 ;��)G �T� �� �� H_�fzw�� �	B�0 �5��P A���� &	���� �T� �� 6	� �� %�&��)G. 
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�
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 A��� f� �� h�� �� ��.) ����( , )g�z x y %)� 9� &	���D� ) &	4J��� fxy �fz H_�. �� �B)� )� %�J �� �&��)G �T� �� �� 
 �F"� �	
�� ;��� ��� �� �&	�Y�w�� d�� R	(. 9� L��Y�T� ) #$� f"� #���� �� fz&��)G �T� �� ^��= !�� 9� �� . 
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 ��&�p ����� t�E�_� �� �*��� *��0�;� $�>0� 	
 x)  �� 3��K F�E��� ���&� fgc�n	;+ i���Q ��� (�� ���Q ��� $�>0���
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��� �� ����� ��%&���� ����� ��: 
 $�>0� @��&� F��� F�B�� v(�g( , )�z x y���� �7�BC >� 3��T�+� ��  *+� ��> Z�0U 	� : 
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���� �@��� A�&�: 
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 �0��3� ��4	& B� /��7& CD�	& >��<)���� �0��3� ��4	& /�� ,(: 
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�7& �@��� A�&��0��3� ��4	& �� �� �-�� /�: 
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��%&�CD�	& ����� ��  /��7&:�0��3� ��4	& B� G��+� : 
 

HA6�7& 5�A : 
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���� !�# c J��LK �� � 	
 �����mse�� �0� �"�  . ����� J�_ ^{��� >� �;� ��	
: 

2 2 2E ( c) ( c)� �
 � 
 �� � y yy 3 �  
 PQmse�� ��'( �� �"�	
 �0�: 

c � y3  
 

���"o���  	
 mse�� �� �� �"���
�@�"o�  ls (Least Square)��  LMS (Least Mean Square) ������. 
Z�&��� ^'��# @�"o� 	
 ����� �e��� �� y) 3�E�_� |�E J(��(�*+� JK @�B��� J�"E : 

lsŷ � y3 )3�E�_� J(�� (  
 

 @�"o� F�I� ^'��# Z�0U @�� ��mmse (Minimum Mean Square Error)�� �0� �E�0� ����� : 
2mmse� y� )3�E�_� J(�� (  
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HA6�7& �: 
# !���J�"��Ng�� F��.� �� ��E�0� ^c� F�B�� ������ ����� ����� >� xI y ��9� @�"o� �� ) 	;��� 	� 	=0� ��x ( y F0m 	� 

 )�.�����������. ^���� ( (. 
 

 fgc� �����x�x}�  3�� *� (�� 	<�+( 	� ��E�0� $���(x)7 ������ ����� ����� y ��9� @�"o� �� ) 	�  	
 F�0�mse 
���0� �"�(: 

lsŷ (x)� 7  J0�+��� ��m�� :  

lsˆ ( )�y x77  
 

����� @�"o� F�I��� *+�  :ˆ
y ys 
 J��(K *+� 	� F���lsŷ�  ���� $���7 	
 ���
 @��&� J��C ��: 

2ˆmse E ( )� �� 
� �y y  
���0� �"����&� : 

lsˆ ˆminimize mse ; �y y  
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,�!": 
lsˆ E( | )�y y x  

 
Z�.4�: 

� �

2 2 2

2

ˆ ˆmse E ( ) E ( ( )) (y y) f (x,y)dxdy

ˆ ˆE E ( ) | f (x) (y y)f (y|x)dy dx

�� ��


� 
�

�� ��


� 
�

� � � �� 
 � 
 � 
� � � �

) *� �� 
 � 
+ ,� � - .

 
 

xy

x y

y y y x

y y x

77
 

 	;��� F���mse�� �0� �"���E F��� �� !��B�� ^��� Z��.N  x�� �� �"����
: 

� �22 2 2

ls

ˆ ˆ ˆA (y y) f (y|x)dy y (x) f (y|x)dy E( |x) 2 yE( |x) y

A ˆ0 y E( |x) : x
ŷ

�� ��


� 
�
� 
 � 
7 � 
 �

5
� % � �

5

 y y y y

y
 

PQ: 

lsˆ E( | )�y y x  
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A&�-� �J�: 
 @�"o� �� �I�ls*+� �0"N 3��� >� �&��� �E �� ��&� �: 

8 9 � �lsˆE ( )g( ) E E( | ) g( ) 0� �
 � 
 �� �y y x y y x x  
t��T�+� 	�G' @������ F���> . 

 
Z�.4� : �� /�� *7�# -.���z�( ���� 2(� )(�_�� >� �&��� ����� ������ ����� (: 

� � � �E g( )h( ) E g( )E h( )|� �� � �x y x y x  
F�>� 	� h( ) �y y����� : 

� � � �E g( ) =E[g( )E( | )] E g( ) E( | ) 0� �% 
 �� �y x x y x x y y x  
 

K��-�: �� @�"o� ~���� J(�� (Unbiased)) d���� (���0��3���E : 
ˆE( ) E( )�y y  

 ��&�E(error)���� �TU . 

 

49

",�!:@�"o�  ls +� d����*. 
���>: 

 
,�!":  ^'��# �����mse%<�+( 	� 	
  @�"o� ls�� ^U�# �0��>� *+� Z��.N : 

2 2 2 2 2

lsˆls lsˆ ˆmmse E( ) E( ) E( ) E( )� 
 � 
 � 
y yy y y y y � �  

Z�.4�: 
2

ls ls ls lsˆ ˆ ˆ ˆmmse E ( ) E ( ) E ( )� � � � � �� 
 � 
 
 
� � � �� �y y y y y y y y  
 �7(�� ������&� ^U� ����� : 

2 2
ls ls

ls ls

ˆ ˆE ( ) 0

ˆ ˆmmse E( ) E( ) E( )

� �
 �� �
% � 
 � 


y y y

y y y y y y
 

 �7( ���&� ^U� 	� 	=0� ��2
ls lsˆ ˆE( ) E( )�y y yPQ �: 

2 2
lsˆmmse E( ) E( )� 
y y  

���� ��	
 : lsˆE( ) E( )�y y�PQ : 

� � � �222 2 2 2

lsˆls lsˆ ˆmmse E( ) E( ) E( ) E( )� 
 
 � � 
y yy y y y � �  

8 9lsˆE( ) E E( | ) E( )� �y y x y
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�'�	� 1: mmset�E�_� J(�� 	
 ��7�# 	� *.�  x �y���0� 3�> @�"o� �� �*+� 3�� ��"
 : 
2 2 2

lsˆ
 �y yy� � �  

 
�'�	� 2) L�� ��!"�-�$�NO;$ (: 2 2

lsˆ 	 yy� �� ���> mmse 0�. 

 
��%&: ��� x ( yf�
��_� ����� �+0� �%��S� @�"o�  yt�E�_� ~�+� ��  x>� *+� Z��.N : 

2lsˆ E( | ) r ( ) ( )� � � 
 � � 
y xy
y x y x

x x
y y x x x

� 4
3 3 3 3

� �
 

 
�� 3�E�_�*+� �I� @�"o� $��� �e��� �� 	
 �0�  . $��� �<
 *7�# �� �7((x) E( |x)7 � y *+� @;"� ( *�� �I� �&��� 
3��L�Q $��� ���� F�) ���x ( yf�
��_� ����� !��� � E( |x)y*+� �I� �*�� `�mU d<I� @�� P;N �7(   . i��
 �� !�c�

 ���K��Papoulis � ^��7 %mTU �19(. 
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 *�-�& �"�A
 �P< G��+�)lls(: 
� ��� @�"o� $��� 	
 ����� 2�97(x)7���� �I� ��&� �: (x) a bx7 � � )�I� J0�+��� ( ���� 3�BK �a ( bJ��C ��  
 @��&� 	
 ���
mse��  �0� �"�)����� �� �� �I� $��� @���S��.� �f��&&��� *+� @;"� �	
 ���� 	���� �0=( �I� ��8  mse 

 ����
 @�� >� ��"
 .  $��� E( |x)y @���"
  mse�� $��0� 2�"� J��� �� �� ���(.  ����� PQ: 

� �2 2 2 2 2

2

mse E (a b ) E( ) a b E( ) 2aE( ) 2bE( ) 2abE( )

mse a r0 2a 2E( ) 2bE( ) 0
a

mse 0 2bE( ) 2E( ) 2aE( ) 0 b rb

� �� 
 � � � � 
 
 �� �
�5 0 � �� % 
 � �     5 %1 !5   � % 
 � � �  5 2 "

y
y x

x

y

x

y x y x y xy x

y x

x xy x

�
3 3

�
�
�

 

llsˆ r ( )% � � 
y
y x

x
y x

�
3 3

�
 

%I� >� 	
 �I� ��&� ( , )x y3 3��  JK d�� ( ��6�r y

x

�
�

 *+�. 
y

y3

x
x3

r y

x

�
�
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 @�� @�"o� F��� 	
 *+� F9�C J�"Els) J�0� �I� 	� 2�97� J(�� (�� ��0� ��K������ !��� ���. �� ��� ��&� K���� !��� ��� 
)x ( y����� !��� f�
��_� (� @�"o� lls *+� 	��S� )@�"o� J�"E ls*+� (. 

 
,�!": @�"o� �� lls*+� �0"N 3��� �� �I� ��&� �: 

llsˆE ( ) 0� �
 �� �y y x  
 

Z�.4�: 

� �
2

2 2 2
lls

lls

ˆE( ) E r ( ) r E( ) r

E( ) E( )E( ) E( )

ˆE ( ) 0

� �
� � 
 � � 
 � �� �

� �

� � 
 �

� �% 
 �� �

xyx

y y
y x y x x x y x x y

x x

y x

y x x x x x

xy x y xy

y y x

� �
3 3 3 3 3 � 3 3 � �

� �
4�

3 3

	��	
�
�

 

 @�"o� �� 	
 ���
 	=0�ls3��� >� �&��� �E �� �I� �0� �0"N �E� �0� �� l�� �e��� �� �7( x*+� �0"N . 
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,�!": @�"o� lls*+� d���� . 
���>: 

x
llsˆE( ) r E( ) E( )� � 
 �y

y xy x y
�

3 3
�

 

 
,�!": @�"o� �� lls����� : 

2 2mse (1 r )� 
y�  
Z�.4�: 

2
2

2
2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 2

llsˆE ( ) E r ( )

E ( ) r E ( ) 2r E ( )( )

r 2r r r (1 r )

� �) *
� � � �
 � 
 
 
+ ,� � � �- .� �

� � � � � �� 
 � 
 
 
 
� �� � � �

� � 
 / � 
 � 


y
y x

x

y y
y x x y

xx

y
y y x y y y y

x

y y y x

y x x y

�
3 3

�

� �
3 3 3 3

��
�

� � � � � � �
�

 

)�� 	O#g� �E �e��� �� 	
 ���
mse3�E�_� J(�� @�"o� F�I� 	� *.�  ) 2
y�(*+� ��"
 .( 
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Chapter 7 

 

1. ��� ����	
 )pmf �CDF � pdf ����� ��
� ������� �����
 ������� ���
 ���� �!"������ 

       #� �$����n��#�� ���
�" %�����
 �&'�(� *����+�
 ��&'�(� ��+�
 �,�- *��( 

2. ��'����� )0�34
 ��&'�(� *��5"�3"6��
7 �*��'��� *����
�" %�����
 �&'�(� *����+�
 0�34
 �58�( 

3. *:��
 �; <�=> 

4. �&'�(� *����+�
 <��8"' ����@3� 

5. B�:� '��C� D�"�> 

6. ��
7 �' �����
 ��#�� ����� 
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 ��� ��5 ��	
�� ����� �� �����  �� ���	
� ����� ������ �	�� �� �� �	�!��  . ������ �	�� ���"� ��#� $���% &��' ��
�� ��!��� $�	! ��!() �	
�� �	����) +���CDF $,��% pdf � -��% $,��%  (...�	"� 0�2 ��. 

 
 ����� ����� ��x� 3���� ��4 6��7 �� �� �	"�: 

1
2

n

� �
� �� � �
� �� �

x
xx
x
�  

 
pmf����� : 

1 2 n 1 2 n 1 1 2 2 n nP (x) P (x ,x , ,x ) P{ x , x , , x }� � � � �x x x x x x x� � �  
������� : 

1
2

n

x
xx
x

� �
� �� � �
� �� �

�  
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CDF����� : 
1 2 n 1 2 n 1 1 2 2 n nF (x) F (x ,x , ,x ) P{ x , x , , x }� � 	 	 	x x x x x x x� � �  

 
9�� ;� � ��7 <	� =����
 +��� <�� ���>  .?��)�@ A��� B�4� ��9�� B���7 �
  . C2>� ��( , , , )
� 
� 
�� � =��� ��7 ����� 

 C2>� ��( , , , )�� �� ���� ;� ����� ��!  .�)�@ 4� �D�� B�E �� �)�?� �
�� $����(�� 9��F�CDF B�
�	�� ���� ,��% 
� �7�G ��������!  .����� HIJ: 

1 2 3 2 32 3 2 3F ( ,x ,x ) F (x ,x )�� �x x x x x  
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pdf����� : 

1 2 n 1 2 n

n n

1 2 n 1 2 n
1 2 n 1 2 n

f (x) f (x ,x , ,x ) F (x) F (x ,x , ,x )
x x x x x x

 
� � �

     x x x x x x x x� �� �
� �

 

 
��� �"
��D ���#�� ��4 L���� M	��� <�� ��: 

1 2 n 1 1 1 1 2 2 2 2 n n n nf (x)dx dx dx P{x x dx ,x x dx , ,x x dx }� 	 	 � 	 	 � 	 	 �x x x x� �  
1 2 n

1 2 n 1 2 n

x x x
1 2 n 1 2 n n 2 1F (x ,x , ,x ) f (u ,u , ,u )du du du


� 
� 
�
� � � �x x x x x x� �� � � �  

 
���> +��� pdf9�� 9NJ =����
   . O������n 4� ?@ C��)
� �� ��� ;� ��!  .����� <	"P�
: 

1 2 n
n

1 2 n 1 2 n 1 n
DD

D : P{( , , , ) D} f (x ,x , ,x )dx dx f (x)dx� � � � �� � �x x x xx x x �� � � � �  

 
 4� �)�
� �� �� ?��)�@ 4� �D�� B������� �
 $���	�� O�pdf� �7�G ������ B�
�	�� ���� ,��% ��!  .����� HIJ: 

2 3 1 2 32 3 1 2 3 1f (x ,x ) f (x ,x ,x )dx
��


�
� �x x x x x  
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��	�
�: 
 ������ B�
�	��x1 $x2 $ ... �xn��#�� =�)�
 $�"��) �>�R ��  B�
1 1{ x }	x $2 2{ x }	x $ ... �n n{ x }	x �
 B��� x1$ 

 �
x2 $ ... �
 �xn�"!�� �>�R . 
 

 HS���xi �
 B��� =�)�
 $�"��) �>�R �� �
x1 �
 $x2 $ ... �
 �xn�	!�� ��!�� : 

1 2 n 1 2 n i

n

1 2 n 1 2 n i
i 1

F (x ,x , ,x ) F (x )F (x ) F (x ) F (x )
�

� ��x x x x x x x� � �  

HS��� ��: 

1 2 n 1 2 n i

n

1 2 n 1 2 n i
i 1

f (x ,x , ,x ) f (x )f (x ) f (x ) f (x )
�

� ��x x x x x x x� � �  

)T���� 4� �U��V��4 �
 ��� �� 6��7 <�� �����#�� W	� �
��� �
��D (. 
 

� B��� �� 9X�G ���% �)� �� ��� 9��Y ?���xi $�"!�� �>�R �
i ig ( )x �
��� �"
��D �>�R �
. 
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����� <	"P�
: 

1 2 m m 1 n, , , , , ,�x x x x x
������	 ����	

� �  
 =��)A =��) 4� B�)� $9�� �>�R : 

1 2 n 1 2 m m 1 n1 2 n 1 2 m m 1 nf (x ,x , ,x ) f (x ,x , ,x )f (x , ,x )
� ��x x x x x x x x� � �� � �  

 

 =��)A  =��)B 
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���� ����: 
 �)�g( )�z x $�!�� �����: 

E( ) z f (z)dz
��


�
� � zz  

 
 CN��[ ?��� �X�fz � W	� ?���E( )z��� \�RG �� : 

) O������ <��n9�� B��]�  (� �E( ) E g( ) g(x)f (x)dx
�� ��


� 
�
� � � � xz x � 

 
% �� �V"�� 4� $B��]��� 9X�G ��� ?������ 9��Y �� �^��� �	� ?��� �2D: 

� �
n n

i i i i
i 1 i 1

E a g ( ) a E g ( )
� �

� �
�� �

� �
� �x x )� �� _��V � �	� B�E �"����� `�U ?��� (  

 
����� �a�E 4�: 

n n

i i i i
i 1 i 1

E a a E( )
� �

� �
�� �

� �
� �x x  
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 �
 +�4�� c�[� ,�� B���xi $i� � � i � ;�� � ��� �� �""�=������@ 9�� �� ?@ +�4�� c�[� 4� �a� B�  .�����: 
�
�

�

�

1 11

2 22

n nn

E( )
E( )E( )

E( )

� �� � � �
� �� � � �

� � � � �� �� � � �
� �� � � �

� � � �� �

x

x x
x xx x

x x
� �� )<	���	 ����� (  

 
� ?�%� �
 �� �� �F�@ ���R� c�[� $������ �	�� �� T������� �� ����� =��� W	� ����  . �� T������� �� O�G�� �� <�� Bn �	�� �� 

�	�R
 �� �� �� ������: 
� � � �

� �

i ji j i j i i j j

2
i i i i i i

cov( , ) E ( )( ) : i, j : 1,2, ,n

cov( , ) var( )

� �� � 
 
� �

� � �

x x x x x x

x x x


 �
 

 
 T������� T����x (Covariance Matrix)  3���� &N'�� 9�� �����: 

� �
� � � �
� � � �

� � � � �

� � � �

1 1 11 12 1n
T 2 2 21 22 2n

1 1 2 2 n n

n n n1 n2 nn

C E ( ) ( ) E


� �� � � �
� �� � � �
� �� 
 � 
 � � 
 
 
 �� �� � � �� � � �� � � �� �
� � � ��  

x x x

x
xx x x x x

x

�
��� � � � �
�

 

) �� �� ?@ �
�)Cxx �� ?@ � =��� ?�%� W	� Auto Covariance� �
 �"��.( 

 



 8

�������� ������ ����: 
1. ��"�� $9�� ?��> :TC C����4 $ :� �i j j i�. 
 
2. ��"�� <e	� (Nonnegative Definite)9�� �"�� $ : =��fX� ����� �
 B���a����� : 

Ta Ca 0!  
)<���� �� �	g# <�� 6�NY��� =�! �����D �
9(. 
 

T���� h��D �a�E 4� 9�� <�� ��"�� <	� B�
9�� ��"�� �F�@ ?�"	��� ������� Ti $: 
det(C) 0!  

 
 ���RN�
 T����x (Correlation Matrix) 3���� &N'�� 9�� ����� : 

TR E( )� �x x x  

 

9

T���� 3���� 4� B�
��� �V	�� ���RN�
 � T�������!: 
� �TC R� 
 �x x x x  

) C2��� �� �	N!" #� 22 2E( ) E( )� 
x x( 
 

�a� 9X�G ��� $��T���� �	�����	"� 3���� �� ��4 B�
: 

� � TC cov( , ) E ( )( )� �� � 
 
� �xy x yx y x y  : Cross Covariance 

TR E( )� �xy x y               : Cross Correlation 
 

 �)�
n

i i
i 1

a
�

��z x9!�� �	
��D $�!�� : 

�
n n

i i i i
i 1 i 1

E( ) a E( ) a
� �

� �� �z x  

� � � � �
2n n n n n

2
i i i i j i i j j i j i j

i 1 i 1 j 1 i 1 j 1
var( ) E ( ) E a ( ) E a a ( )( ) a a

� � � � �

� � � �� �
� �� � � �� 
 � 
 � 
 
 �� �� � � �� � � ��  �  � �
� �� ��zz z x x x  
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 �)� �"��Ta�z x ����� $�!��: 
� �

�

T

2 T

a

a C a

�

�

z x

z x
 

���4: 
� � � � � �2 2 T TT T TE ( ) E a ( ) ( ) a a E ( ) ( ) a a C a� � � � � �� 
 � 
 � 
 � 
 � 
 �� � � � � �z z x x x x xz x x x x  

 
xi �� �
��RN�
�� $�	��) �
 B��� �)� i j$�	!�� ��!��  :� i j 0� �"�� lCx�!�� B�2# . 

9!�� �	
��D 6��7 <�� ��: 

� �
n

2 2 2
i i

i 1
a

�

��z )6��# <%�4�i �i�� �7� (  

 
xi �� �
����  �
 B��� �)� $�	��)i j$�	!�� ��!��  :i jE( ) 0�x x �"�� lRx�!�� B�2# . 
 

� �)��� �� B��]��� 9X�G ���%�� ��� ?�%� ?���: 
 �)�xi ��RN�
�� $�"!�� �>�R �
 �
��� �"
��D  . <	"P�
i ig ( )x �
��� �"
��D ��RN�
�� W	�. 
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������ ���� � �����! �"�� ���: 
n

i i
1 1 2 2 n n i 1

n
i i

1 1 2 2 n n i 1

ss s s
1 2 n

jj j j
1 2 n

(s ,s , ,s ) E(e ) E(e )

( j , j , , j ) E(e ) E(e )

�

�

�

�

� � �

%% � % � � %

& � �

& % % % � �

xx x x
x

xx x x
x

�

�

�

�

 

 
9!�� �	
��D M	��� <�� ��: 

1 2 n
1 2 n

1 2 n 2 n

k k k
k k k

1 2 n n1 2k k k 01 2 n

1 ( j , j , , j ) E( )
j '� � � % �% � �% �

  
& % % % �

% % % x x x x� �
� � �
�

 

 

 �)�
n

i
i 1�

��z x����� $�!�� : 

n

i
i 1

j
j( j ) E(e ) E(e ) ( j , j , , j )�

%
%& % � � � & % % %

� x
z

z x �  
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 <	"P�
xi�	!�� ��!�� �)� L>� � �)� $�"a>�R �
: 

1 2 n i

n
1 2 n 1 2 n i

i 1
( j , j , , j ) ( j ) ( j ) ( j ) ( j )

�
& % % % � & % & % & % � & %�x x x x x� �  
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 #� �$����n�%&��� ��'�� : 
 4� +��� ;� �)�n $�	!�� ��!�� ������ �	�� � W	� �V"�� �� $����� ���) ������ �	�� �� 9X�G �� HIN# �� �!�� ��F� 4� ?���

 ?@ +�4�� ?���@ 9�� �� B������ =������. 
 

��(�:  ������ B�
�	��1x $2x � 3x  ���
 � =��� �>�RN(0,1)�"�R
   .�)� 2 2 2
1 2 3� � �v x x x  $�!�������: 

2 2 2
1 2 3F (v) P{ v} P{ v}� 	 � � � 	v v x x x  

 B���v 0(: 
F (v) 0�v  

 B���v 0): 

1 2 3 1 2 3 1 2 3F (v) f (x ,x ,x )dx dx dx� ���v x x x  
 

 ?��1x $2x � 3x ���
 � =��� �>�R N(0,1) Ti $�"�R
: 
2 2 2
1 2 3

1 2 3

x x x
21 2 3 3

2

1f (x ,x ,x ) e
(2 )

� �



�
*

x x x  

 

 C	G��2 2 2
1 2 3x x x v� � 	 
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)+�4�� <	"��� L>� �� �� ���
 +�r) m�N 4� �a7�� (�"��) B��� ?��>� $�"�R
  . $B��� ?��>� � OI>���O����� ?���  
� �V	���"
�(. 

 
Ti: 

2 2 2
1 2 3x x x

2 1 2 33
2

1F (v) e dx dx dx
(2 )

� �



�
*

���v  

 
9!�� �	
��D B��� 6���f �� ���N� ��: 

1

2

3

x rsin cos
x rsin sin
x r cos

� + ,-
. � + ,/
. � +0

 

 

=�� �D��B� 
 _��! ��v 
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����� 9��F� �� Ti: 
2 2

2

r r
2 v 2 v2 22 2

3 30 0 0 0 0 02 2

r
v 2 2

3 02

1 1F (v) e r sin drd d d sin d r e dr
(2 ) (2 )

(2 )(2) r e dr
(2 )


 
* * * *




� + + , � , + +
* *

*
�

*

� � � � � �

�

v

 

v 1 v
2 2 2d 2 1 1f (v) F (v) ve v e : v 0

dv 2 2 v 2

 
� � � � )

* *v v  

 +�4�� ��219�� B��4@ �E�� �� �� . 
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 �)�n 4� +��� n�"�� $�	!�� ��!�� ������ �	�� : 
 
 
 
 

 ����� =�����y g(x)�� �G �� �	"�  . �� ����� ?@ C%�� �)�
11
22

n n

h (y)x
h (y)xx h(y)

x h (y)

� �� �
� �� �
� �� � �� �
� �� �
� �� � � �

� �
!�� �	
��D $�!�� 9: 

" #
" #

1 2 n

1 2 n

f h(y)f (x ,x , ,x )
f (y)

J(x ,x , ,x ) J h(y)
� �

xx
y

�
�

 

��: 
1 1

1 n
1 2 n

n n

1 n

g g
x x

J(x ,x , ,x ) det
g g
x x

 � �
� � 
� �� � �
 � �

� � � �

�

� � � �

�

 

1 1 1 2 n

2 2 1 2 n

n n 1 2 n

g ( , , , )
g ( , , , )

g( )

g ( , , , )

�-
. �. � �/
.
. �0

y x x x
y x x x

y x

y x x x

�
�

�
�
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HS��� ��: 

" #
1 1

1 n

n n

1 n

h h
y y

f (y) f h(y) |det |
h h
y y

 � �
� � 
� �

� � �
 � �

� � � �

y x

�

� � �

�

 

 
) �%�� �"� �)� ��E��%�� A��� �� �� n�� 6��NU $�!�� ��!��� +�E � =��� \�RG �
�	"�(. 
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��(�: �)� A�y x�"�� $�!��  :
n

i i j j
j 1

a : i 1,2, ,n
�

� ��y x � lfy $�y � Cy�	"� ��	i �� . 

 

� �

� � � � � �

1

1

T T T T T

y Ax x A y

J det(A)

f (A y)
f (y)

det(A)

E( ) E(A ) A

C E ( ) ( ) E (A A ) (A A ) E A( ) ( ) A AC A







� 2 �

�

�

� � �

� � � � � �� 
 � 
 � 
 � 
 � 
 � 
 �� � � �� �

x
y

y x

y y y x x x x x

y x

y y x x x x  
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����� O�J B���: 

1 1

2 1 2

n 1 2 n

1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1A det(A) 1

0
1 1 1 1

� ��-
� �. � �. � �2 � 2 �/ � �. � �. � � � � � �0 � �

y x
y x x

y x x x

�
�
� �

� � � � �
� �

 

 
1 1

2 2 1

3 3 2

n n n 1

x y
x y y

y Ax x y y

x y y 


�-
. � 
..� 2 � 
/
.
.

� 
.0

�
 

 
1 2 1 3 2 n n 1f (y) f (y ,y y ,y y , ,y y )
� 
 
 
y x �  

 
)� O�G �xi $�"!�� �>�R �


1 2 n1 2 nf (x) f (x )f (x ) f (x )�x x x x��(X � : 

1 2 3 n1 2 1 3 2 n n 1f (y) f (y )f (y y )f (y y ) f (y y )
� 
 
 
y x x x x�  
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����� )������ �%&��� *�+��'��: 

,��$�:  ������ B�
�	��x1 $x2 $ ... �xn ��  =�)�
 $�"��) O��� H����%
n

i i
i 1

a
�

��z x �
 B��� ia�� O��� �!. 

 
 +����fx � &x �"�R
 A�� CE�� A�� ;� 4� ����� ����� 6��7 �� O��� H����% ������ B�
�	�� B���: 

� �T 1
n
2

1 1f (x) exp ( ) C ( )
2(2 ) det(C )


� �� 
 
 
� �� �*
x x x x

x

x x  

 �"��fx 6��7 �� 
� �

n n
ij i i j j

i 1 j 1

1 (x )(x )
2

e � �

 3 
 


4
��

  �� 9��ij3����� ?��
 �
 B�
1C

x�"�R
 . 

�T T1
2j C( j ) e e% 
 % %& % � x x

x  

 �"��&x  6��7 ��
��

n nn
ij i ji i

i 1 j 1i 1

1
j 2

e e � ��


 % %% ���
� �!��. 

)O��� <��O��� ?��
 �� B��]��� 9X�G �� �
 ��� �� �� ���
5��N� �	�!�� � ����!(. 
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� �oGI �� ��!O��� H����% 9X�G �� T������� T���� � <	���	 ����� $ B��@ h��D C	a�x1 $x2 $ ... �xn��  
� pf%�""�. 

 
��-.: �)� ������ B�
�	�� 4� ;� �
 x1 $x2 $ ... �xn $�"!�� W	� �>�R � =��� O��� ��� �"
��D O��� H����% =���@. 

) ���4
i

n

i 1
f

�
� x9!�� �
��D �� n�� �q! ?��
 .( 

 
��-.:  ������ B�
�	�� �)�x1 $x2 $ ... �xn  H����% � =��� O�����RN�
�� =���@ $�"!�� W	� �>�R��� �"
��D . 
6�NY�: 

 
 
 
 
 

)� ���� ��� ?�%� ?��� :
i

n

i
i 1

( j ) ( j )
�

& % � & %�x x( 

�
��

�

�
�

�
i

2
1

2
2i j

2
n

nn 2
i i

i2nn ii 1 i 122 i
i 1

0 0
00 : i j C

0
0 0

1 1 (x )f (x) exp f (x )
2

(2 ) � �

�

� �
� �
� �� $ 2 �
� �
� �
� �

- 5
. .2 � 
 �/ 6
. .0 7*

� �
�

x

x x

�
� �

� � �
�
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��-.:����� B�
�	�� �)�  �x1 $x2 $ ... �xn � =��� O��� H����% A�y x�"�� $�!��  :
n

i i j j
j 1

a : i 1,2, ,m
�

� ��y x � $

yi �
 �
��� �"
��D O��� H����%. 
6�NY�: 

j

m m n n m n

i i i ij j i ij j j j
i 1 i 1 j 1 j 1 i 1 j 1

c c a c a b

b
� � � � � �

� �
� �� � � � �
� �
�  

� � � � � �z y x x x

����

 9�� O��� +�4�� B���� `�� �� �"� 

� ���	
� ?�%� W	� B����� 6��7 �� �	����: 
T T T TC C (A ) (C A) b� � � � �z y x x x  9�� O��� +�4�� B���� `�� �� �"� 

 
&�����: 

 �2D ������) W��� ���) W��� 
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��#���/�0 *�+: 
����� W	� �V"�� �� B��]��� 9X�G ���%: 

1 2 n
1 2 k

k 1 n

1 2 n
1 2 k k 1 k 1 n n

k 1 n

f (x ,x , ,x )
f (x ,x , ,x | x , , x ) ( )

f (x , ,x )
�

� �
�

� � � 8x x x
x x x

x x
x x �

�
�

�
� �

�
 

 
����� HIJ: 

1 2 3 4
1 2

3 4

1 2 3 4
1 2 3 4

3 4

f (x ,x ,x ,x )
f (x ,x |x ,x )

f (x ,x )
� x x x x

x x
x x

 

 
 C2��� 4� =������ ��(8)�  ?����� ��� ?�%�: 

*��1�# 2�3�.: 
1 2 n 1 2 3 n1 2 n 1 2 1 3 2 1 n 1 2 n 1f (x ,x , ,x ) f (x )f (x |x )f (x |x ,x ) f (x |x ,x , ,x )
�x x x x x x x� � � �  
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�/�0 �"�45 �& 65 78
 ��'�� 9;<: 
� �)� �� �	���

1 2 1 2f (x ,x )x x �	
��f� � �	!�� ��!�� �� 
1

fx B�� 9�� ���� $����@ 9�� �� �� 
1 2

fx x  4�
� �� ��  �� 9NR�
2x ���	�� O������  .� ��U M	��� <	�
 �� W	� �'�! �X��� ���	"�  . �)� HIJ �"�� 4� �	
��f�

1 2 1 2 3f (x ,x |x )x x  ���>
1 1 3f (x |x )x  ����@ 9�� �� ��)E�� h��D <	U �� �	"� �pdf 9�� ���#�� �X���(9!�� �	
��D $: 

1 1 21 3 1 2 3 2f (x |x ) f (x ,x |x )dx
��


�
� �x x x  

) ,��% �X��� C2��� � �'�! �X��� 3���� 4� 6�NY� B����	!�G�	"� =������ B�(. 
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 78
 ��'�� 9;<7
���/�0 �"�45 �& : 
 4� �	
��f� �)�

1 1 2 3f (x |x ,x )x �� 
1 1 3f (x |x )x����� $�	��� : 

1 1 21 3 1 2 3 2 3 2f (x |x ) f (x |x ,x )f (x |x )dx
��


�
� �x x x  

���4: 

1 2 1 21 2 3 2 3 1 2 3f (x |x ,x )f (x |x ) f (x ,x |x )�x x x x  
 

�(X: 

1 1 21 3 1 2 3 2 3 2f (x |x ) f (x |x ,x )f (x |x )dx
��


�
� �x x x )<�i�� CX���-s��)��X��  (  

 
 �)�xi $�"!�� �>�R �
9�� ?�Rq� -��%�	t �X��� �� ���� �g�� �� �F�@ 4� �g�� -��% �X���  .HIJ: 

1 2 1 21 2 3 4 1 2f (x ,x |x ,x ) f (x ,x )�x x x x  
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=���� >
���: 

1 1 2 2 n n 1 2 n 1 2 nE( | x , x , , x ) E( |x ,x , ,x ) y f (y|x ,x , ,x )dy
��


�
� � � � � � yy x x x y� � �  

) 4� ����� ��x1 $x2 $ ... �xn  �� $9��y(. 
 

1 2 n 1 2 nE(g( )|x ,x , ,x ) g(y)f (y|x ,x , ,x )dy
��


�
� � yy � �  

) 4� ����� ��x1 $x2 $ ... �xn �� $9�� y(. 
 

 O�G�	"� `�� �)�: 
E( |x) (x)�&y  

�u�"�� +��� <�� �� 	�� �	���� ������ �( )x& �	"� 3���� ��: 
E( | ) ( )�y x x&  
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� �)��� �� �N# ���%�� ��� ?�%� ?���: 
� �E E( | ) E( )�y x y  

 
 �)� �x � y9!�� �	
��D $�"!�� �>�R : 

E( | ) E( )�y x y  
 

E( | )y x �f� +#�� �� �"	F� <	) A�F� ��mse ( B���y c�
�% B�"N �� x9�� . 
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�%&��� *�+��'�� ?"�@�& � �/�0 ��#�� *�+&����� ����: 
 
1. C�81� �%&��� *�+)Random Sums(: 

 `�� �	"�i
i 1�

��
N

y x $?@ �� �� �!�� xi �
 ������ B�
�	�� � =��� �>�R����� W	�: 

� � 2
i ii :E( ) , var( )� � �x xx x  

 ��D $���� s�' 4�N <	���	 �� ������ �	�� ;� W	� �N T������ � � 2
N � �!�� xi 4� �
N �"!�� �>�R W	�. 

 
 HIJy�  $=4�� ;� C��4�� ��� �����xi ���  � B��% �
 4� �7�GN B��% ����� 4�� �� �� ���
� ��E���!�� $�""�. 

 CXvR �� ��Multipath Fading?���qX� �� Bw��� ��  B�
 �	�������� c�� ;� 4� =�! �%�")N ?����i +�4�� B����.( 
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 O�G� T������ � <	���	 �	
��Dy �� ����@ 9�� ��: 
� �E( ) E E( | )�y y N  

 
n n n

i i i
i 1 i 1 i 1

E( | n) E ( |n) E( |n) E( )
� � �

� �
� �� � � �
� �
�  
� � �y N x x x  

 
 �X��	�!��: 

�ii :E( )� � xx  
 

����� Ti: 

� �

�

�

� � � �

E( |n) n

E( | )

E( ) E E( | ) E( ) E( )

�

2 �

2 � � � �

x

x

x x x N

y

y N N

y y N N N
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2
n n n n n

2
i i j i j

i 1 i 1 j 1 i 1 j 1
E( |n) E E E( )

� � � � �

� �� � � �
� �� � � �� � �� �� � � �
�  �  � �� �
� �� ��y x x x x x  

 OI>��� �	X� ��xi $�
 B���i j$����� : 
i j i jE( ) E( )E( )�x x x x  

�V	�� ��: 
n n n

2 2
i i j

i 1 i 1 j 1
j i

E( |n) E( ) E( )E( )
� � �

$

� �� ��y x x x  

 �X���!��	: 
� 2

ii : var( )� � xx  
9!�� �	
��D Ti: 

 

" #

� � � � �

� �

� � � � � � �

� � � � � � � � � � � � �

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

E( |n) n( ) (n n) n n

E( | )

E( ) E E( | ) E( ) E( ) ( )

E( ) E( )

� � � 
 � �

2 � �

� �� � � � � �� �

2 � 
 � � � 
 � �

x x x x x

x x

x x x N x N N

y x N x N x N x N x N x N

y

y N N N

y y N N N

y y
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2. ���8�*��&��: 
 ������ �	��x��  ������ ?��� �# O�' ����) �o� �� �	"� `�� � )��S�' c�
�% �� 6SS���� ���"� ( �X��� B���� ��fx � 

 +�4��Fx �!�� )HIJ N(170,10).( ����� ?��"U �� �� B�� O�G  )������ HI�� ��' �� ( O���G� �	"� O�x� ��! 4� � �	"� \�f���
 �q"�� 4� ��q��� �� <�� �#xy9�� ��>� $�!��  

 
9�) �	
��D: 

1P{ x} F (x)	 � xx  
 

����� ���� B��� M	��� <	�
 ������� W	� �
: 

i i
F (x) F (x) , f (x) f (x)� �x x x x  

 
 `�� �� $���� B�� 4� $�F%��4@ OI>���xi �"a>�R �
)����� ����� ���� �
����� �� �!�� �� ���E ����� ����� �� 9NR� �� B�����

�!�� �"�W���E.( 
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 ������ �	�� �)� HIJ ��xz	i �2# $ �X��� B���� �	"� `�� � �!�� ���D��� ;� B�	X�� B�
fx &N' �� 9�� �X� <�� $�!�� 
 B��� `�� C	a�x9�� n��7 �
  . Ti �)�xi C���� z	i �2# i ����� $�!�� A�: 

i
f (x) f (x)�x x  

 �xi �
)�F%��4@ OI>��� `�� �� (�"a>�R. 
 

�a� ��' ��$ ������ B�
�	�� �"!�� ?�Rq� +�4�� B���� � �>�R �� $i.i.d. (Independent Identically Distributed) 
� =�	�����!. 

 

 �)�
1

n

� �
� �� � �
� �� �

x
x

x
� � xi �
i.i.d.����� $�"!�� : 

1 n1 n 1 nf (x) f (x ) f (x ) f (x ) f (x )� �x x x x x� �  
 
 
 ������� ��q B����� ���E ;� �� ������ �	�� ;� 4�(Population))  HIJz	i C��ES�� O�J �� �
( $n ������ �	�� i.i.d. 

� 9�� ���@"�  .n ��  ����� c4����)Sample Size(� �"��). 

OI>��� +�4�� ?��� ?�Rq�
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 ?��xi �
Ti $�"a>�R: 

i
f (x) f (x)�x x  
 

�iE( ) E( )2 � �x x      ���E <	���	:  
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 �	"� `�� O�G ;� �� �� ������ |��4@n ���  �	
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����� �a� 9X�G ��: 
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?��X� <�� �)����� B4�� 6��7 �� ��R	� 9[7 �� ����D �� |>� �o� 4� �
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��� �< ?�-.*J) Central Limit Theorem(: 
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�	g# ?�	� ���
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2 3! 2n 3!n

� �
% % % %� �AAA AAA& % � � � & � 2 & % � � � & �

� �
� �� �

u z� �  
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� �)� �� �	���nn
lim a b
���

�=���@ $: 
n

bn
n

alim 1 e
n���

� �� �� �
�  

 

) �� �E�� �� ��
2 3x xln(1 x) x

2 3
� � 
 � ��( 

 
Ti: 

n
2 3

3
2

( j ) ( j )( j ) 1 (0)
2n 3!n

� �
% %� �AAA& % � � � & �

� �
� �� �

z �  

2
2 3

2n 1 n2

( j ) ( j )a 1 (0) lim (j ) e
2 3!n

%



���

% % AAA� � � � & � 2 & % �z�  

9�� ��������� O��� C�f% +��� �� )�	g# �)� �� ����� B�n
8& �& =���@ $nF F8�.( 
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?"�@�& ����48+�%&��� *�+��'�� : 
��� �	���: 1 2 nx ,x , ,x ,� � ;� �X�N�� 9�� ���U� 4� ��U �� �X�N�� <�� ������
 � a$B��� �"��  �
 09 )$ 0nB� ��E� 

�!�� ��!�� ��: 

n 0x a : n n
 ( 9 )  
� 6��7 <�� ���	R���: 

nn
lim x a
���

�  
�GF� ������ B�
�	�� ��� �� Oy��� �
��D 6��7 �� �� ������
 A� 
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,��$�G�%  �M�%&��� �) or Stochastic ProcessrocessPRandom ( : 
CX�N�� ���[�� 1 2 n, , , ,x x x� � �� �� ������ B�
�	�� 4�@ �"�������"��) �. 

 
 �
 �� ����� �E��ix 9�� ����� B�g� -�>� 4� ����� $�
 B��� �"��C2>�  i%CX�N�� ;� B��U ����� ��4 6��7 �� : 

1 i 2 i n i( ), ( ), , ( ),% % %x x x� � 
 

 
 

�� �	!�� ��!�� �E��: 
  ��@ �"�������:  n( )%x 
  CX�N��B��U  :   n i( )%x 
  ������ �	��:   

0n ( )%x 
  ��U ;� :    

0n i( )%x 
 
 

'%

2%

N%

���

� � �

� � �

� � �

 C���� CX�N��1: n 1( )%x 

 C���� CX�N��N: n N( )%x

������ �	��
0n ( )%x 
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�� �	��) �P�@������ �"�@ ��� ��RR) )��RR) O�"�	�?�4 �� (  .��' �����% � �	������ @�"�C���	i ������  t ( )%x �� 
�	"� 3����. 

 
 

��(�:� LD �� �	! ��4���. �@ �	! �)� $  O�"�	� �@ LD �)� � ���"	� O�"�	������ �"�� $�	����   O���G� ��1
2 

� ���"	�  O���G� ��1
2���� . 

 
��(�:  B���9��> B�� W���$��X� ���> w�o[X ;� �� W��� $9�� ������ �	�� .   �� ?@ B�� �� �q! �X� ;����4 6�$ 

��@9�� ������ �"�. 

'%

2%

N%

���

� � �

� � �

� � �

� +���C���1: 

C���� +���N: 
������ �	��

1t ( )%x 
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CX�N�� ������
 ��� �� 9�� <q� ������ B�
�	�� n( )%x �g�� B��� %�g�� B��� � �!�� ����
 �
���� �!�N�  .  3���� ;�
X�N�� ������
 B���C� ������ �	��  �� �!�� <�� ����� C	a��X�N������� B�
$ �"�� n( )%x �
 B��� % �!�� ����
 
(everywhere) .3	�^ ������
 � �!�N� ��' <�� 9�� <q� ���� B��	R� �� �X� ��B�	!�� ��!�� . 

 
1 .)�@��	� ����48+�8+ �Q )Almost Everywhere(: 

 ������
 $������
 _�� <�� ��a.e. $ ������
 W	� � ;� O���G� �� ������
Almost Sure � ���)��!. 
n( )%x �g�� B��� 9�� <q� %� ��!�� �G �
�g�� B��� ���� �!�� ��!��� �G . CU��V �)�  %���
 �F�@ B��� ��n( )%x 

�!�� ��7 |X���G� ����� �G$�"�� : 
n nP{ ( ) } 1

���
%B % ===� �x x  

 �	��)nx ������
 B���� a.e.9�� .  �a� 9X�G �� x�  +��� �����% �!�� ) �"���Y ��U�!�N� ��� $�!�� ������ �	�� �qa�.( 
 6��7 <�� ����	R���: 

a.e.

n n���
===�x x  
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2 .��8�<� �& ����48+: 
 �"�� �
 B���09 )�	!�� ��!�� : 

n nP{ } 0
���


 ! 9 ===�x x  
 �)�c�x�"�� $��U B�!�� 9��Y $ ?@ �� <��  +�4�� �� 9��"�nx |��W�� �� n O�G c  ��W�������! . 6��7 <�� ��

��	R���: 
P

n n���
===�x x  

��: 
n

n
P lim

���
�x x  

�� 9�� <!�� ;� O���G� �� ������
  $O���G� �� ������
� �V	�� �� �
�. 
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3 . S�TU� �� ����48+.s.m )quareSean M( )A�� ����%) �� ������
(: 
 �
 B���n $n 
x x ?@ A�� ����%) � 9�� ������ �	�� ;� 2

nE ( )� �
� �x x ��!��. Ti 2
nE ( )� �
� �x xCX�N�� ;�  

9�� B��U. 

� �	��)nx �� x A�F� �� m.s.� �	 � � �"��	R���: 
m.s.

n n���
====�x x$=�)�
 : 

2
n n

E ( ) 0
���

� �
 ====�� �x x  
 

 A�F� �� ������
m.s.
 $O���G� �� ������� �V	�� �� �
�. 
 B��R�� �� �E�� �� ���4Bienayme)  B�4� ��a 2�( �����: 

2
n

n 2

E ( )
P{ }

� �
� �
 ) 9 	
9

x x
x x  

 ��#� Ti2
nE ( )� �
� �x x� �	 ��7 9�� �� �"�$� �	 ��7 �� �
 O���G� <�� �"�. 

 
 ������
 Tim.s. ;� O���G� �� ������
 � (a.e.)�"X���G� �� ������
 4� ����# . 
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4 .��#�� ���� �& ����48+: 
nx ��  ����
 ��x�) +�4�� +��� ��  �
 B��� =�)�
 $�"�x)  �
x �� B�F (x)x�!�� ����	i  (�	!�� ��!��: 

n n
F (x) F (x)

���
====�x x  

 
3	�^ <��9�� ������
 _�� <���  .CLT����� ��� +�4�� +��� �� ������
 4� B�. 

 
L�J� &��3� W���.: 

 ��� ��3 �)� �� �����  ������ |��4@ ;� ��P(A) p� �� � �!�� n $|��4@ ���q� ��� k ���  C�#��A O���G� $���� n���� 

 �q"��k
n

 <	� p 
 9 � p � 9 $�!��  ��#�n � ��� ;� 9�� �� �"�� $���: 

 �
 B���09 ) =�! =���  :kP{| p| } 1
n


 	9 � 

 
�a� 9X�G �� O�G����� ��: 
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 L�J� &��3� ,�$ W���.)Weak Law of Large Numbers(: 

 �)�ix �
��������E 4� ������ B�
 <	���	 �� B�� � i.i.d. � �"!�� 
n

n i
i 1

1
n �

� �x x����� $�!�� ����� <	���	 $: 

�n
n
P lim
���

�x    ��   �
P

n n���
====�x  

�"��: 
�n n

P{ } 0
���


 ) 9 ====�x  
 

6�NY� :��� �	���: 
�� �

2
2E( ) ,

n
� �xx  

9!�� �	
��D 3%	N� C	g# �� �E�� �� �(X: 
��

2

2 n
P{ } 0

n ���

 ) 9 ( ====�

9
x  
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� ���� �	���� �	����: 
�� �

n

2
2 2

n n
E ( ) 0

n ���
� �
 � � ====�� � xx  

Ti: 

�
m.s.

n n���
====�x  

�V	�� ��: 

�
P

n n���
====�x  

 
 

 L�J� &��3� *�. W���.)Law of Large NumbersStrong (: 

 �)�ix ������ B�
�	�� �
i.i.d. � �"!�� 
n

n i
i 1

1
n �

� �x x $�!�� nx  �� ;� O���G� ���� �	 �"�. 

�
a.e.

n n���
====�x  
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���G �& ������ ��#�� �����: 
 ��#��C11: ���� ��@ �� B���4 ������ +�4�� <�� .3���� �� �"�  $ +�4��21  ��m� B��4@ �E��� 9�� ����� : 

 
2 m 1(m) Gamma(r , )

2 2
1 � � : �x �  

xm 12 2m
2

1f (x) x e u(x)
m2 ( )2


 

�

D
x  

 
 

 B�4� ��m 2�� ����� +�4�� ?��
 +�4�� <�� $��!. 
 

�����: 

) ?��1( )2D � * (
(k 1)! m 2k

m( ) 31 12 (k )(k ) m 2k 12 2 2


 �-.D � / 
 
 * � �.0 �
 

 

( )f x

0 x

m 2�
m 3�

m 1�

.0 5

m 4�
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 CN�� ����%) HIN#n) +�4�� A������ =���@ 9�� �� �� ��: 

n n
(n r)m
(r)

D �
�

D :
 

 
 +�4�� B��� Ti21����� : 

n
n1

m(n )2E( ) m( ) ( )2 2

D �
�

D
x  

 
9!�� �	
��D Ti: 

2E( ) m , E( ) m(m 2) var( ) 2m� � � 2 �x x x  
 

 C2���n n1

m(n )2m m( ) ( )2 2

D �
�

D
 B��� ��G n 9�� n��7 ��" ) �q"�� �� -��%mn 02� )�!��   .(����� HIJ: 

m( 1)1 1 12E( ) : m 2m m2 ( ) 2( 1) m 22 2

D 

� � � )

D 
 
x
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 ����� =���@ 9�� �� HIN# W	� �� ��) +�4�� C�f% +���) B�� <���� ��5:( 
r

( j )
j

� �:
& % � � �: 
 %�  

 

 +�4�� B��� Ti21����� : 
m
2

m
2

1 12( j ) 1 j (1 2 j )2

� �
� �& % � �
� �
 % 
 %�  

x  

 

�-.�: ������ B�
�	�� �)� x1 $x2 $ ... �xn  � �"!�� �>�R2
i i(k )1x �  � =���

n

i
i 1�

��z x $�!�� ����� 6��7 <�� ��: 

n
2

i
i 1

( k )
�

1 �z �  

����� ��) +�4�� B��� �� �	g# <�� ��%
 B�� <���� ��  . +�4�� B��� Ti21  n��7 W	� 9�� ��) +�4�� 4� �7�D 9X�G �� W	�

� �!��1( )
2

: �. 
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 ��#�� �
�
� 7�X�� ?�-.C11:  ������ B�
�	�� �)�x1 $x2 $ ... �xn  � �"!�� ��������� O��� � �>�R
n

2
i

i 1�

��Q x $�!�� 

�7 <�� ������� 6�: 
2(n)1Q �  

 
6�NY�: 

i

y2
2i i 2 i

i

1f (y) e : y 0 (1)
yN(0,1)


- �. 2 � ) 2 1/
.0

y
y x y
x

�
�

 

?�� �N# C	g# &N' Ti: 
n n

2
i i

i 1 i 1� �

� �� �Q x y����� $: 

2(n)1Q �  
)� �
 �	>�R ��' ��9�� �q% B��# �X� $��� ?�%� ?���  . �"�@�� \��� �� 6�NY�Papoulis C[�7 $251(. 
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��-.: ������ B�
�	�� �)� x1 $x2 $ ... �xn A�� CE�� A�� $�"!�� ��������� O��� � �>�R 
n n

T
ij i j

i 1 j 1
A a

� �

� ���Q x x x x 

) ?@ �� ��A ?��>� T���� ;� n nE9��  ( +�4�� B����2(r)1  �)� �F"� � �)� $��� �
��Dr��� ���>  T���� cA ����� ;� � 
 ����n r
 >�� c��� � ����� ?@��7�"!�� . 

 
6�NY� :� �2D �NE 4� T���� �� �	���A� �� 9!�� ��4 6��7 �� ?���: 

1 TA U U U U
� F � F  
?@ �� ��: 

2
1 2 n

n

0 0
0

U u u u ,
0

0 0

':� �
� �:� �� F �� �� � � �
� �:� �

�
� �

�
� � �

�

 

 
� ���> � =��� ����� 3���� 4� ���4 =�������: 

ii iAu u� :  
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1 2 n1 2 n 1 2 n

2
1 2 n 1 2 n

n
1

Au Au Au u u u

0 0
0

A u u u u u u
0

0 0

AU U A U U

'




2 � : : :� � � �� � � �

:� �
� �:� �2 �� � � �� � � � � �
� �:� �

2 � F 2 � F

� �

�
� �

� �
� � �

�

 

 �)� ��NX�A $�!�� ?��>� U T���� Unitary�"�� $��� �
��D  :1 TU U
 �  .���4: 
T

i j
1 i j

u u
0 i j

�-
� � / $0

 

 
���� 6��NU ��: 

TU AUF �  
 

�	"� 3���� �)�: 
TU U� 2 �z x x z  
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T

T T T

E( ) U E( ) 0

C U C U U IU U U I

� �

� � � �z x

z x
 

 �"��iz�"�R
 �>�R � ��������� O��� �
. 
n

T 2T T T
i i

i 1
A U AU

�

� � � F � :�Q x x z z z z z  

 TiQ  +�4��2(r)1  �)� �F"� � �)� $9!�� �
��Di: �
 H���7� �� ��7 �"!�� ;)r ��7�	t c��� ����> ����� ( 1): �9�� .( 
 

��-.:  A�� �E�� A�� �� B��� �)�1Q $2Q � 3Q �	!�� ��!�� :3 2 1� 
Q Q Q��  :2
1 (r)1Q � $2

2 (n)1Q � � 
3 0!Q =���@ $�"!�� 1Q � 3Q � �"a>�R 2

3 (n r)1 
Q �9�� . 
 

 +�4�� �F B�
������ 4�21 4� ����� T������ ����� ��9�� O��� +�4�� . 
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���8� �������: 
�� 9�� ����� ����� <	���	 �� ����� HIN#: 

�� �
n 2

2
i

i 1

1 E( ) ,
n n�

� � � �� xx x x  

 
�� 9�� ����� ����� T������ $3���� &N': 

n
2 2

i
i 1

1 ( )
n �

� 
� x xs  

 
 <���� ��)��%
 B�� (�� ����� ?�%�: 

�2 2
i

n 1E ( )
n

� �
 �� �x x  

Ti: 

� �2 2 21 n 1 n 1E( ) n( )
n n n


 

� � �s  
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 �"��2ss  4� M����� �"	�f�� 29R	�   . ��NX� �)�� �� � 4� M����� �"	�f� $�	�R���� 2� ���4 $�!: 

� � �
n

2 2 2 2 2
i

i 1

1 1( ) E( ) n
n n�

� 
 � � � �� xs s  

 
 ��#� �X�� � � 2 � =������ ��4 <	�f� 4� HS��� $�"�R	� A�a� A��qP	
 9�� M����� �� ��!) �� ��� �	
��D H���� �� �)�

9�� ��%	� B��# <	�f� <�� T������:( 
n

2 2
i

i 1

1 ( )
n 1 �

� 


 �s x x  ����� T������ :  

) �� �� 3���� <�� H�g��2
n 1
s �� �� �X�� 3���� � 2

ns � ?�%��"
�  . B���n� ?�Rq� 3���� �� <�� $��W� ���!  . B���n ;��� 
 3���� 4� HS������� =������ ��!(. 

 
9!�� �	
��D 3���� <�� ��: 

� �2 2 21 n 1E( ) n
n 1 n



� � � �



s  
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��-.: � ����� <	���	����� � �"�R
 �
 4� �>�R $O��� ������ �	�� ;� C���� T������ : 

� �

2 2
2

2 2
(n 1) n (n 1)


� 1 

s �s  

 
6�NY�: 

�
� �

� ��

2
n 2 n 22

2 2i i
2 12

i 1 i 1

2 1

n

(n 1) (n) , (1)
� �

� �
 
 
 
� � � � � �� � 
 � 1 1� � � � � ��  �  �  
� �s x x x x Q Q

Q Q

� �

������ ����

 

 $�aN# C	g# �� �E�� �� Ti3 2 1� 
Q Q Q  +�4�� B����2(n 1)1 
 �"�� $9��: 

�

2
2

2
(n 1) (n 1)


1 

s �  

 W	� �1Q � 3Q �"a>�R  . �V	�� ������� <	���	) x( ����� T������ � )2s �� 2s (�"a>�R. 
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 ���	�F� �� O�G
� �

2 2
2

2 2
(n 1) n (n 1)


� 1 

s �s� � 9��  ������ �	�� T������ �� �	���2(m)1 $2m ����� $9��: 

� �

� �

22 4
2

22
2 4

2

2var( ) 2(n 1)
n 1 n 1

2(n 1)var( ) 2(n 1)
n n

� �
� � 
 �� �� �
 
�  

� � 

� � 
 �� �� �
�  

s

s

 

) �"��2s����� �� �)� ���� B��%	� T������ �X� $9�� M  .� �oGI <	"P�
 �	"� ��#� ��n � �� ��7 9�� �� T������ $
����(. 
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 ��#��112 *J��� ��Y (Noncentral 12 Distribution): 

�)� ix �
B�E ���q"��  N(0,1)$�"!��  �iN( ,1)  $�"!�� W	� �>�R � =���
n

2
i

i 1�

��Q x  +�4�� ����21 �qa� $�����  ?@ +�4��

219�� BW���	t : 
n :  B��4@ CE��  /e :  W�� 4� ���D(Eccentricity)2(n,e)1 �Q � 

�
n

2
i

i 1
e , E( ) n e

�

� � �� Q  

 
 �)� <	"P�
�i iN( ,1)x �$ TA�Q x x T���� � A B���� r � ;� c��� ���> n r
 =���@ $�!�� ��7 c��� ���> 

2(r,e)1Q ��� ��� �
��D : 
� �Te A� x x  

 6�[�7 $\��� �� 6�NY�227 � 228. 
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 ��#��t (Student t):  
Gosset� ��  O�1908 ����R A�� 9[� Student��� ���� �� +�4�� <�� : 

m : B��4@ CE��t(m) �x � 

m 12
2

m 1( )1 2f (x) mx m ( )(1 ) 2m

�

�
D

� 3 � 3 �
* D�

x  

 +�4�� <�� B���m 1� B��� � 9�� �!�� +�4�� ?��
 n � ���  O��� +�4�� �� ��� ?�%� ?������!  . �� �
 �"��m 
 A]� $�!�� ��q���pdf9�� ��4��� . 

 
 

( )f x

0
x

( )t 1
( )t 2
( )t 10
( , )N 0 1
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 +�4�� B���t(n) $km B��� k n! ?�� $����� ��E� kE( )x� ���[�� ��!  .�!�� +�4�� �� �� ����� =��� HIJ $E( )x 
������  .����� Ti: 

2

E( ) 0 : m 1
mE( ) var( ) : m 2

m 2

� )

� � )



x

x x
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 ��#�� �
�
� 7�X�� ?�-.t:  �)�N(0,1)z � � 2(m)1w �  � =���z � w 6��7 <�� �� $�"!�� �>�R 
m

�
zx w 

 +�4�� B����t(m)� �
��D �"�� $��: 
t(m)x �  

 

� �q�� �	�� ~�� �� HIJ $6�NY� B��� �	���� B�� 4�fzw $fx ����@ 9�� �� �� )
m

�
zx w � �y w.( 

 C[�7 $\��� �� 6�NY�233. 
 

H�"�^ �)� N(e,1)z � $�!�� t(m,e)x � ��� �
��D$ +�4�� �"�� t BW���	t (Noncentral t Distribution) �� m 
 B��4@ �E�� W�� 4� ���D �e9!�� �
��D . 
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 �� �E�� �� n�� C	g#B��� +�4�� t����� : 
2 2 1 1 mE( ) m E( )E( ) m 1

m 2 m 2
� � � � � �


 

x z

w
 

 
���� <	"P�
�: 

m
t(m) N(0,1)

���
====�  

 

 �)� ���4
m

�
zx w  �� �!��N(0,1)z � � 2(m)1w �  ��� �� $�"�R
 ������ �	��w +�4�� B���� �� 2(m)1 $9�� 

9!�� �	
��D: 

E( ) 1E( ) m m
2var( ) 2m var( )

m m

- �.�- .2/ /�0 . �
.0

w
w

ww
 

Ti: 
m.s.

m
1

m ���
====�

w�"�� $: �x z. 
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 B���m ���� B�
(m 20))����� : 
m

m 2

x z�  

���4 :2 mE( )
m 2

�



x�X� $ :2E( ) 1�z. 

 
 

 ��#�� &�����t:  �)�x � 2s  ����� T������ � <	���	 ������ B�
�	�� 4� O���� �N( , ) �	!�� ��!�� � �"!��: 
�

n



�

xT s  

����� 6��7 <�� ��: 
t(n 1)
T �  

)� �� �X�G �� �	����
�
n


x 9�� ��������� O��� +�4�� B����(. 
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6�NY�:�	g# �� �E�� ��  $�	�!�� �� B��
�
n



�

xz � 
�

2

2(n 1)� 

sw  � �"a>�RN(0,1)z � � 2(n 1)1 
w ��"�R
   .

iT9!�� �	
��D S�� C	g# &N' : 
�

�
�

�
2
2

n t(n 1)
(n 1)n n 1

n 1






� � � 



 





x

x zT s ws
�  

�	"� �E�� ���> �� T  ?@ +�4�� � �� �2��� 2 ����� ��� O��� C���i����� B�	). 
 

 B��� �q"�� ���� C�q�n � ��  <	�f� ��s 4� � � ��F� � ��F� $��!� �	 ��������� O��� �� n�� ������ �	�� +�4�� $�"�
��"�: 

n
t(n) N(0,1)

���
====�  

 

 

 83

 ��#��F) ���% ��#��:( 
 9R� 3a�f ���R �� +�4�� <��� �
�u ��@ �� �	^����!. 

 �	��)x +�4�� B���� F�E�� ��  B��4@ B�
k � m9��  :F(k,m)x �=�)�
 $: 
kk 12 2

k m
2

k m( )x k2f (x) : x 0 k m mkx ( ) ( )(1 )m 2 2




�

�
D

� �� 3 ) � 3 � � �
�  D D�

x  

) M	���k � m9�� �F (. 

 
 

( )f x

0 x

( , )F 10 5
( , )F 5 10
( , )F 10 10
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 ��#�� �
�
� 7�X�� ?�-.F:  �)�2(k)1z � � 2(r)1w ��	!�� ��!�� � �"!�� �>�R � =��� : 

k
r

�
z

x w  

=���@: 
F(k,r)x �  

 +�4�� ���%tq�� ������ �	�� ~�� �� HIJ $� � ?���fx �� n�� A�� �� ��� ?�%� � ���@ 9�� ������ �� ��(X�. 
 6�[�7 $\��� �� 6�NY�224 � 225. 

 �)� H�"�^2(k,e)1z � � 2(r)1w �6��7 <�� �� $�"!��  :F(k,r,e)x � +�4�� B���� �"�� $F�E�� �� BW���	t  B�

 B��4@k � r W�� 4� ���D � e��� �
��D . 

 
 +�4�� B��� n�� C	g# �� �E�� ��F����� : 

r 1 r 1 rE( ) E( )E( ) k : r 2
k k r 2 r 2

� � � � � )

 


x z
w
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 ?1���1: 
1F(k,r) F(r,k)2x
x

� �  

 
 ?1���2: 

2t(m) F(1,m)2x x� �  
���4: 

2
2

2

2 2

2 2

mm
F(1,m)

N(0,1) (1)
(m) (m)

--
..
..

. .2 2/ /

. . 1. .

. .1 10 0

z zx x ww

x
z z
w w

� �

�
� �
� �
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 ?1���3: 
2

r
F(k,r) k (k)

���
2 1x x� �  

���4: 

r2

2
r

k
r

k
(k)

(r) 1
r

���

���

- �.
.
.

2 ===�/
1.

.

. 1 2 ===�
0

zx w

x z
z

ww

�

�
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� �9*�	 ��$A�B� C���6 
)
6�!6
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� (#�A� E�F6�  . 
�G�� 
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��� K�;6 �$�� ����/ ��L�M� ?=��� 	�� :;� $��
) N��� O��� 
� $���Kreyszig ��;'� .838 �� 849.( 

 
 ���/ K$!L :;G� 	� �A 
� ,�� 
���4 J��%/ 	 H�!T� .��������$6��� U�� ��$�1� �� ����% ������  . $�6�� #�>����$A 	 ,

 .�3�� ���� 	 ������ V�$A� W�X9� .����� �� V$A �%����53/... 
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 ��8: 
���� � ���	� ����� �����������
	� ��	� 

 

1. ������ ��	
� ����� �����  

2. ������� ����� �� ������ ��	
� ����� 	���� 

3. � ����� �� ������ ��	
� ����� 	��������� 

4. ������! "��#��$�% 
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������ ��	
� ����� �����: 
� ����� 
� �� �5�D�4 #�>�� 
5��� ��� 
��	�	 ���[� 	 #��� 2$A�B� ����L ,�� �4��\� ���4� �� �4��\� ��A ��A������] �� ^@�T�

#���G� #�%�>� J�	��4 ?��DA <!;� �� �� )�!6 ��� ,�� O�@8� 
� ��M J/ #�!1'� $9� 	$��(!�� .
�G3 %� #�6��������`��� �%�� 
 #��� 2��'���) .������T� K$6��a <"��� $�6�� 	 ����� %����53/  .(...
�G3 2%	���
�3� �� 	 ��6� ����� �� �%�� ��$�1� ^@�T� ��A

���� J�	��4 ������  . <;� H��9� .����`��� �� �$��� <�G���� b�M ��c� ��1@�� J������*�����T�
�G3 �� ����  	 d���� �%��. ... 
 #�X�>� ?G��;� 
� ������ �� ����\I ��$9�� ��A������] �� ,�� <5B� $��>A <�I� 
�e>� �� J���L 
� �� ���� �$�f�

��G��;�. 

�G3 ��g�� 
� �%��#���� �4��\� ��$L� $��� 
� d���"�  .
6�!6 ���� H��h!A �������4��\� 
9��� �� %� ��$L� %� 2��'��� �4��\� 

����3  . ��i9� �4��\� ��$L� %� <5B� ��$L <=�>� <" ����)
�G3,6�� �%������� (�� 2��'�����3  . �4��\� ��$L� $���� ������
 �!1� ���>� �����T� H�I�� H!�� ��)���-6D�� (����. 

 
������ ��	
� �����: 


��G6�
6�!6 %� ��  �4��\� ��A��j�� ��Ai.i.d. $���a �4��\� ��$L� ?��G6� �� :1 2 3 nx ,x ,x , ,x ,� �)  $��/�4 ?6�!6 ?��G6� �A
n( )�x �� l	�B� i.i.d. J��� ix�A.( 

 

 

3

J�5�� �4��\� �5�D�4 K$�$] �� m��� mX4 �4��\� ��$L� $���� ���9�GM,�� ��n]  .� ?@��	 
� 
h6/�� ����`�� .��� $���� J���
 ?��G6� �4��\� 
G3 ��$L�(Pseudo Random)  ��M 
� �!����-�� m��� ��9� .,��Deterministic�� $����  ��	 .$6�3

 ?��G6� o��I�� �g6 
� �4��\� �n� 	 $��>A ���� �� �4��\� ��$L�$���  .����� �� 
��G6� J��� �4��\� 
� ���� ���	 ���16��%/ 
��� <\4 �� 	 $��82$�/ O��� $6�. 
 

 �4��\� 
G3 ��$L� ?��G6� 
5��� ����)�� ��;��>� $9� 
� H�� %��4��\� #���a ( (�%�� ��fx �$��� .#��� $���� �� 2$3 2���  ?��G6� $����
 �� ,I���5� (�%�� �� �4��\� ��$L��� �����#���. 
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� ��	
� ����� 	����������� ����� �� �����: 
 �4��\� ��$L� ?��G6� $����,�� 2$3 ��� ���>� 
���% H�� �� 	 ���� �6�a�6�a ��13	� ,I���5� (�%�� ��  .H�L �� 
� p	� �� 

 .J��� 2��� %� <��" ?��G6� #����-�� .,�� O�@8� �@�I J��� �4��\� �g6 %� J/Lehmer�� $3��. 
 

�������:  #���aa,B1�!A  (Conquence) b q�A �� ,�� n 2�a�A .a b kn� �$3��   .�� ���� H�� ��#�>��6: 

a b n� mod  
��c�#���� : 

mod
mod

17 1 4
19 3 16

�
�
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� �������Lehmer: 
n n 1z az m�� mod  

��9�: 
n

n 0z a z m� mod  
 &�4�� #���m��  	 2��� s�D� ���>� 	� �$L 0z %� ��5t�� 	 2��T�� ��$L m$3��   . �$La m��� O�T�6� ���M  ��3


�: modnn m 1 : a 1 m	 � � 
 )���� H�� ��: m 1a 1 m� � modI ��� $A��  .(��G6� ���5� ����] W���� H�� 
� #!�D��� 

�� ��3(m 1)� ) ��$L� ?�@� 	1 �� m 1� �� �A�u ��� �� mX4 	 ��$6�3.( 

�� ��c� J���31m 2 1� � 	 7a 2 1� �,4�a �g6 �� �� . 
 

#���-� �a� :i
i

zu
m

� �� . �a�D� 
� 
���m .iu 
��G6� ,I���5� (�%�� �� 
����] ��u(0,1)�� �g6 
� $��  .�� ��9� &�4 J���

� �D� :u(0,1)u �. 

 
E�6 ��D4�MATLAB�� $���� �!3 ���� ,I���5� �4��\� ?��G6� $��. 
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 	����
� ����������� ����� �� ������ ��	: 
1 .����� ��	� ��� 
2 .���! �� ��� 
3 .���"�# ��$ 
 

1 . ����� ��	� ���)Inverse Transform Method(: 
 <\4 ��4�a� 
� #�$�� J/ ��1���!� 	 �4��\� ��j��  x  ����� ?�3�G6� (�%��F ���� H�� �� .$3�� F( )�u x (�%�� ����� 
 ,I���5�u(0,1) �a� w5L 
� 	 ��� $A��I u(0,1)u � ���� H�� �� .$3�� 1F ( )��x u ?�3�G6� (�%�� (��� ����� F $A��I 

���. 
 �a� D�6 	x (�%�� ����� F #�A��T� 	 $3��  �4��\� ��j�� J/ �	� %�y  2��� (�%�� (��� �� K$3G#���-� ,�� �4�� .#�%�>� �� : 

 
�

1G (F( ))��y x�����  

 

,I���5� 

 ?�3�G6� (�%�� �����G 

 

 7

%�&� 1:  ���!6 �4��\� ��j�� $����),I���5� �	� %�:( 
xF(x) 1 e��� �  

 
1F ( )

1F( ) 1 e ln(1 ) ln(1 )

u(0,1) 1 u(0,1)

�

��

�

� � � � �� � � � � � �
�

� �

x

x u

u x x u x u

u u� �

 

w]: 

i i
1x ln u� �
�
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 %�&�2: �@��� �4��\� ��j�� $����: 

 


2 2

2 2
y y

2 2
2

yf(y) e , F(y) 1 e
� �

� � �  

 

 

2

2 2 22F( ) 1 e 2 ln(1 )
�

� � � � � � �
y

u y y u  
w]: 

 2
i iy 2 ln u� �  

 

 �a� ���!�ix(�%�� �����  ������] �� ���!6 � .$3�� i iy x� �����  ������] �� �@��� (�%�� 2 1
2

�
�

��� $A��I . 
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2 .� ��� ���! �)Rejection Method(: 
�� J���� �4��\� ?��G6� #�A��Iiy ���-t (��� �� g)  ?�3�G6� (�%��G (#��� $���� ��. 

&�4 : ?��G6�ix ���-t (��� �� f)  ?�3�G6� (�%��F ( 	 ,�� $���� <��*: 
g(x)x : , f(x) 0 g(x) 0
f(x)

	 � � � � �  

) J�tx ?X8�� �� f(x) 0��!6 �A�u  .��3y$3 $A��T6 �A�u 
X8�� J/ �� D�6 (. 
 

p	� :#���� �$��� :i j 1� �y 
  1. ix �� ) (�%�� ��f (�� $����#���: 

f (x) f(x)�x  
  2. iu  ,I���5� (�%�� �� ��)u(0,1) ( �� $���� #���)u %� <X�>� x,�� :( 

1 0 u 1
f (u)

0 otherwise
� ��

� �
�

u  

  3.  �a�i
i

i

g(x )u
f(x )

�
�

 .$3�� j iy x��� ���*  #�A�)i i 1� � 	 j j 1� �	� E$* 
� ,Ba%�� .  .( H�� ���� H�� ��z ��ix 

   �� �� �� #���)i i 1� �	� E$* 
� ,Ba%�� ..( 
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��G[�: 
? ?

F (y) G(y) f (y) g(y)� � �y yy 
#����: 

g(x)
f(x)y

0

g( )P{ y, }
g( ) f( )F (y) P{ y} P{ y| } g( )f( ) P{ }

f( )
f(x) 0 u 1

f (x,u) f (x)f (u)
0 otherwise

g( )P{ y, } f (x,u)dudx
f( )

�

��

� �
�

� � � � � �
� �

�

� ��
� � � �

�

� � � �
� � �

y

xu x u

xu

xx u
x xy x u xx u

x

xx u
x �����

 

 
5��� 
� 
��� ��g(x) 1
f(x)

�
�

,�� : 

y g(x) G(y)f(x) dx
f(x)��

� �
� ��  

�n�: 
 

f(x)���� 0 u 1� �

G(y)
g( ) g( ) G( ) 1P{ } P{ , } F (y) G(y)1f( ) f( )

�� �� � � �� � � � � � �
� � � � �

y
x xu x u
x x
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 �4��\� ��$L� $���� ��� �� ���� 
X@" ���5� ��$9�jy  ������] �� ��$�A (�%��1p � ��n� .,�� : 
11q 11p

� �� � � � �
�

 �1�>53 ��$9� m����)�%	��] ��� �� ����(  

�� �  <� ��$9� m����)�%	��] ��� �� ����(  
 

%�&�:  ���6 �4��\� ?��G6� $����)���!6 �	� %� (J��� l�@T� 	 J��� �� p	� 
�: 
2x

x 21f(x) e : x 0 h(x) e
2

��� � � �
�

 

��	: 
f(x) 0 h(x) 0� � ��  

 (�%�� �� 
��G6� �$��� w]g) 
4�85� ���6 (�� $���� ��#���: 
2x

22g(x) e : x 0
2

�
� �

�
 

 



12

2

2 2 2
x
2 x 2x 1 x 2x 1 (x 1)

2 2 2 2
x

2 eg(x) 2 2 2e2 e e e e
f(x) 2e

g(x) 2e 41.32
f(x) 3

�
� � � �

� � �

�
�� � � �

� ��

� � � � �
�

	

 

 �A �� ��G��X� ��9�4 .��� 3,�X4�� ��� . 
 

 �$��� w]ix ���!6 �� $���� #���)#�$�� ��G* �� J/ �-6�-t 
�:( 
exp(1)x �  

 w`�iu ,I���5� ���� $�� #���)u  %� <X�>�x,�� :( 
u(0,1)u �  

 �a�
2

i(x 1)
2iu e
�

�
� .$3�� j iy x��� ���* #�A�  . ���� H�� ��z ��ix �� �� ��#���. 
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 �	� %� 
5��� ���� �"y �\� ��j�� .,�� 
4�85� ���6 
� �4�z  ���6)���$6���� (�� 
��� .#�%�>�
� #���: 
1 1h(z) g(z) g( z)
2 2

� � �  

 
 w]iv�� $���� ,I���5�  #���)v %� <X�>� x 	 u,�� :( 

u(0,1)v �  

 �a�i
10 v
2

� � .��� i iz y���� ���*  �a� 	 2i
1 v 1
2
� � .��� i iz y� ��� ���* #�A�. 

)
5��� 
� 
��� �� :k k
k

f(x) f(x|A )P(A )��( 

 
E�6 ��D4�MATLAB ��$�� $���� D�6 ���6 �4��\� ?��G6� $6���. 
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3 .���"�# ��$: 
 �� ^@�T� �4��\� ��A��j�� 
��� �� K|�	 o��I 
� �� �A�� o�I ���13	� 
���� $���� J���. 

 
 %�&�1: ���6 ?��G6� $���� : N�!F� .�D��� $" ?�i* 
� 
��� �� �4��\� ��j�� ����% ��$9��� ���6 .,I���5���3 .w]: 

1 1 n 2 n 1 2nz u u , z u u ,�� � � � � �
 
 
 
��9�: 

n

i (n 1)i j
j 1

z u � �
�

��  

 ��$X�10 �� 15 ���� n,�� �4�� . 
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 %�&�2: #A %� <X�>� 	 ���$6���� ���6 ?��G6� 	� $���� y���6 ?��G6� $���� ���� ��-�� p	�: 
�������: �4��\� ��A��j�� �a� x 	 y #���� .$�3�� <X�>�: 

2 2

1

Rayleigh(1)N(0,1)
N(0,1) tan u(0,2 )�

� � �� ��� �
� � ��

�

R x yx
yy
x

��
� ��

 

 
 �a�iu 	 iv 
��G6� 	 ,I���5� �4��\� ��A 2�-6/ .$�3�� <X�>�i ir 2 ln u� � 	 �@��� (�%�� ����� i2 v�  (�%�� �����

 ,I���5�(0,2 )� ,��  .
��G6� w]��% ��A: 

i i i

i i i

x 2 ln u cos(2 v )

y 2ln u sin(2 v )

� � �

� � �
 

$��>A <X�>� 	 ���6. 
 

E�6 m��� #A H�� ��D4�MATLAB  ��!�X�>�,�� $���� <��*. 
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 %�&�3: q6}�� �4��\� ?��G6� $����: 
�� N�!F� 
� #�6��n ��  ������] �� <X�>� ���!6 �4��\� ��j��� ������] �� q6}�� (�%�� ����� n 	 �,��   . w]ix ���!6  ��

 ������]��� $���� �� ���* w`� 	 #���#�A�: 
n

i (n 1)i j
j 1

y x

exp( ) Erlang(n, )

� �
�

�

� � �

�
x y� �
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'()*��� �+�, ����!)Monte Carlo Simulation(: 
 ����/ p	� m��� �4��\���z ,�!� �� J��	/ ,�� 
�)�4��\� ?��G6� $���� �� ( ��
�G3,6�� �%��$���a �����. 

 
 %�&�1: �� $��� &�4#��� O�>" �� ��% ��-�6� #�A��I: 

1

0
I g(u)du� �  

)��-�6� �a� #�A��T� �� ��-�� K�	$;� �� �� ��j�� ���j� �� #�6���#��G� 2�	$;� H�� 
�(. 
 

 �4��\� ��j�� �a�u 
� #���-� �g6 �� �� :u(0,1)u � #��� &�4 	 :g( )�x u2�-6/ .$3�� : 

�
1

0
E(g( )) g(u)f(u)du g(u)du I

��

��
� � � �� �x u  

 

�G3 ��,6�� �%��G6� .����� ,I���5� �4��\� ?��iu ��  w`� 	 2��� $����i ix g(u )��� $���� �� #���  . 
��� �� 2�-6/ 
�


5��� :�
n

i
i 1

1 x
n �
�x 	#���� .: 

 
n

i
i 1

1I g(u )
n �
�	
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 %�&�2: �� #�A��IF(y) P{ y}� �y) �4��\���z ���!� (#�6D� H�!T� ��  .��c�: 
 

 
 

�� �@�@;� p	� �}���$3�� 
�>� O��� J	$� ��i9� �� ���3� $6���. 
 

 ?��G6�iy �� �� $���� #���) $���� ��ix#�>�� <"��� �M 	   .( ��$9� �a�iy
� ���A %� ��5t�� y �� $��>A yn ��$9� 	 #����� 
 <�iy ����� 2$3 $���� ��An#���� .$3�� : 

yn
F(y)

n
	  

d�� E�!� %���>5� ,��X�K$����!����-�  ���a D��6 ~ (�%�� x y

 



 ���9:����	 ) 
����( 
 ������ ��Chapter 9 	
 ��� � �Section 9.6 

 

 ���ML 

���� 	
���� 

������� 	
�� 

����� 	
���� 	
�� 

����� �
��� 	
��)�����
�( !
" 	
�� 

�����# ��� 

 

 1

 ��� ����� ���
� ��� ������ �� �� ����	 ������ � ���! ��� "#�$� 	
(Estimation) %�
  . � � ����&��'�� �(� 	
 )*+�
��,! ����� %�
 -���� �
�! ���
/0�(�( 2�(
	3���� �� 3$�� 4���
  ��,5� ����� 
� 4��'�� (Direction Finding). 

 

������� 	
��: 
 �6��7� ��8�� 3�	/� ���� 9�6x  �&( �%�
 �7�:� ;/, �
�
� </=>��, ���
��? � �'�@��) �
��� �� �&���
 (��>� ���
� :f(x; )�  .

 )*+� ��',��� �� 4���,���
( ( �DE </=>��, F,)��&���
  ( </=>��, F,���
( ( ��',��� �� ��)���
���   .( � %�
 ��
 �G��
 �� �� H�� ��
,/�, %�I� �6��7� ��8�� ��
 ���� ��,5� ����� 
� )���
��? �����.( 

 

 



2

���� ���	
 ��)Point Estimation(: 

 2,/�,x K	
�,
 �� n : 
1

n

ˆ g( ) ,
� �
� �� � � �
� �� 	

x
x x

x
�� 

L
���:� : 
1

n

x
ˆ g(x) , x

x

� �
� �� � � � �
� �� 	

� 

g( )x  %�
 �6��7� �����8�� 	
 �>���)�� �6��7� ��8�� M� �/0 
N& (�O��.( 
 
) 	
 �>��� )P/E
 �6��7� ��8�� ��Q �� M�) �6��7� �����8�� �
��� �G��
 ��i.i.d.,/�, �� ( �'�@� ��/=>��, ���
��? � � 
� �O
�,
�� ��O -���!)Statistic(���/R (. 

 
 S���� T(�� �� �����)U��
�, (�R
 ��/� ��
/0: 

ˆE( ) � ��  
)ˆE( )
 �� 
� �� ����� S��������,(. 

 

 3

 �� ������)Method of Moments(: 
�� ��,
� �(��:Rk �6��7� ��8�� <
x �� %�
 ��
��: 

k
km E( )� x  

�� �(��:R W(� ������R: 
n

k
k i

i 1

1m̂ x
n �

� �  

 �G��
 	
 ( �
�� �������)  ����� (�� %�� ����(!. 
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���� 1:  �6��7� ��8�� ���� 9�6x ���
��? �� ����, 3�	/� �
�
� ��O�� : 
xf (x; ) e : x 0
�� � � x  

 
��� ��,
�: 

1
1m E( )� �
�

x  

��: 

1

1
m

� �  

 
 ����Y� %�I� �� F?ix���
� ��: 

n
1

i
i 1

1 1ˆ
m̂ 1 x

n �

� � �

�
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���� 2: �� ���� 9�6 �� ��6���� 4��'�� � ��,
�,/�, [\� M� 	
 ����dc � �:�! %��]  ��/R 5�/,�N(0, ) %�
: 

i i� ��x n  
 

 �
�Y� ���
 �
������
� ���,5� ����� 
� : 

n

1 i
i 1

E( ) E( )

1ˆ m̂ x
n �

� � � � �

� � � � �

x n
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 ����3:  �6��7� ��8��x  3�	/� �
�
� �� ��/R%�
 </=>��, F,���
( ( ��',���  .�� ���
/0,/�, ����Y� %�I� �� ( ��',��� �T! ���
��,5� ����� 
� F,���
(.��  � ��,
�: 

� � 2 2
1 2 1m , m m� � 
  

 
F?: 

�

� �

n

i
i 1

2
n n n

2 2 2
i i i

i 1 i 1 i 1

1ˆ x
n

1 1 1 ˆˆ x x (x )
n n n

�

� � �

�

� �
� �� 
 � 

� �
� �

�

� � �
 

) T��� ��>�2s���O
� � (. 
 

 �R
 � ���� _/� W(� ��
 ���̂  	
 ������� ��O�� ˆq( )� 	
 ������ 5�, q( )�
/0 �/� ��. 

 

 7

 �	� ������� ��)Method of Maximum Likelihood(: 
%��� ���5��� W(� T! � � W(� ��
�� �DR 5�, ����,%�
 4(
��� �(��:R W(� 	
 a�� ��/O  . ���b T! 2$��c� Q �R


%�
 ��=�:�  .%�
 -�O ��� ���	 �=�0 5�, T! �d��� e
/0 �(�. 
 

 ��c��f(x; )�  U@# ��� %�� 3��� 
� (Likelihood Function))  �
��� (�����/R. 
 �R
��� �� 	
 ( �/� </=>�  �,����? <
�� �x ��>� ���
� 
� ;/b( �
�� %�� ����:�� f(x; )dx�  <
�� �
��x �%�
 ���5��� 

 ��c�� M�? fc�f(x; )� g
/_ )��/':�?( �/� �� )��>� :ML modx̂ x� h�&( ���>� �� mse ���>� �� ( ��',��� �mae,��� � 
���O  .( F�i � 4�#� �
�Y� ( %�
 </=>��, x%�
 -�O %�I� �E�0   .f��c� �����  ��
 � _/� ��x ���5��� fc� �-�O %�I� 

%�
 %�� 3���: 

ML ML
ˆ ˆ: f(x; ) f(x; )� � � ��� � � �  

 
 �
����O�� �O
� ���� �/j�� ��
: 

ML
f(x; ) ˆ0� �

� � �
��

 

 ��>�ML�̂  ���5��� fc� 3���f(x; )�)  �
��x -�O -�
� ( U@# �����  �O��)%�� 3��� ���5��� fc�.( 
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�� �R��� �� �
� T�:, T
/�: 

� � MLML
ˆg( ) g( )

�
� � �  

)�>� � ���5��� T�/�ˆf(x;g( ))� U@# �� � T�O ���5��� �� %�
 4��>� f(x;g( ))� �
	
 � ˆg g( )� �  �
��g
/��� (. 
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����:  m�P �i/, ��i 4/n �� 4/$�( �&�'Q 3��� �
�
�b 2� %�
: 
2xc

2f (x;c) cxe



�x  
 
 
 
 

 �R
x�x ��O�� -�O %�I� MLĉo%�
 ��YQ  
 

2x3 c
2 ML 2

f (x;c) x 2ˆ(x c )e 0 c
c 2 x


�
� 
 � � �

�
x  

 
 

 �R
 � �&�# ��c�� �� 	
 ( �/� </=>�  �� ����
/0MLx̂���(! %�� � 
�  (Prediction)���O
� �: 

ML
f (x;c) 1ˆ0 x

x c
�

� � �
�

x  

( )f x

0
x

1
c

( )f x

0
c

2
2
x

 %�� 3���: 

 



 10

���
:  �=� ����
�, -���:� M� qY6 )P/�>� L
���:�i.i.d.���
� : 
1 1

n n

x
x

x

� � � �
� � � �� � �� � � �
� � � �� 	 � 	

x
x

x
� �  -�O -���:� ����Y� :  

 T�O ���5��� fc� ���� F?f (x; )�x U@# �� �%6�� 
�   . � _/� ��i.i.d. T�/� ix����
� �: 
n

i
i 1

n

i ML
i 1

f (x; ) f(x ; )

ˆf(x ; ) 0

�

�

� � �

�
� � � �

��

 

 

x

 

 
 T�/� 
/��� � _/� �� ��ln��  T
/�%6�� 
� %�� 3��� �����'& ���5��� fc�: 

n

i
i 1

in

ML
ii 1

ln f (x; ) ln f(x ; )

f(x ; )
ˆln f (x; ) 0

f(x ; )

�

�

� � �

� �
� ��� � � � �
�� �

�

�

x

x
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���
� f$b 4�+� ��: 
n

2
i

i 1

c xn 2n
i

i 1
n n

2
i i

i 1 i 1

f (x; ) c ( x )e

cln f (x; ) n ln c ln x x
2

�



�

� �

� �

� � � � 


�
 

� �

x

x

 

 
%O
� ���
/0 F?: 

n
2
i ML n

2i 1
i

i 1

ln f (x; ) n 1 2nˆx 0 c
c c 2

x�

�

� �
� 
 � � �

� �
�

x  
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����:  ����� 2$��c�ML � S��
�� 4���, 3�	/� F,���
( ( ��',��� �
�n�6��7� ��8�� �
�Y� K���:� ��� : 
�
�� � � �

�

�� � �
�

� �
��

�
� � �

2
i

2
(x )n n

2 2 2i 2
i 1 i 1

n 2
2 2 i

2
i 1

n 2
i

ML2
i 1
n 2

i
2 2 2 2

i 1

1f (x; , ) f(x ; , ) e
2

1 (x )ln f (x; , ) ln(2 )
2 2

ˆ(x ) 1ln f ˆ00 nˆ

ln f ˆ1 1 (x )0 0
2 ˆ ˆ2( )






� �

�

�

�

� �
!

� �

� � 
 ! 
� �� �

� �

" 
�" 
 � �#�# #�# #� � �$ $� � �
# #� 
 � �� �# # � ��% � �#%

  

�

�

�

x

x

x

x
� �

n

i
i 1

n
2 2 2
ML i ML

i 1

x

1 ˆˆ (x )
n

�

�

"
#
##
$
# � 
 �#
#%

�

� s  

  
 ��/� �� �$&
 �� 2S���� ����� �%�
 �
�  . �
�� �$&
n��&�� ��� 	
 S����  �(�)�� � 5�, �(��:R W(� �� r���, ��

���/� -����.( 
 

 ����� �� )P/E
ML �
�� n��& ����� F,���
( ( ����� S���� ��� f�� �DE %�� �����. 

� �2 2 2 4
2

n 1 2(n 1)E( ) , var( )
n n

 


� �s s
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��!�" ���	
�� )Interval Estimation(: 
 �
�� ���
 ��_ � �G��
 ��x 2\Y, M� �-�O %�I� g(x) ����� T
/�i � 
� ��� s
�
 
� =E�6 M� ������  � ����� � 

��
� �
�b =E�6 T! �� ���	 4���#
  . )*+� �
��� ���
 ��_ �  2\Y, M�x 
�  T
/�i �=E�6 �����'� �j, �� ����� �
�6�>� 
� 
�� � �����! f0
� ���	 4���#
 � %�
 T  . �
�Y� (� ��>�1 1g (x)� � ( 2 2g (x)� ��� 
��? 
�  � ������O�� ��,! ���   .

 ���
 � �@� ���O�� Q L
���:�1� ( 2��/� ���
/0 L(�D��   .� F?( K���! 1� ( 2� ���@� T��� f��b ��	 L�/E �: 
1 1

2 2

g ( )
g ( )
�"

$ �%

x
x

�
�

 

=E�6 5�, =E�6 
N& ( %�
 �6��7� �
) ���
 � �@�x�O�� Q  ( ��i ��%�
 �6��7� 2=E�6 ��
 f0
� ����	 4���#
 � . 
 

 �R
1 2P{ } 1' � ' � 
(� ��O��  2=E�6 �1 2( , )� � 
�  tT����n
 2=E�61
( (Confidence Interval) ( (
�  
 T����n
 [\�(Confidence Level)���/R   .( ��
�� )P/�>� 5 % ��1 % ��1/0 %�� ����0
�/O. 

 

 



 14

 �R
 )���dq( )) � �  2>b
( ��O�� 
/��� �>���1 2{ }� ' � ' �  ��1 2{ }) ' ) ' ) � 1 1q( )) � � ( 2 2q( )) � � 4��>� 

N& ( �/� ��
/0: 

1 2 1 2P{ } P{ } 1' ) ' � ' � ' � 
()) ) � �  
 T����n
 2=E�6 �R
 F? �
��� �1 2( , )� �O��  �
�� ��q( )� �1 2(q( ),q( ))� ��/� ��
/0 . 

 
=E�6 ����� �� H�� 3�
/� � %�
 T! �
1� ( 2� � ������ T��Q 
� :1 2P{ } 1� ' � ' � � 
(  �
�Y� ( -�O2 1� 
 � 

�O�� fb
�#  . �=� %&�# ��=w@� ��
 f#�� f# 
� T! ���� e�0 ��
/� �� �� ( %@�, -��� ����. 
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 #�$��%� &�!�"'������ #(�� )��*� +��! �( ��,���� ��-�: 
 �R
 �6��7� ��8��x  </=>��, ��',��� �
�
��  F,���
( (� 2,/�, ( �O��  ���i.i.d.t ix (i 1,2, ,n)� �  ��
 	
 �6��7� ��8��

\Y, ����� ���O�� �O
�������� 
� ��	 �
: 
n

i
i 1

1
n �

� �x x  ,/�, ��',��� :    �� �
2

2E( ) ,
n

� � �xx  

n

i
i 1

1x x
n �

� �  -�O -���:� 2,/�, ��',���:  

 
�� 4�#/0 ���
 2=E�6 M�( a, a)
 �x x  4���#
 � � ���� s
�
1
( �� =E�6 ��
 f0
��O�� . 
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 �R
 ��#x � _/� �� ��O�$, 4���,  �5��� �# 2�xb �
��n �y�5� x  )�$��Y���>� �%�
 4���, :��
2

N( , )
n

x �  .�R
 F? 

���� z��>� :�
�
n



�

xz �z  �/� ��
/0 ��
�,���
 4���,))�$��Y� (
N& (: 

1 2
P{ z z} 1 z z (

 ' ' � 
( � �z  

 
 
 
 

 �
�� )*+�0.05( � �� _/� �����
� 4(�_ : 
1 1G (0.975) D (0.95) 1.960
 
� �  

��>�: 

0.975z 1.960�  
 

( )f zz

z
1 2

z (
1 2
z (




1 
 ( 2
(

2
(
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%O
� ���
/0 %���, �� F?: 
�
�1 12 2

P{ z z } 1
n

( (
 





 ' ' � 
(
x  

� ��1 12 2
P{ z z } 1n n( (
 

 ' ' � � 
(x x  ���
��? ����� :  

 
���
� ���{��: 

� �� �1 12 2
P{ z z } 1n n( (
 

 ' ' � � 
(x a�? ���� :  

 
 F? tT����n
 2=E�61
(  �
��� 	
 %�
 L��$i </=>� F,���
( %&�# ��: 

� ��1 12 2
x z x zn n( (
 

 ' ' �  

 
����:  ���>� H
�c,
 �� 4���, 3�	/� �
�
� 4/7c� M� 4/n� 4mm�%�
   . 2=E�6T����n
 95 % ���(! %�� � ��',��� �
�� 
�

 �R
 2,/�, M� ��30 ,/�, ��',��� ����� 101mm�O�� . 

� �4 4101 1.96 101 1.96 99.57 102.43
30 30


 ' ' � � ' '  

 



18

R � %�
 ��
 ��� �� �
�� ����  F�i � �� , �� %�
 ��:�� �E�0 �
�Y� 	
� , �� %�
 ���� �E�0 �
�Y� 	
  . L�/E ��
 �� �
���
� |���#
 6�\�� 2=E�6: 

1P{ z} 1 z z 
(' � 
( � �z  
�
� 1P{ z } 1
n


(
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