
مقدمه ١

ͳدرس مباحث ١.١

ها مجموعه اولیه مفاهیم •

اعداد ی مجموعه : ها مجموعه –
ها مجموعه اشتراک و اجتماع : ها مجموعه جبر –

ͳتوان ی مجموعه –
ها مجموعه ͳدکارت ضرب حاصل ، مرتب های زوج –

ارزی هم ی رابطه ، ترتیب ، رابطه مفهوم –
تاب΄ –

ͳریاض زبان : منطق •

ͳریاض های گزاره ͳمنطق فرم –
ای گزاره ی ترکیبها –
ͳریاض در سورها –

ͳریاض اثبات –

اعداد ساختمان •

اعداد نظریه مقدمات ، ͳبازگشت های تعریف ، استقراء اصل ، ͳطبیع اعداد –
گویا و ΀صحی اعداد –

گویا و ΀صحی اعداد در معادلات حل –
ͳحقیق اعداد –

ͳنامتناه و ͳمتناه های مجموعه •

١-١ تناظر –
ͳنامتناه و ͳمتناه ی مجموعه –

ناشمارا و شمارا –
ها کاردینال –

برنشتاین - شرودر قضیه –

١



درس اهداف ٢.١

مدرن ͳریاض مفاهیم ترین بنیادی تعلیم .١

مجرد ͳریاض ف΋ر طرز با ͳآشنای .٢

است. گردیده ریزی ͳپ ای پایه و بنیادی مفاهیم ی پایه بر مدرن ͳریاض که است این ͳاصل ی ن΋ته
گردند. آشنا مفاهیم این با علم از حوزه این در دانشجویان تا است لازم بنابرین

دانشجویان استکه آن گردد درسپیΎیری این در باید مذکور ͳهدفاصل بر علاوه که دیΎری ی ن΋ته
ͳریاض خود بنیادی مفاهیم ب΋ارگیری از پس مرور به و گردند آشنا نیز ͳریاض مجرد ف΋ر طرز با باید
این درس این در تا است لازم ، باشد ͳم زمینه این در درس اولین درس این چون بنابرین گردند. ورزیده

گردد. گیری ͳپ مهم بسیار اما ͳجانب هدف

نوع و درس مفاد اکثر که این مطلب اما است ای پایه مفاهیم متضمن که ͳحال عین در درس این
میΎردند. مش΋ل دچار آن مفاهیم برای دانشجویان ، باشد ͳم نو درس این در مطالب ی ارائه روی΋رد
گیری ͳپ و درس ی ارائه در تا است ضروری گردد تر آسان درس در شده مطرح ن΋ات فهم این΋ه برای

: شود گرفته مدنظر ذیل ن΋ات دانشجویان توسط آن

بحث کلاس در فعال شرکت و درس کلاس در فعال شرکت •

ͳگروه کار •

ͳتحویل های پروژه و کاری گروه در ها تمرین حل •

Tex ͳفارس تایپ به تسلط •

مربوطه مشاور و استاد به اش΋ال رف΄ اوقات در مراجعه •

ͳارزیاب ٣.١

: است موجود ͳکتب امتحان دو درس این در

نمره ۶ : ترم میان امتحان .١

٢



نمره ١٠ : ترم پایان امتحان .٢

نمره ۴ ͳال -٢ : ها آن ی ارائه و بحث کلاس در شرکت و تمرین حل

است) اعمال قابل ٣
١۶ (حذف نمره ١ ͳال -١ : غیاب و حضور

نمره ٢ : ها پروژه

: ها تمرین در مهم مطالب

نمایند حل ͳگروه طور به را مسائل تا میΎردند ترغیب دانشجویان •

برداری ͳکپ از جدی پرهیز •

میشود. گرفته تحویل شنبه Έی روز در و میشود داده تحویل شنبه Έی روز در هفته هر ها تمرین •
میΎیرد. صورت تمرین) بحث(حل کلاس میان در هفته Έی شنبه سه روز در

و نمایند ارائه ها تمرین برای را خود حل راه تا شود ͳم خواسته دانشجویان از بحث کلاس در •
شد خواهد بحث مفاهیم به نسبت

ͳریاض ΁تاری بر مختصر مروری ۴.١

(فیثاغورث) یونان ͳریاض ١.۴.١

یونان دوران در دوم گام ٢.۴.١

های روش است. گرفته ش΋ل ، کرد ریزی پایه را منطق علم که ارسطو از پس که است ͳریاض دوران
دوران این در که است چیزی اولیه اصول و تعاریف حسب بر تر پیچیده اح΋ام اثبات ای موضوعه اصل

.(ͳاقلیدس ی (هندسه داراست را ͳشاخص ی وجهه اقلیدس بین این در است. گرفته نقش

این ͳیونان دانان ͳریاض است. ͳریاض اشیاء ماهیت در افلاطون ͳفلسف اف΋ار تاثیر دیΎر ی ن΋ته
اشیاء که داشت تاکید مطلب این بر افلاطون که اند پرداخته مطلب بدین و پنداشته جدی بسیار را مسئله
در ͳریاض اش΋ال و اعداد آنها حقایق و دارند مثل عالم در ͳحقایق دیΎر اشیاء دیΎر همچون ͳریاض
بعنوان ͳگرائ برقرارند.(افلاطون ͳانسان ذهن از مستقل اشیا به راج΄ موجودند.حقایق مجرد دنیای Έی
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میΎردند. کشف ها انسان توسط حقایق است).این موجود نیز معاصر ͳریاض ی فلسفه در گرایش Έی
جهت به هندسه رفی΄ جایΎاه به افلاطون نظر بیانΎر نشود” وارد نمیداند هندسه که ”آن مشهور ی جمله

است. آن در مجرد اشیاء بودن دارا

معادلات) حل جبر- اسلامͳ(رشد ی دوره ٣.۴.١

ی زمینه Έی بعنوان می΋ند مطالعه را اعداد خواص جبر که معنا این به جبر( به هندسه تقلیل : دکارت
است.) گردیده قلمداد ͳریاض تر بنیادی

ایجاد با نیتس لایب - نیوتن کارهای در ͳمهندس Έفیزی در ͳکاربردهای و ریاضیات رشد ی زمینه
گردید. ایجاد انتΎرال و دیفرانسیل حساب

نوزدهم قرن ۴.۴.١

شاخه در ای موضوعه اصل های روش ایجاد باعث ͳمنطق های خلل ایجاد و مجرد ریاضیات رشد این در
: گردید ریاضیات مختلف های

آن و میΎیریم نظر در را ها آن بنیادی روابط و خواص ابتدا ، اشیاء ی مطالعه برای : موضوعه اصول
نمائیم. ͳم بیان ای موضوعه اصول از سری Έی تحت خواص

: ها مثال

ͳاقلیدس ی هندسه بیان در اقلیدس ی هندسه اصول •

[ استقراء اصل ] (Peono Arithmetic) پئانو موضوعه اصول •

ͳحقیق آنالیز ۵.۴.١

نمود ارائه ها Έکوچ نهایت ͳب حساب نه و حد مفهوم مبنای بر را انتΎرال و دیفرانسیل حساب ͳکوش
نمود. ارائه امروزی صورت به را (ϵ− σ) ͳΎپیوست مفهوم ویژه به و

توسط را ͳحقیق اعداد ͳرسم تعریف ددکیند اند. کرده کاوش بیشتری مطالب در وایرشتراس - بولترانو
نمود. ارائه ددکیند های برش

۴



ها گروه نظریه ۶.۴.١

نیست. حل قابل ها رادی΋ال توسط ۴ از بالاتر ی درجه معادلات
نیست. مم΋ن پرگار و کش خط توسط (ͳکل حالت (در زاویه تثلیث

گردید.(تقارن) ها گروه نظریه ایجاد به منجر ها مسئله این حل های روش
یافت. تعمیم ٣ از بالاتر بعد با هندسه برداری فضاهای مفهوم ابداع با

ͳنااقلیدس ی هندسه ٧.۴.١

ایجاد باعث آید ͳم دست به منظماً اقلیدس دیΎر اصول از توازی اصل که این اثبات برای موفقیت عدم
و منطق ) اولیه مفاهیم گردید. ͳهذلول ی هندسه و بیضوی ی هندسه ،ͳنااقلیدس های هندسه کشف و

است. آمده بدست اینجا در ( ͳاستنتاج های سیستم

منطق ٨.۴.١

ͳریاض های گزاره به ͳمنطق و فرمال روی΋رد پذیرفت صورت ١٨ قرن ریاضیات در که ͳکارهای از ͳ΋ی
بود. لابرت و نیتس لایب

منطق تحلیل به (جبری) ͳریاض روش به Έسیستماتی طور به که بود ͳکس اولین (١٩ بول(قرن جرج
از ͳبخش منطق ترتیب بدین گردید. ریاضیات در بول جبرهای مفهوم ابداع و ایجاد باعث و پرداخت
فروکاهش منطق را ریاضیات تا داشتند این بر ͳسع راسل - فرگه ها بعد ) گرفت. نظر در ریاضیات

دهند)

فرگه - پیرس توسط روابط و سورها مفاهیم ٩.۴.١

است. آمده دست به فرگه کارهای از اح΋ام از ای مجموعه بعنوان ͳریاض تئوریهای
: باشند دارا را ریز ͳویژگ ٣ باید ͳریاض های تئوری که بود معتقد فرگه

تناقض وجود عدم : سازگاری •

باشد اثبات قابل آن نقیض یا خودش یا ح΋م هر : بودن کامل •

باشد مشخص گزاره Έی مورد در تعمیم برای روش : پذیری تعمیم •

۵



گردید. انجام گترین - پئانو توسط ͳعموم و وجودی سورهای ش΋ل ابداع

در پئانو و ددکیند - پیرس توسط ͳطبیع اعداد حساب برای ای موضوعه اصل روش : پئانو حساب
پذیرفت. صورت نوزدهم قرن

عنوان به ها مجموعه نظریه . ͳنامتناه های مجموعه بندی رده مفهوم : کانتور : ها مجوعه نظریه
ͳریاض بنیاد

ها پارادوکس از بسیاری ظهور با بیستم قرن اوایل در ریاضیات سازگاری : ͳریاض ͳمبان در بحران
شد. کشیده چالش به (... و راسل (پارادوکس

گردند. مرتف΄ تناقضات که ای گونه به مجموعه مفهوم ریزی طرح : ها مجموعه موضوعه اصل روش
.ͳمتناه ریاضیات اساس بر ریاضیات کامل اثبات : هیلبرت ی برنامه

۶



(ͳنویس ͳریاض) ای گزاره منطق با ͳاجمال ͳآشنای ٢
میΎردیم. آشنا (ͳنویس ͳریاض ͳعبارت (به ͳریاض زبان اولیه مفاهیم با فصل این در

را میدهند انجام دانان ͳریاض روزمره کار در آنچه که است این هدف قسمت این در که کنید دقت
درآوریم. نΎارش به دقیق زبان به

بتوان که است این ͳریاض کار های مولفه از ͳ΋ی بنابراین است آن در دقت ریاضیات های ͳویژگ از ͳ΋ی
درآورد. تحریر رشته به دقیق را مفاهیم

واقعا میΎذرد ذهن در آنچه که کرد حاصل اطمینان نمیتوان ͳریاض های اندیشه دقیق نΎرش بدون
باشد. ͳم مهم بسیار ͳریاض مفاهیم نΎارش بنابراین باشد. ͳم دقیق

است). (منطق ͳریاض زبان

است. ͳریاض اف΋ار شالوده ریزی ͳپ واق΄ در ͳریاض منطق بنابراین

: کرد تقسیم توان ͳم دسته دو به را ͳریاض منطق

(propositional logic) ای گزاره منطق الف)

(predicate logic) (First-order logic) (سورها) محمولات منطق ب)
اتمیΈش΋سته اولیه و ͳابتدای جملات به ͳریاض متون و جملات تا است این بر ͳسع منطق اول قسمت در
ͳمنطق ترکیب نحوه و آن ای پایه جملات تشخیص توسط را ͳریاض متن Έی میتوان بنابراین شوند.
آورد. اتمیΈبدست های گزاره تعیین با را ͳریاض متن هر ͳمنطق فرم توان ͳم بنابراین فهمید. جملات آن

: کنید توجه زیر های مثال به

مجذور با برابر قائمه ضل΄ دو مجذورات مجموع صورت آن در باشد الزاویه قائم مثلث Έی A اگر •
است. وتر

هستند. اول فرد اعداد تمام و است ͳنامتناه ٢ از بزرگتر اول اعداد •

باشد. عدد Έی مجذور که است این باشد مثبت x ͳحقیق عدد که این برای ͳکاف و لازم شرط •

٧



است ͳطبیع عدد ۴ مجذور مجموع صفر غیر عدد هر •

نمود. مشخص را ͳمنطق های فرم توان ͳم فوق جملات تمام در

: گردند ͳم ترکیب زیر صورت چهار به ای گزاره های فرم

ͳعطف فرم (١

ͳفصل فرم (٢

ͳشرط فرم (٣

(نقیض) ͳنف فرم (۴

و : ͳعطف فرم

یا : ͳفصل فرم

آنΎاه اگر : ͳشرط فرم
( گردد ͳم بیان ͳکاف شرط و لازم شرط بصورت ، ͳشرط دیΎر (فرم

که نیست چنین : (نقیض) ͳنف فرم

باشند. درست مؤلفه دو هر که است برقرار ͳصورت در ͳعطف فرم بودن درست •

باشد. درست مؤلفه دو از ͳ΋ی که است برقرار ͳصورت در ͳفصل فرم بودن درست •

باشد. غلط ͳتال باشد درست مقدم که ͳصورت در ͳشرط فرم بودن غلط •
باشد. درست ͳتال آنΎاه باشد درست مقدم اگر

: گزاره منطق ١.٢

میشوند. داده نمایش p, q, r, ... های نماد با : (بسیط) Έاتمی گزاره الف)

¬ ، → ، ∨ ، ∧ : ای) (گزاره ͳمنطق ادات ب)

٨



: ها گزاره

.Έاتمی های گزاره الف)

هستند. گزاره (¬A) و (A→ B) و (A ∨B) و (A ∧B) آنصورت در باشند گزاره دو A,B اگر ب)

شوند. ͳم تش΋یل ب و الف توسط ها گزاره ج)

. مثال

(p→(q∧r))

p (q∧r)

q r

(((¬p)∧q) → (p∨q))

((¬p)∧q)

¬p q

(p∨q)

p q

: شوند ͳم مشخص ͳمنطق های فرم ͳارزش جدول توسط ها گزاره ͳدرست

A ¬A

١ ١
٠ ٠

A B A ∧B

١ ١ ١
١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠

A B A ∨B

١ ١ ١
١ ٠ ١
٠ ١ ١
٠ ٠ ٠

A B A→ B

١ ١ ١
١ ٠ ٠
٠ ١ ١ مقدم انتفاء
٠ ٠ ١ مقدم انتفاء

: کنید رسم را زیر های گزاره ارزش جدول

(p ∧ q)→ r

(p ∨ q) ∧ r

(¬p ∨ q)

٩



: ͳشرط دیΎر های فرم
p→ q : است. p برای لازم شرط q

است. q برای ͳکاف شرط p

: ͳشرط دو . تعریف
(p↔ q) ⇌ (p→ q) ∧ (q → p)

.q اگر تنها و اگر p ، p↔ q

A B A↔ B

١ ١ ١
١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ١

است. q برای ͳکاف و لازم شرط p ، (p↔ q)

سپس داد تشخیص را اولیه های گزاره ابتدا توان ͳم ͳریاض گزاره Έی صحت برای تصمیم برای
های گزاره صدق صورت آن در اند. شده ترکیب ͳمنطق لحاظ به هم با ها گزاره این چΎونه که دید

گردند. ͳم مشخص ͳارزش های جدول از استفاده با ͳترکیب
کنیم. ͳم استفاده قضایا اثبات برای روش این از بعد، فصول در

وجودی سورهای آن در که محمولات منطق به احتیاج ͳریاض های گزاره منطق کامل تحلیل برای البته
گردد) ͳم اشاره آن به بعداً (که داریم نیز است ͳعموم و

ͳمنطق ارزی هم ٢.٢

ارزند هم ͳمنطق لحاظ از B و A گوئیم باشند. ای گزاره منطق در گزاره دو B و A کنید فرض . تعریف
(A ≡ B نویسیم ͳم صورت این باشند.(در ی΋سان B و A ͳارزش جدول هرگاه

باشد. ١ همواره A ͳارزش جدول هرگاه گویند (ͳونΎهمان) توتولوژی A گوئیم (i) . تعریف

باشد. ٠ همواره A ͳارزش جدول هرگاه است تناقض Έی A گوئیم (ii)

. مثال

١) p→ (q → r) ≡ (p ∧ q)→ r

٢) (p ∨ q) ∧ r ≡ (p ∧ r) ∨ (q ∧ r)

١٠



٣) (p ∧ q) ≡ (q ∧ p)

۴) ¬(p ∧ q) ≡ (¬p) ∨ (¬q)

۵) p ∧ (q ∧ r) ≡ (p ∧ q) ∧ r

۶) (p↔ q)↔ r ≡ (p↔ r) ∨ (q ↔ r)

: است توتولوژی زیر های گزاره . مثال
(¬p ∨ p), (p→ p), (¬p→ ¬q)→ (p→ q)

باشد. ͳم توتولوژی Έی (A↔ B) اگر تنها و اگر A ≡ B تمرین.الف)

باشد. تناقض (¬A) اگر تنها و اگر است توتولوژی Έی A ب)

بنویسید. ای گزاره منطق صورت به را زیر های گزاره تمرین.

باشد. پذیر بخش دو بر این΋ه مΎر است فرد A عدد الف)

برآید من کام تا ندارم طلب از دست ب)
آید در تن ز جان یا جانان به رسد جان یا .

گزاره.

باشد. تناقض Έی (¬A) ⇐⇒ است توتولوژی Έی A الف)

باشد. توتولوژی Έی (¬A) ⇐⇒ است تناقض Έی A ب)

باشد. توتولوژی (A←→ B) ⇐⇒ ارزند هم ی گزاره دو B و A ج)

: ها گزاره منطق در نمادها

P٠, P١, ... : ای جمله های نماد -

∧,∨,→,↔, ... : ͳمنطق های نماد -

: ج قسمت . اثبات

A ≡ B آنΎاه (A↔ B) ≡ T اگر الف)
A ≡ B : ح΋م (A↔ B) ≡ T : فرض
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مثلا اند. شده تش΋یل Έاتمی ی گزاره تعدادی از دو هر پس هستند گزاره دو B و A چون
مینویسیم. زیر صورت به را P١, ..., Pn

A(P١, ..., Pn) ، B(P١, ..., Pn)

بود. خواهد سطر ٢n با ͳارزش های جدول دارای B(P١, ..., Pn) و A(P١, ..., Pn) های گزاره
به و میΎیریم نظر در را کنیم ثابت میخواهیم که ای جمله نقض این΋ه ͳیعن خلف فرض یادآوری

برسیم. تناقض
: تناقض

¬X ⊢ Y,¬Y

X

هستند. متفاوت B و A های ارزش جدول از سطر Έی در لااقل بنابراین A ̸≡ B کنیم ͳم فرض
m-ام سطر در A ↔ B ͳارزش جدول بنابراین برع΋س. یا و B ≡ T و A ≡ F m-ام سطر در مثلا

بود. خواهد F

نیست. توتولوژی A↔ B خلف فرض طبق اما است. توتولوژی A↔ B ͳطرف از زیرا : تناقض
A ≡ B داریم خلف فرض به توجه با

P١ P٢ P٣ .... Pn A(P١, ..., Pn) B(P١, ..., Pn) A↔ B

T T T
... T

T F F
... F

F T F

F
... F

... T

... ... ... ...

اگر تنها قسمت ب)
(A↔ B) ≡ T : ح΋م A ≡ B : فرض

و کنیم رسم را A ↔ B ͳارزش جدول باید است توتولوژی A ↔ B کنیم ثابت که این برای
است. درست همواره جدول این که ببینیم
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(*)

P١ P٢ P٣ .... Pn A(P١, ..., Pn) B(P١, ..., Pn) A↔ B

T T

... ...
T T

F F

جدول طبق پس دارند ی΋سان های ارزش A و B (*) جدول سطر هر در بنابرین A ≡ B چون اما
است. توتولوژی Έی A↔ B پس بود، خواهد T A↔ B ارزش همواره A↔ B

: ͳمنطق های ارزی هم از ͳبعض ͳبررس

١) (p ∧ q)→ r ≡ p→ (q → r)

٢) (p١ ∨ p٢) ∧ p٣ ≡ (p١ ∧ p٣) ∨ (p٢ ∧ p٣)

٣) (p ∨Q) ≡ Q ∨ p

۴) (p ∧Q) ≡ Q ∧ p

۵) ¬(p ∧ q) ≡ (¬p) ∨ (¬q)

۶) p→ q ≡ ¬q → ¬p

است. استنتاج استدلال مفهوم ، منطق بنیادی و کلیدی مفهوم

مانند ای گزاره ͳمنطق درست قواعد از استفاده و A١, ..., An مانند مفروضات ͳمتناه تعدادی داشتن با
(A١, ..., An) =⇒ A : نویسیم ͳم صورت این در آوریم. ͳم بدست را A

: روند ͳم ب΋ار دیΎری نمادهای دیΎر کتب در

A١, ..., An

A
یا {A١, ..., An} ⊢ A

A ی گزاره ) است. A ی گزاره مستلزم A١, ..., An های گزاره گوییم : استلزام) =) استنتاج . تعریف
توتولوژی Έی (A١ ∧ A٢ ∧ ... ∧ An) 7−→ A که ͳصورت در ( میشود. استنتاج A١, ..., An های گزاره از
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.(A١, ..., An) =⇒ A نویسیم ͳم صورت این در باشد.
هستند. دلخواه ͳهای گزاره A١, ..., An های گزاره بالا تعریف در که کنید دقت

. مثال

١) {A ∧B} =⇒ A

٢) {A,B} =⇒ A

٣) A =⇒ (A ∨B)

۴) {p ∨ q,¬p} =⇒ q

۵) {p, p→ q} =⇒ q

۶) {p→ q, (r → s)} =⇒ [(p ∨ r)→ (q ∧ s)]

٧) {(p→ q), (q → r)} =⇒ (p→ r)

{A١ ∧ ... ∧An} =⇒ A اگر فقط و اگر {A١, ..., An} =⇒ A لم.

مفهوم حاضر روی΋رد در دارد. وجود (استنتاج) برهان مفهوم برای نیز دیΎری های روی΋رد ن΋ته.
استنتاج مفهوم نیز ͳدرست مفهوم از مستقل میتوان اما است. شده تعریف ͳدرست مفهوم مبنای بر استنتاج

کرد. بیان را

که بطوری نمود پیدا را A ی گزاره میتوان آیا است. شده داده ͳارزش جدول Έی کنید فرض تمرین.
باشد؟ شده داده جدول دقیقا A(P١, ..., Pn) ͳارزش جدول

P١ P٢ P٣ ?(P١, P٢, P٣)

T T T T

T T F T

T F T F

T F F F

F T T F

F T F F

F F T T

F F F F

: که درست ͳوقت فقط و فقط A ی گزاره صورت آن در باشد. موجود A ی گزاره کنید فرض
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باشد درست P٣ و باشد درست P٢ و باشد درست P١ (١

باشد نادرست P٣ و باشد درست P٢ و باشد درست P١ (٢

باشد درست P٣ و باشد نادرست P٢ و باشد نادرست P١ (٣

مسئله حل الΎوریتم

دهید. تشخیص را است درست شده خواسته فرمول آن در که ͳهای سطر ابتدا .١

است. این (P١ ∧ (¬P١)) شده خواسته فرمول صورت این در نیست. موجود ͳدرست سطر (i
هستند ͳهای سطر l١, l٢, ..., lk سطر k مثلا ) بروید. ٢ حالت به است. موجود درست های سطر (ii

است) درست شده خواسته فرمول در که

می΋نیم. نΎاه P١, ..., Pn های ارزش به است درست شده خواسته فرمول که سطری هر در .٢
: میΎیریم نظر در ͳخاصیت چنین با را سطر j-امین کنید فرض
سازیم. ͳم را Q(j)

i ∧ ... ∧Q
(j)
n = A(j) : گزاره صورت این در

: که طوری به

Q
(j)
i =

Pi Pi ≡ T

¬Pi Pi ≡ F

A = A(١) ∨ ... ∨A(k) با است برابر فرمول صورت این در .٣

است. شده داده جدول دقیقا A فرمول جدول دقیقا که نمود اثبات باید حال

فقط و فقط A اما است. درست l١, l٢, ..., lk های سطر از ͳ΋ی در دقیقا A فرمول دهیم نشان باید . اثبات
فقط A(j) که دید میتوان اما باشد. درست A(j) که ١ ≤ j ≤ k باشد داشته وجود که است درست ͳوقت
است. درست ١ ≤ j ≤ k lj های سطر از ͳ΋ی در فقط A بنابراین است. درست lj j-ام سطر در فقط و

است. استقرا مبنای بر تر دقیق اثبات

اکثریت اگر فقط و اگر باشد درست A(P١, P٢, P٣) که بیابید طوری را A(P١, P٢, P٣) فرمول . مثال
باشد. درست P١, P٢, P٣
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P١ P٢ P٣ ?(P١, P٢, P٣)

T T T T

T T F T

T F T T

T F F F

F T T T

F T F F

F F T F

F F F F

A ≡ (P١ ∧ P٢ ∧ P٣) ∨ (P١ ∧ P٢ ∧ ¬P٣) ∨ (P١ ∧ ¬P٢ ∧ P٣) ∨ (¬P١ ∧ P٢ ∧ P٣)

: ها) سور (منطق محمولات منطق

∀, ∃ ͳعموم و وجودی سورهای

(ͳاتم های گزاره : اولا : محمولات منطق (در هاست. گزاره منطق ی برگیرنده در محمولات منطق

تحلیل به محمولات منطق اما هستند. ͳاتم های گزاره ها گزاره ترین ای پایه ها گزاره منطق در
هستند.) ͳاتم های گزاره تحلیل برای ای وسیله ها نسبت یا و محمولات ) پردازد. ͳم ͳاتم های گزاره

سورها ͳمنطق های رابط ، ای گزاره ͳمنطق های رابط بر علاوه محمولات منطق در دیΎر جهت از
موجودند. نیز

: کنید دقت زیر ͳریاض جملات به

پذیرند بخش دو بر زوج اعداد تمام .١

فرد یا هستند زوج یا ͳطبیع اعداد تمام .٢

فرد نه و است زوج نه که است موجود ͳطبیع عددی .٣

است موجود ͳنامنف ͳحقیق عدد .۴

نیست موجود ͳحقیق عدد بزرگترین .۵
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نما) (گزاره است مثبت x ͳحقیق عدد .۶

دارد: وجود زیر ارکان محمولات منطق در

داراست. را بحث مورد اشیاء تمام خاص ͳریاض یΈمتن در که ͳته غیر ای مجموعه : سخن عالم .١

میدهیم. قرار نظر مورد را سخن عالم اشیاء بین (Έاتمی) بنیادی روابط .٢

∀, ∃ : سورها .٣

{¬,∧,∨,→,↔} : ها گزاره ͳمنطق روابط .۴

x١, x٢, ... : ها متغیر .۵

و) ) ͳ΋کم های مولفه .۶

c١, c٢, ... ها ثابت .٧

یا Έی بین رابطه Έی نمودن برقرار R(x١, ..xn) و R(x, y) و R(x) صورت به ͳهای نماد : محمولات
میشود. ها گزاره منطق در Έاتمی های گزاره جایΎزین که است ͳمحمول یا اسناد بیشتر یا دو

: هستند ( نماها گزاره و ها (گزاره فرمول

R(x, y), R(x) هستند. Έاتمی های فرمول ، محمولات تمام -

هستند فرمول نیز ¬φ١ و @ ∈ {∧,∨,→,↔} که φ١@φ٢ باشند فرمول دو φ٢ و φ١ اگر -

هستند فرمول نیز (∃xφ) و (∀xφ) آنΎاه ، باشد فرمول Έی φ و متغیر Έی x اگر -

آبد ͳم دست به بالا مراحل از فرمول هر -

: اول ی مرتبه منطق

داراست. را بحث مورد اشیاء تمام خاص ͳریاض یΈمتن در که ͳته غیر ای مجموعه : سخن عالم .١

میدهیم. قرار نظر مورد را سخن عالم اشیاء بین (Έاتمی) بنیادی روابط .٢

∀, ∃ : سورها .٣

{¬,∧,∨,→,↔} : ها گزاره ͳمنطق روابط .۴

x١, x٢, ... : ها متغیر .۵
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و) ) ͳ΋کم های مولفه .۶

c١, c٢, ... ها ثابت .٧

... و بودن اول ، بودن زوج مفهوم مثلا محمول یا اسناد .٨

: بΎیرید نظر در را زیر ͳریاض های گزاره

پذیرند بخش دو بر زوج اعداد تمام .١

فرد یا هستند زوج یا ͳطبیع اعداد تمام .٢

فرد نه و است زوج نه که است موجود ͳطبیع عددی .٣

است موجود ͳنامنف ͳحقیق عدد .۴

نیست موجود ͳحقیق عدد بزرگترین .۵

نما) (گزاره است مثبت x ͳحقیق عدد .۶

: ͳریاض فرمال زبان به بالا ͳفارس جملات ی ترجمه : هدف

: اول ی جمله

: سخن عالم ١.

N = {١,٢,٣, ...} : اول پیشنهاد i
Z = {...,−١,٠,١,٢−,٢, ...} : دوم پیشنهاد ii

O(x) ←→ است پذیر بخش ٢ بر E(x) ←→ است زوج x ٢.
است. پذیر بخش ٢ بر x آنΎاه باشد زوج xاگر ، x مانند ͳطبیع عدد هر ازای به

∀x ∈ N(E(x) −→ O(x))

: دوم ی جمله

N = {١,٢,٣, ...} : سخن عالم .١
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E٢(x) ←→ است فرد عددی x E١(x) ←→ است زوج عددی x .٢
فرد. یا است زوج یا x ، x مانند ͳطبیع عدد هر ازای به

∀x ∈ N(E١(x) ∨ E٢(x))

: سوم ی جمله

N = {١,٢,٣, ...} : سخن عالم .١

E٢(x) ←→ است فرد عددی x E١(x) ←→ است زوج عددی x .٢
فرد نه و است زوج نه عدد آن که بطوری ͳطبیع عددی دارد وجود

∃x ∈ N(¬E١(x) ∨ ¬E٢(x))

یا
E٢(x) ←→ نیست فرد عددی x E١(x) ←→ نیست زوج عددی x

∃x ∈ N(E١(x) ∧ E٢(x))

: چهارم ی جمله

ͳحقیق اعداد = R : سخن عالم .١

E(x) ←→ است ͳنامنف عددی x .٢
است. ͳنامنف x که بطوری x مانند ͳحقیق عددی دارد وجود

∃x ∈ R(E(x))

یا
ثابت c = ٠ E(x, y) ←→ است y مساوی یا کوچ΋تر x

∃x ∈ R(E(٠, x))

یا
ثابت c = ٠ E(x, y) ←→ است y از کوچ΋تر x

∃x ∈ R(¬E(x,٠))

: پنجم ی جمله
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ͳحقیق اعداد = R : سخن عالم .١

E(x, y) ←→ کوچ΋تراست y از x .٢

است. کوچ΋تر y از x که طوری به y مانند ͳحقیق عددی دارد وجود ، x مانند ͳحقیق عدد هر ازای به
∀x ∈ R∃y ∈ R(E(x, y))

: ششم ی جمله

ͳحقیق اعداد = R : سخن عالم .١

P (x) ←→ است مثبت عددی x .٢

است. مثبت که x مانند عددی دارد وجود
∃x ∈ R(P (x))

باشد. آزاد متغیر فاقد صورتی΋ه در است گزاره Έی φ فرمول . تعریف
نباشد. محصور (∃, ∀) سور Έی توسط که است متغیری : آزاد متغیر

است. کامل مرب΄ ͳحقیق اعداد در مثبت ΀صحی عدد هر . مثال

ͳحقیق اعداد = R : سخن عالم .١

O(x) ←→ است کامل مرب΄ x P (x) ←→ است مثبت ΀صحی عدد x .٢

∀x ∈ R(P (x) −→ O(x))

است. جواب دارای ٢ ی درجه معادلات مختلط اعداد در . مثال

مختلط اعداد = C : سخن عالم .١

A(x) = ax٢ + bx+ c A(x) ←→ C در ٢ ی درجه ای معادله .٢

∀a, b, c ∈ C ∃x٠ ∈ C(A(x٠) = ٠)
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است. چΎال ͳحقیق اعداد در گویا اعداد *

: هستند زیر خاصیت دارای گویا اعداد
به است موجود r مانند ͳگویای عدد آنΎاه a < b که بطوری بΎیریم درنظر را b و a ͳحقیق عدد دو اگر

.a < r < b که طوری

ͳحقیق اعداد = R : سخن عالم .١

Q(x) ←→ گویاست x R(x, y) ←→ است کوچ΋تر y از x .٢

∀x, y ∈ R[R(x, y) −→ ∃z(Q(z) ∧R(x, z) ∧R(z, y))

: که گفت میتوان ͳریاض منطق زبان به

∀x∀y∃z(x < y ←→ x < z < y) ≡ ∀x∀y(x < y ←→ ∃z(x < z < y))

: داریم ͳکل حالت در
: آنΎاه نشود ظاهر ψ فرمول در z متغیر اگر

∃x(ψ −→ φ(z)) ≡ ψ −→ ∃xφ(z)

: داریم مشابها
∀z(ψ −→ φ(z)) ≡ ψ −→ ∀zφ(z)

∃z(φ(z) −→ ψ) ≡ ∀zφ(z) −→ ψ

∀z(φ(z) −→ ψ) ≡ ∃zφ(z) −→ ψ

: دمورگان قوانین
¬∃zφ ≡ ∀z¬φ(z)

¬∀zφ(z) ≡ ∃z¬φ(z)

گویاست. ی΋تای جواب دارای گویا ضرایب با ͳحقیق اعداد در (١) درجه معادلات تمام . مثال

ͳحقیق اعداد = R : سخن عالم .١

P (c, d)←→ c ̸= d گویاست x ←→ Q(x) R(a, x, b) = ax+ b = ٠ .٢
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x١ ̸= x٠ اگر x١ ∈ Q هر ازای به و ax٠ + b = ٠ که بطوری x٠ ∈ Q دارد وجود a, b ∈ Q هر ازای به
ax١ + b ̸= ٠ آنΎاه

∀a, b ∈ Q∃x٠ ∈ Q(R(a, x, b) ∧ ∀x١(P (x١,٠)←→ ¬R(a, x١, b))
∀x١, x٢ ∈ R[Q(x١) ∧Q(x٢)←→ ∃x[Q(x) ∧R(x٠, x١, x٢) ∧ ∀z(R(z, x١, x٢)←→ E(z, x)]]

∀a, b ∈ Q[∃x ∈ Q(ax+ b = ٠ ∧ ∀z١, z٢ ∈ R(az١ + b = ٠ ∧ az٢ + b = ٠)←→ z١ = z٢)]

این باشد جواب دارای ͳحقیق اعداد در (٢) درجه معادلات تمام این΋ه برای ͳکاف و لازم شرط . مثال
.∆ ≥ ٠ که است

R(a, b, c, x)←→ ax٢ + bx+ c = ٠
∀a, b, c ∈ R([∃x, y ∈ R(x ̸= y) ∧ (ax٢ + bx+ c = ay٢ + by + c = ٠)]←→ b٢ − ۴ac > ٠)
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اول درس ٣
تواب΄ و روابط ، ها مجموعه بخش

مقدمه ١.٣

اوایل در ͳآلمان ریاضیدان ، کانتور توسط ابتدا مجموعه مفهوم ، شد اشاره قبل قسمت در که گونه همان
نظریه به بود. ͳنامتناه مفهوم بندی رده منظور به مجموعه تعریف اولیه هدف شد. مطرح بیستم قرن
ها مجموعه نظریه شهودی نظریه پذیرد ͳم انجام ها مجموعه شهودی مفهوم برمبنای که ͳهای مجموعه
که است. ها مجموعه ای موضوعه اصل نظریه ، شهودی های مجموعه نظریه مقابل در میشود. گفته
اصول منطق از استفاده با سپس و میشود گرفته نظر در اولیه مفاهیم عنوان به تعلق و مجموعه مفهوم
ای گونه به اصول این میΎردند. بیان ها مجموعه نظریه اصول عنوان تحت ها مجموعه بر حاکم ͳکل
ایجاد وجود گر تضمین حال عین در و نماید مرتف΄ را موجود نماهای تناقض تا اند گردیده ریزی طرح
اجتماع قبیل از ) تر ساده های مجموعه از ساز مجموعه تواب΄ اعمال توسط که تری پیچیده ی مجموعه

باشد. ( ... و ͳدکارت ضرب حاصل ، ͳتوان ی مجموعه ، اشتراک ،
ای موضوعه اصل ی نظریه ) است. ها مجموعه شهودی نظریه بر مختصر مروری هدف قسمت این در

( میΎیرند. قرار بحث مورد ها مجموعه و منطق ͳمبان درس در ها مجموعه
از مفاهیم از بسیاری که است این ها مجموعه اصل نظریه روی΋رد با شهودی روی΋رد ی عمده تفاوت
های مفهوم تنها ها مجموعه اصل نظریه روی΋رد در که ͳصورت در میشوند واق΄ قبول مورد اعداد قبیل
، ΀صحی اعداد ، ͳطبیع اعداد قبیل از دیΎر مفاهیم ͳتمام و باشد ͳم تعلق و مجموعه مفهوم ، اولیه
میΎردند. تعریف تعلق و مجموعه مفهوم توسط ... و رابطه ، تاب΄ قبیل از ͳمفاهیم و ... و گویا اعداد

. تعریف

شهودی تعریف Έتعریفی این مسلماً ) اشیاء از ای گردایه از است عبارت یΈمجموعه : مجموعه
نیست ها مجموعه مفهوم از دیΎری بیان جز چیزی گردایه مفهوم زیرا است ͳمنطق های دقت فاقد و است

(
گرفته نظر در ͳاشیائ آن داخل در که است { } از نمودن استفاده ، ها مجموعه دادن نشان معمول ی شیوه
( a ∈ A ) نویسیم ͳم و است A به متعلق a گوییم باشد A ی مجموعه Έی در a ͷش چنانچه میشود.
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. مثال

: اعداد درعالم

N = {١,٢,٣,۴, ...}

W = {٠,١,٢,٣,۴, ...} = Z+

Z = {−١,٠,١,٢,٣−,٢−,٣, ...}

Q = {mn |n,m ∈ Z, n ̸= ٠}

R = {±A٠/c١c٢...cn...|A٠ ∈W, c١, ..., cn, ... ∈ {٠,١, ...,٩}}

[٠,١] = {٠/c١c٢...cn...|c١, c٢, ..., cn, ... ∈ {٠,١, ...,٩}}

Nk = {١,٢,٣, ..., k}

نمائیم. مشخص آنرا به متعلق اشیاء تا است ͳکاف نمائیم مشخص را مجموعه Έی این΋ه برای ن΋ته.
مجموعه صورت آن در باشند. P (−) ͳویژگ دارای که ͳاشیائ گردایه از عبارتند ها مجموعه مواق΄ ͳگاه

میدهیم. نمایش {X : P (X)} صورت به را A ی

عناصر که برابرند هم با ͳوقت وفقط فقط مجموعه دو که است این ها مجموعه ͳاصل و او̷لیه ͳویژگ
: ͳمنطق عبارت به باشند. داشته ͳسان΋ی

) x عنصر هر ازای به اگر تنها اگرو A = B آنصورت در باشند دلخواه ی مجموعه دو B و A کنید فرض
.( x ∈ B اگر تنها و اگر x ∈ A

A = B ⇐⇒ ∀x(x ∈ A −→ x ∈ B) & ∀x(x ∈ B −→ x ∈ A)

در برابرند هم با مجموعه دو که کنیم اثبات بخواهیم چنانچه که است این معنای به فوق مطلب
: این΋ه ͳیعن برسانیم. اثبات به را مطلب عنصرگیری روش از است ͳکاف آنصورت

هستند. B در A عناصر تمام : اول قدم
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هستند. A در B عناصر تمام : دوم قدم

تمام که ͳصورت در است B ی مجموعه زیر A گوئیم باشند. مجموعه دو B و A که کنید فرض . تعریف
: دیΎر بیان به باشند. B در A عناصر

∀x (x ∈ A −→ x ∈ B)⇐⇒ است B ی زیرمجموعه A

A ⊆ B نویسیم ͳم باشد B ی مجموعه زیر A که ͳصورت در نمادگذاری.

: میشود گرفته نظر در زیر صورت به ها مجموعه تساوی اصل کنید دقت

A = B iff A ⊆ B,B ⊆ A

A ̸= B و A ⊆ B هرگاه میΎویند B (proper) سره ی زیرمجموعه را A . تعریف

اوقات ͳگاه ) میدهیم. نمایش A & B صورت به را آن باشد B سره ی زیرمجموعه A اگر نمادگذاری.
( A ⊂ B مینویسند ها کتاب ͳبعض در

آنΎاه باشد a ∈ ∅ اگر دیΎر عبارت به باشد. عنصری فاقد که است ای مجموعه ، ∅ ی مجموعه . تعریف
(a ̸= a)

a ∈ ∅ ←→ a ̸= a

نشان ͳراحت به میتوان میΎردد. فرض ͳته ی مجموعه وجود ͳموضوع اصل های مجموعه نظریه در
مقدم) انتفاء به ) ∅ ⊆ A که داد

داده نمایش P (A) با که A (Powerset) ͳتوان ی مجموعه ، باشد مجموعه Έی A کنید فرض . تعریف
: از است عبارت میشود

P (A) = {B|B ⊆ A}

می΋نند. مشخص P (x) خاصیت Έی با را B مانند A از مجموعه زیر Έی معمولا

B = {x ∈ A|P (x)}

می΋ند. فرض را P (A) ی مجموعه اصل Έی قراردادن با ای موضوعه اصل ی مجموعه نظریه

.(
n∑

k=٠

(
n
k

)
= ٢n) است. ٢n عضوی n مجموعه Έی های زیرمجموعه تعداد ن΋ته.
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: تعریفمی΋نیم زیر صورت به را A∩B و A∪B عناصر ، باشند مجموعه دو B و A که فرضکنید تعریف.

x ∈ A ∪B ←→ x ∈ A or x ∈ B

x ∈ A ∩B ←→ x ∈ A, x ∈ B

مجموعه هستند. مجموعه آن اعضای که باشد ای مجموعه A ی مجموعه فرضکنید : تر ͳکل حالت
به باشد شده گذاری شماره I اندیس ی مجموعه با که ها مجموعه از ای خانواده صورت به را A ی

: صورت

A = {Ai|i ∈ I}

(T ̸= میشود.(∅ داده ∪نمایش
i∈I Ai = {x|x ∈ Ai ∃ i ∈ I}

∩
i∈I Ai = {x|x ∈ Ai ∀i ∈ I}

گویند. A = {Ai|i ∈ I} دار اندیس ی خانواده اشتراک و اجتماع ترتیب به ∩i∈I Ai و
∪

i∈I Ai به
گردد.) ͳم ارائه مثال ی ارائه با ادامه در دار اندیس های خانواده اشتراک و اجتماع (تعریف

ای مجموعه از است عبارت A−B صورت آن در ، باشند مجموعه دو B و A کنید فرض .الف) تعریف
: صورت به که

x ∈ A−B iff x ∈ A & x /∈ B

گردد. ͳم تعریف

صورت به را U به نسبت A متمم A ⊆ U برای ، مرج΄) ی (مجموعه باشد مجموعه Έی U اگر ب)
کنیم. ͳم تعریف U −A

A متمم همان را U نسبت A متمم آنصورت در باشد ثابت مرج΄ ی مجموعه عنوان به U ͳوقت
دهیم. ͳم نشان (complement) Ac با را آن و مینامیم
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: ها مجموعه جبر ١.١.٣

c ، − ، ∩ ، ∪ ، P شده تعریف روابط بین که ͳخواص بیان از است عبارت ها مجموعه جبر از منظور
است. برقرار

خواص∪ •

– A ∪B = B ∪A

– (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)

– A ∪ ∅ = A

– A ∪B = B iff A ⊆ B

خواص∩ •

– A ∩B = B ∩A

– (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)

– A ∩ ∅ = ∅

– A ∩B = A iff A ⊆ B

خواص∪,∩ •

– A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

– A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

∩ و ∪ به نسبت c خواص •

 (A ∩B)c = Ac ∪Bc

(A ∪B)c = Ac ∩Bc

هستند. مشهور دمرگان قانون به آخر ی رابطه دو

عنوان به است. گسترش قابل نیز دلخواه های اجتماع و اشتراک به ها مجموعه روی جبری قوانین
: مثال
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• A ∩
∪

i∈I Bi =
∪

i∈I(A ∩Bi)

• A ∪
∩

i∈I Bi =
∩

i∈I(A ∪Bi)

• (
∪

i∈I Ai)
c =

∩
i∈I(Ai)

c

• (
∩

i∈I Ai)
c =

∪
i∈I(Ai)

c

به را ∪
i∈NAi و

∩∞
i=١Ai صورت به را ∩

i∈NAi آنصورت در I = N = {١,٢,٣, ...} : خاص حالت
شود. ͳم نوشته ∪∞

i=١Ai صورت

باشند. {k, k + ١, ...} ، {٠,١,٢, اندیس{... مجموعه که نوشت ͳوقت میتوان را شمارا های حالت

پذیرد. ͳم انجام عضوگیری روش توسط فوق های اثبات

برسانید. اثبات به را شده مطرح کلاس در که ͳهای برابری تمرین.
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دوم ی جلسه ۴

عناصر نوشتن ترتیب بنابرین برابرند. هم با {b, a}و {a, b} ی مجموعه که کنید دقت : مرتب های زوج
است. مهم عناصر نوشتن ترتیب ͳریاض مسائل از بسیاری در نیست. مهم ها مجموعه در

نشاند ۴ و ٣ و ٢ و ١ های ͳصندل روی را نفری ۴ ی مجموعه Έی میتوان مم΋ن حالت چند به . مثال
؟

< A,B,C,D >−→< ١,٢,٣,۴ >

< B,A,D,C > < B,D,C,A >, ...

: که طوری به (a, b) عنصر از است عبارت مرتب زوج Έی b و a عناصر برای

(∗) (a, b) = (a′, b′) iff a = a′, b = b′

: ها مجموعه حسب بر مرتب زوج . تعریف
(a, b) = {{a}, {a, b}}

کند. ͳم صدق (∗) شرط در بالا تعریف دهید نشان تمرین.
B و A مجموعه ͳدکارت ضرب حاصل نویمان) (فون . تعریف

A×B = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}

میرسد) اثبت به نویمان) (فون تعریف توسط A×B وجود ها مجموعه ای موضوعه اصل نظریه (در

. مثال
N× N = {(m,n)|m ∈ N, n ∈ N}

: درآورد نمایش به مختصات محور صورت به را B و A ͳدکارت حاصلضرب میتوان ͳکل طور به
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به n-مجموعه ͳدکارت حاصلضرب و کرد تعریف توان ͳم را (a١, ..., an) مرتب های ͳتائ-n ͳکل طور به
صورت

A١ ×A٢ × ...×An R(n)

گردند. ͳم تعریف

: باشد مجموعه Έی A اگر

An = {(a١, ..., an)|ai ∈ A}

: که ͳوقت خاص حالت

n = ٠ A(٠) = {∅}

n = ١ A١ = {< x >} = A

ͳمتناه های دنباله ی مجموعه . تعریف

A∗ = A٠ ∪A١ ∪A٢ ∪ ... ∪An ∪ ...

=
∪∞

n=٠A
(n) =

∪
n∈Z+ A(n) =

∪
n∈WA(n)

B مجموعه در A مجموعه از رابطه Έی اند شده داده B و A مجموعه کنید فرض : ها رابطه . تعریف
. A×B ͳدکارت حاصلضرب از زیرمجموعه Έی از است عبارت

: A×B از رابطه Έی ش΋ل

.P (A×B) از است عبارت B در A های رابطه مجموعه کنید دقت
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A = B = N . مثال

است. N در N از رابطه Έی ∅ ی مجموعه الف)

R = {(x, y) ∈ N× N|x = y} ب)

R = {(x, y) ∈ N× N|x = ١ & x+ y = ۵} ج)

B = R, A = Z د)
R = {(a, b) ∈ Z× R|a٢ + b٢ ≥ ١}

: نمادگذاری گوییم.( A روی ͳ٢-تائ رابطه Έی R رابطه A = B مجموعه که ͳوقت : خاص حالت
(aRb

R ⊆ (A×A) (R ∈ P (A×A))

هرگاه گوییم A روی ͳتائ-n رابطه را R صورت به بالا تعریف تعمیم

R ⊆ A×A× ...×A (R ∈ P (A× ...×A))

. مثال

R = {(x, y, z) ∈ N٣|x ≤ y ≤ z}

(R ⊆ A×B).است شده داده R مانند B در A از رابطه Έی : رابطه Έی برد و دامنه مفهوم . تعریف
(R رابطه (برد R رابطه تصویر و R رابطه دامنه
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dom(R) = {a ∈ A|∃b ∈ B(a, b) ∈ R}

Im(R) = {b ∈ B|∃a ∈ A(a, b) ∈ R}

: که بزنید ͳمثال تمرین.

١) dom(R١ ∪R٢) = dom(R١) ∪ dom(R٢)

٢) dom(R١ ∩R٢) ⊆ dom(R١) ∩ dom(R٢)

٣) dom(R١ ∪R٢) ⊂ dom(R١) ∪ dom(R٢)

۴) dom(
∪

i∈I Ri) =
∪

i∈I dom(Ri) تر ͳکل حالت
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سوم درس ۵

(Ordering Relation) ترتیب روابط و (Equivalence Relation) ارزی هم روابط : خاص روابط

: ارزی هم روابط

این م�ͳباشند. A مجموعه Έی روی ͳدوتای های رابطه از مهم های رده از ͳ΋ی ارزی هم های رابطه
فهم اول ی وحله در شاید باشند. ͳم گیری بهره مورد توپولوژی ، جبر جمله از مختلف دروس در روابط
بود. خواهد فهم قابل ارزی هم روابط مفهوم مختلف های مثال دیدن از پس اما برسد نظر به دشوار ها آن

[E ⊆ A×A] A مجموعه روی را E ͳدوتائ ی رابطه است. شده داده A ی مجموعه کنید فرض . تعریف
باشند. برقرار E رابطه برای زیر ͳویژگ سه هرگاه گویند ارزی هم ی رابطه Έی را

باشد. دارا را ͳبازتاب ͳویژگ E ی رابطه ١

باشد. داشته را ͳنقارن ͳویژگ E ی رابطه ٢

باشد. داشته را (تعدی) ͳترایائ ͳویژگ E ی رابطه ٣

: باشند ͳم زیر ͳمعان به ͳریاض زبان به بالا های ͳویژگ

١) ∀a ∈ A : aEa ((a, a) ∈ E)

٢) ∀a, b ∈ A : (a, b) ∈ E ⇐⇒ (b, a) ∈ E

٣) ∀a, b ∈ A iff (a, b) ∈ E & (b, c) ∈ E → (a, c) ∈ E

. مثال

دهید. تش΋یل A = {a, b, c} ی مجموعه روی را ارزی هم ی رابطه

E= = {(a, a), (b, b), (c, c)} = {(x, y) ∈ A٢|x = y}

E١ = {(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, a)}

E٢ = {(a, a), (b, b), (c, c), (a, c), (c, a)}
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E٣ = {(a, a), (b, b), (c, c), (b, c), (c, b)}

A٢ = E۴ = {(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, a), (a, c), (c, a), (b, c), (c, b)}

است. ارزی هم ی رابطه Έی نیز E١∩E٢ آنΎاه باشند A روی ارزی هم ی رابطه دو E٢ و E١ اگر تمرین.
است. ارزی هم ی رابطه Έی نیز E١ ∪ E٢ : آیا

: گویاست.) ، گویا عدد دو (مجموع) تفاضل بΎیرید.(میدانیم نظر در را Q و R اعداد روی . مثال

{(a, b) ∈ R× R|a− b ∈ Q} = EQ

(aEQb), (
√
٢,
√
٢+ ١

٣ ) ∈ E

برای باشد. ارزی هم ی رابطه Έی A مجموعه روی E که کنید فرض : ارزی هم های کلاس . تعریف
صورت به a به نسبت () ارزی هم کلاس ، a ∈ A

[a] = {b ∈ A|aEb}

میشود. تعریف

کنید. محاسبه را ارزی هم های کلاس بالا های مثال در . مثال
[
√
٢] = {

√
٢+ p

q |p, q ∈ Z, q ̸= ٠}

[a] = {a+ p
q |p, q ∈ Z, q ̸= ٠}

برقرارند. ارزی هم های کلاس برای زیر شرایط

١) [a] = [b]⇐⇒ aEb

٢) if aEb→ [a] ∩ [b] = ∅

٣) aEb⇐⇒ [a] ∩ [b] ̸= ∅

۴) A =
∪

a∈A[a]

Έی B گوییم باشد A ی مجموعه های زیرمجموعه از ای خانواده B = {Aα : α ∈ I} که کنید فرض
: هرگاه است. A مجموعه از (partition) ∪افراز

Aα = A (١
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∀Aα, Aβ : Aα = Aβ or Aα ∩Aβ = ∅ (٢

است. A مجموعه از افراز Έی A = {[a] : a ∈ A} که کنید ثابت تمرین.

باشد. A مجموعه روِی افراز Έی B = {Aα : α ∈ I} کنید فرض تمرین.
x ∼ y ⇐⇒ ∃i ∈ I : x, y ∈ Ai

است. ارزی هم رابطه Έی ∼ ی رابطه دهید نشان

گردد. ͳم بحث آزمایشΎاه کلاس در : اثبات

را R ی رابطه باشد. ͳتقارن و ͳاس΋انع ی رابطه Έی A مجموعه روی R رابطه که کنید فرض تمرین.
کنید. تعریف زیر بصورت

(x, y) ∈ R iff ∃a١, a٢, ..., an ∈ A : (x, a١) ∈ R & (a١, a٢) ∈ R...(an, y) ∈ R

: دهید نشان

است. ارزی هم ی رابطه Έی R ی رابطه الف)

رابطه ترین Έکوچ R دیΎر عبارت R.(به ⊆ E آنΎاه باشد E شامل ارزی هم ی رابطه Έی E اگر ب)
است.) R شامل ارزی هم

است؟ تا چند A مجموعه روی ارزی هم رابطه تعداد باشد عنصری n ، A اگر تمرین.

: ͳترتیب روابط

، ͳترتیب روابط باشند. ͳم ͳترتیب روابط ، A مجموعه Έی روی روابط از دیΎر مهم بسیار رده Έی
ͳم مرتب را مجموعه دو این ͳحقیق و ͳطبیع اعداد روی که باشند ͳم ͳخط ترتیب های رابطه تقسیم

نمایند.

است. شده داده A ی مجموعه

⊑ رابطه هرگاه گویند ͳجزئ ترتیب رابطه Έی A مجموعه روی را ⊑ رابطه : ͳجزئ های ترتیب الف)
: باشد زیر خواص دارای

a ⊑ a ، a ∈ A هر بازای : ͳبازتاب ی رابطه ١
a = b آنΎاه b ⊑ a ، a ⊑ b اگر a, b ∈ A هر بازای : ͳپادتقارن ی رابطه ٢
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a ⊑ c آنΎاه b ⊑ c و a ⊑ b اگر a, b, c ∈ A هر بازای : ͳترایائ ی رابطه ٣

. مثال

E= = {(a, a), (b, b), (c, c)}

E١ = {(a, a), (b, b), (c, c), (a, b)}

E٢ = {(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, c), (a, c)}

E٣ = {(a, a), (b, b), (c, c), (b, a)}

چندتاست؟ عضوی n مجموعه Έی مجموعه Έی روی ͳترتیب های رابطه تعداد تمرین.

است. مرتب جزئا ی مجموعه Έی (P (A),⊆) باشد. مجموعه Έی A که کنید فرض . مثال

داد. نمایش درخت Έی با توان ͳم را مرتب جزئا ی رابطه Έی

بول) های جبر ، ها (شب΋ه هستند. مهم کامپیوتر علوم در ͳجزئ مرتب های رابطه

: که ͳصورت در گویند (ͳکل) ͳخط ترتیب ی رابطه Έی را مرتب جزئا ی رابطه . تعریف
∀a, b ∈ A : a ⊑ b or b ⊑ a

است. ͳجزئ ترتیب رابطه Έی ΀صحی اعداد در کردن عاد رابطه دهید نشان تمرین.

هستند. ͳخط های ترتیب ͳحقیق و ، گویا ، ΀صحی ، ͳطبیع اعداد روی ͳجزئ های ترتیب تمرین.

ی رابطه آنصورت در باشد. ͳجزئ ترتیب Έی A مجموعه روی ⊑ ی رابطه که کنید فرض تمرین.
می΋نیم. تعریف زیر صورت به را ⊏

x ⊏ y iff x ⊑ y & x ̸= y.

x x ، x ∈ A هر ازای به که دهید نشان ١
x ⊏ y & y ⊏ z → x ⊏ z ، x, y, z ∈ A ازای به که دهید نشان ٢

x ⊏ y → y ⊏ x ، x, y ∈ A ازای به دهید نشان ٣

گویند. اکید ͳجزئ ͳترتیب ی رابطه Έی را ⊏ ی رابطه
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چهارم درس ۶

تاب΄ ١.۶

گویند. تاب΄ را B در A مجموعه Έی از روابط از مهم ͳول خاص دسته
است. ͳریاض مفاهیم ترین کلیدی از و است دارا ͳفراوان کاربرد تاب΄

دهد. ͳم نسبت را f(a) نام به B از عنصر Έی a ∈ A عنصر هر به که است ای رابطه تاب΄ Έی

: هرگاه گویند تاب΄ Έی B در A از را f رابطه باشند. مجموعه دو A,B که کنید فرض . تعریف

dom(f) = A الف)

(x, y١) ∈ f&(x, y٢) ∈ f ⇒ (y١ = y٢) اگر y١, y٢ ∈ B ازای به و x ∈ A هر ازای به ب)

. مثال

f١ = {(x, y) ∈ R× R|x٢ + y٢ = ١}

f٢ = {(x, y) ∈ R× R|x٢ + y٢ = ١&x ≥ ٠}

f٣ = {(x, y) ∈ R× R|x٣ + y٣ = ١} = {(x, y) ∈ R٢|x = ٣
√
١+ y٣}

. مثال

A = B = N {(x, y) ∈ N× N | x− y = ١}

: گیریم ͳم نظر در f تاب΄ نمایش برای را زیر نماد آنصورت در باشد تاب΄ Έی f ⊆ A×B اگر نمادگذاری.

f : A→ B

x 7→ f(x) :
است عنصری یΎانه

(x, f(x)) ∈ f)

: بΎیرید نظر در تواب΄ برای را زیر تعاریف

آنΎاه f(x١) = f(x٢) چنانچه x١, x٢ ∈ A هر ازای به هرگاه گویند ١-١ تاب΄ را f : A → B تاب΄ -١
.x١ = x٢
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بطوری΋ه باشد موجود y ∈ B عنصر x ∈ A هر ازای به هرگاه گویند پوشا تاب΄ Έی را f : A→ B تاب΄ -٢
.f(x) = y

باشد. پوشا و ١-١ f هرگاه گویند ͳدوسوئ تاب΄ Έی را f : A→ B تاب΄ -٣

. مثال

تاب΄ Έی توسط ها مجموعه وارون تصویر و تصویر ١.١.۶

Y از دلخواه مجموعه زیر Έی تصویر نمودن پیدا هدف است. شده داده f : A→ B تاب΄ که کنید فرض
باشد. ͳم f تاب΄ توسط A در B از

است. شده داده f : A→ B که کنید فرض . تعریف

: X ⊆ A برای
f تحت X تصویر : f(X) = {y ∈ B | ∃x ∈ X (y = f(x))}

: Y ⊆ B برای و
f تحت Y وارون تصویر : f−١(Y ) = {x ∈ A | ∃y ∈ Y (y = f(x))}

. مثال

: نماید ͳم بیان را بالا تعریف ͳاصل خواص ، زیر های گزاره

مفروضند. Y ⊆ B و X ⊆ A ، است شده داده f : A→ B که کنید فرض : گزاره
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آنΎاه Y, Z ⊆ B اگر الف)

. f−١(Y ∪ Z) = f−١(Y ) ∪ f−١(Z)

.. f−١(Y ∩ Z) = f−١(Y ) ∩ f−١(Z)

آنΎاه X١, X٢ ⊆ A اگر ب)

. f(X١ ∪X٢) = f(X١) ∪ f(X٢)

.. f(X١ ∩X٢) ⊆ f(X١) ∩ f(X٢)

Y ⊆ B هر ازای به ج)
f(f−١(Y )) ⊆ Y

X ⊆ A هر ازای به د)
X ⊆ f−١(f(X)) ⊆ Y

a ∈ f−١(f(X))⇔ ∃y ∈ f(X), (f(a) = y)

⇔ ∃c ∈ X (y = f(c) ∧ f(a) = y)

⇔ ∃c ∈ X (f(a) = f(c))

a ∈ f−١(f(x))⇐ f(a) = f(c), ∃c ∈ X ⇐ آنΎاه a ∈ X اگر

: ارزند هم زیر شرایط هـ)

است. ١-١ f –
. f(X١ ∩X٢) = f(X١) ∩ f(X٢) X١, X٢ ⊆ A هر ازای به –

. X = f−١(f(X)) X ⊆ A مجموعه زیر هر ازای به –

: ارزند هم زیر شرایط و)

است. پوشا f –
. f(f−١(Y )) = Y Y ⊆ B مجموعه زیر هر ازای به –
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: اثبات

برسانید. اثبات به دلخواه خانواده برای را ب و الف تمرین.

اتخاذ ی΋سان مقادیر دامنه نقاط روی و باشند داشته مساوی دامنه اگر تنها و اگر مساویند تاب΄ دو الف)
نمایند.

آنصورت در f(x) = g(x)، x ∈ A∩B هر ازای به که بطوری باشند تاب΄ دو g : B → C و f : A→ C ب)
تاب΄

H : A ∪B → C

H(x) =

f(x) x ∈ A

g(x) x ∈ B

. g ⊆ H و f ⊆ H آن بر علاوه است. تاب΄ Έی
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پنجم درس ٧

تواب΄ وارون و ترکیب ١.٧

نمود. تصور محاسب های ماشین بصورت میتوان را تواب΄

منظور این برای صورت آن در کنید. ترکیب خواهید ͳم را محاسب ماشین دو که کنید تصور حال
و نموده اعمال را g مقدار ، f(x) ͳیعن حاصل مقدار روی سپس و نمائید اعمال را f توانید ͳم ابتدا

کنید. محاسبه را g(f(x)) مقدار
گیرد. قرار g تاب΄ دامنه در f(x) باید باشد دار معنا کار این که این برای که کنید دقت

: کنیم ͳم بیان تواب΄ ترکیب تحت را بالا ی ایده

بصورت gof : A→ C تاب΄ آنصورت در اند. شده داده g : B → C ، f : A→ B که کنید فرض . تعریف
: گردد ͳم تعریف زیر

x 7→ g(f(x))

. مثال

g : R→ R

x 7→ ٣√x

f : R→ R

x 7→ x٢

است مطلوب
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٣√
x٢ : gof : R → R

f(g(x)) = ٣√x٢ =
٣√
x٢ : fog : R→ R

(gof = fog) خاص حالت این در که کنید دقت

. مثال
g : R→ R

x 7→ ۴x+ ٧
f : R→ R

x 7→ ٢x+ ٣

→ ٢(۴x+ ٧) + ٣ = ٨x+ ١٠
→ ۴(٢x+ ٣) + ٧ = ٨x+ ١٩

تعریف IdA(x) = x صورت به IdA : A → A ͳهمان تاب΄ بΎیرید. نظر در را A مجموعه .الف) تعریف
گردد. ͳم

گردد. ͳم تعریف iB : B → A

x 7→ x
صورت به شمول تاب΄ B ⊆ A تاب΄ ب)

gof = IdR که بطوری نمود پیدا را g : R→ R تاب΄ توان ͳم آیا بΎیرید نظر در را f : R→ R

x 7→ x٢
تاب΄ . مثال

؟
است. g تاب΄ نمودن پیدا : هدف

g : R→ R

g(f(x)) = x
g(x٢) = x

باشد. موجود f تاب΄ کنید فرض
g(f(١)) = ١

g(١) = ١
و

g(f(−١)) = −١

g(١) = −١

. شود) چیست؟(بحث نیست موجود تاب΄ که این علت

بیابید. h : IR→ IR

foh = Id
تاب΄ حال

f(h(x)) = IdIR → (h(x))٢ = x
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(خیر) است؟ نظر مورد تاب΄ √x آیا

است. نشده تعریف ͳحقیق اعداد در ͳمنف اعداد برای √x که اولأ : (چرا)

(h(−١))٢ = −١ چیست؟ h(−١) �: سوال

تمرین.

(fog)oh = fo(goh) A
f−→ B

g−→ C
h−→ D الف)

IdAof = f و foIdB = f A
IdA−−→ A

f−→ B
IdB−−→ B ب)

(gof)−١(x) = f−١(g−١(x)) آنΎاه باشد (x ∈ c) اگر ج)

: تاب΄ Έی مع΋وس تعریف ٢.٧

: تاب΄

باشد موجود g : B → A تاب΄ هرگاه است چپ مع΋وس دارای f گوئیم است تاب΄ Έی f : A → B الف)
gof = IdA بطوری΋ه

IdA = gof : A→ A

بطوری΋ه باشد موجود h : B → A تاب΄ هرگاه گوئیم راست مع΋وس دارای را f : A → B تاب΄ ب)
foh : B → B

foh : IdB

باشد. راست و چپ مع΋وس دارای که ͳصورت در است پذیر مع΋وس f تاب΄ گوئیم ج)

شود) دقت بالا تعریف (در
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. مثال

نیست چپ مع΋وس دارای f تاب΄
است. راست مع΋وس دارای ͳول

f : IR+ → IR

x 7→ x٢

است چپ مع΋وس دارای g تاب΄
نیست. راست مع΋وس دارای ͳول

g : IR+ → IR

x 7→
√
x

است راست و چپ مع΋وس دارای h تاب΄
است. پذیر مع΋وس واق΄ در تاب΄ این و

h : IR→ IR

x 7→ ٢x+ ٣

نسبت تاب΄ بودن پوشا و بودن Έی به Έی به ترتیب به را داشتن راست و چپ مع΋وس : جالب گزاره
دهند. ͳم

برابرند. آن راست و چپ مع΋وس آنصورت در باشد پذیر مع΋وس f اگر : ١ گزاره

: ٢ گزاره

باشد. ١-١ اگر تنها و اگر است چپ مع΋وس دارای f الف)

باشد. پوشا f اگر تنها و اگر است راست مع΋وس دارای f ب)

باشد. پوشا و ١-١ f ⇔ است پذیر مع΋وس f ج)

: اثبات
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تاب΄ این (وارون) مع΋وس آنصورت در باشد. پذیر مع΋وس f : A → B تاب΄ کنید فرض . تعریف
f−١of = IdA و fof−١ = IdB دهیم. ͳم نمایش f−١ : B → A بصورت

تمرین.

مع΋وس نیز gof : A → C آنصورت در باشند، پذیر مع΋وس تاب΄ دو g : B → C و f : A → B اگر الف)
است. پذیر

(gof)−١ = f−١og−١ که دهید نشان الف بند شرایط در ب)

است. ͳدوسوئ f آنΎاه fof = Id اگر تمرین.
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: اول سری تمرین.

برسانید. اثبات به را اند شده مطرح کلاس در که ها مجموعه جبر خواص -١

آنصورت در کنیم تعریف < a.b >= {{a}, {a, b}} صورت به را < a, b > اگر که دهید نشان ٢-الف)
< a′, b′ >=< a, b >⇔ a = a′ & b = b′

برای ͳدرست تعریف < a, b, c >= {{a}, {a, b}, {a, b, c}} تعریف a, b, c برای که دهید نشان ب)
نیست. مرتب ͳ٣تائ

ها مجموعه حسب بر را < a, b, c > تعریف کلاس در شده گفته ͳاستقرائ تعریف به توجه با ج)
نمایید. بیان

: که دهید نشان هستند. B مجموعه در A مجموعه از رابطه دو R١, R٢ کنید فرض -٣

dom(R١ ∪R٢) = dom(R١) ∪ dom(R٢) الف)
dom(R١ ∩R٢) ⊆ dom(R١) ∩ dom(R٢) ب)

dom(R١ ∩R٢) ̸= dom(R١) ∩ dom(R٢) که بزنید ͳمثال

برسانید. اثبات به دلخواه اشتراک و اجتماع برای را ب و الف تر ͳکل حالت ج)
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: دوم سری تمرین.

روی افراز Έی تش΋یل A مجموعه Έی روی ارزی هم رابطه Έی ارزی هم کلاس که دهید نشان -١
دهد. ͳم A مجموعه

بصورت که ∼ رابطه آنصورت در باشد A مجموعه روی افراز Έی A = {Bα : α ∈ I} که فرضکنید -٢
: گردد ͳم تعریف زیر

x, y ∈ A x ∼ y ⇔ ∃i ∈ I x, y ∈ Bi

باشد. ͳم A دقیقاً ∼ رابطه ارزی هم های کلاس و است ارزی هم رابطه Έی ∼ که دهید نشان

: بصورت R̃ رابطه چنانچه آنصورت در باشد متقارن و ͳاس΋انع رابطه Έی R که کنید فرض -٣

R̃ = {(x, y) ∈ A×A | ∃a١, ..., an ∈ A (x, a١) ∈ R & (a١, a٢) ∈ R &...& (an, y) ∈ R}

گویند. R رابطه تعدی بستار R̃ به است. ارزی هم رابطه Έی

چندتا A مجموعه روی ارزی هم های رابطه تعداد باشد عضوی n مجموعه Έی A که کنید فرض -۴
است؟
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: سوم سری تمرین.

برسانید. اثبات به دلحواه اشتراک و اجتماع برای را وارون تصویر و تصویر گزاره -١

با آنها های دامنه روی تاب΄ مقادیر و باشند داشته مساوی های دامنه اگر تنها و اگر مساویند تاب΄ دو -٢
باشند. برابر هم

f(x) = g(x) x ∈ A∩B هر ازای به آن بر علاوه ، باشند تاب΄ دو f : A→ C g : B → C فرضکنید -٣
تاب΄ آنصورت در

H : A ∪B → C

H(x) =

f(x) x ∈ A

g(x) x ∈ B

.H = f ∪ g آن بر علاوه و است تاب΄ Έی
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: چهارم سری تمرین.

ho(gof) = (hog)of آنصورت در A f−→ B
g−→ C

h−→ D کنید فرض ١-الف)
foIdB = IdAof = f آنصورت در باشد تاب΄ Έی f : A→ B اگر ب)

(gof)−١ = f−١(g−١(x)) آنصورت در باشد x ⊆ c و A f−→ B
g−→ C اگر ج)

.g = h آنصورت در باشد h راست مع΋وس و g چپ مع΋وس دارای f اگر -٢

پذیر مع΋وس نیز gof آنصورت در باشند پذیر مع΋وس تاب΄ دو g : B → C و f : A → B اگر ٣-الف)
است.

(gof)−١ = f−١og−١ (الف) بند شرایط در ب)

باشد. X روی تعریف اکید ͳجزئ رابطه < و باشد ͳخط مرتب مجموعه Έی (X,≤) که کنید فرض -۴
.f(x) < f(y) آنΎاه x < y اگر x, y ∈ X هر ازای به که ͳصورت در است صعودی f : X → X

است. ١-١ f که دهید نشان الف)
است. صعودی نیز f−١ که دهید نشان باشد نیز پوشا f اگر ب)

ترتیب حافظ و f : X → Y ͳدوسوئ تاب΄ و باشد مرتب جزئا مجموعه دو (Y,≤) و (X,≤) فرضکنید -۵
ͳخط مرتب مجموعه (Y,≤)آنصورت در باشد ͳخط یΈمرتب (X,≤) اگر دهید نشان باشد موجود

است.
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: نا�شمارا شمارا، ،ͳنا�متناه ،ͳمتناه مجموعه�ی ٨
؟ چیست ͳنا�متناه یا ͳمتناه مجموعه�ی از ما شهودی ͳتلق -
{١,٢, ..., n} ، {١} ، ͳته ϕ : ͳمتناه مجموعه�های مثال *

N,Z,Q,R,C, ... : ͳنا�متناه مجموعه�های مثال *

: ͳنا�متناه مجموعه�های خواص ١.٨

است. ͳغیر�ته ͳنا�متناه مجموعه�ی (i

است. ͳنا�متناه X ابر�مجموعه�ی هر آنΎاه باشد، ͳنا�متناه X مجموعه�ی اگر (ii

است. ͳنا�متناه نیز X − {x٠} آنΎاه x٠ ∈ X و باشد ͳنا�متناه X اگر (iii

مجموعه. Έی بودن بزرگ برای است معیاری بودن ͳنا�متناه خاصیت -
تعداد حیث از نیز را ͳنا�متناه مجموعه�ی خود نمودیم؛ بیان را ”card = ͳاصل ”عدد مفهوم ͳوقت آتیه (در

م�ͳکنیم.) بندی رده اعضا

تناظر در proper subset خود سره�ی زیر�مجموعه�ی Έی با هرگاه گوییم ͳنا�متناه را X مجموعه�ی . تعریف
باشد. (١− ١)

موجود f : X → Y ͳدوسوی تاب΄ و Y & X زیر�مجموعه�ی هرگاه است ͳنا�متناه X دیΎر عبارت به
باشد.

. مثال

است. ͳنا�متناه (ͳطبیع (اعداد N (١

(bijective) ͳدوسوی تاب΄ Έی

f:N −→ E

x −→ ٢x
زوج اعداد E & N : علت

یا

B = N≥٢ = {x ∈ N | x ≥ ٢} & N

g:N −→ B = N≥٢

x −→ x+ ١
ͳسوی دو ͳتابع

است. ͳنا�متناه (΀صحی (اعداد Z (٢
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
Z −→ N

h(x) =

٢z z ≥ ٠

−٢z − ١ z < ٠

N & Z : علت

پوشاست و (١-١) ͳتابع h کنید -ثابت

است. ͳنا�متناه گویا) (اعداد Q (٣
که یافت طوری را g : Q→ Q تاب΄ f : Q→ A ͳدوسوی تاب΄ و A & Q یافتن جای به م�ͳتوان : علت

g : Q −→ Q

g(q) =

h(q) q ∈ Z

q q ∈ (Q− Z)

باشد. غیر�پوشا و (١-١) g

م�ͳشود. g تاب΄ شدن پوشا غیر سبب x ∈ (Q− Z) واق΄ در
باشد. موجود پوشا و (١-١) f : X → X تاب΄ ⇔ است ͳنا�متناه X مجموعه�ی : دیΎر بین -

f : X → X تاب΄ هر برای ⇔ نباشد ͳنا�متناه صورتی΋ه در است ͳمتناه X مجموعه�ی : تعریف -
پوشاست. f آنΎاه باشد، (١-١) f اگر

است. ͳنا�متناه (ͳحقیق (اعداد R (۴
: علت

K : R −→ R

K(r) =

g(r) r ∈ Q

r r ∈ (R−Q)

است. ٣ مثال تاب΄ g(r)
غیر�پوشاست. و (١-١) K کنید ثابت -

است. ͳنا�متناه نیز Y آنΎاه X ⊆ Y و باشد ͳنا�متناه X کنید فرض . تعریف

است. موجود غیر�پوشا و f : X
١−١−−−−−−→

injective
X تاب΄ پس است ͳنا�متناه X چون . اثبات

است. ͳنا�متناه نیز Y کنید ثابت : هدف
غیر�پوشاست. و (١-١) h : Y −→ Y تاب΄ : هدف

: بΎیرید نظر در زیر صورت به را h تاب΄ -
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
h : Y −→ Y

h(y) =

f(y) y ∈ X

y y ∈ (Y −X)

غیر�پوشاست. و (١-١) h تاب΄ دهیم نشان باید
: دهیم نشان است ͳکاف h بودن (١-١) اثبات برای -

∀y١, y٢ ∈ Y (h(y١) = h(y٢) −→ y١ = y٢)

: باشند دلخواه و y١, y٢ ∈ Y کنید فرض

: اینصورت در y١, y٢ ∈ X اگر : اول حالت (i)
h(y١) = f(y١), h(y٢) = f(y٢)

if h(y١) = h(y٢)⇒ f(y١) = f(y٢)
f is (١−١)−−−−−−−→ y١ = y٢

: اینصورت در y١, y٢ ∈ (Y −X) اگر : دوم حالت (ii)
h(y١) = y١, h(y٢) = y٢

if h(y١) = h(y٢) −→ y١ = y٢

: اینصورت در y٢ ∈ (Y −X) و y١ ∈ X اگر : سوم حالت (iii)
h(y١) = f(y١), h(y٢) = y٢

.h(y١) ̸= h(y٢) آنΎاه y١ ̸= y٢ اگر
h(y٢) = y٢ ∈ (Y −X) و h(y١) = f(y١) ∈ X زیرا

: دهیم نشان باید h بودن غیر�پوشا اثبات برای -
∃y٠ ∈ Y ∀y ∈ Y h(y٠) ̸= y٠ (*)

غیر�پوشاست. f : X −→ X چون کند. صدق (*) در که دارد وجود y٠ ∈ X وضوح به

است. ͳمتناه نیز Y آنΎاه Y ⊆ X و باشد ͳمتناه X اگر نتیجه.

است. ͳمتناه نیز P (X) آنΎاه باشد ͳمتناه X اگر کنید ثابت تمرین.

است. ͳنامتناه نیز Y آنΎاه باشد X با (١-١) تناظر در Y و باشد ͳنامتناه X اگر گزاره.
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است. ͳنامتناه Y : ح΋م .X ∼ Y و است ͳنامتناه X : فرض . اثبات

است. موجود h : Y
(١−١)−−−−→
onto

Y ثانیاً است. موجود غیر�پوشا و f : X
(١−١)−−−−→ X تاب΄ اولا˦ ⇐

غیر�پوشاست. و (١-١) که م�ͳکنیم. ͳمعرف را g = h−١ofoh : Y → Y تاب΄
است. ΀واض بودن (١-١) -

بطوری΋ه است موجود x ∈ X پس غیر�پوشاست. و (١-١) f : X −→ X فرضچون طبق : نبودن پوشا -
.x ̸∈ Im(f)

. h−١(x) ̸∈ Im(h−١ofoh) که م�ͳدهیم نشان
: که طوری به باشد موجود y ∈ Y کنید فرض این�صورت غیر در

h−١ofoh(y) = h−١(x) =⇒ h−١(f(h(y))) = h−١(x)
h−١ is (١−١)−−−−−−−−−→ f(h(y)) = x

x ̸∈ Im(f) چون

است. ͳنامتناه X − {x٠} آنΎاه x٠ ∈ X کنید فرض و است ͳنامتناه X کنید فرض گزاره.

است. موجود غیر�پوشا و Έی به Έی f : X −→ X تاب΄ فرض طبق . اثبات
باشد. غیر�پوشا و (١-١) که بطوری g : X − {x٠} −→ X − {x٠} تاب΄ کردن پیدا : هدف

م�ͳکنیم. تعریف زیر بصورت را g تاب΄ آنΎاه x٠ ̸∈ Im(f) اگر : ١ حالت

g : X − {x٠} −→ X − {x٠}

g(y) = f(y) ∀y ∈ X − {x٠}

.(y ̸∈ xاست(٠ موجود y ∈ (X− Im(f))پس غیر�پوشاست f ، f(x٠) ̸= x٠ و x٠ ∈ Im(f) اگر : ٢ حالت
. f(x١) = x٠ که است موجود (x١ ̸∈ x٠) x١ ∈ X یΎانه�ی عنصر بنابراین x٠ ∈ Im(f) ͳطرف از

: م�ͳکنیم تعریف زیر بصورت g : X − {x٠} −→ X − {x٠} تاب΄

g(x) =



f(x) x ̸= x١

y x = x١
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f(x٠) ̸∈ Im(g) کنید ثابت
: م�ͳگیریم نظر در زیر بصورت را g اینصورت در f(x٠) = x٠ و x ∈ Im(f) اگر : ٣ gحالت : X − {x٠} −→ X − {x٠}

g(x) = f(x)

هستند. ͳمتناه عضوی Έت مجموعه�های و ∅ ͳته مجموعه�ی گزاره.

است. ͳمتناه پس∅ باشد ͳنامتناه نم�ͳتواند لذا ندارد سره زیر�مجموعه�ی ∅ مجموعه�ی . اثبات
زیر�مجموعه�ی تنها .P ({x٠}) = {∅, {x٠}} م�ͳگیریم. نظر در را {x٠} دلخواه عضوی Έت مجموعه�ی
کرد ایجاد (١-١) تناظر Έی {x٠} مجموعه�ی به ∅ از نم�ͳتوان چون و است ∅ مجموعه�ی {x٠} سره�ی

است. ͳمتناه {x٠} لذا

همتوان X که بطوری باشد موجود k ∈ N یا و باشد ∅ اگر فقط و اگر است ͳمتناه X مجموعه�ی گزاره.
است. Nk = {١,٢, ..., k} مجموعه�ی با ((١-١) تناظر (در

: (=⇒) راست به چپ از . اثبات
م�ͳکنیم: استفاده ͳریاض استقرای اصل از است ͳمتناه k ∈ N هر برای Nk و ∅ مجموعه� قبل قضایای طبق

است. ͳمتناه که کردیم ثابت و است عضوی Έی مجموعه�ای Nk آنΎاه باشد k = ١ اگر
است. ͳمتناه Nk ، k ∈ N ازای به م�ͳکنیم فرض : استقرا فرض

است. ͳمتناه نیز Nk+١ کنیم ثابت باید : استقرا ح΋م
بر بنا این�صورت در باشد ͳنامتناه Nk+١ م�ͳکنیم فرض ͳیعن م�ͳکنیم، فرض را استقرا ح΋م خلاف

است. تناقض Έی این اما است ͳمتناه نیز Nk+١ − {k + ١} = Nk قبل قضایای
است. ͳمتناه نیز Nk ، k ∈ N هر برای پس شد. ثابت استقرا ح΋م پس

: (⇐=) چپ به راست از
است. ͳمتناه X : فرض

همتوان). = (١-١) (تناظر X ∼ Nk که طوری به k ∈ N دارد وجود یا X = ∅ : ح΋م
: م�ͳکنیم ثابت را گزاره�فوق نقیض ع΋س

نیست. (١-١) تناظر در Nk Ϳهی با X و X ̸= ∅ : جدید فرض
است. ͳنامتناه X : جدید ح΋م

آنΎاه X − {x١} = ∅ اگر زیرا X − {x١} ̸= ∅ م�ͳکنیم. انتخاب X از را x١ عنصر Έی پس X ̸= ∅ چون
x٢ عنصر ͳیعن م�ͳدهیم. انجام را مشابه ͳعمل X − {x١} برای دارد. تناقض فرض با که X = {x١} ∼ N

م�ͳکنیم. انتخاب X − {x١} از را
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این�صورت غیر در زیرا X − {x١, x٢, ..., xk} ̸= ∅ م�ͳکنیم انتخاب X از را x١, x٢, ..., xk ترتیب همین به
دارد. تناقض فرض با و X = {x١, x٢, ..., xk} ∼ Nk

کرد. انتخاب X − {x١, x٢, ..., xk} از م�ͳتوان را xk+١ عنصر همیشه پس
موجود {x١, x٢, ..., xk} مانند X سره�ی زیر�مجموعه�ی Έی n ∈ N هر برای ͳریاض استقرای اصل بنابر -

است.
مجازیم) AC (طبق م�ͳدهیم. نمایش A با n ∈ N هر (برای را ͳانتخاب xnهای تمام مجموعه�ی -

A بین ͳدوسوی ͳتابع f چون م�ͳکنیم. تعریف f(xk) = xk+١ با را f : A −→ A − {x١} تاب΄ آنΎاه -
ͳنامتناه نیز X پس A ⊆ X چون و است ͳنامتناه A پس است (A سره�ی (زیر�مجموعه�ی A − {x١} و

است.

ͳبزرگ یا ͳ΋کوچ حیث از مجموعه�ای رده�بندی در�واق΄ ͳنامتناه و ͳمتناه به مجموعه�ها تقسیم�بندی
است.

مجموعه�ها این بزرگبودن کوچΈیا مقایسه�ی برای وسیله�ای نیز اعضا تعداد ͳمتناه مجموعه�های در
است.

است. ͳمتناه مجموعه�های سنجش وسایل از ͳ΋ی ͳمتناه های مجموعه در اعضا تعداد
گفت؟ م�ͳتوان چه ͳنامتناه مجموعه�های به راج΄ : سوال

و (١-١) f : X −→ Y هرگاه هستند هم�توان X,Y گوئیم باشند مجموعه دو X,Y کنید فرض . تعریف
م�ͳشود. داده نمایش (X ∼ Y ) نماد با و باشد موجود پوشا

باشند. هم�توان X,Y مجموعه�های هرگاه هستند اعضا تعداد Έی دارای X,Y گوئیم دیΎر عبارت به

است. هم�ارزی رابطه�ی Έی مجموعه�ها روی ∼ رابطه گزاره.

. اثبات

(Idx) ͳهمان تاب΄ تحت X ∼ X وضوح به : ͳاس΋انع (i)

X
f∼ Y −→ Y

f−١
∼ X : ͳتقارن (ii)

X
f∼ Y & Y

g∼ Z −→ X
gof∼ Z : تعدی (iii)

م�ͳگیریم. نظر در مجموعه همه�ی روی را ” ∼ ” رابطه�ی هم�ارزی کلاس�های بنابراین
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٠ = [ϕ] = {ϕ}

١ = [{١}] = {X | است عضوی Έت X}
٢ = [{١,٢}] = {X | است عضوی دو X}
.
.
.
ℵ٠ = [N] = ͳنامتناه شمارای مجموعه�های

هستند. شمارا Q,Z

ͳحقیق اعداد کاردینال c = [R] = ناشمارا مجموعه�های

. مثال

x −→ tg(πx٢ ) (−١,١) ∼ R (١

x −→ x+١
٢ (−١,١) ∼ (٠,١) (٢

(٠,١) ∼ [٠,١] کنید ثابت (٣

f(x) =


١

n+١ x ∈ {١١ ,
١
٢ ,

١
٣ , ...}

x x ̸∈ {١١ ,
١
٢ ,

١
٣ , ...}
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: مجموعه�ها

ͳمتناه •

ͳنامتناه •

ͳنامتناه شمارای –
ناشمارا –

است؟ شمارا شده داده مجموعه�ی که کنیم Έچ چΎونه : سوال

باشد. ͳطبیع اعداد زیر�مجموعه�ی شده داده مجموعه�ی اگر : ١ حالت

نباشد. ͳطبیع اعداد زیر�مجموعه�ی شده داده مجموعه�ی اگر : ٢ حالت

است. شمارا ͳطبیع اعداد از ͳنامتناه زیر�مجموعه�ی هر .١ قضیه

ͳنامتناه X ̸= ∅ و X ⊆ N کنید فرض . اثبات
م�ͳسازیم. استقرا با را تاب΄ این . f : N (١−١)−−−−→

onto
X تاب΄ کردن پیدا : هدف

X عنصر کوچ΋ترین = f(١) = a١

Y = X−{f(١), ..., f(n)}مجموعه�ی حال ایم. نموده تعریف را a١ = f(a), ..., an = f(n) فرضکنید حال
بنابراین Y ̸= پس∅ است. ͳنامتناه همچنان Y مجموعه�ی شده ثابت قضایای طبق م�ͳگیریم. نظر در را

است. ابتدا عضو دارای
an+١ = f(n+ ١) = min Y

است. شده تعریف f تاب΄ استقرا با بنابراین

است. (١-١) f کنید ثابت الف)
m ̸= n −→ f(m) ̸= f(n)(am ̸= an) : کنیم ثابت باید

عل�ͳالخصوص am = MinX − {a١, ..., am−١} درآنصورت m > ١ این΋ه ͳیعن m > n کنید فرض
⇐= an ∈ {a١, ..., am−پس{١ n ≤ m− ١ بنابراین m > n چون am ̸∈ {a١, ..., am−١}

م�ͳشود. ثابت هم n > m مشابهاً f(m) = am ̸= an = f(m)

است. پوشا f کنید ثابت ب)
: است (١-١) f چون

Im(f) = {a١, a٢.a٣, ...}
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است. ͳطبیع اعداد از ͳنامتناه زیرمجموعه�ی Έی
.x = f(n) = an بطوری΋ه است موجود n ∈ N که کنیم ثابت م�ͳخواهیم . x ∈ X فرضکنید بنابراین

؟) (چرا x ≤ an = f(n) که بطوری است موجود n ∈ N مسلماً
∅ ≠ {n ∈ N | x ≤ an} = A کنید فرض : ١ حالت

n٠ = min(A) کنید فرض
x = an٠ کنید ثابت

x = an٠ = min(X − {a١, ..., an١−٠)}

x ̸∈ {a١, ..., an١−٠} اولا˦ بنابراین ai < x داریم i < n٠ هر ازای به چون
an٠ ≤ x : داریم بنابراین x ∈ X − {a١, ..., an١−٠} این΋ه ͳیعن

نیز Y مانند X از ͳنامتناه زیر�مجموعه�ی هر آن�صورت در است) ͳنامتناه) شمارا X کنید فرض نتیجه.
است. شمارا

شماراست. N× N کنید ثابت . مثال
h : N× N −→ N

(m,n) −→ ͳطبیع عدد h(m,n) = ٢m × ٣n

است. (١-١) h تاب΄ که کنید ثابت
نیست. پوشا h ͳول

h(N× N) = Im(h) ⊆ N

شماراست. نیز N× N پس شماراست Im(h) پس

.٢ قضیه

X١ × Y١ ∼ X٢ × Y٢ آن�صورت در Y١ ∼ Y٢ و X١ ∼ X٢ کنید فرض (١

شماراست. نیز X × Y آنΎاه باشند شمارا X,Y کنید فرض (٢

هستند. پوشا و (١-١) های تاب΄ Y١ f−→ Y٢ و X١
g−→ X٢ م�ͳدانیم . اثبات

پوشاست. و (١-١) h دهید نشان

h : X١ × Y١ −→ X٢ × Y٢

(x, y) −→ (g(x), f(y))

تاب΄

: دهیم نشان باید است (١-١) h کنیم ثابت این΋ه برای
h(x١, y١) = h(x٢, y٢) −→ (x١, y١) = (x٢, y٢)

(g(x١), f(y١)) = (g(x٢), f(y٢))←→ g(x١) = g(x٢)&f(y١) = f(y٢)

←→ (x١ = x٢) & (y١ = y٢)←→ (x١, y١) = (x٢, y٢)
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: دهیم نشان باید پوشاست h کنیم ثابت این΋ه برای
∀(x, y) ∈ X٢ × Y٢ ∃(x́, ý) ∈ X١ × Y١ h(x́, ý) = (x, y)

: داریم اینصورت در باشد. دلخواه و (x, y) ∈ X٢ × Y٢ کنید فرض
x ∈ X٢ & y ∈ Y٢ ←→ (∃x́ ∈ X١ g(x́) = x) & (∃ý ∈ Y١ f(ý) = y)

←→ ∃(x́, ý) ∈ X١×Y١ g(x́) = x& f(ý) = y ←→ ∃(x́, ý) ∈ X١×Y١ h(x́, ý) = (g(x́), f(ý)) = (x, y)

پوشاست. ͳتابع hپس

ترتیب ی رابطه Έی R هرگاه گویند ͳخط یا تام ترتیب ی رابطه Έی X روی را R ی رابطه . تعریف
: آن بر علاوه و باشد

∀x, y ∈ X (xRy ∨ yRx) باشند مقایسه قابل X عضو دو هر ͳیعن

: ترتیب ی رابطه به مربوط اولیه مفاهیم

است. X روی ترتیب ی رابطه Έی ⩽ که است این منظور )X,⩽) : قرارداد

میΎیریم. نظر در اکید ترتیب ترتیب، ی رابطه تعریف در مواق΄ ͳگاه : اول ی ن΋ته

: اکید” ترتیب ی رابطه ” . تعریف

∀a ∈ X ∼ (aRa) : ͳیعن باشد. ͳاس΋انع ضد R (i

∀a, b, c ∈ X(aRb & bRc −→ aRc) ͳیعن باشد. تعدی خاصیت دارای R (ii

بΎیرید ” < ” ی رابطه R روی را S ی رابطه .X = R کنید فرض . مثال
S = {(a, b) ∈ R٢|a < b}

aS′b←→ aSb ∨ a = b

است. ترتیب ی رابطه Έی (X,S′) که دهید نشان تمرین.
اکید ترتیب ی رابطه Έی میتوانیم S از باشد. X روی ترتیب ی رابطه Έی S کنید فرض : بالع΋س

کنیم. تعریف X روی
aS′b↔ aSb & a ̸= b

به وابسته اکید ترتیب را (X,<) آنΎاه باشد دلخواه ترتیب Έی (X,⩽) اگر شده انجام قرارداد طبق ن΋ته.
نامیم. ͳم ⩽
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است. برقرار ” < ” برای زیر خاصیت آنΎاه باشد اکید ترتیب (X,<) اگر ن΋ته.
∀a, b ∈ X(a < b −→∼ (b < a))

تعدی خاصیت طبق آنΎاه .bRa و aRb و باشد دلخواه و a, b ∈ X کنید فرض : خلف فرض . اثبات
: داریم اکید ترتیب ی رابطه

aRb & bRa −→ aRa

ی رابطه Έی میدانیم زیرا است. تناقض Έی این اما است. ͳاس΋انع خاصیت دارای ”R =< ” پس
است. ͳاس΋انع ضد خاصیت دارای اکید ترتیب

: ترتیب ی رابطه در مهم مفاهیم
باشد. ترتیب ی رابطه Έی (X,⩽) کنید فرض

∀b ∈ Xa ⩽ b : هرگاه گوییم ”مینیمم” عنصر را a ∈ X (١

∀c ∈ Xc ⩽ b : هرگاه گوییم ”ماکزیمم” عنصر را b ∈ X (٢

.b < a که بطوری نباشد موجود b ∈ X عنصر هرگاه گوییم ”مینیمال” را a ∈ X (٣

.a < b که بطوری باشد نداشته وجود b ∈ X عنصر هرگاه گوییم ”ماکزیمال” را a ∈ X (۴

(ماکزیمم) a ∈ X اگر همچنین هست. نیز (مینیمال) آنΎاه باشد (مینیمم) a ∈ X اگر . مثال
هست. نیز (ماکزیمال) آنΎاه باشد

.a ⩽ b ؛ a ∈ A هر برای هرگاه است A برای بالا کران Έی b گوییم ،A ⊆ X کنید فرض (۵

. مثال

φ = {x ∈ R|x ⩾ ١} = [١,+∞) R در Aبالای های کران ی مجموعه است مطلوب X = R اگر –
φ = ∅ : آنΎاه A = Z اگر –

ub(A) = {x ∈ Q|x >
√
٢ : آنΎاه A = {x ∈ Q|x٢ < ٢} و X = Q اگر –

∀a ∈ Ab ⩽ a : هرگاه نامیم A ی مجموعه برای پایین کران را b ∈ X .A ⊆ X کنید فرض مشابها (۶

: هرگاه نامیم A برای ( sup (سوپریمم بالا کران کوچ΋ترین را b ∈ X .A ⊆ X کنید فرض (٧

باشد A برای بالا کران Έی a –
است. مینیمم دارای ub(A) ͳیعن .a ⩽ c ،c مانند A از دیΎری بالای کران هر برای –
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: هرگاه A برای (inf) پایین کران بزرگترین را b ∈ X مشابها (٨

باشد A برای پایین کران Έی b –
.c ⩽ b ،c مانند A از دیΎری پایین کران هر برای –

هر هرگاه است ترتیب خوش (X,⩽) گوییم باشد. ͳخط ترتیب ی رابطه Έی (X,⩽) کنید فرض (٩
باشد. مینیمم دارای A مانند X از ͳته غیر ی مجموعه زیر

. مثال

است. ترتیب خوش ی مجموعه Έی (N,⩽) •

نیست ترتیب خوش ((٠,١),⩽) •

نیست ترتیب خوش ({١n |n ∈ N ∪ {٠},⩽) •

بΎیرید. نظر در X روی را ͳقاموس ی رابطه X = N× N کنید فرض . مثال
(a, b) ⩽ (a′, b′)⇐⇒ (a < a′) ∨ (a = a′ & b ⩽ b′)

است؟ ترتیب خوش (X,⩽) آیا تمرین.

: ناشمارا های مجموعه

دارد؟ وجود ناشمارا ی مجموعه آیا

ناشماراست. ی مجموعه Έی (٠,١) ی فاصله کنید ثابت : قضیه

به را (٠,١) در ͳحقیق عدد هر ͳطرف از هستند. اعشاری بسط دارای ͳحقیق اعداد که میدانیم . اثبات
.ai = {٠,١, ...,٩} بقسمی΋ه نوشت میتوان ٠/a١a٢...an... صورت

در (٠,١) بین ͳحقیق اعداد برای ای یΎانه اعشاری بسط شده گفته قرارداد به توجه با میتوان ͳطرف از
است. ٩ تا ٠ بین اعداد از دنباله Έی با متناظر ͳحقیق عدد هر پس گرفت. نظر

x −→ ٠/a١a٢ ai = {٠,١, ...,٩}

ندارد. وجود (٠,١) ی فاصله به ͳطبیع اعداد از پوشا تاب΄ Ϳهی که می΋نیم ثابت حال
باشد. شده داده تاب΄ Έی f : N −→ (٠,١) تاب΄ کنید فرض

f(١) = ٠/a١١a١٢a١٣...
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f(٢) = ٠/a٢١a٢٢a٢٣... {aij}i,j∈N

f(n) = ٠/an١an٢an٣...

که دهیم نشان را x مانند (٠,١) بین ͳحقیق عدد Έی باید نیست پوشا تاب΄ کنیم اثبات این΋ه برای
نمیΎیرد. قرار f برد در

میسازیم. استقرا با را x = ٠/b١b٢...bn... عدد
چیزی چنین مسلما .bn ̸= ann که می΋نیم انتخاب طوری را bn ∈ {١,٢, ...,٩} ،n ∈ N هر ازای به

است. مم΋ن
.f(n) ̸= x ، n ∈ N هر ازای به که کنید ثابت

است. ناشمارا اصم اعداد : نتیجه

نمیتواند (R − Q) = Qc بنابرین شماراست Q چون ͳطرف از ناشماراست. R = Q ∪ Qc میدانیم . اثبات
باشد. شمارا

شماراست. شمارا، ی مجموعه دو اجتماع کنید ثابت : قضیه

شماراست. شمارا، های مجموعه از ͳمتناه اجتماع لم.

شماراست. شمارا، های مجموعه از ͳشمارائ اجتماع : قضیه

شماراست. {An|n ∈ N} کنید فرض . اثبات
شماراست. نیز ∪∞

n=١An کنید ثابت
صورت به را h :

∪∞
n=١An

١−١−−−→ N×N تاب΄ حال است. موجود hn تاب΄ پس شماراست چون An
hn∼ N

کنید: تعریف زیر
h(x) = (n, hn(x)) ∈ N× N

.x ∈ An که باشد ͳاندیس کوچ΋ترین n که طوری به
است. (١− ١) ͳتابع h کنید ثابت

h(x١) = h(x٢) −→ (n, hn(x١)) = (n, hn(x٢)) −→ x١ = x٢

۶٢



اعداد ساختمان ٩

و ͳاصل های خاصیت اعداد، ساخت ی نحوه ͳاجمال ͳمعرف و ͳبررس ضمن میخواهیم فصل این در
دهیم. قرار ͳبررس مورد را اعداد ای ریشه

پردازیم: ͳم هستند باب این در مفاهیم ترین ای پایه که ͳطبیع اعداد ͳبررس به ابتدا در

ͳطبیع اعداد ساختمان
این گردید) تعریف مثبت ΀صحی اعداد همان (یا ͳطبیع اعداد قبلا که همانΎونه :ͳطبیع اعداد

: از عبارتند ها مجموعه
N = {١,٢,٣, ...}
W = {٠,١,٢, ...}

باشند. ͳم ͳابتدائ های شمارش ی وسیله مجموعه این
: گرفت نظر در بالا های مجموعه مورد در میتوان را بنیادی سوال دو

چیست؟ ها مجموعه این ͳاصل خاصیت و دارند وجود بالا های مجموعه آیا (١

گردند؟ ͳم تعریف چΎونه ... و تفاضل ضرب، جم΄، قبیل از اعداد این این روی ͳاصل اعمال (٢

سؤال از دوم سؤال چΎونه که داد خواهیم نشان نخست، سؤال پیرامون بحث ضمن قسمت این در
آید. ͳم دست به اول

روی ͳتال تاب΄ اعمال با و ١ و ٠ ͳیعن خود ͳابتدائ عدد توسط W و N ی مجموعه دو هر عناصر
که x از بعد عنصر اولین از است عبارت x عنصر Έی ͳتال گردند. ͳم تولید دیΎری از پس ͳ΋ی عناصر
خواص کنیم ͳسع باید دهیم قرار ͳشناسای مورد را ͳطبیع اعداد که این برای است. x + ١ همان البته

آوریم. بدست را ͳتال تاب΄ اولیه
اعداد آوریم. بدست را خواص این ͳطبیع اعداد پیرامون خود ͳقبل دانش به توجه با می΋نیم ͳسع ابتدا

N = {١,٢,٣, ...} : میΎیریم نظر در را N ͳطبیع
S : N −→ N

x −→ x ͳتال یΎانه
S(١) = ٢, S(٢) = ٣, ...

آید. ͳم بدست S تاب΄ و ١ عدد از N معنا این به بنابراین
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: S تاب΄ ͳاصل خواص

است. ١− ١ ͳتابع S •

است. عنصری ͳتال ١ از غیر به عدد هر •

١ −→ S(١) −→ S(S(١)) −→ S(S(S(١)))...
: است ١ شامل ͳاستقرائ ی مجموعه کوچ΋ترین N که گفت میتوان شهودی بطور

به S : A −→ A ،١− ١ تاب΄ که کنید فرض و بΎیرید نظر در a ∈ A متمایز عنصر با را A ی مجموعه
: که است شده تعریف ای گونه

∀x(x ̸= a←→ ∃y (s(y) = x))

؟ چΎونه و نمود ایجاد را N شبیه ͳکپ A در میتوان
a S(a) S(S(a))...

↕ ↕ ↕ ...

١ ٢ ٣ ....

باشد) ͳم N ͳطبیع اعداد وجود متضمن ها مجموعه نظریه در ͳنامتناه مجموعه (اصل
در مطلب این باشد. ͳم پوشاسا غیر ͳول ١−١ تاب΄ وجود متضمن واق΄ در ٢ خاصیت که کنید دقت

است. ͳنامتناه های مجموعه تعریف مبنای واق΄
صورت به است ͳاستقرائ خاصیت دارای که است ای مجموعه کوچ΋ترین N که ͳرسم بیان ی نحوه

: گردد ͳم بیان زیر
: که بطوری X ⊆ N که کنید فرض : استقراء اصل

• ١ ∈ X

• ∀n(n ∈ X −→ S(n) ∈ X)

.X = N صورت آن َدر

مجموعه Έی A که بطوری < A,S, a > ͳتای ٣ مجموعه از است عبارت ͳاستقرائ ساختار Έی . تعریف
در که است ͳتابع S : A −→ A آن بر علاوه و است. A ی مجموعه از متمایز عنصر Έی a ∈ A و ͳناته

: نماید ͳم صدق زیر شرایط

است. ١-١ ͳتابع S •

a /∈ Im(S) •

∀x(x /∈ a −→ x ∈ Im(S)) •
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آنΎاه t ∈ X اگر t هر ازای به و a ∈ X چنانچه A از X ی زیرمجموعه هر ازای به استقراء) (اصل •
.X = A آنصورت در S(t) ∈ X

: ͳاستقرائ های مجموعه وجود موضوعه اصل
ایزومرف هم با ͳاستقرائ ساختار دو هر که دید خواهیم جلوتر است. موجود ͳاستقرائ ساختار Έی

هستند. یΎانه ͳاستقرائ ساختارهای ایزومرفیسم مرحله تا پس بود، خواهند
: (Recursive function) ͳبازگشت تواب΄

فاکتوریل تاب΄ مثال بعنوان مینماییم. تعریف ͳبازگشت بصورت را ͳتوابع ͳطبیع اعداد در دانیم ͳم
صورت به که ! : N −→ N است ͳتابع یΎانه

١! = ١
(n+ ١)! = n!× (n+ ١)

میΎردد. تعریف
های تاب΄ وجود تر ͳکل حالت دارد. قرار استقراء مفهوم در فاکتوریل تاب΄ ͳΎانΎی وجود ریشه

رسانیم. ͳم اثبات به ͳبازگشت تواب΄ قضیه در را ͳبازگشت
: ساده) (فرم بازگشت قضیه

ͳاستقرائ ساختار واق΄ (در باشد. ͳتال تاب΄ بهمراه ͳطبیع اعداد مجموعه < N, S,١ > که کنید فرض
ایم). گرفته نظر در را ͳطبیع اعداد البته و

تاب΄ و ایم گرفته نظر در ثابت بطور را a ∈ A عنصر و A مجموعه که کنید فرض آن بر علاوه
است. شده داده G : A −→ A

n ∈ N هر ازای به و f(١) = a که بطوری است موجود f : N −→ A یΎانه تاب΄ صورت آن در
.f(S(n) = G(f(n)

: وجود اثبات . اثبات
سازیم. ͳم A در N از رابطه Έی عنوان به را f واق΄ در دارد وجود f تای΄ دهیم نشان این΋ه برای

: میΎیریم نظر در را زیر تعریف ابتدا
: باشد قرار بر R برای زیر شرایط هرگاه گوییم ͳپذیرفتن را A در N از R ی رابطه

< ١, a >∈ R که باشد عنصری یΎانه a •

n ∈ dom(R) آنΎاه S(n) ∈ dom(R) اگر •

β = G(α) آنΎاه (S(n), β) ∈ R و < n,α >∈ R که ͳصورت در n ∈ N هر ازای به •

است. موجود A در N از ͳپذیرفتن ی رابطه Έی : (١) ادعا
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است. ͳپذیرفتن ی رابطه Έی R وضوح به آنΎاه R = {(١, a)} اگر . اثبات

آن در n ∈ dom(R١) ∩ dom(R٢) چنانچه آنΎاه باشند ͳپذیرفتن ی رابطه دو R٢ و R١ اگر : (٢) ادعا
α = β آنΎاه < n, β >∈ R٢ و < n,α >∈ R١ اگر α, β ∈ A هر ازای به صورت

صورت به را X ی مجموعه . اثبات

X = {n ∈ N | α = β آنصورت در (n, β) ∈ R٢ و (n, α) ∈ R١ و α, β ∈ A اگر }

است. ͳاستقرائ مجموعه Έی X ی مجموعه که دهیم ͳم نشان می΋نیم. تعریف
این برای .S(n) ∈ X آنΎاه n ∈ X که ͳصورت در میدهیم نشان .١ ∈ X داریم بالا در ١ شرط علت به

S(n) ∈ dom(R١) ∩ dom(R٢) که کنیم فرض ابتدا باید S(n) ∈ X کنیم اثبات که
.n ∈ dom(R١) ∩ dom(R٢) داریم ٢ خاصیت طبق آنصورت در

.α = β آنΎاه < n, β >∈ R٢ و < n,α >∈ R١ اگر بنابراین
هر برای کنید فرض حال .< n,α >∈ R١ ∩ R٢ که باشد ͳم عنصری یΎانه α ∈ A که کنید فرض
ͳپذیرفتن دو هر R٢ و R١ چون ٣ ی رابطه طبق .< S(n), λ >∈ R٢ و < S(n), γ >∈ R١ داریم γ, λ ∈ A

آنصورت در هستند
λ = G(α), γ = G(α)

.S(n) ∈ X که دهد ͳم نشان مطلب این .γ = λ بنابراین
تعریف زیر بصورت را A ی خانواده ابتدا بسازیم. را f تاب΄ میخواهیم ٢ و ١ ادعای به توجه با حال

می΋نیم.
A = {R ⊆ N×A| است ͳپذیرفتن رابطه ΈیR}

پس نماییم. ͳم گذاری اندیس I ͳناته ی مجوعه Έی با را A مجموعه
A = {Ri|i ∈ I}

: کنیم ͳم تعریف زیر صورت به را A در N از f رابطه
f =

∪
i∈I Ri

است. مسئله در دلخواه مورد تاب΄ همان f ی رابطه که دهیم ͳم نشان
است. تاب΄ Έی f : (٣) ادعا

ͳاستقرائ روش از ٢ ادعای اثبات مشابه . dom(f) = N کنیم ثابت اولا باید ٣ ادعای اثبات برای . اثبات
است. ͳاستقرائ ی مجموعه Έی dom(f) که کنیم ͳم تحقیق نمائیم. ͳم استفاده
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.١ ∈ dom(f) داریم ͳپذیرفتن رابطه مفهوم در ١ خاصیت علت به که کنید دقت
.S(n) ∈ dom(f) آنΎاه n ∈ dom(f) اگر که کنیم ثابت باید حال

حل مسئله که S(n) ∈ dom(Ri) اگر < n,α >∈ Ri که باشد ای بΎونه α ∈ A و i ∈ I که کنید فرض
: که می΋نیم ادعا صورت این غیر در است شده

Ri ∪ {(S(n), G(α))} = R′

شود.) اثبات تمرین صورت به ادعا (این است ͳپذیرفتن ی رابطه Έی
.S(n) ∈ dom(f) نتیجتا و S(n) ∈ dom(R′) و R′ ∈ Aپس

مطلب این α = β آنΎاه (n, α) ∈ f و (n, α) ∈ f اگر که است این گردد اثبات باید که ͳدوم مطلب
: رسد ͳم اثبات به استقراء با نیز

Y = {n ∈ N|∀α, β ∈ A [((n, α) ∈ f&(n, β) ∈ f)→ α = β]

دانشجو) ی عهده بر (اثبات
دهیم. ͳم نمایش f : N −→ A صورت به را آن است تاب΄ Έی f که حال : آخر قدم

.f(١) = α که کنید دقت
طوری به است موجود i ∈ I پس S(n) ∈ dom(f) چون .f(S(n) = G(f(n)) که کنیم ثابت باید حال

.n ∈ dom(Ri) بنابراین و S(n) ∈ dom(Ri) که
: که داریم ͳپذیرفتن رابطه مفهوم ٣ شرط طبق

< S(n), β >∈ Ri , < n, α >∈ Ri

رسد. ͳم اثبات به ح΋م و β = f(S(n) = G(f(n) و a = f(n) ،f تعریف طبق ͳول β = G(α) آنΎاه

: ͳبازگشت قضیه تر ͳکل صورت تمرین.
صورت آن در باشد. تاب΄ Έی G : N × A −→ A و باشد α ∈ A و است مجموعه Έی A کنید فرض

: داریم n ∈ N هر ازای به و f(١) = α که بطوری است موجود f : N −→ A یΎانه تاب΄
f(S(n)) = G(n, f(n))

پوشا و ١ − ١ تاب΄ آنصورت در باشد ͳاستقرائ ساختار Έی < A,S′, a > اگر که دهید نشان تمرین.
.F (S(n) = S(F (n) ،n ∈ N هر ازای به و .F (١) = a که طوری به است موجود F : N −→ A
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دوم ی جلسه

دارد. ͳطبیع اعداد ساختار بیان در بنیادی نقش استقراء مفهوم چΎونه که دادیم نشان قبل ی جلسه
بحث نماید تعریف را ͳطبیع اعداد جبری ساختار تواند ͳم استقراء چΎونه این΋ه به راج΄ جلسه این در

می΋نیم.
: ͳطبیع اعداد جبری ساختار

ͳم را تقسیم و ضرب تفاضل، جم΄، ͳیعن ͳاصل عمل چهار ͳیعن آن جبری ساختار ͳطبیع اعداد در
نیز اعداد ͳترتیب ساختار که همچنان نمود، بیان را اعمال این ͳاصل خواص سپس و نمود تعریف توان

است. اهمیت حائز
ارائه توان ͳم ضرب و جم΄ تعریف برای ͳاستقرائ تعاریف چΎونه که میدهیم ΀توضی قسمت این در

نمود.
: ضرب و جم΄ ͳبازگشت تعریف

: کنند ͳم صدق زیر ͳاستقرائ ͳاصل خواص در ͳطبیع اعداد ضرب و جم΄ تاب΄ که کنید +دقت : N× N −→ N

(x, y) −→ x+ y× : N× N −→ N

(x, y) −→ x× y

x+ ١ = S(x)

x+ S(y) = S(x+ y)

x× ١ = x

x× S(y) = (x× y) + x

تاب΄ دو تعریف برای ͳبازگشت تعریف برای ͳمبنائ توانند ͳم واق΄ در ، شده اشاره خاصیت دو این
گردند. ضرب و جم΄

ͳم تعریف زیر صورت به را fk : N −→ N تاب΄ آنصورت در .k ∈ N که کنید فرض : (الف) . تعریف
(١)fkکنیم. = S(k)

fk(S(n)) = S(fK(n))

است. موجود ͳبازگشت قضیه علت به تاب΄ این
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: کنیم ͳم تعریف را زیر تاب΄ حال است. موجود fk تاب΄ بنابراین
+ : N× N −→ N

(x, k) −→ fk(x)

است. موجود نیز fk تاب΄ وجود به توجه با که میΎردد تعریف N× N روی تاب΄ این
تاب΄ k ∈ N برای مشابهاً : (ب)

gk : N −→ N

gk(١) = k

gk(S(n)) = gk(n) + n

است. موجود ͳبازگشت تاب΄ قضیه طبق نیز تاب΄ این گردد. ͳم تعریف
صورت به را ضرب تاب΄ حال

× : N× N −→ N

(x, k) −→ gk(x)

کنید. تعریف

باشند ͳم برقرار اعمال این برای که ͳمعمول خواص باید اند شده تعریف × و + تواب΄ این΋ه از پس
برسانیم. اثبات به را

دارای تاب΄ دو این گیریم. ͳم نظر در را اند شده تعریف بالا در که را ضرب و جم΄ تاب΄ فرض گزاره.
: باشند ͳم زیر خواص

: (ͳجابجای (خاصیت •
∀x, y ∈ N x+ y = y + x

∀x, y ∈ Nx× y = y × x

: پذیری) شرکت (خاصیت •
∀x, y, z ∈ N (x+ y) + z = x+ (y + z)

∀x, y, z ∈ N x× (y × z) = (x× y)× z

کرد) ثابت استقراء با میتوان را خواص این (تمام

رسانیم. ͳم اثبات به جم΄ برای را ͳجابجای خاصیت مثال عنوان به
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.I = N که نمود ثابت باید بΎیریم. نظر در را I = {y : a+ y = y + y} و a ∈ N کنید فرض . اثبات
a+ ١ = ١+ a که داد نشان باید : استقراء ی پایه

J = {a ∈ N|a+ ١ = ١+ a}

١ ∈ J : دهید نشان اولا
n+ ١ = ١+ n .n ∈ J کنید فرض

١+ (S(n)) = S(n) + ١
١+ (S(n)) = ١+ (n+ ١) پذیری =شرکت (١+ n) + ١ استقرا فرض

= (n+ ١) + ١ = S(n) + ١

است. اثبات قابل استقراء توسط ͳجابجای خاصیت از مستقل پذیری شرکت خاصیت
.a+ n = n+ a آنΎاه n ∈ I اگر .S(n) ∈ I ←− n ∈ I کنید فرض حال

: a+ S(n) = (S(n) + a) که دهیم نشان خواهیم ͳم حال

a+ S(n) = a+ (n+ ١) = a+ S(n)
جم΄ تعریف طبق

= S(a+ n)

= S(n+ a) = (n+ a) +١ پذیری شرکت
= n+ (a+١) استقرا فرض

= n+ (١+ a)
پذیری شرکت

= (n+١) + a = S(n) + a

رسانید. اثبات به استقراء با را ضرب و جم΄ خواص بقیه تمرین.

کنید. تعریف زیر ͳبازگشت تاب΄ به توجه با را توان تاب΄ تمرین.
N× N −→ N

(x, y) −→ xy

x١ = x

xy+١ = (xy).x

دهید نشان
x(y+z) = xy × xz

(xy)z = xyz

x ⩽ y ↔ (x = y) ∨ ∃m ∈ N (x+m = y) :ͳطبیع اعداد روی ⩽ . تعریف

نماید. ͳم تعریف N روی ͳخط ترتیب Έی ⩽ ی رابطه که دهید نشان
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دادیم. قرار بحث مورد را آن جبری ساختار و ͳطبیع اعداد قبل جلسه در
بحث به م�ͳشوند ساخته ͳطبیع اعداد از گویا و ΀صحی اعداد چΎونه این΋ه به راج΄ جلسه این در

م�ͳپردازیم.

در را x, y ∈ Z ΀صحی عدد دو اگر م�ͳگردد. تعریف عدد دو تفاضل ΀صحی اعداد در : ΀صحی اعداد
تعریف (x, y) مرتب زوج روی ͳتابع عنوان به م�ͳشود داده نمایش x− y با که x, y تفاضل بΎیریم، نظر

م�ͳگردد.
پس نوشت. در�واق΄ ͳطبیع عدد دو تفاضل صورت به م�ͳتوان را ΀صحی عنصر دو که کنید دقت

.x, y ∈ N است. (x, y) از ͳتابع x, y تفاضل
اگر تنها و اگر x− y = x′ − y′ : م�ͳدانیم آنصورت در شوند گرفته نظر در (x′, y′), (x, y) ∈ N٢ اگر اما

(∗) x+ y′ = x′ + y

جم΄ و ͳطبیع اعداد توسط کاملا̈ که است (∗) برابری ͳطبیع عدد دو تفاضل تساوی شرط بنابراین
است. تعریف قابل آن روی

م�ͳباشد. ΀صحی اعداد تعریف برای ͳمبنائ بالا ی ایده

کنید: تعریف زیر بصورت را ∼ هم�ارزی رابطه N× N روی بΎیرید. نظر در را N× N . تعریف
(x, y) ∼ (x′, y′) iff x+ y′ = y + x′

است. هم�ارزی رابطه Έی ، ∼ رابطه که دید م�ͳتوان ͳراحت به

(٢,٣) ∼ (۴,۵) ∼ (n, n+ ١) . مثال

: م�ͳکنیم تعریف زیر بصورت را شده تعریف رابطه هم�ارزی کلاس�های ∼ رابطه تعریف به توجه با

. تعریف
Z = {[(x, y)] | x, y ∈ N}

٠ = [(١,١)] = {(x, x) | x ∈ N}

١ = [(١,٠)] = {(S(x), x) | x ∈ N}

n = [(n,٠)] = {(k + n, k) | k ∈ N}

−n = [(٠, n)] = {(x, x) | x ∈ N}

است. x− y تفاضل از نماینده�ای [(x, y)] ∈ Z عنصر Έی واق΄ در
باشد. مزبور کلاس داخل نمایندگان از ͳ΋ی (x, y) و است شده داده [(x, y)] ∈ Z که کنید فرض حال

: ͳطبیع اعداد روی ⩽ تعریف طبق آنصورت در .x ⩽ y : ١ حالت
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.x+m = y بطوری΋ه است موجود m ∈ N ͳطبیع عدد یا x = y

: داریم x = y که ͳوقت ͳیعن نخست حالت در
[(x, y)] = [(x, x)] = [(٠,٠)]

: داریم x+m = y که است موجود m ∈ N که ͳوقت ͳیعن بعدی حالت در
[(x, y)] = [(x, x+m)] = [(٠,m)] = −m

.x = y +m بطوری΋ه است موجود n ∈ N ͳطبیع عدد آنصورت در .x > y : ٢ حالت
[(x, y)] = [(y + n, y)] = [(n,٠)] = n

Z = {[(n,٠)] | n ∈ N} ∪ {[(٠, n)] | n ∈ N} = {n} ∪ {−n}

به را آن خواص و نموده تعریف را ΀صحی اعداد روی ترتیب و ضرب جم΄، تعریف بعدی قسمت در
م�ͳنمائیم. بیان تمرین صورت

΀صحی اعداد روی ضرب و جم΄ تعریف
x− y +⃝ x′ − y′ = [(x, y)] +⃝ [(x′, y′)] = [(x+ x′, y + y′)]

x− y ×⃝ x′ − y′ = [(x, y)] ×⃝ [(x′, y′)] = [(xx′ + yy′, xy′ + yx′)]

م�ͳپردازیم. جم΄ تاب΄ ͳاصل خواص بیان به ضرب، و جم΄ تعریف از پس

گزاره.

هستند. تعریف خوش ضرب و جم΄ تواب΄ الف)

برقرارند. ضرب و جم΄ برای زیر جبری خواص ب)

: ضرب و جم΄ پذیری شرکت خاصیت (i)
(α +⃝ β) +⃝ γ = α +⃝ (β +⃝ γ)

(α ×⃝ β) ×⃝ γ = α ×⃝ (β ×⃝ γ)

: ͳجابجائ خاصیت (ii)
α +⃝ β = β +⃝ α

α ×⃝ β = β ×⃝ α

: ضرب به نسبت جم΄ ͳپخش خاصیت (iii)
α ×⃝ (β +⃝ γ) = (α ×⃝ β) +⃝ (α ×⃝ γ)

: ضرب و جم΄ ͳخنث عنصر (iv)
α +⃝ ٠ = α

α ×⃝ ١ = α
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: بطوری΋ه است موجود β ∈ Z عنصر ،α ∈ Z هر ازای به : ͳجمع مع΋وس عنصر (v)
α +⃝ β = β +⃝ α = ٠

است. ͳجابجائ حلقه Έی (Z, +⃝, ×⃝,٠,١) : نتیجه

م�ͳپذیرد. انجام ͳراحت به خواص این اثبات

رسانید. اثبات به ΀صحی اعداد در را حذف خاصیت تمرین.

: گویا اعداد به مختصر اشاره�ای
گویا عدد که م�ͳدانیم است. ΀صحی اعداد روی تقسیم عمل تعریف حاصل واق΄ در گویا اعداد

. n ̸= ٠ و m,n ∈ Z که بطوری م�ͳشود داده نمایش m
n به�صورت

: م�ͳگردد تعریف زیر بصورت m٢
n٢
و m١

n١
گویای عدد دو برای تساوی آن بر علاوه

m١
n١

= m٢
n٢
⇐⇒ m١n٢ = m٢n١ (∗)

همین�طور و گویا اعداد م�ͳتوان آن مبنای بر که گردد هم�ارزی رابطه Έی تعریف منشأ م�ͳتواند (∗) رابطه
کرد. تعریف را آن روی جبری ساختار

Z× Z از S زیر�مجموعه م�ͳگیریم. نظر در را Z× Z ͳیعن خودش در ΀صحی اعداد ͳدکارت حاصل�ضرب
: م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به را

S = {(m,n) ∈ Z× Z | n ̸= ٠}
کنید فرض : نمائیم تعریف زیر بصورت S مجموعه روی را ∼ رابطه م�ͳتوانیم (∗) از الهام�گیری با
و (m٢, n٢) ∼ (m١, n١) اگر تنها و اگر m١ × n٢ = n١ × m٢ درآنصورت (m١, n١), (m٢, , n٢) ∈ S

رابطه Έی ∼ که داد نشان م�ͳتوان ΀صحی اعداد در ضرب خواص به توجه با (m١, n١) ∼ (m٢, n٢)

است. هم�ارزی

است. هم�ارزی رابطه Έی ∼ رابطه گزاره.

ͳبازتاب خاصیت دارای ∼ رابطه بنابراین است، ͳجابجائ ΀صحی اعداد در ضرب این΋ه به توجه با . اثبات
م�ͳباشد. ͳتقارن و

: که م�ͳکنیم فرض ، ∼ رابطه تعدی خاصیت اثبات برای حال
(m١, n١) ∼ (m٢, n٢) & (m٢, n٢) ∼ (m٣, n٣)

: داریم ∼ رابطه تعریف طبق آنصورت در باشد.
m١ × n٢ = n١ ×m٢ & m٢ × n٣ = n٢ ×m٣ (∗∗)

: داشت خواهیم کنیم ضرب هم در را ها تساوی طرفین چنانچه حال
m١ × n٢ ×m٢ × n٣ = (n١,m٣)× (n٢,m٢)
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: م�ͳگیریم نظر در را زیر حالت دو حال

با بنابراین و m٢ × n٢ ̸= ٠ پس است صفر مخالف نیز n٢ چون اینصورت در .m٢ ̸= ٠ : ١ حالت
: داشت خواهیم ΀صحی اعداد در حذف خاصیت به توجه

m١ × n٣ = n١ ×m٣

: م�ͳدهد نتیجه بالا مطلب ∼ رابطه تعریف به توجه با
(m١, n١) ∼ (m٣, n٣)

: گرفت نتیجه م�ͳتوان (∗∗) تساوی� به توجه با حالت این در .m٢ = ٠ : ٢ حالت
m١ × n٢ = n٢ ×m٣ = ٠

: داشت خواهیم ΀صحی اعداد در حذف خاصیت از استفاده با مجدداً
m١ = m٣ = ٠

: پس
(٠, n١) ∼ (٠, n٣)

: گرفت نظر در را ∼ رابطه از ͳناش هم�ارزی کلاس�های م�ͳتوان بالا گزاره به توجه با
بΎیرید. نظر در هم�ارزی کلاس�های مجموعه را Q مجموعه

Q = {[(m,n)] | m,n ∈ Z, n ̸= ٠}
م�ͳنامیم. گویا عدد Έی را a ∈ Q عناصر

روی را جبری اعمال Q نمودن تعریف از پس باید شد، داده ΀توضی ΀صحی اعداد در که آنچه مانند
آوریم. بدست را اعمال این خواص سپس و نموده تعریف مجموعه این

تعریف به صرفاً است ΀صحی اعداد با مشابه گویا اعداد روی جبری اعمال خواص این΋ه به توجه با
م�ͳنمائیم. بیان تمرین عنوان به را خواص اثبات و نموده بسنده اعمال این نمودن

گویا اعداد روی ضرب و جم΄ تعریف
تواب΄

+⃝Q : Q×Q −→ Q

×⃝Q : Q×Q −→ Q

: م�ͳنمائیم تعریف زیر صورت به را
m
n
+⃝Q

m′

n′ = [(m,n)] +⃝Q [(m′, n′)] = [(mn′ + nm′, nn′)]

m
n
×⃝Q

m′

n′ = [(m,n)] ×⃝Q [(m′, n′)] = [(mm′, nn′)]
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اثبات را بالا تعاریف ͳخوش�تعریف باید نمائیم، بیان را ×⃝Q و +⃝Q تواب΄ جبری خواص این΋ه از قبل
: که کنیم ثابت باید ͳیعن نمائیم.

( : ͳخوش�تعریف)

(mn′ + nm′, nn′) ∈ S ( الف
nn′ ̸= ٠ ͳیعن(m,n) ∼ (p, q)

(m′, n′) ∼ (p′, q′)

اگر ( ب

(mn′ + nm′, nn′) ∼ (pq′ + qp′, qq′) آنΎاه

است. ΀واض الف قسمت . اثبات
: که کنیم ثابت باید ب قسمت اثبات برای

(mn′ + nm′)× qq′ = (pq′ + qp′)× nn′

: این΋ه بر mqمشروط = np

m′q′ = n′p′

برسانید. اثبات به را مطلب این تمرین.

است. میدان Έی (Q, +⃝Q, ×⃝Q,٠,١) که کنید ثابت تمرین.
١ = [(١,١)] و ٠ = [(٠,١)] اینجا در

: Q مجموعه روی ترتیب رابطه تعریف
م�ͳنمائیم: تعریف Q مجموعه روی زیر بصورت را ⩽Q رابطه

mn′ ⩽Z nm
′ درصورتی΋ه [(m,n)] ⩽Q [(m′, n′)] : Q به متعلق [(m,n)] و [(m′, n′)] برای

: رسانید اثبات به را ⩽Q رابطه متداول خواص ثانیه˄ داد. نشان را بالا تعریف ͳخوش�تعریف باید اولا˦

را Q روی ͳخط ترتیب رابطه آن بر علاوه و است تعریف خوش رابطه�ای ⩽Q که دهید نشان تمرین.
نمائید. تعریف

است. گویا اعداد بودن چΎال خاصیت است برقرار گویا اعداد در که دیΎری ͳاصل خاصیت
صورت به مرسوم روش طبق را گویا عدد Έی بعد به این از باشند، راحت�تر نمادگذاری�ها این΋ه برای

: م�ͳدهیم نمایش زیر
[(m,n)] = m

n
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: گویا اعداد بودن چΎال خاصیت
m
n <Q α <Q

m′

n′ بطوری΋ه است موجود α ∈ Q گویای عدد آنصورت در m
n <Q

m′

n′ کنید فرض

α = mn′+nm′

٢nn′ : بΎیرید . اثبات
m
n < α < m′

n′ : که دهید نشان تمرین.

ͳاصل اعداد حساب و ͳاصل اعداد ١٠
است. شده داده A ی مجموعه :(cardinal (کاردینال ͳعدداصل
مثلا است. A اعضای تعداد شهودی بطور card(A) = |A|

card({١,٢,٣, ..., k}) = k

چیست؟ اعضا تعداد از منظور کنیم ͳم صحبت ͳنامتناه های مجموعه به راج΄ ͳوقت : سؤال

باشد. موجود پوشا و (١− ١) ، f : A −→ B مانند ͳتابع ⇐⇒ A ∼ B . تعریف

بنابراین: است. ها مجموعه روی ارزی هم رابطه Έی ∼ رابطه
|A| = card(A) = [A]∼

|Q| = card(Q) = [Q]∼ = [N]∼ = ℵ٠ صفر - الف
|R| = card(R) = [R]∼ = c

می΋نیم. تعریف توان) - ضرب (جم΄، جبری اعمال کاردینال اعداد در ͳطبیع اعداد مانند : هدف

: کاردینال اعداد روی ترتیب . تعریف
میΎیریم. Έکم بعد تعریف از کاردینال عدد دو مقایسه برای ؛ کاردینال دو ی مقایسه : هدف

ͳم و ” است B مساوی یا کمتر A ” گوییم ، اند شده داده B و A های مجموعه کنید فرض . تعریف
: هرگاه A ⩽ B نویسیم

باشد. موجود f : A
(١−١)−−−−→ B تاب΄

: خواص

B ⩽ A و A ⩽ B آنΎاه A ∼ B اگر (١

N ⩽ R پس .A ⩽ B آنΎاه A ⊆ B اگر (٢
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Q×Q ⩽ Q و Q ⩽ Q×Q (٣

A′ ⩽ B′ اینصورت در B ∼ B′ و A ∼ A′ و A ⩽ B کنید فرض (۴
: اثبات

نوشت. |A| ⩽ |B| (card(A) ⩽ card(B)) بصورت را بالا تعریف توان ͳم بنابراین : نتیجه

|A| ⩽ |C| آنΎاه |A| ⩽ |B| و |B| ⩽ |C| اگر (۵

B ⩽ A و A ⩽ B که باشند ای گونه به B و A مجموعه دو کنید فرض : برنشتاین - شرودر قضیه
.A ∼ B آنΎاه

C ⊆ X گوییم است. شده داده f : X −→ X تاب΄ و X مجموعه کنید فرض : ͳمقدمات تعاریف
.f(C) ⊆ C باشیم داشته هرگاه f-پایاست) ،C) است پایا f تاب΄ به نسبت

∀x ∈ C f(x) ∈ C : هرگاه f-پایاست ،C ͳیعن

تاب΄ . مثال

f =

[٠,١] −→ [٠, n]

f(x) = x٢

f([٠,١/٢]) = [٠,١/۴] ⊆ [٠,١/٢] : داریم بΎیرید. نظر در
f-پایاست. ،[٠,١/٢] پس

C ⊆ X صورت آن در گیریم، ͳم نظر در را E ⊆ X و است شده داده f : X −→ X کنید فرض گزاره.
: که طوری به است موجود
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E ⊆ C (i

f-پایاست ،C (ii

است. (ii) و (i) خاصیت دارای ی مجموعه کوچ΋ترین C (iii

C آنΎاه C =
∪∞

n=٠Dn اگر که دهید نشان صورت آن در Dn+١ = f(Dn) و D٠ = E کنید فرض . اثبات
باشد. ͳم (iii) و (ii) و (i) خواص دارای

D٠ = E,D١ = f(E), D٢ = f(D١) = f(f(E)) = fof(E) = f (٢)(E)

: پس
C = E ∪ f(E) ∪ f (٢)(E) ∪ f (٣)(E) ∪ ... f(C) = f(

∪∞
n=٠Dn) =

∪∞
n=٠ f(Dn) =

∪∞
n=٠Dn+١ =∪∞

n=١Dn ⊆
∪∞

n=٠Dn = C =⇒ f(C) ⊆ C

: برنشتاین - شرودر قضیه . اثبات
باشد. شده داده (١-١) f : A −→ B تاب΄ و B ⊆ A کنید فرض : خاص حالت

کنید. پیدا پوشا و (١− ١) ،g : A −→ B تاب΄ : هدف
کنید. اصلاح زیر صورت به را f : A −→ B تاب΄ : اثبات ی ایده

g : A −→ B

: کنید تعریف زیر بصورت را g تاب΄ و بΎیریم. نظر در را C ⊆ A ی مجموعه

g(z) =

f(z) z ∈ C

z z ∈ (A− C)

باشد. B به A از پوشا و (١− ١) تاب΄ Έی g تاب΄ که بیابید ای بΎونه را C هدف:

: C برای لازم شرایط

(A− C) ⊆ B باشیم داشته باید باشد B ی مجموعه در g تاب΄ برد این΋ه برای •

ͳیعن g(z١) ̸= g(z٢) دهیم نشان باید z٢ ∈ (A−C) و z١ ∈ C هر ازای به باشد. (١−١) ،g تاب΄ باید •
f(z١) ̸= z٢

.∀z ∈ C f(z) /∈ (A− C) باشیم داشته باید بنابراین
f-پایاست. ،C کنیم: اثبات باید که این ͳیعن .f(z) ∈ C ، z ∈ C هر برای که است ͳمعن این به این
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طبق .E = (A−B) بΎیرید مساوی (A−B) با را E مجموعه می΋نیم. ͳمعرف را C ی مجموعه بنابراین
: صورت آن در C =

∪∞
n=٠ f

n(A−B) اگر C = (A−C)∪ f(A−B)∪ f٢(A−B)∪ ... شده اثبات گزاره
f-پایاست. مجموعه Έی C
.(A− C) ⊆ B آن بر وعلاوه

: صورت به که g : A −→ B تاب΄ واق΄ در که دهید نشان

g(z) =

f(z) z ∈ C

z z /∈ C

.A ∼ B بنابراین است B به A از پوشا و (١− ١) تاب΄ Έی

مهم قضیه
|A| ⩽ |B|&|B| ⩽ |A| =⇒ |A| = |B| : برنشتاین - شرودر

است. ͳخط ترتیب Έی ها کاردینال روی ⩽ رابطه که کرد ثابت توان ͳم انتخاب اصل با
∀A,B |A| ⩽ |B| یا |B| ⩽ |A|

|A| ̸= |B| و |A| ⩽ |B| هرگاه |A| < |B| گوییم . تعریف

: ℵ٠ < C مثلا
f : N −→ R

x −→ x
ℵ٠ ⩽ C -١

ناشماراست. R کردیم ثابت چون ℵ٠ ̸= C -٢

خیر. زیر قضیه علت به است؟ موجود کاردینال بزرگترین آیا : سؤال

|A| < |P (A) ؛ A ی مجموعه هر ازای به که کنید ثابت : کانتور قضیه
ͳطبیع اعداد در است زیر قضیه تعمیم بالا قضیه

∀n ∈ N ∪ {٠} n < ٢n

(A ̸= فرض∅ با ) |A| ⩽ |P (A)| که کنید ثابت : الف . fاثبات : A −→ P (A)

x −→ {x}

است. ١-١ ͳتابع f کنید ثابت
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است. P (∅) به ∅ از (١− ١) تاب΄ Έی ∅ تاب΄ P (A) = {∅} آنΎاه A = ∅ : خاص حالت *

نیست. موجود پوشا f : A −→ P (A) تاب΄ Ϳهی که کنید ثابت ب:
∄x ∈ A f(x) = B قسمی΋ه به (B ⊆ A دیΎر عبارت به ) P (A) در عنصری کردن پیدا : هدف

: کنید تعریف زیر صورت به را B ی مجموعه
B = {x ∈ A|x /∈ f(x)}

.B /∈ Im(f) که دهید نشان
.f(x) = B که بطوری باشد موجود x ∈ A کنید فرض .B ∈ Im(f) کنید فرض

؟ x ∈ B : سؤال
x /∈ B پس x /∈ B داریم B تعریف طبق آنΎاه x ∈ B کنید فرض

نیست. پوشا f تاب΄ بنابراین

: ها کاردینال جبر
باشند. کاردینال دو k و λ کنید فرض : جم΄ تعریف

k + λ : هدف
k+λ = |A∪B| آنΎاه A∩B = ∅ که کرد انتخاب طوری را λ و k نمایندگان توان ͳم .λ = |B| و k = |A|

بیاورید. بدست را بالا تعریف ͳتعریف خوش اول قدم در

A ∪B ∼ A′ ∪B′ کنید ثابت .A ∩B = A′ ∩B′ = ∅ و B g∼ B′ و A f∼ A′ کنید فرض لم.

. اثبات
h : A ∪B −→ A′ ∪B′

h(x) =

f(x) x ∈ A

g(x) x ∈ B

: جم΄ خواص

∀k + ٠ = k (i

∀k, λ k + λ = λ+ k (ii

∀k, λ, γ (k + λ) + γ = k + (λ+ γ) (iii

∀k, λ, γ k ⩽ λ =⇒ k + γ ⩽ λ+ γ (IV
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A ∩B = A ∩ C = که کنید فرض آن بر علاوه γ = |C| و λ = |B| و k = |A| کنید فرض : (iii) . اثبات
B ∩ C = ∅

k + λ = |A ∪B|

A ∩B = B ∩ C = A ∩ C = ∅ و γ = |C| و λ = |B| و k = |A| : (IV) . اثبات

k × λ تعریف
= |A×B| صورت آن در λ = |B| و k = |A| کنید فرض : ضرب تعریف

A×B ∼ A′ ×B′ کنید ثابت . B g∼ B′ و A f∼ A′ کنید فرض : ͳتعریف خوش

h(x) =

A×B −→ A′ ×B′

h(x, y) = (f(x), g(y))

است. پوشا و (١− ١) ،h ثابت

: ضرب خواص

k × ٠ = ٠ (i

k × ١ = k (ii

∀k, λ, γ (k × λ)× γ = k × (λ× γ) (iii

∀k, λ, γ (k + λ)× γ = k × γ + λ× γ (IV

∀k, λ k × λ = λ× k (V

∀k, λ, γ k ⩽ λ =⇒ k × γ ⩽ λ× γ (V I

. اثبات
(i) : A× ∅ = ∅

(ii) : A× {١} ∼ A

(iii) : (A×B)× C ∼ A× (B × C)

((x, y), z)
h−→ (x, (y, z))

.λ = |B| و k = |A| کنید فرض . تعریف
kλ = |AB |

AB = {f : B −→ A|f is a function} از منظور
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: ͳخوشتعریف - ١
A ∼ A′

B ∼ B′
=⇒ AB ∼ (A′)B

′

: کاردینال اعداد در توان خواص

(i) k٠ = ١

(ii) k١ = k

(iii) (kλ)µ = k(λ.µ)

(IV ) k(µ+λ) = kµ.kλ

(V ) (k.λ)µ = kµ.λµ

(V I) (k + λ)µ = گفت نمیتوان چیزی

. مثال

(١
C.C = C

توان خواص از استفاده با : اول حل راه
: داریم بنابراین ٢ℵ٠ = C این΋ه به توجه با

C.C = ٢ℵ٠ .٢ℵ٠ = ٢ℵ٠+ℵ٠ = ٢ℵ٠ = C

C ⩽ C.C و C.C ⩽ C کنید ثابت : دوم حل fراه : C −→ C.C

f(x) = (x, x)

و

g : (٠,١)(٠,١) −→ (٠,١)

g(٠/α١α٠,...٢/β١β٢...) = ٠/α١β١α٢β٢...

است. (١-١) بوضوح f
است خوش�تعریف g که کنید ثابت

است. (١-١) g که کنید ثابت

(٢
CC = ٢C

= |P (R)|
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.CC ⩽ ٢C و ٢C ⩽ CC که کنید ثابت : اثبات
٢ ⩽ C −→ ٢C ⩽ CC (I)

C ⩽ ٢C −→ CC ⩽ (٢C
)C = ٢C.C

= ٢C −→ CC ⩽ ٢C
(II)

I&II,برنشتاین شرودر- قضیه
−−−−−−−−−−−−−−−−→ CC = ٢C

(٣
ℵℵ٠٠ = ٢ℵ٠ = C

٢ℵ٠ ⩽ ℵℵ٠٠ و ℵℵ٠٠ ⩽ ٢ℵ٠ که کنید ثابت : اثبات
٢ ⩽ ℵ٠ −→ ٢ℵ٠ ⩽ ℵℵ٠٠
ℵ٠ ⩽ ٢ℵ٠ −→ ℵℵ٠٠ ⩽ (٢ℵ٠)ℵ٠ = ٢ℵ٠.ℵ٠ = ٢ℵ٠

ℵℵ٠٠ = ٢ℵ٠ پس

(۴
ℵC٠ = ٢C

٢C ⩽ ℵC٠ ⩽ CC ⩽ ٢C : اثبات

(۵
Cℵ٠ = ٢ℵ٠ = C

Cℵ٠ = (٢ℵ٠)ℵ٠ = ٢ℵ٠ℵ٠ = ٢ℵ٠ = C : اثبات

چرا؟ |{f : R −→ R| است پیوسته f}| =?C مطلوبست (۶
م�ͳشود. مشخص گویا اعداد روی ی΋تا بطور پیوسته تواب΄ : پیوسته تواب΄ مهم خاصیت : علت
باشد. مشخص Q روی f مقادیر آن بر علاوه و باشد پیوسته ͳحقیق اعداد روی f تاب΄ کنید فرض

است. مشخص ͳحقیق اعداد کل روی f مقادیر صورت این در
{an} −→ x an ∈ Q

{f(x)} −→ f(x) ͳΎپیوست طبق
است. x نقطه در f مقدار دقیقاً آن مقدار و همΎراست {f(an)} دنباله بنابراین

R به R از continuety تواب΄ C(R,R) ∼ RQ کنید ثابت (٧
باشد. (١-١) H بطوری΋ه H : C(R,R) −→ RQ تاب΄ دارد وجود کنید ثابت

f ∈ C(R,R) −→ f |Q
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است. (١-١) H کنید ثابت
f١, f٢ ∈ C(R,R)

بودن (١-١) ͳبررس
H(f١) = H(f١) −→ f١ = f٢

f١|Q = f٢|Q −→ f١ = f٢

{qn} −→ x qn ∈ Q

f١(qn) −→ f١(x) & f٢(qn) −→ f٢(x)

f١(qn) = f٢(qn) =⇒ limn→∞ f١(qn) = limn→∞ f٢(qn) =⇒ f١(x) = f٢(x)

پس
|C(R,R)| ⩽ |RQ| = C

|C(R,R)| ⩾ C ͳطرف gاز : R −→ C(R,R)

g(r) = fr : R −→ R

(∀x ∈ R) fr(x) = r بطوری΋ه
است. (١-١) g کنید ثابت

م�ͳشود. r تاب΄ مقدار مقادیر جمی΄ ازای به که م�ͳبرد ثابت ͳتابع به را r ͳحقیق عدد هر g واق΄ در
است. (١-١) g پس هستند. ی΋تا r ∈ R هر برای ثابت تواب΄ که است ΀واض

نیست. موجود C و ℵ٠ بین k کاردینال : (CH) پیوستار فرضیه
¬∃k ℵ٠ < K < ٢ℵ٠ = C

: (GCH) یافته تعمیم پیوستار فرضیه
∀λ ⩾ ℵ٠ ¬∃k λ < k < ٢λ

آن هم�ارز صورت�های ͳبرخ و انتخاب اصل : هفتم فصل ١١

(AC) Axiom of choise : انتخاب اصل
م�ͳباشد. بحث مورد اصل اولین ͳتاریخ لحاظ از انتخاب اصل
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: دیΎر اصول با انتخاب اصل سازگاری (١
گودل ← (سازگاری) است؟ تناقض به منجر انتخاب اصل پذیرش آیا

کوهن ← (استدلال) گرفت؟ نتیجه دیΎر اصول از را اصل این م�ͳتوان آیا (٢

خط و نقطه : بحث مورد اشیا ͳاقلیدس هندسه
است. واق΄ y خط روی x نقطه .xRy وقوع : مهم روابط

هستند. خط l, l′ نقطه، p : توازی اصل
∀p∀l [¬(pRl)→ ∃l′(pRl′ & ¬∃p′(p′Rl & p′Rl))]

T = تئوری گردید. بیان زبان این در ͳاقلیدس هندسه موضوعه اصل ͳمنطق لحاظ از
T = {σ١, σ٢, σ٣, σ۴, σ۵}

نم�ͳگردد. تناقض به منجر T که کنیم ثابت باید
الΎوی (مثلا̈ کنیم. پیدا اصول این برای مناسب تعبیر یا الΎو Έی است ͳکاف سازگاری اثبات برای

م�ͳپذیرد.) انجام ͳدکارت هندسه�ی توسط ͳاقلیدس هندسه�ی برای مناسب
: ͳهذلول

T = {σ١, σ٢, σ٣, σ۴, σ′
۵}

دارد. وجود ͳهذلول هندسه برای ͳتعبیر�های و الΎوها مدل�ها،
: ͳریمان R

T = {σ١, σ٢, σ٣, σ۴, σ′′
۵}

هاست. مجموعه از گردایه�ای S و باشد ͳناته و مجموعه�دلخواه Έی S که کنید فرض . تعریف
S = {Xi|i ∈ I} ∀i ∈ I Xi ̸= ∅

: S مجموعه�ی از انتخاب تاب΄ تعریف
f : S −→

∪
i∈I Xi تاب΄

i ∈ I هر ازای به هرگاه گوئیم S مجموعه�ی از انتخاب تاب΄ Έی را
f(Xi) ∈ Xi

. مثال
S = {{١,٢,٣, ...}, {٢,٣, ...}, {٣,۴, ...}, ..., {n, n+ ١, ...}, ...}

S = {X − n|n ∈ N}
∪∞

n=١Xn = N

f : {Xn|n ∈ N} −→ N

f(Xn) =Min{Xn} = n
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. مثال
I = {١,٢, ...,١٣٨۶} و S = {X١, X٢, ..., X١٣٨۶}

∀i ∈ I Xi ̸= ∅ م�ͳباشد. مجموعه�ها از گردایه�ای S

: م�ͳکنیم تعریف را زیر انتخاب تاب΄
f(X١) = a١ بنابراین است. موجود a١ ∈ X١ پس X١ ̸= ∅ چون
.f(X٢) = a٢ پس است. موجود a٢ ∈ X٢ پس X٢ ̸= ∅ چون

.f(X١٣٨۶) = a١٣٨۶ : پس است موجود a١٣٨۶ ∈ X١٣٨۶ پس X١٣٨۶ ̸= ∅ چون ترتیب همین به
f = {X١, X٢, ..., X١٣٨۶} −→

∪
i∈I Xi تاب΄ پس

f(Xi) = ai : م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به را تاب΄ بنابراین
در را زیر غلط و شهودی استدلال حال است. اثبات قابل ͳتابع چنین وجود مجموعه�ها نظریه لحاظ از

بΎیرید: نظر
انتخاب تاب΄ پس .ai ∈ Xi بطوری΋ه است موجود ai ، Xi هر برای پس Xi ̸= ∅ ، i ∈ I هر برای چون

.f(Xi) = ai م�ͳکنیم: تعریف زیر بصورت را f : S −→
∪

i∈I Xi

نظریه لحاظ از ͳتابع چنین وجود صورت این در باشد. ͳنامتناه S است مم΋ن که آنجاست مش΋ل
بیان ͳنا�متناه های S برای را ͳتابع چنین وجود که نیازمندیم ͳاصل به پس نیست. اثبات قابل مجموعه�ها

کند.

انتخاب اصل ١.١١

انتخاب تاب΄ آنصورت در باشد. ͳنا�ته مجموعه�های از دلخواه گردایه�ای {Xi}i∈I = S که کنید فرض
است. موجود S گردایه برای

f(Xi) ∈ Xi که ͳقسم به f : S −→
∪

i∈I Xi تاب΄ دارد وجود

زورن لم ٢.١١

باشد. مرتب مجموعه�ی Έی (P,⩽) که کنید فرض : تعاریف یادآوری

: هرگاه است زنجیر Έی X گوئیم بΎیرید. نظر در را X ⊆ P *
.b ⩽ a یا a ⩽ b ، a, b ∈ X هر ازای به

∀x ∈ X(x ⩽ a) هرگاه گوئیم X برای بالا کران Έی a ∈ P *

∀x ∈ X(a ⩽ x −→ a = x) هرگاه گوئیم ماکزیمال عنصر را a ∈ P *
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.P ̸= ∅ و باشد مرتب جزئاً مجموعه�ی Έی (P,⩽) که کنید فرض : زورن لم
باشد. P در بالا کران دارای زنجیر این ، X مانند P از ͳنا�ته زنجیر هر ازای به کنید فرض

است. ماکزیمال عنصر Έی دارای P آنصورت در

زیر�مجموعه�ی هر اگر است. (well − order) تعریف خوش X مجموعه�ی روی < رابطه�ی : یادآوری
باشد. ابتدا عنصر دارای Y مانند X از ͳناته

(well − ordering principle) : ͳخوش�ترتیب اصل ٣.١١

خوش�ترتیب (X,<) بطوری΋ه کرد پیدا م�ͳتوان X روی < ترتیب رابطه ، X مانند مجموعه هر ازای به
است.

است. موجود ͳطبیع اعداد با همتوان Y مانند X از زیر�مجموعه�ای آنΎاه باشد ͳنامتناه X اگر : قضیه

م�ͳکنیم. انتخاب را x١ ∈ X عنصر بنابراین است. ͳناته پس است ͳنامتناه X چون (شهودی) . اثبات
م�ͳکنیم. انتخاب را x٢ ∈ X − {x١} عنصر پس است. ͳناته نیز X − {x١} مجموعه�

پس کرد. انتخاب آن از م�ͳتوان را xk عنصر پس است. ͳته غیر X −{x١, ..., xk−١} ترتیب همین به
کرد. انتخاب م�ͳتوان xn ∈ X − {x١, x٢, ..., xn−١} بطوری΋ه را xn عنصر n ∈ N هر برای

Y ∼ N پس است موجود ͳدوسوی

f : N→ Y

f(n) = xn

تاب΄ بوضوح م�ͳنامیم. Y را ها xn شامل مجموعه�

Y ⊆ X و

.f : S −→
∪
Y ⊆ X = X تاب΄ انتخاب اصل طبق S = {Y ⊆ X|Y ̸= ∅} کنید فرض (دقیق�تر) . اثبات

: بطوری΋ه است موجود فوق تاب΄ انتخاب اصل طبق
f(y) ∈ y ، y ∈ S هر ازای به

g : N −→ X (١-١) تاب΄ کردن پیدا : هدف
g(١) = f(X) = x١

g(n+ ١) = f(X − {g(١), ..., g(n)})

است. شده انتخاب دلخواه بطور X در که است عنصری : g(١)
X − {g(١), ..., g(n)} در است عنصری : g(n+ ١)

(ͳبازگشت تواب΄ وجود قضیه (طبق است. موجود g تاب΄
است. (١-١) g تاب΄ بنابراین باشد، موجود g تاب΄ اگر
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زورن) لم از استفاده (با : قضیه
تاب΄ یا و است موجود f مانند A −→ B از (١-١) تاب΄ یا B,A مجموعه�ی دو هر ازای به : ١ صورت

است. موجود B −→ A از g مانند Έی به Έی
.|B| ⩽ |A| یا |A| ⩽ |B| A,B هر ازای به : ٢ صورت

که م�ͳکنیم ͳمعرف طوری را (P,⩽) مرتب جزئاً مجموعه� زورن لم از استفاده با : اثبات ایده�ی . اثبات
نماید. ثابت را شده خواسته نتیجه P ماکزیمال عنصر

: م�ͳکنیم تعریف زیر بصورت را P مجموعه�
P = {(Aα, fα)|Aα ⊆ A, fα : Aα

(١−١)−−−−→ B}

P مجموعه�ی روی را ⩽ رابطه�ی است. Έی به Έی ∅ : ∅ −→ B . Aα = ∅ ⊆ A : است ͳناته P اولا˦
: م�ͳکنیم تعریف زیر بصورت

(Aα, fα) ⩽ (Aβ , fβ)⇐⇒ Aα ⊆ Aβ & fα ⊆ fβ ⇐⇒ Aα ⊆ Aβ & ∀x ∈ Aα(fα(x) = fβ(x))

است. مرتب جزئاً رابطه�ی Έی ⩽ که کنید ثابت : اولا˦
م�ͳکند. صدق زورن لم شرط در (P,⩽) که کنید ثابت : ثانیاً

f =
∪

α∈I fα و A′ =
∪

α∈I Aα فرضکنید باشد. P از یΈزنجیر Γ = {(aα, fα)|α ∈ I} که فرضکنید
(A′, f ′) ∈ P : ادعا

است. (١-١) f ثانیاً است. تاب΄ Έی f کنیم ثابت اولا˦

: است تاب΄ f
(x١, y١), (x١, y٢) ∈ f =⇒ y١ = y٢

→ ∃α١, α٢ ∈ I, (x, y١) ∈ fα١ , (x, y٢) ∈ fα٢(Aα١ , fα١) ∈ Γ

(Aα١ , fα٢) ∈ Γ

=⇒ fα١ ⊆ fα٢ ⇒ y١ = y٢ or fα٢ ⊆ fα١ ⇒ y١ = y٢

است. ماکزیمال (Aα, fα) که است موجود (Aα, fα) ∈ P پس است. ماکزیمال عنصر دارای P پس
شده خواسته مطلب پس است. (١-١) fα : Aα −→ B تاب΄ : صورت این در Aα = A : (١) حالت

م�ͳآید. بدست
(Aα ⫋ A) Aα ̸= A : (٢) حالت

است. ͳدوسوی تاب΄ Έی fα : Aα −→ B تاب΄ : ادعا
x ∈ (A−Aα) بنابراین Aα ̸= A چون است. (١-١) تاب΄ Έی f−١α : B −→ Aα تاب΄ ادعا اثبات صورت در

است. موجود y ∈ B − Im(fα) آنΎاه نباشد پوشا fα تاب΄ اگر است. موجود
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f ′ = fα ∪ {(x, y)} . A′ = Aα ∪ {x} حال
(A′, f ′) ∈ P : که دهید نشان

است. (١-١) و است تاب΄ f ′ : A′ −→ B و A′ ⊆ A کنیم ثابت باید ͳیعن
(Aα, fα) < (A′, f ′) کنید دقت

است. تناقض در (Aα, fα) بودن ماکزیمال با مطلب این که

: است (١-١) f
∀x١, x٢ ∈ A′ ∀y ∈ B

(x٢, y), (x١, y) ∈ f
?−→ x١ = x٢

−→ ∃α١, α٢ ∈ I =⇒

(x١, y) ∈ fα١

(x٢, y) ∈ fα٢

است. Γ بالای کران Έی (A′, f) که م�ͳدهیم نشان
که کنیم ثابت باید باشد. دلخواه و (Aα, fα) ∈ Γ که کنید فرض

(Aα, fα) ⩽ (A′, f)

است. ΀واض این و fα ⊆ f و Aα ⊆ A′ کنیم ثابت باید ͳیعن

انتخاب اصل ⇐= ͳخوش�ترتیب اصل : که کنید ثابت
است. شده داده ͳته غیر مجموعه�ی Έی X کنید فرض
Xi ⊆ X & Xi ̸= ∅ S = {Xi|i ∈ I} : ها داده

S برای انتخاب تاب΄ : خواسته
f : S −→ X

f(Xi) ∈ Xi

خوش�ترتیب (X,<) که نمود تعریف طوری م�ͳتوان را X مجموعه�ی روی < رابطه ͳترتیب خوش اصل طبق
است. min عنصر دارای < رابطه�ی به نسبت بنابراین ∅ ̸= Xi ⊂ X چون fباشد. : {Xi|i ∈ I} −→ X

f(Xi) = min<(Xi)

ͳخوش�ترتیب اصل ⇐= زورن لم
مانند P از ͳناته زنجیر هر و P ̸= ∅ که باشد مرتب جزئاً مجموعه�ی Έی (P,⩽) کنید فرض : فرض

است. ماکزیمال عنصر دارای (P,⩽) صورت این در باشد. P در ͳبالای کران دارای X
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(X,<) بطوری΋ه است موجود ترتیب> رابطه�ی ، باشد دلخواه مجموعه�ی Έی X کنید فرض : ح΋م
باشد. خوش�ترتیب

باشد.) ͳنامتناه X کرد فرض م�ͳتوان (مسلماً باشد. دلخواه مجموعه�ی Έی X کنید فرض . اثبات
باشد. خوش�ترتیب (X,⩽) که ͳقسم به X مجموعه�ی روی ⩽ رابطه کردن پیدا : هدف

P = {(Aα,⩽α)|Aα ⊆ X,⩽α⊆ A٢α}

است. Aα روی خوش�ترتیب رابطه Έی ⩽α

(Aα,⩽α) ⊑ (Aβ ,⩽β)⇐⇒ Aα ⊆ Aβ & ⩽α⊆⩽β

y ⩽β x y ∈ Aα و x ∈ Aβ −Aα هر ازای به
فرض .(∅, ∅) ∈ P زیرا P ̸= ∅ آن بر علاوه و است ͳجزئ ترتیب رایطه�ی Έی (P,⊑) رابطه�ی است ΀واض

باشد. P از زنجیر Έی Γ = {(Aα,⩽α)|α ∈ I} کنید
A =

∪
α∈I Aα ⊆ X

⩽=
∪

α∈I ⩽α⊆ A٢

(A,⩽) ∈ P کنیم ثابت باید
م�ͳکنیم. تعریف A روی خوش�ترتیب رابطه Έی ⩽ کنیم ثابت باید این΋ه ͳیعن

است. ͳخط ترتیب رابطه Έی A روی ⩽ رابطه که کنید ثابت اولا˦ : دقیق�تر بطور
است. خوش�ترتیب A روی ⩽ رابطه که کنید ثابت ثانیاً

: ͳاس΋انع (i
∀a ∈ A a ⩽ a

a ∈ A −→ ∃α a ∈ Aα
است ͳاس΋انع رابطه
−−−−−−−−−−−→ (α, a) ∈⩽α

⩽α⊆⩽−−−−→ (α, a) ∈⩽

: تعدی (ii
∀a, b, c ∈ A a ⩽ b & b ⩽ c −→ a ⩽ c

∀a, b ∈ A a ⩽ b or b ⩽ a : است ͳخط ترتیب کنید ثابت اولا˦
Aγ روی ͳخط ترتیب رابطه�ی Έی ⩽γ چون a, b ∈ Aγ بطوری΋ه ∃γ ∈ I ⇐= است زنجیر Έی Γ چون

: پس هست
b ⩽ a یا a ⩽ bپس b ⩽γ a یا a ⩽γ b

است. X روی خوش�ترتیب رابطه�ی Έی ⩽ رابطه که کنید ثابت ثانیاً
موجود a ∈ A عنصر پس A ̸= ∅ چون باشد. X از ͳناته و دلخواه زیرمجموعه Έی A ⊆ X کنید فرض
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.a ∈ Aα بطوری΋ه است موجود a ∈ I ͳطرف از است
رابطه به نسبت (A ∩ Aα) بنابراین است خوش�ترتیب رابطه Έی Aα روی ⩽α رابطه�ی چون A ∩ Aα ̸= ∅

باشد. (A ∩Aα) مینیمم − ⩽αعنصر b ∈ (A ∩Aα) کنید فرض است. min عنصر دارای − ⩽α

است. ⩽ رابطه�ی به نسبت min عنصر b : ادعا
c ∈ Aβ است. موجود β ∈ I پس باشد دلخواه عنصری c ∈ A کنید فرض : ادعا اثبات

b ⩽ cپس c ∈ A ∩Aα پس c ∈ Aα ∩Aβ ١

(Aα,⩽α) ⊑ (Aβ ,⩽β) که گفت م�ͳتوان قوی�تر بطور و Aα ⊆ Aβ بنابراین ، c ∈ Aβ −Aα ٢
داریم: تعریف⊒ در

b ⩽P c c ∈ Aβ −Aα b ∈ Aα

.b ⩽ cپس

: کنیم Έچ باید که ͳزمان : دیΎر ن΋ته
A =

∪
Aα

⩽=
∪

⩽α

(A,⩽) ∈ P : اولا˦ کنیم ثابت باید
است. Γ برای بالا کران Έی (A,⩽) که م�ͳکنیم ثابت ثانیاً

∀α ∈ Γ (Aα,⩽α) ⊑ (A,⩽)

y ∈ Aα و x ∈ (A−Aα) هر ازای به که کنیم ثابت باید
y ⩽ x

x ∈ Aβ −Aα پس x ∈ Aβ که بطوری ∃β ∈ I پس x ∈ A−Aα Aαاما ⊆ Aβ

⩽α⊆⩽β

: کرد فرض م�ͳتوان ͳطرف از

.y ⩽β x داریم (Aα,⩽α) ⊆ (Aβ ,⩽β) پس
است. موجود P در (A,⩽) ماکزیمال عنصر زورن لم شرط کردن Έچ از پس

A = X : ادعا
A ∪ {x} مجموعه روی حال م�ͳکنیم. انتخاب را x ∈ X − A عنصر صورت این غیر در : خلف فرض

رابطه�ی
⩽′=⩽ ∪{(a, x)|a ∈ A}

٩١



A ∪ {x} روی خوش�ترتیب رابطه�ی Έی (A ∪ {x},⩽) نمود ثابت م�ͳتوان ͳبراحت م�ͳگیریم. نظر در را
پس:

(A ∪ {x},⩽′) ∈ P

(A,⩽) ⫋ (A ∪ {x},⩽′) اما
دارد. (A,⩽) بودن ماکزیمال با تناقض

هاسدورف ماکسیمال اصل ۴.١١

است. انتخاب اصل های معادل از دیΎر ͳ΋ی
آنΎاه دهیم قرار P زنجیرهای همه�ی مجموعه�ی را τ و باشد مرتب جزئاً رابطه�ی Έی (P,⩽) اگر

است. ماکسیمال عضو دارای (τ,⊆)

٩٢


