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  مروري بر نظریه ي گرافها: فصل ششم 
  

بسیاري از مسائل روزمره ي زندگی را می توان به صورت انتزاعـی توسـط مجموعـه اي گسـسته از اشـیا و                 
ــرد   ــان کـــــــــــ ــر آن بیـــــــــــ ــده بـــــــــــ   .روابـــــــــــــط دودویـــــــــــــی تعریـــــــــــــف شـــــــــــ

نظریـه ي  ه ي این امر بـه مطالع ـ  . در این گونه مسائل نمایش گرافیکی مناسب ترین روش نمایش است          
  . منجر می شودگرافها

  
   :تعاریف

),(گراف سودار به صورت زوج مرتب     • EV ،نآ که در استV  مجموعه اي از متناهی از رئـوس 
 . می باشدV رابطه اي دودویی درEو

 . می نامیمسودار را یال هاي گراف E را رئوس و زوج مرتب هايVعناصر •
),(یـال . یله ي آن به هم وصـل مـی شـوند       یک یال حادث با رئوسی است که به وس         • ba  حـادث 

 . راس انتهایی استb راس ابتدایی وa . استb و حادث بهaاز
 .  خوانده می شوند که به وسیله ي یالی به هم وصل می شوندمجاوردو راس  •
 است هرگاه هیچ یالی با آن حادث نباشد واگر یالی حادث بـه همـان راس باشـد    منفردیک راس    •

 . نامیده می شودحلقه
),(به صورت زوج مرتب    Gگراف بی سوي   • EV  است که V مجموعه اي متنـاهی و E  مجموعـه 

 . استVاي از مجموعک هاي دو عنصري از
ر یـک بـه یـک     می گییم هر گاه یک تناظر یک به یک بین رئوس و یـک تنـاظ     یکریختدو گراف را     •

 .بین یال هاي آن موجود باشد و مفهوم حادث بودن محفوظ بماند
),(اگر   • EVG  باشد ),( EVG EE گـوییم هرگـاه   G را زیر گراف′′′ VV و ′⊇  بـه طـوري   ′⊇

Eکه یال هاي   . حادث باشند′V تنها با رئوس ′
 . می خوانیمپوشا باشد آن را زیر گراف V شامل تمامی رئوسGاگر یک زیر گراف از •
),(ن  زیر گرافـی چـو     G نسبت به  ′Gمکمل زیر گراف     • EVG EEE اسـت کـه   ′′′′′′  و ′′=−′

V Eوسی را شامل می شود که یال هاي ئ ر′′  .  با آنها حادثند′′
VUفرض کنید   • ⊆≠φ زیر گراف ),( 11 EUG1 گوییم هرگاه  القا را زیر گرافE    شـامل تمـام

 . وجود داردUیال هایی باشد که رئوس انتهایی آنها در 
یـالی   نشان می دهـیم کـه بـین هـر دو راس متمـایز آن      nk راسی را با   n بی سوي   کامل گراف •

 . راسیnهمچنین است گراف سودار. است
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 . نمایش داده می شودG است و با nk راس مکمل آن نسبت به n باGمکمل گراف •
),(اگر براي گراف     • EVG   ، E   گانـه از زوج هـاي مرتـب از     یـک مجموعـه ي چندVV  باشـد  ×

 . گوییمچندگانه ي سوداررا یک گراف Gآنگاه
در گراف هاي سودار و بی سوي چندگانه هیچ محدودیتی  براي تعداد پیکانها از یک نقطه به نقطه ي          •

 .دیگر وجود ندارد
اگر بخواهیم تاکید کنـیم گـراف غیـر چندگانـه را     . اف نام می بریمگراف معمولی یا چندگانه را با نام گر   •

 . می نامیم خطیگراف
),,,( را به صورت چهارتایی   وزن دار یک گراف    • gfEVیا سه تایی ),,( gEV  تعریف می کنـیم 

  . هـستند E تـابعی بـا دامنـه ي    g وVتابعی با دامنـه ي f و یال ها  E رئوس   Vکه در آن ها   
fg,بیانگر انتساب وزن ها به رئوس و یالها هستند . 

ikii رشـته اي از یالهـا مثـل         مـسیر  در یک گراف سودار    • eee ,...,,  بـه گونـه اي اسـت کـه راس     21
مسیر را رشته اي از رئوس نیز می توان نمایش .  استije+1 منطبق بر راس ابتدایی ijeانتهایی 

 .داد
ن  گوییم هر گاه هیچ راسـی در آ ابتداییمی گوییم اگر هیچ یالی در آن تکرار نشود و ساده  مسیر را    •

 .دو بار ملاقات نشود
ikii مسیري مثل    مدار • eee ,...,,  1ie بـر راس ابتـدایی   ike است که در آن راس انتهایی یال        21

 .منطبق باشد
 است هرگاه هیچ راسی در آن دو بـار  ابتـدایی  است هرگاه شامل یال تکراري نباشد و سادهمدار   •

 .نشودملاقات 
در غیـر ایـن   . می نامیم هرگاه بین هر دو راس دلخواه مـسیري موجـود باشـد    همبندگراف بی سو را  •

 . استناهمبندصورت 
 .گراف سودار همبند است هرگاه گراف بی سوي حاصل از آن همبند باشد •
   بـراي گـراف   مؤلفـه هر گراف نا همبند شامل چندین زیر گراف همبند است که هر کـدام را یـک            •

 .میممی نا
 و b بهa هم مسیري ازb وa است هرگاه به ازاي هر دو راس      همبند قوي یک گراف سودار     •

 . موجود باشدa بهbهم مسیري از
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)  رنـگ متفـاوت  4در کـل  ( مکعب با وجه هایی به رنگ هـاي متفـاوت   4ازي حماقت لحظه اي در ب  : مثال
بـراي ایـن   .  رنگ متفاوت دیده شـود 4می خواهیم آنها را روي هم بچینیم به طوري که در هر ستون           . داریم

 مکعـب یـک گـراف چندگانـه ي وزن دار تـشکیل داده و سـعی خـواهیم کـرد دو            4کار در حالت عمومی براي      
  .زیرگراف با ویژگی هاي زیر در آن پیدا کنیم

  . یال با برچسب هاي مختلف باشد4 راس و 4هر زیرگراف باید شامل  )1
 . باشد2در هر زیرگراف درجه ي هر راس باید دقیقا برابر  )2
 .اف نباید یال مشترك داشته باشنددو زیرگر )3
  
از یال هاي گراف تنها و تنهـا   به مسیر و مداري گفته می شود که از هر کدام       اولري مسیر و مدار   •

 .یک بار عبور کند
 را بـا  Vدرجـه ي هـر راس  .  هر راس تعداد یال هـاي حـادث بـا آن تعریـف مـی شـود         درجه ي  •

)deg(Vنمایش می دهند . 
  

),(در یک گراف بی سو  : 1لم  EVGرا داریم رابطه ي زیر .  
)(2)deg( GEvV

Vv
v =

∈
  . تعداد یالها می باشدGE)( که  ∑

  .تعداد رئوس از درجه فرد همیشه زوج است در یک گراف بی سو : 2لم 
)deg()deg()deg(2)(  زوج است  GEvvv

zojfardVv

=== ∑∑∑
∈

  

),(راف بی سوي گ : قضیه EVG داشته باشدنفرد  داراي مدار اولري است اگر و تنها اگر راسی از درجه.  
 داراي مسیر اولري است اگر و تنها اگر همبند بوده و حـداکثر دو راس از درجـه          Gگراف بی سوي   : 3لم  

  .فرد داشته باشد
  یکی از سرگرمی هاي مردم کانیگزبرگ این بـود کـه بـا شـروع از یـک نقطـه از هفـت پـل واقـع بـر                     : مثال

نقـشه را مـی تـوان بـه     .  تنها یک بار عبور کـرده بـه نقطـه ي عزیمـت خـود برگردنـد      رودخانه ي پر گل تنها و  
  .صورت گرافی که یالهاي آن پل ها و رئوس آن جزیره ها و دو طرف رودخانه هستند نشان داد
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اولر که پدر نظریه ي گرافها لقب گرفته نشان داد حل مـساله در گـرو پیـدا کـردن یـک مـدار اولـري در ایـن              
   راس درجـه ي فـرد آن نـه مـسیر و نـه مـدار اولـري در ایـن گـراف موجـود              4 که با توجـه بـه        گراف است 

  . نمی باشد
  

),(براي گراف سودار    • EVG یک راس مثلدرجه ي ورودي v     برابر تعداد یـال هـاي حـادث بـه
درجـه ي  . آن تعریـف مـی شـود    یک راس برابر تعداد یال هاي حـادث از    درجه ي خروجی  آن و   

deg)(ورودي را با  v− و درجه ي خروجی را با )(deg v+نمایش می دهیم . 
deg)(هر حلقه در گراف سـودار موجـب افـزایش یـک واحـد بـه                  • v−      و یـک واحـد بـه )(deg v+  

 .می شود
),(گراف سودار   : قضیه EVG است اگر و تنها اگر همبند بـوده و بـراي هـر    مدار اولـري  داراي Vv∈ 

deg)(deg)(داشته باشیم  vv −+ =.  
 بـراي هـر راس   b وaند بوده و به استثناي دو راس مثـل  است اگر و تنها اگر همب   مسیر اولري و داراي   

)(deg)(deg vv −+   : نیز داشته باشیم b وaو براي رئوس  برقرار باشد=
1)(deg)(deg,1)(deg)(deg +=+= +−−+ aabb  
  

گفته می شود کـه از هـر راس گـراف    ) دوري(هامیلتونی به مسیري ) دور(مسیر   : مسیر و دور هامیلتونی   
  . بار عبور کندفقط و فقط یک

 .تنها راه حل براي نشان دادن اینکه گرافی داراي مسیر هامیلتونی است تشکیل صریح آن است •
 .اگر گرافی داراي دور هامیلتونی باشد همبند است •

  
),(وردن یک دور هامیلتونی در گراف چند نکته مفید براي بدست آ EVG.   

Vvv هامیلتونی دارد براي هر راس  دورGاگر )1 ∈≥ ,2)deg(.   
Vaaاگــر بــراي )2 ∈> ,2)deg(ــور از راس ، در زمــان تــشکیل د ــه محــض عب    aور هــامیلتونی ب

 .می توان همه ي یال ها ي حادث با آن را حذف کرد
Vaaاگر براي )3 ∈> ,2)deg(دو بال حادث با راس aباید در دور هامیلتونی قرار بگیرند . 
 تشکیل دهیم Gتوانیم دوري براي یک زیر گراف از نمی Gر زمان تشکیل دور هامیلتونی برايد )4

 .مگر اینکه همه ي رئوس را شامل شوند
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   : راهی براي نشان دادن اینکه بعضی گراف ها مسیر هامیلتونی ندارند
دور .  باشـد x حـادث بـا  y و راسy حـادث بـا  x طـوري برچـسب مـی زنـیم کـه راس     y وxرئوس را با  

 بایـد بـه انـدازه    y وx هاي متوالی ظاهر شده سپس تعدادy وx راس است که از   Vهامیلتونی شامل   

2
Vموجود باشد .  
  

  : لتونی در یک گراف کامل دور هامی
هفده نفر می خواهند در یک میز گرد به شیوه هایی بنـشینند کـه هـر بـار دو طـرف یـک شـخص افـراد            : مثال  

  . متفاوتی نشسته باشند
راس و nK ، 3≥n ،nدر گــراف کامــل  

2
)1(2 −

=
nnCn ــ  و حــداکثر . ال موجــود اســت  ی

2
1−n دور 

8بنابراین به . هامیلتونی با یال عاي متفاوت موجود است
2

116
=

  . روش ممکن می توانند بنشینند−
  

* راس که با     nیک گراف کامل سودار با     : تعریف
nK ود گرافـی اسـت سـودار و بـا    اده می ش ـ نمایش دn 

),( ،y وxراس به طوري که براي هر دو راس yx یا ),( xyموجود باشد  .*
nKرا چرخه می گوییم .  

  
* : قضیه

nK هامیلتونی است)سودار( داراي یک مسیر .  
  : اثبات به شیوه ي استقرا 

1( 2=nدرست است .  
2( *

nKفرض. ( داراي مسیر هامیلتونی است( 
*اگر از   )3

1+nK 1 راس+nv    را حـذف کنـیم، گـراف *
nK     بدسـت مـی آیـد کـه 

  مــــسیر هــــامیلتونی نــــام دارد، دو امکـــــان وجــــود خواهــــد داشـــــت     
nkبـراي  ) الـف  ),(,),( یـال هـاي   1≥≥ 111 +++ nkkn vvvv  در گـراف 

),(که در ایــن صــورت آنهــا را بــا یــال هــستند 1+kk vvجــایگزین مــی کنــیم .  
),()ب 1+nn vv  در *

1+nK  است که در این صورت این یال به مسیر اولیـه 
 .در فرض مسئله اضافه می شود

),(اگر   : قضیه EVG   یک گراف بی سوي بدون حلقه با n   راس باشد، اگـر بـراي هـرVyx  رابطـه ي  ,∋
1)deg()deg( −≥+ nyxد برقرار باشGداراي مسیر هامیلتونی است .  

12 همبند است چون در غیر این صـورت      G :اثبات   ,CC    12 دو مؤلفـه ي گـراف بـا , nn  راس بـوده و 
  :داریم 



 ٧

)deg()deg(2که با فرض تناقض دارد   
1)deg(
1)deg(

11

22 −≤+⇒




−≤→∈
−≤→∈

nyx
nxCx
nyCy    

  
ــم ــ : لـ ),(ر اگـ EVG    ــا ــه بـ ــدون حلقـ ــوي بـ ــی سـ ــراف بـ ــک گـ ــر   n یـ ــراي هـ ــر بـ ــد، اگـ راس باشـ

Vvnv ∈
−

≥ ,
2

1)deg( آنگاه Gمسیر هامیلتونی دارد .  
  

),(اگر   : قضیه EVG         3 یک گراف بی سوي بدون حلقه با≥= nV      اي هـر دو راس  راس باشـد و بـر
nyx رابطه ي y وxدلخواه و غیر مجاور ≥+ )deg()deg(برقرار باشد آنگاه Gیک دور هامیلتونی دارد .  

  
  ) : الگوریتم دیکسترا(کوتاه ترین مسیر ها در گراف هاي وزن دار 

),,(فرض کنید    WEVGوزن یالی مثـل . یک گراف وزن دار است),( ji بـا ),( jiw   نـشان داده شـده و 
  . مجموع طول یال هاي تشکیل دهنده ي آن استGطول یک مسیر در. آن یال می نامیمآن را طول 

  
براي این کـار از  .است z تاaیین کوتاه ترین مسیر از یک راس به راس دیگر مثل         مسئله مهم تع   : نکته

  . استفاده می کنیمالگوریتم دیکسترا
  

  : الگوریتم دیکسترا 
aVT}{در ابتدا    )1 Tttawtl و براي هر     =− ∈= ap}{ و)(),(, = .)(tl   را کوتـاه تـرین 

 t را انـدیس tl)(. نباشـد T می نامیم به طوري کـه شـامل هـیچ راس دیگـري از        t به a مسیر از 
  .  قرار می دهیم∞ می گوییم و اگر مسیري وجود نداشت برابرpنسبت به

 . را داردpی است که کوچکترین اندیس نسبت به راس∋Txفرض می کنیم )2
در غیـر  .  به آن برسیمدر این صورت الگوریتم خاتمه می یابـد      a راسی باشد که می خواهیم از      xاگر )3

xPUP}{این صورت    xTT}{ و   ′= Tt و براي هـر  ′=− انـدیس آن را بـا اسـتفاده از    ∋′
)(min})(,)(),{(رابطه  txwxltltl  . حساب می کنیم′=+

T و P به جاي′p را با 3 و2مراحل  )4  . تکرار می کنیمTبه جاي ′
  

 مـی شـوند نـه    x بـه aاگر در مرحله دوم این الگوریتم رئوسی را ذخیره کنیم که منجر به کوتاه ترین مـسیر از          
  . بلکه خود این مسیر را نیز به دست خواهیم آوردx بهaاه ترین مسیر ازتنها کوت

  
  . هاي بزرگ عملا امکان پذیر نیستnویژه برايپیدا کردن دور هامیلتونی داراي کمترین وزن به  : نکته



 ٨

  : قاعده ي نزدیک ترین همسایه 
),,(رض می کنیم    ف WEVG  گراف وزن دار بی سو با nقاعده ي نزدیکترین همسایه بـراي  .  راس است

  . به صورت زیر استHت آوردن دور هامیلتونی نیمه بهینهبدس
,,}{اسـت  V یـک راس دلخـواه از      ∋Vxفرض مـی کنـیم     )1 xPHxa ←←← φ )  اولـین

  )Hراس
=−1 تــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــا i=1بــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــراي  )2 ni:   

VyPyفـــــــرض ∈∉ ),( راســـــــی کـــــــه , yxwــدار اســـــــت   .  آن کمتـــــــرین مقـــــ
},{},{, yxHHyPPyx ∪←∪←← 

3( },{ axHH  )یال ایجاد شده با اولین و آخرین راس را اضافه می کنیم (←∪
  

),(گراف   : تعریف EVG   گویند هرگاه هامنی را G کـرد کـه یـال هـاي     را بتوان در صفحه به گونه اي رسـم 
  . متقاطع باشندGآن تنها در رئوس

  
2121 گوییم هرگاه دو بخـشی  را  Gگراف : تعریف , VVVVV ∪==∩ φ   و براي هر یـال یـک راس 

اف را  وصـل باشـد گـر   2V به تمـام رئـوس  1V باشد، اگر هر راس از  2V و دیگري متعلق به      1Vمتعلق به   
mVnV در حالت اخیر که . می گوییمبخشی کاملدو == 12 ,،G را با nmK   . نمایش می دهیم,
  

},{اگر یال φ≠E یک گراف بی سو و بی حلقه است که درآن            Gفرض کنید  : تعریف wve را حذف =
},{,},{و vuvwرا اضافه کنیم که Gv∈اززیر بخش مقدماتی این صورت یک  در Gحاصل خواهد شد .  
  

12گراف هاي بی سو و بی حلقه         : تعریف ,GG   ک گـراف  یا از ی ـ گوییم هرگاه یکریخت باشند  همریخت را
  . به وسیله یک رشته از زیربخش ها بدست آیندHبی سو و بی حلقه ي

  
 از گراف هامنی ناحیه اي از صفحه است که به یال هاي گراف محدود بوده و دیگر قابل     ناحیهیک   : تعریف

  .می شونداگر گراف را در امتداد یال ها ببریم ناحیه ها جدا . تقسیم به زیرنواحی نیست
  

  . استنامتناهی است هرکاه مساحت آن متناهی باشد در غیر این صورت متناهییک ناحیه :  نکته
  
vVeE یک گراف همبند و هامنی با Gفرض کنید  : ضیهق == عـداد نـواحی تعریـف     تrاگـر  .  است,

−+=2 باشد آنگاه داریم Gشده به وسیله ي rev   
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  : اثبات با استقرا 
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2(2  فرض  =+−= rkvke  
⇒+= 1)3 ke  

      A(   دارد 1راسی از درجه G→ داریمaبا حذف
  2)1(]1)1[(2)1( =+−=++−+−→=−+− revrkvkrv        

      B( ندارد   1راسی از درجه G→  داریمa        با حذف
    2]1)1[()1(]1)1[(2)1()1( =+−++−+−→=−+−− rkvrkv        

  
vVeEوي همبند، هامنی و بدون حلقه بـا        یک گراف بی س    Gفرض کنید که   : لم =>=  اسـت،  2,

63: در این صورت  −≤ ve   
   تعداد همه ي یال هاي مرزي براي نواحی باشد bاگر: اثبات 

rbeb 3,2 ≥≤⇐   re 32 re   یا   ≤
≥

3
2  

63
33

22 −≤→−=−+≤+−= veereverev  
63 یـال باشـد و   E<2 گرافی خطـی همبنـد و بـدون حلقـه بـا              Gدر نتیجه اگر   −> ve آنگـاه G  هـامنی 

  .نیست
  

 3,3k یـا 5k تنهـا اگـر داراي زیرگرافـی همریخـت بـا           هامنی است اگـر و     Gگراف : )کوراتاوسکی(قضیه  
  .نباشد
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