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  روابط: فصل دوم 
  

 ×BAاز زیر مجموعه اي Bبه A از Rیک رابطه دودویی .  غیر تهی باشنددو مجموعهBو Aفرض کنید 
  .است

         aRbRba ⇒∈),(     ,    BAR ×⊆  
  
RBAاگر   .استA یک رابطه در ⇒Rاست Bبه A یک رابطه از =⇒
  

  ماتریس و روابط
mnباشد آنگاه میتوان ماتریسی Bبه Aیک رابطه از Rاگر  ] مثل × ]ijR MM   : را نمایش داد =

                                                                        },...,,{ 21 nbbbB },,...,{  و   = 21 naaaA=  
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  .نامیده می شودماتریس بولی ماتریسی که فقط داراي مؤلفه هاي صفر و یک باشد  : نکته
نمایش xR)(وجود دارد که با Rنسبت به xمجموعه نسبی باشد آنگاه Bبه A یک رابطه از Rاگر : نکته

)(}|,{.                                                                           داده می شود xRyByyR x ∈=  
  

  : باشد آنگاه داریمAدو زیر مجموعه از2A و 1A وBبهAیک رابطه از Rاگر  : قضیه
  

)()( 2121 ARARAA ⊆⇒⊆   
)()()( 2121 ARARAAR ∪=∪  
)()()( 2121 ARARAAR ∩⊆∩  

  
Aaباشند، اگر به ازاي هر Bبه Aدو رابطه از Sو Rاگر  : قضیه ∈،  )()( aSaR RSباشد آنگاه= = 
  .است

  
][اگر  : تعریف ijaA ][ و = ijbB mn در ماتریس بولی =  به صورت زیر ∧BAو∨BA باشند آنگاه ×
  :است 
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pnزه به انداBو Aبراي دو ماتریس حاصلضرب بولی : تعریف   : به صورت زیر است ×pm و ×
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را به صورت نموداري Rباشد رابطه Aیک رابطه در Rیک مجموعه متناهی و Aاگر  : گراف هاي سوردار

ها را به عنوان رئوس یاد خواهیم کرد یک دایره کوچک براي هر کدام از عناصر رسم کرده و این دایره . نمایش داد
ji ⇔ رسم می کنیم ja به راس iaو خطوط سورداري به نام یال که از راس  Raa  

  :مثال

                                    
  .  نامیده می شودمدارخودش خاتمه پیدا کند مسیري که از راسی شروع شده و به  : نکته

  . می نامیمحلقهمدار به طول یک را   
  .هر یال در گراف سوردار یک مسیر به طول یک تلقی می شود  

  
ارتباطی ) مسیر(را رابطه R∞در بعضی اوقات . موجود باشد A در y به x مسیري از ، هرگاه∞yxR :تعریف

  .می گویندAبراي 
  
  )عناصر الزاما متمایز نیستند.(باشدAعنصر از  n+1باید داراي  nیک مسیر به طول  : نکته

},...,{ یک رابطه در  Rاگر : قضیه 21 naaaA                                باشد آنگاه=
    

),(مکان : نکته jia1 است اگر و تنها اگر 1داراي مقدار  ماتریس ام از=ijnباشد .  
  

},...,{فرض کنید  : قضیه 21 naaaA   :باشد آنگاه Aیک رابطه در R و =

)nبار (                      
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  . یک رابطه ي دسترس پذیر استR∗باشد Aیک رابطه در Rیک مجموعه متناهی و Aاگر  :رابطه ي دسترسی
)nI ماتریس واحدnn× است و n تعداد عناصر مجموعه Aاست(  

   yx yxRyxR  یا   = ∞∗ ⇔  
nRR IMM ∨= ∞∗  

  
  خواص روابط
Aaهرگاه که A در مجموعه  رابطه اي :روابط بازتابی .               aRaآنگاه باشد ∋

)(aRaAa ∈⇒∈∀  
 . باشند ماتریس می قطر اصلی آندر ماتریس یک رابطه بازتابی همه عناصر •
 .گراف سوردار یک رابطه بازتابی داراي حلقه براي تک تک رئوس است •

Aaهرگاه که Aدر مجموعه رابطه اي  : روابط ضد بازتابی aRa آنگاه ∋ /.  
 .همگی صفر می باشنددر ماتریس یک رابطه ضد بازتابی قطر اصلی آن  •
 .گراف سوردار یک رابطه ضد بازتابی فاقد حلقه می باشد •

  
موجود باشد  b وaمتقارن است اگر دو عنصر متمایز Aدر مجموعه Rرابطه  : روابط متقارن و ضد متقارن

ba وbRa و aRbبطوریکه  )()( :              در غیر این صورت نا متقارن است . ≠ aRbbRa ∈⇔∈  
ba آنگاه bRa و aRb  اگر وتنتیجه می گیریم که زمانی که رابطه نا متقارن اس : نکته =.  

Tیک ماتریس زمانی متقارن است که  •
RR MM  )یعنی ماتریس با ترانهاده ي خود برابر باشد.(=

jiیک ماتریس زمانی ضد متقارن است که اگر  •  باید مساوي صفر jiM یا ijMز عناصر  بود یکی ا≠
 .باشد

 .یک ماتریس می تواند نه متقارن باشد نه ضد متقارن •
 موجود i بهjموجود باشد آنگاه یالی نیز ازj بهiدر گرافهاي سور دار یک رابطه متقارن اگر یالی از راس  •

jiمی باشد و هیچ شرطی براي   . وجود ندارد=
 .اگر شرط فوق در گراف وجود نداشت آن گراف مربوط به یک رابطه ي ضد متقارن است •

  
Acbaمتعدي است هرگاه براي Aدر Rرابطه  : روابط متعدي   :آنگاه  ,,∋

aRcbRcaRb  متعدي      ⇒,  
cRabRcaRb    نامتعدي     /⇒,  

][یک رابطه متعدي را می توان از روي ماتریس رابطه ي آن  : نکته   ijR mM   تشخیص داد اگر=
11,1 =⇒== ijkjik mmm  

داشته باشیم آنگاه یک یال نیز R در 2 مسیري به طول c به aین با توجه به گراف سوردار داریم که اگر از همچن
caRbRcaRb                                                  :                     به عبارتی .  داریمc به aاز  2, ≡  

RRaRccaR ⊆⇒⇒→ 22  
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چنین است که اگر مسیري به طول بیشتر از یک از A در مجموعه Rمفهوم هندسی متعدي بودن رابطه : قضیه
  . موجود باشدb به a موجود باشد آنگاه یالی از b به راس aراس 

∀≤⊇⇔  متعدي بودن  RRn n,1  
  :را می توان به این صورت توضیح داد Rدر ضمن متعدي بودن رابطه ي  : نکته

)()(),( aRcbRcaRb ∈⇒∈∈  
  

  .را هم ارز گوییم هرگاه بازتابی، متقارن و متعدي باشدAدر Rرابطه ي  : روابط هم ارزي
به Aرا میتوان براي تشکیل یک رابطه ي هم ارزي در Pاشد بنابر این بAیک افراز از مجموعه Pاگر  •

 .کار برد
 .گویند Pبلوك هاي را Pمجموعه هاي موجود در افراز  •
abcاگر  • باشند و سه خاصیت بازتابی و تقارن و تعدي را دارا باشند آنگاه Aاز مجموعه P در بلوك ,,

Rیک رابطه ي هم ارزي تعیین شده توسط افرازPمی باشد . 
 .هر عضو از یک بلوك فقط و فقط با اعضاي همان بلوك در رابطه است •

  
AaAbو Aیک رابطه هم ارزي در Rفرض کنید  : قضیه ∈∈  اگر و تنها اگر aRbباشد در این صورت  ,

)()( bRaR   . باشد=
  

 براي aR)(ه ي همه ي مجموعه هاي نسبی و مجزاي مجموعPو Aیک رابطه هم ارزي در Rاگر  : قضیه
Aa   .استP یک رابطه هم ارزي تعیین شده توسط Rو A یک افراز براي P باشد در این صورت∋
  

  .می گوییمR ها را کلاسهاي هم ارزي aR)(باشد آنگاه Aیک رابطه هم ارزي در Rاگر : تعریف 
RAشامل همه کلاسهاي هم ارز             ( /.     (                                        ][)( aaR =  

  
  عملیات بر روابط

باشد این روابط مجموعه اي از زوجهاي مرتب هستند که تمامی اعمال مانند Bبه Aدو رابطه از Rو Sاگر 
  اعمال کرد ...تراك و تفاضل و اجتماع و اش

  
bRabRaR متمم                                                                                                      /⇔:  

  
aRbbSRaیا aSbاجتماع                                                                                     ⇔∪ )(  

  
aRbbSRa  و aSbاشتراك                                                                                     ⇔∩ )(  

     معکوس                                           
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RR             .است که به صورت معکوس نوشته شده اندR شامل همه زوجهاي مرتب R−1 : نکته =−− 11)(  
Tد                                      در ماتریس معکوس جاي سطر و ستون عوض می شو :نکته

RR MM )()( 1 =−    
   

][براي ماتریس بولی  : تعریف ijmM ][،متمم آن یعنی = ijmM   : به صورت زیر تعریف می شود =
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  .باشدBبه Aدو رابطه از Sو Rفرض کنید که  : قضیه

11 −− ⊆⇒⊆ SRSR1)  
RSSR ⊆⇒⊆2)  

111)( −−− ∪=∪ SRSR3)  
111)( −−− ∩=∩ SRSR4)  

SRSR ∩=∪ )(5)  
SRSR ∪=∩ )(6)  

  .نیز بازتابی استR−1بازتابی باشد آنگاه R  اگر7)
  .ضد بازتابی استRبازتابی باشد آنگاه R  اگر 8)
SRاشند آنگاه  بازتابی بSوR  اگر 9) SRو ∪   . نیز بازتابی هستند∩
  

===⇔=⇔متقارن است Aدر Rرابطه  : نکته −− 11)()( RRMMMM RR
T

RR  
  
RR متقارن باشد آنگاه Rاگر  : یهقض   .ز متقارن هستندنی−1,

SRSRمتقارن باشند ,SRهمچنین اگر  ∪∩   .نیز متقارن هستند,
222)( SRSR ∩⊆∩1)  

SR متعدي باشند آنگاه SوR  اگر 2)   .متعدي است∩
SR رابطه هم ارزي باشد آنگاه SوR  اگر 3)   .نیز رابطه هم ارزي است∩
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  بستارها
می خواهیم با افزودن . باشد ممکن است بعضی از خصوصیات هم ارزي را نداشته باشدAیک رابطه در Rاگر 
  .وجهایی به آن رابطه اي بدست آوریم که ویژگی هاي مورد نظر را داشته باشد ز

  
م را اضافه می کنیRدر∆باشد که بازتابی نباشد بعضی از زوجهاي رابطه Aدر رابطه یک Rاگر  : بستار بازتابی

.                                                              تشکیل شودRتا کوچکترین رابطه بازتابی شامل 
∆∪= RR1  

Ryx اگر زوجی مثل .تقارن نباشدمباشد که Aدر رابطه اي Rرابطه به طور فرض داریم  :بستار متقارن ∈),( 
Rxyباشد ولی  ),(1 بدیهی است باشد،),(∌ −∈ Rxy . بنابراین براي تبدیل به رابطه متقارن باید زوجهاي

  .  را به آن اضافه کنیمR−1رابطه 
1−∪ RR 111.                                             رابطه ي متقارن است کوچکترین )( −−− ∪=∪ RRRR  

به Rبه این صورت که همه یالها در گراف سوردار.را می توان به روش هندسی رسم کردRبستار متقارن  : نکته
∪−1یالهاي دو طرفه در  RRتبدیل شود.  

  

  بستار متعدي و الگوریتم وارشال 
  .استR∞ رابطه Rباشد آنگاه بستار متعدي A یک رابطه در Rاگر :  قضیه

nA اگر : قضیه nRRRRباشد  Aیک رابطه در R و )تعداد اعضا  ( = ∪∪∪=∞ ...2  
  

},,...,{فرض کنید  : الگوریتم وارشال 21 naaaA= وR یک رابطه در A12 اگر.باشد ,,..., xxxm مسیري در 
R 1هر راس غیر از . باشد, xxmالگوریتم وارشال در دو مرحله خلاصه می شود.را راس داخلی مسیر خواهیم گفت:  

   منتقل می کنیمkW را به kW−1ابتدا همه مقادیر  )1
12فرض کنید که در مکانهاي  )2 ,..., pp در ستون k 1ام ماتریس−kW 12 و هم چنین در مکانهاي ,..., qq 

),(در مکانهاي  داشته باشیم ، در این صورت  1 ام همان ماتریس مقدار kدر سطر  ji qp در ماتریس

kW قرار دهیم، این الگوریتم را با 1  مقدار  RMW  هاي بعدي را تا رسیدن به kW آغاز کرد و 0=

Rn MWAn ==  . ادامه می دهیم),(
  

SRرزي باشند در این صورت  دو رابطه هم ا,RSاگر . کاربرد جالب بستار متعدي در روابط هم ارزي است ∩ 
SR. نیز یک رابطه هم ارزي است   . است,RSبزرگترین زیر مجموعه مشمول در ∩

  
 ، رابطه ,RSکترین رابطه هم ارزي شامل باشند در نتیجه کوچA دو رابطه هم ارزي در مجموعه ,RSاگر : قضیه

∞∪ )( SRاست .  
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ABCاگر  : ترکیب روابط  باشد رابطه CبهBه اي از  رابطS و BبهA رابطه اي از R سه مجموعه و ,,
  .  می خوانیمSoR می نامیم و به ,RS را ترکیب Cبه Aجدید از  

  

AAARSASoRcba

cSoRa
bSc
aRb

BbcSoRa
Cc
Aa

SR ⊆=⇒→→

⇒
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∈
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ABCDاگر  : قضیه  یک را بطه T و Cبه B یک رابطه از S وBبه A یک رابطه از R جهار مجموعه و ,,,

  :   باشد داریم D به Cاز 

    111)(
)()(

−−− =

=

oSRSoR
oRToSSoRTo
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  پایان فصل دوم 

  


