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  فصل اول

  :مقدمه 

  : مروري بر حساب دیفرانسیل و انتگرال 1-1

اثبات این قضایا ودیگر .      قضایاي زیر در به دست آوردن روشهاي تخمین خطا ، داراي اهمیت بنیادي هستند 

  .نتایج بدون مرجع دراین بخش را می توان درهرکتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال استاندارد یافت 

],[رض کنید  ف:قضیه رول  bacf ),(بر f و ∋ ba 0هرگاه . مشتق پذیر باشد)()( == bfaf دراین صورت

),( در cعددي چون  ba 0 وجود دارد به طوري که)( =′ cf.   

],[ هرگاه :قضیه مقدار میانگین  bacf ),(بر f و ∋ ba مشتق پذیر باشد ، دراین صورت عددي چون c در 

),( ba موجود است به طوري که 
ab

afbfcf
−
−

=′ )()()(  

],[ هرگاه :قضیه مقدار میانگین براي انتگرالها  bacf ],[  رويg و ∋ ba انتگرالپذیر باشد ونیز g در ],[ ba تغییر 

),( در cعلامت ندهد ،آنگاه عددي مانند  ba وجود دارد به طوري که :  

∫ ∫=
b

a

b

a
dxxgcfdxxgxf )()()()(  

],[ فرض کنید :تعمیم قضیه رول  bacf n∈ باشد ،هرگاه )(xf در n+1 نقطه متمایز x0 , x1 ,…,xn از ],[ ba 

)()(0 وجود دارد بطوري که (a,b) در cصفر شود ، آنگاه نقطه اي مانند  =cf n.   

1],[ فرض کنید :قضیه تیلور  bacf n+∈ 0],[ باشد و هم چنین bax ],[ه ازاي هر  ،آنگاه ب∋ bax∈ عددي مانند 

t(x) بین x0 و x وجود دارد به طوري که :  

)()()( xRxPxf nn +=  

∑
=

−=
n

k

k
k

n xx
k

xfxP
0

0
0

)(

)(
!

)()(  که در آن      
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))(()(
)!1(

1)( )1(1
0 xtfxx

n
xR nn

n
++−

+
=  و    

وابسته به ) برشییا خطاي ( جمله باقیمانده Rn(x) و x0 ام حول n چند جمله اي تیلور درجه Pn(x)دراینجا 

Pn(x) سري نامتناهی که با حدگیري از .  نامیده می شودPn(x) به ازاي ∞→n به دست می آید سري تیلور ، f 

 باشد ، چندجمله اي تیلور ، چندجمله اي مک لورن نامیده x0=0اغلب در حـالتی که .  نامیده می شود x0حول 

  .می شود 

1],[ اگر :قیمانده انتگرال قضیه تیلور با با bacf n+∈ آنگاه براي هرنقطه ، x و c در [a,b] داریم :  

∑
=

+−=
n

k
n

kk xRcxcf
k

xf
0

)( )())((
!

1)(  

∫ −= +
x

c

nn
n dttxtf

n
xR ))((

!
1)( )1(  که در آن     

 ام در سراسر یک ناحیه (n+1) و همه مشتقات جزیی آن تا مرتبه f(x,y) فرض کنید :قضیه تیلور دو متغیره 

  : داریم D پیوشته باشند ، دراین صورت در سراسر ناحیه (a,b)حول نقطه  Dمستطیلی 

10;))(),((.

])()[(
)!1(

1...),(.])()[(
!

1...

])())((2)[(
!2

1])()[(),(),(

1

),(
22

),(

≤≤−+−+
∂
∂

−+
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−
+

++
∂
∂

−+
∂
∂

−++

−+−−+−+−+−+=

+

θθθ bybaxaf
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by
x

ax
n

baf
y

by
x

ax
n

fbyfbyaxfaxfbyfaxbafyxf

nn

bayyxyxxbayx

 

   همگرایی1-2

قبل از تعاریف کلی ابتدا فرض می کنیم که درصد یافتن ریشه یک معادله بغرنج یا مقدار : دنباله هاي همگرا 

مه کامپیوتري ممکن است یک دنباله از اعداد درچنین حالتی یک برنا.عددي یک انتگرال معین پیچیده هستیم 

12حقیقی  ,..., xx بنابراین می نویسیم.  را ایجاد کند که به جواب درست نزدیک شود  
∞→
=

n
Lxnlim اگر براي هر 

ε مثبت یک عدد حقیقی  r یافت شود به طوري که ε<− || Lxn  هرگاه کهn>r) nیک عدد صحیح است .(  
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                  :1-1مثال 
∞→

=
+

n
n

n 11lim    

ε<−
+ 11
n

n  زیرا 

<−1    هرگاه                 εn   

 بعنوان مثال معادله  :2-1 مثال
∞→

+=

n
n

e n)11(lim را در نظر بگیرید که بوسیله آن عدد غیر گـــویاي  e  تعریف

nاگر دنباله . می شود
n n

x )11(   :  را محاسبه کنیم، برخی از جملات عبارتند از =+

716924.2
691588.2
674319.2
593742.2

000000.2

1000

50

30

10

1

=
=
=
=

=

x
x
x
x
x

 

  :زیرا حد آن عبارتست از . مثال فوق دنباله ایست که به کندي همگراست 

...7182818.2=e  

11: براین بنا. است 0.001358و در هزارمین جمله هنوز خطا حدود  →
−
−+

ee
ex

n

n  

  : مثال دیگري از دنباله اي که کمی سریعتر به صفر همگرا می شود عبارتست از  :3-1مثال 

2
1

2

2

1
−

+ +
−=

nn

n
nn xx

xxx  

  : داریم x1=15.00 و x0=20.00با انتخاب دو مقدار اولیه 

64.142 =x    15.143 =x    54.033 =x   27.034 =x  

  .درحالی که این مثال از مثال قبلی سریعتر همگرا می شود اما هنوز هم همگرایی کند است 

01 →+

n

n

x
x  
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  :دنباله زیر را درنظر می گیریم . مثال بعدي دنباله اي است که سریعاً همگرا می شود  :4-1مثال 








+=

=

+
n

nn x
xx

x
1

2
1

2

1

1

  
1≥n

 

  :جملات این دنباله عبارتند از 

000000.21 =x    416667.13 =x  

500000.12 =x    414216.14 =x  

414213562.12...حد عبارتست  از    . و دنباله با سرعت زیادي به حد خود همگراست =

36.0
2

2
2

1
≤

−

−+

n

n

x

x
 

 است ومثال دوم همگرایی فوق خطی می باشد و مثال اول داراي 2چنین وضعیتی متناظر ، همگرایی مرتبه 

  .خاصیت بدتر از همگرایی خطی است 

  :مرتبه هاي همگرایی 

} فرض کنید  :1- 1تعریف  }nx یک دنباله از اعداد حقیقی باشد که به حد x گوئیم نرخ همگرایی .  میل کند

  : وجود داشته باشد به طوري که N و عدد صحیح c<1 است اگر عدد ثابت خطیحداقل 

)(,1 Nnxxcxx nn ≥−≤−+  

 همگرا به صفر و یک عدد nλ است اگر یک دنباله فوق خطی می گوئیم که نرخ همگرایی حداقل :تعریف 

  :اشند به طوري که  وجود داشته بNصحیح 

)(,1 Nnxxxx nnn ≥−≤−+ λ  

) نه لزوماً کمتر از یک (c است اگر یک ثابت 2مرتبه  می گوییم نرخ یا سرعت همگرایی حداقل از  :3-1تعریف 

  : وجود داشته باشند به طوري که Nو یک عدد صحیح 
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)(,2
1 Nnxxcxx nn ≥−≤−+  

  ر تعریف نمود حال بطورکلی می توان مرتبه همگرایی را بصورت زی

 وعدد p,c است اگر اعداد مثبت و ثابت p می گوئیم سرعت یا نرخ همگرایی حداقل از مرتبه  :4- 1تعریف

   وجود داشته باشد بطوریکه Nصحیح 

)(,1 Nnxxcxx p
nn ≥−≤−+  

} فرض کنید : مقایسه دو دنباله 1-3 } { }nn x,α دو دنباله مختلف باشند می نویسیم :  

)( nn Ox α=  

nn وجود داشته باشند بطوریکه 0n و cاگر اعداد ثابت  cx α≤ وقتی که 
0

nn اي  «xn دراین حالت گوئیم ≤

  . است nα» بزرگ

)())((      :باشند می نویسیم  n توابعی نامنفی از g(n) و f(n)بعنوان مثال فرض کنید  ngOnf = 

0nn وجود داشته باشند به طوري که به ازاي همه مقادیر n0 و cاگر اعداد ثابت مثبت   داشته باشیم ≤

)()(0 ncgnf  براي تمام یعنی. با یک عامل ثابت را ارائه میدهد f(n) بزرگ یک اکران بالا براي تابع Oنماد  .≥≥

  . ویا کمتر از آن خواهد بود g(n)  C بر روي f(n) ، مقدار تابع n0 بزرگتر از مقدار اولیه مانند nمقادیر 

  .شکل زیر را ملاحظه کنید 
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)(0 داشته باشیم nاگر براي همه مقادیر  ≠ng این بدین معناست که نسبت 
)(
)(

ng
nf توسط cود باقی می ماند  محد

   .n→∞، هنگامی که 

)(  معادله  nn ox α=   

به این معناست که 
∞→

=

n

x
n

n 0)lim(
α در اینجا می گوئیم که xn» اي کوچک «nα بعنوان مثال فرض کنید . استf(n) 

)())((        :یم  باشند می نویسn توابعی نامنفی از g(n)و  ngOnf =  

0nn وجود داشته باشد به طوري که هرگاه n0 یک ε<0اگر به ازاي هر  ≥ ، )()(0 ngxf ε≤≤ در نماد o 

: کوچک داریم 
∞→

=

n
ng
nf 0
)(
)(lim به طور شهودي تابع f(n) وقتیکه nی کند ، نسبت به  به بی نهایت میل مg(n) 

  .شکل زیر را ملاحظه کنید . ناچیز است 

  

  

  

اغلب از آنها می توان براي هنگامی که هر دودنباله به .دو نماد فوق مارا براي مقایسه دو دنباله توان مند می سازد 

)( وαx→0 و nx→0اگر .صفر همگرا می باشند ، استفاده کرد  nn Ox α= آنگاه xn حداقل ، به سرعت nα به 

  . صفر همگراست 

)(اگر  nn ox α= آنگاه xn سریع تر از nα به صفر همگراست .  

∑  داریم : براي مثال 
−

=

− =−−
1

1

1 )1(1)1(2ln
n

k

k

n
O

k
  

  .اما از طرف دیگر مثال زیر داراي همگرایی خیلی تند است .  است این مثال داراي همگرایی خیلی کند
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∑
−

=

=−
1

0
)

!
1(0

!
1n

k

kx

n
x

k
e   , ( )1|| ≤x  
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  فصل دوم

   حساب کامپیوتري2-1

     گرچه علم ریاضی مدام درحال گسترش و توسعه روزافزون میباشد ، معهذا مسائل زیادي در عرصه مختلف 

بعنوان مثال حل دستگاههاي .علوم وجود دارند که به کمک آنالیز ریاضی وراه حلهاي متعارف قابل حل نیستند 

یاد باشند و عملاً در زندگی روزمره با آن سروکار داریم و بایستی حل خطی وغیرخطی که تعداد مجهولات بسیار ز

معادلات .عملاً به کمک نیروي انسانی صرف غیرقابل حل هستند وبدون استفاده از کامپیوتر مقدور نیست . نمائیم 

. درنظر بگیریم یا بعنوان مثال انتگرال گیري را.فرازنده نیز از جمله مسائلی هستند که بایستی تقریب زده شوند 

میدانیم که خیلی از انتگرالها هستند که فرمول هاي متعارف براي حل آنها وجود ندارند و تنها راه ، حل تقریبی آنها 

توسعه روز افزون علم کامپیوتر و دخالت مستقیم و بیش از حد آن در زندگی روزمره ودر همه شاخه هاي . است 

چرا که بدون دخالت کامپیوتر . در حل مسائل را امکان پذیر ساخته است علوم و فنون ، کاربرد روشهاي عددي را

بعلت حجم زیاد عملیات وزمان حل آن عملاً انسان بدون کامپیوتر قادر نیست و عمرش براي حل پاره اي مسائل 

  .درصورتیکه با وجود کامپیوتر این کار عملی است .کافی نمی باشد 

وتر سر وکار داریم و میدانیم که کامپیوتر تنها چهار عمل اصلی جمع ، تفریق      در روند محاسبات ما با کامپی

لذا بررسی اجمالی .و در این روند محاسباتی ، با اعداد حقیقی سروکار داریم .،ضرب و تقسیم را انجام میدهد 

 تایی و 16ایی ،ت8سیستم ها نمایش اعداد لازم و ضروریست و قبل از اینکه به سیستم هاي نمایش عدد دوتایی ، 

دستگاه یا سیستم . غیره بپردازیم لازم است ابتدا در مورد سیستم دهدهی که ما به آن عادت داریم اشاره اي بکنیم 

  . را می توان بصورت زیر نشان داد )3678(10 است وهر عدد را بعنوان مثال 10اعداد دهدهی داراي مبناي 

      0123
10 108107106103)3678( ×+×+×+×=  

  10یعنی چند جمله اي از توانهاي 
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  : می توان نوشت −110 را به صورت چندجمله اي از )6251.0(10یا 
4321

10 101105102106)6251.0( −−−− ×+×+×+×=  
43210123

10 101105102106107108109104)6251.4987( −−−− ×+×+×+×+×+×+×+×=  

)().......(    بنابراین عدد بصورت کلی تر در سیستم دهدهی 321012110 mnnn dddddddddN −−−−−−=  

  . کنیم رابصورت زیر بیان می

m
m

n
n

n
n ddddddN −

−
−

−
−

− ×++×+×+×++×+×= 10...101010...1010)( 1
1

0
0

1
1

1
110  

  .  هستند 9.   تا0 ها رقمهایی بین dهمه 

.  می باشد 2 یک مبناي بسیار مفید براي کار با کامپیوتر ، مبناي دودویی یا سیستم اعداد پایه : مبناي دودویی 2-2

مزایاي اصلی طرز نمایش یکی از .  نامیده میشوند(Bit)که بیت  . 1,0تنها علامت اساسی این مبنا عبارتند از 

دودویی آنست که به سهولت توسط بسیاري از دستگاههاي فیزیکی که می توانند در دو حالت متفاوت از هم قرار 

 را 0 را می توان بوسیله یک سوراخ و 1بعنوان مثال روي یک نوار کاغذي و یا کارت ، .گیرند نشان داده می شوند 

 0 را با نقطه مغناطیس شده و 1 مغناطیسی یا سایر مواد مغناطیس شونده ، روي نوار.با نبودن سوراخ مشخص کرد 

 را می توان با 1دریک مدار الکتریکی .را با نقطه مغناطیس نشده و یا مغناطیس شده با قطب مخالف ، مشخص کرد 

ش دودویی مزیت دیگر طرز نمای.  را با نبودن پالس یا پالس با علامت منفی مشخص نمود 0یک پالس ولتاژ و 

آنست که بعلت وجود تنها دو علامت قوانین بسیار کمی براي درنظرگرفتن همه ترکیبات ممکن در جمع وضرب 

000مثلاً جدول ضرب اساسی تنها مرکب از .وجود دارد  =× ، 01001 =×=× ، 111   . است ×=

آنست که براي نشان دادن عددهایی با مقادیر نسبتاً متوسط ، تعداد بیتهاي زیادي یک عیب اساسی مبناي دودویی 

بنابراین براي نمایش یک عدد دهدهی چهاررقمی ممکن است سیزده رقم مبناي دودویی لازم شود . لازم می شود 

30103.02log10درحالت کلی چون . NN یا = 30103.0102  بیتی تقریباً مساوي عدد Nدویی  به طوري که عدد دو=

  : در این دستگاه را می توان بصورت زیر نوشت Nعدد .  رقمی است 0.3Nدهدهی 
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2210112 ).......()( mnn bbbbbbbN −−−−=  

عدد متناظر با این عدد در دستگاه اعداد دهدهی .  بیتهاي دوتایی هستند صفر یا یک هستند bn تا bmکه درآن 

  .بصورت زیر محاسبه می شود 
m

m
n

n
n

n bbbbbbN −
−

−
−

−
− ×++×+×+×+×+×= 2...222...22)( 1

1
0

0
1

1
1

110  

   تبدیل اعداد در سیستم دوتایی به سیستم دهدهی2-3

  عدد ذیل را از دستگاه دوتایی به دهدهی بصورت زیر تبدیل می نمائیم  : 1-2مثال 

01234
2 2121212021)10111( ×+×+×+×+×=  

 )12)12)12)021(((()23(12416 10 ++++×==+++=  

0112  :  در سیستم دوتایی Nالگوریتم مناسب براي تبدیل عدد  ...)( bbbbN mm −=  

mm                  عبارتست از ba =  

                                                             0,1,...,1,2 1 −=+= + mrbaa rrr  

  . همان عدد متناظر در سیستم اعداد دهی است a0سرانجام 

                           اگر مثال فوق را با این الگوریتم حل کنیم داریم 

231211
11152
5122
2012

1

0

1

2

3

4

=+×=
=+×=
=+×=
=+×=

=

a
a
a
a
a

 

   تبدیل اعداد در سیستم دهدهی به دودویی2-4

 از عدد دهدهی وثبت آن در ستون مناسب 2روش مستقیم تبدیل عبارتست از کاهش بزگترین توان صحیح ممکن 

  :و ادامه روند تا حصول باقیمانده صفر بعنوان مثال 

2
01234234

10 )11100(2020212121222)28( =×+×+×+×+×=++=  
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,...,01 و ثبت باقیمانده ها بصورت 2اما روش دیگر تقسیم متوالی به  bb والی آخر است بعنوان مثال : 

N0=58                 Nk                  bk 

         

 

 

 

  

 

 باشد و براي تبدیل آن به سیستم دودویی که داراي  یک عدد در دستگاه دهدهیNفرض کنید در حالت کلی 

011بیتهاي  ,,...,, bbbb nn   : باشد بنابراین می توان نوشت −
0

0
1

1
2

2
1

110 222...22)( bbbbbN n
n

n
n +++++= −

−   (2.1) 

 نیز صفر است b1همچنین . زوج باشد N صفر است اگر و فقط اگر b0 آخرین رقم دودویی یعنی (2.1)در رابطه 

اگر و فقط اگر 
2

0bN   : نیز زوج باشد والخ ، بنابراین داریم −

0

,...2,1,0,
21

0

=

=
−

=

=

+

k

kk
k

N

kbNN

NN

 

 

=bk اگر



0
1   

2 58 
2 29 
2 14 
2 7 
2 3 
2 1 
 0 

b0 0 
b1 1 
b2 0 
b3 1 
b4 1 
b5 1 

 
210 )111010()58( =⇒  

   فرد باشدNkاگر 
   زوج باشدNkاگر 
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10
2

11
2

11
2

13
2

13
2

17
2

07
2

014
2

114
2

129
2

029
2

058
2

58

5
55

6

4
44

5

3
33

4

2
22

3

1
11

2

0
00

1

0

=→=
−

=
−

=

=→=
−

=
−

=

=→=
−

=
−

=

=→=
−

=
−

=

=→=
−

=
−

=

=→=
−

=
−

=

=

bbNN

bbNN

bbNN

bbNN

bbNN

bbNN

N

 

   تبدیل اعداد اعشاري دهدهی به اعداد در سیستم دودویی داراي ممیز2-5

  :بنابراین . ناظر با آن باشد  عدد دودویی متb-1b-2…b-m عدد اعشاري باشد و Nفرض می کنیم 

)2.2()10(,2...222 3
3

2
2

1
1 <<=+++×+× −

−
−

−
−

−
−

− NNbbbb m
m   

 برابر یک است اگر و فقط اگر b-1به آسانی میتوان دریافت که .  ها فقط صفر یا یک هستند b (2.2)در رابطه 

12 ≥N 12 باشد و اگر <N والی آخر سرانجام داریم . باشد برابر صفر است:  

NN =1   





<

≥
=− 120

121

k

k
k Nif

Nif
b  

NK+1=2Nk-b-k  , k=1,2,…  
Nk+1=0   

  : را به مبناي دودویی تبدیل کنید )859375.0(10 عدد اعشاري  :2-2مثال 

K  bk  Nk+1 

0  0  0.859375×2 

1  1  1.718750×2 
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2  1  1.437500×2 

3  0  0.875000×2 

4  1  1.750000×2 

5  1  1.500000×2 

6  1  1.00000 

      (0.859375)10=(0.110111)2 

  : را بر مبناي دودویی تبدیل کنید 10(0.7) عدد اعشاري  :3- 2مثال

K  bk  Nk+1 

0    0.7×2 

1  1  0.4×2  

2  0  0.8×2 

3  1  0.6×2 

4  1  0.2×2 

5  0  0.4×2 

6  0  0.8×2 

7  1  0.6×2 

8  1  0.2×2 

9  0  0.4 

(0.7)10=(0.101100110…)2 

 :اگر بعنوان مثال با ماشین حسابی کارکنیم که هفت رقم اعشار را می تواند در حافظه جاي دهد آنگاه داریم
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6953125.0)1011001.0()7.0( 210 =≈  

)6953125.07.0(0046875.0            :خطاي راند گردن عبارتست از  =−  

   تایی 16 مبناي هشت تایی و 2-6

 یا 16 و در مبناي 0,1,2,3,4,5,6,7 عبارتند از (octal)ر مبناي هشت رقم هاي مورد استفاده د

(hexadecimal) 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9: عبارتند از,A,B,C,D,E,F 

تبدیل . تایی تبدیل می کنیم 16 تایی و 8     دستگاه دهدهی به همان طریق که به دوتایی تبدیل کردیم به سیستم 

34زیرا مبناي . ی آسان است  تایی خیل16 و 8مبناي دودویی به  28,216 ما می توانیم اعداد در مبناي  .==

کار لازم است اعداد در مبناي دودویی را به گروههاي سه تایی   تایی تبدیل کنیم براي این8دودویی را به سیستم 

ن گروه سه تایی در سمت راست و چپ ممیز تقسیم نمائیم و با اضافه نمودن صفرهاي اضافی تا کامل کرد

  . تایی عمل می کنیم 8وجاگذاري هردسته سه تایی با اعداد متناظر در سیستم 

 4 تایی مثل روش فوق از سمت راست ممیز دسته هاي 16     هم چنین براي تبدیل اعداد بر مبناي دودویی به 

 تایی قرار می 16ر در سیستم تایی  از سمت چپ هم چنین دسته هاي چهارتایی تقسیم وهر دسته را با اعداد متناظ

  .دهیم 

  . تایی تبدیل کنید 16 تایی و 8 عدد زیر که برمبناي دودویی است را به  :4-2مثال 

22 )010,111.101,110()11101.110101( =  

        

8
21016

303

654321

012345

)72.65(828785862)020(
2)124(2)1041(2)02141(

)202120()212121(
)212021()202121(

=×+×+×+×=+++

+++++×++×+×=

×+×+×+×+×+×+

×+×+×+×+×+×=

−−−

−

−−−−−−

 

2)1000,1110.0101,0011()11101.110101( =  
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16

21018

404

87654321

01234567

)8.35(
16816)(1651632)0008(

2)0248(2)1040(2)1200(
)20202021()20212121(

)21202120()21212020(

D
D

=
×++×+×=+++

++++++++++++=

×+×+×+×+×+×+×+×+

×+×+×+×+×+×+×+×=

−−−

−

−−−−−−−−

 

  

   نمایش اعداد در کامپیوتر 2-7

  ما عادتاً با سیستم اعداد دهدهی سروکار داریم و کامپیوترهاي دیجیتالی سیستم اعداد دهدهی را به سیستم    

 βفرض می کنیم مبنا (اعدادي با مبنایی که قابل درك و پذیرش کامپیوتر است تبدیل و در حافظه نگه میدارند 

 wordهر .  می نامیم تشکیل شده است wordsلهاي جداگانه اي که آنرا حافظه کامپیوتر دیجیتالی از سلو) باشد

تعداد ارقام که بیت خوانده میشوند بهمراه علامت مثبت یا منفی درخود نگه می دارند تعداد ارقامی که دریک 

word کامپیوتر ذخیره می شوند را word length به اعداد. می نامند و در کامپیوترهاي مختلف متفاوت هستند 

  . کامپیوتر ذخیره می شوند wordدو صورت در 

   (Floating-point)ممیز شناور -2    (Fixed-point)ممیز ثابت -1

 محل بعدي را براي قسمت n2 محل اول براي اعداد صحیح و تعداد ثابت n1در نمایش ممیز ثابت تعداد ثابت      

  . رقم باشدt کامپیوتر word lengthیم که  درنظر می گیرند بطوریکه اگر فرض کن(binary)اعشاري یا 

                  t=n1+n2  
تعداد محدودي ابزار آلات رقمی که اساساً شمارگرند از این نمایش اعداد . در این نمایش موقعیت ممیز ثابت است 

چهار در اغلب کامپیوترها از نمایش اعداد در ممیز شناور استفاده می کنند که این نمایش به .استفاده می کنند 

  :پارامتر زیر استوار است 
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 عموماً بفرم زیر در x   هر عدد ناصفر Range e (m,M)-4وword length   3 رقم β  2-tمبناي -1

  :کامپیوتر نمایش داده می شود 

      )3.2().....(. 21
e

tdddx βσ=  

γβت ،  که براي نمایش علامت عدد اسσ=±1بطوریکه  =−≤≤ 10 id  

Mem که به نوع کامپیوتر وابسته است و داراي کمترین و بالاترین مقدار است eو عدد نمایی   و ≥≥

(.d1d2…dt) را مانتیس می نامند و β را مبنا یا radix خوانده می شود .  

01 چنانچه همواره (2.3)رابطه  ≠d )1( 1 γ≤≤ d درنظر بگیریم شکل نرمال ممیز شناور نامیده می شود  .

Mem   . را مشخص می کند x را اندازه ممکن عدد ≥≥

دیکترین بنابراین بایستی به نز. را نمی توان آنطور که واقعاً هستند بفرم ممیز شناور بیان کرد xاما همه اعداد حقیقی 

 نمایش تقریبی ماشین محاسب باشد که به دو صورت ممکن fl(x)پس فرض می کنیم .عدد تقریب زده شوند 

chopping و rounding صورت می گیرد .  

  فرض می کنیم یک عدد حقیقی به فرم زیر داریم 

)4.2(...)...(. 121
e

tt ddddx βσ += 

  : داریم chopping باشد با استفاده از عمل word length رقم tچنانچه فرض کنیم کامپیوتري داراي 

)5.2()...(.)( 21
e

tchopping dddxfl βσ=  

  : بصورت زیر است roundingاما نمایش تقریبی آن بفرم 

 
)7.2(
)6.2( 

ββ
β
<≤

<≤

+

+

1

1

2
20

t

t

d
d 

if
if

[ ]





+
= e

t

e
t

rounding ddd
ddd

xfl
βσ

βσ

ββ )01..00.0()...(.

)...(.
)(

21

21  

  ین وبزرگترین عدد قابل نمایش در کامپیوترکوچکتر
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 نمایش xL را با word length رقم t با ممیز شناور تا βکوچکترین عدد قابل نمایش براي کامپیوتر در مبناي 

  :میدهیم و عبارتست از 

)8.2()0...100.0( 1−=±= mm
Lx ββ     

  . و با صفر تقریب زده می شوند (under flow)اعداد کوچکتر از عدد فوق موجب پاریز 

  : نمایش می دهیم و عبارتست از xUبزرگترین عدد قابل نمایش در کامپیوتر را با 

)9.2(1,)....0( −=≅±= βγββγγγ MM
Ux     

 و باعث توقف ناگهانی ماشین (over flow) از جهت قدرمطلق در کامپیوتر موجب سرریز xUاعداد بزرگتر از 

  .می شود 

   منابع خطا2-8

  :خطا را می توان به سه دسته تقسیم نمود منابع 

   Inherent Error) یا خط ذاتی(خطاي مدلسازي-1

چرا که فرمولبندي مسائل علمی شامل داده هاي فیزیکی .خطایی است که در بیان و تعبیر مسائل موجود هستند      

 وآزمایشگاهی وجود دارد که میباشند وبطور قطع در این داده ها خطاهاي مشاهداتی) طول ،جرم ،زمان و غیره(

هم چنین براثر مفروضات ساده شده در فرمول بندي ریاضی مسئله می توانند حادث . غیرقابل اجتناب هستند 

اما . بدون شک عمل محاسباتی ازاین خطاها تأثیر می پذیرند اما روند محاسباتی توانایی حذف آنرا ندارند .شوند 

  .ارا زیر نظر داشت می توان تأثیر وانتشار این نوع خط

  Truncation Error: خطاي برشی تقریب - 2
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خطاي ناشی از تبدیل یک مساله غیرقابل حل به مسئله تقریبی قابل حل می باشد ، مانند گسسته سازي یک      

مسئله براي مثال با متناهی سازي یک بسط نامتناهی که سرچشمه آن فن جانشانی سري تیلور محدود شده به جاي 

  .ابع می باشد یک ت

...
!4!32

1
432

+++++=
xxxxe x  

xpxxpکه  +=++= 1,
2

1 1

2

 به خصوص حول نقطه exچند جمله ایهاي قطع شده از بسط براي تقریب  … , 2

x=0 می باشند .  

  : مرتبه خطاي برشی 1-2تعریف 

 ثابت h>0 اگر براي مقادیر کوچک  تقریب زده می شودn باخطاي برشی از مرتبه hf)( به وسیله f(h)گوئیم 

M>0 موجود باشد بطوري که nMhhfhf ≤−   : نشان داده می شود یعنی O(hn) وبا )()(

       )10.2()()()( nhOhfhf +=   

  . بزرگتر باشد جمله خطا سریعتر به صفر میل می کند n خیلی کوچک است هرقدر hملاحــظه می کنید که چون 

  Round-off Errorن اعداد خطاي روند کرد- 3

اعداد به اجبار به . اغلب محاسبات با استفاده از ماشین صورت می گیرند و چون داراي حافظه محدود هستند      

همچنین همه اعداد .صورت تقریبی درحافظه ذخیره می شوند ، یعنی خطاي روند کردن غیرقابل اجتناب است 

 با عدد تقریبی xغیره بصورت اعشاري و متناهی قابل نمایش نیستند پس اغلب اعداد  وeπ,,3/1,2حقیقی مانند 

x درنظر گرفته می شوند که این امر باعث ایجاد خطا می شوند .  
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   تحلیل خطا2-9

ند اهمیت زیادي در استفاده از روشهاي عددي آگاه بودن از این که اعداد همراه با خطاي روند کردن می باش     

دارد ، چونکه دریک روش عددي به کمک ماشین محاسب هزاران ویا میلیونها عمل محاسباتی روي این اعداد 

پس امکان دارد دقت نتایج حاصله به اندازه اي کم شود که بطورکامل بی معنی شود .تقریبی صورت می گیرد 

  .ت که بایستی همیشه مدنظر قرار دهیم بنابراین جلوگیري از انباشتگی خطا یکی از مهارتهایی اس.

   خطاي مطلق و نسبی2-2تعریف 

   بصورت زیر تعریف می شوند(rx) وخطاي نسبی (ex) باشد خطاي مطلق x یک تقریب براي xفرض کنید 

xxex −=  , )11.2(
x

xx
rx

−
=    

ولی خطاي نسبی سنجش بهتري براي .قدار واقعی و مقدار تقریبی می باشد خطاي مطلق بطور ساده اختلاف بین م

 نزدیک به ex/x کوچک باشد دراینصورت حد نسبت x نسبت به قدر مطلق exاگر مقدار قدر مطلق .خطا می باشد 

xexحد نسبت    .می گیرد  بیشتر مورد استفاده قرار x می باشد که در عمل بدلیل نامعلوم بودن /

  کران خطاهاي مطلق و نسبی

 در دسترس نمی باشد x را نمی توان بطور دقیق مشخص کرد چون اغلب مقدار واقعی (2.11)عملاً خطاهاي      

براي این منظور . را نشان می دهد x با چه دقتی مقدار واقعی xاز آنجا که همواره بایستی بدانیم جواب تقریبی 

بطوریکه از این به بعد از کرانهاي خطا به جاي خطاها .  را بدانیمحداقل اندازه حداکثر خطاي ممکنایل هستیم م

 را با ممیز شناور نمایش دهیم ، خطاي نسبی نمایش با استفاده از روشهاي xبنابراین اگر عدد .صحبت می کنیم 

Chopping و Rounding بصورت زیر است :  
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01از آنجایی که  ≠d است ودر مبناي 1/0 حداقل مقدار مخرج کسر β 1 برابر−β صورت کسر فوق .  می باشد

  :نیز حداکثر مقدار ممکن آن یک است در نتیجه خواهیم داشت 

)12.2(1)(
1

1
ttchop

x
xflx

−−
− =×≤

−
ββ

β
   

 در ممیز شناور استفاده نمائیم بدست Roundingی براي خطاي نسبی وقتی که از روش به روش مشابه کران

  :آوریم 

)13.2(
2
1)( 1 tround

x
xflx −≤

−
β     

 بزرگترین عدد t تقریب می زند ، اگر β رقم بامعنی درست در مبناي t را تا ,xx می گوئیم  :3-2تعریف 

t      :ی باشد که به ازاي آن داریم صحیح نامنف

x
xx −≤

− 1

2
1

β  

 خطاي مطلق و نسبی را در حالتهاي زیر بیابیم و تعداد ارقام بامعنی درست در تقریبها را مشخص کنید  :5-2مثال 

.)(141592.3,14.3),(000012.0,000009.0 axxbyy ====  

  :داریم ) 9( باتوجه به تعریف خطاي مطلق و نسبی  :(a)حل 

310
2
1000507.0141592.3/001592.0

001592.0140000.3141592.3

−×≈===

=−=−=

x
e

r

xxe

x
x

x

 

  . را تا سه رقم بامعنی تقریب می زند x عدد xبنابراین 

000003.0000009.0000012.0: نظیر فوق داریم  : (b)حل  =−=−= yyey  
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y عدد y       2/1025.0 را بدون رقم بامعنی درست تقریب می زند
000012.0
000003.0 0−≤⇒=== yy r

y
ey

r  

xy است اما با مقایسه x کمتر از y که خطاي مطلق در تقریب  نتیجه می گیریمey,exبا مقایسه  rr  نتیجه می ,

  . است x بسیار بزرگتر از yگیریم که خطاي نسبی در 

   انباشتگی و انتشار خطا2-10

اکنون به بررسی انتشار . خطا هستند تا اینجا دریافتیم که اغلب اعدادي که در ماشین ذخیره می شوند همراه با     

چونکه هر روش عددي ترکیبی از اعمال حسابی . خطا در محاسبات متوالی و در روشهاي عددي می پردازیم 

جمع ، تفریق ، ضرب و تقسیم می باشد بنابراین ابتدا انباشتگی خطا در چهار عمل اصلی حسابی را که متأثر از 

  .سپس تأثیراتی را که این خطاها بر روي محاسبه توابع دارند ، ارائه می دهیم . خطاي روند می باشند بررسی کنیم 

],,,[ w   باشند وy,x تقریب اعداد ,xyفرض کنید  می خواهیم کران .  یک عمل حسابی بین آنها باشد +−÷×

)()()14.2(      .خطاي زیر را تعیین کنیم  ywxxwyE −=  

 را انجام میدهد دقیق نمی باشد بلکه باخطاي روند همراه است پس عمل ماشین متناظر Wزمانی که ماشین عمل 

  . داریم (2.14) به رابطه ywx نمایش میدهیم و با اضافه وکم کردن Wرا با 

)15.2()]()[()]()[( ywxywxywxxwyE −+−=  

 ایجاد می شود ، خطاي روند کردن که کران Wشین دو نوع خطا براي هرعمل حسابی      ملاحظه می کنید درما

 قابل تعیین (2.13) و (2.12) توسط روابط (Rounding) ، گرد کردن (Chopping)آن باتوجه به قطع کردن 

  .است و خطاي انباشتگی که کران آن را براي چهار عمل اصلی بررسی می کنیم 

  حاسبات انباشتگی خطا در م2-11

 باشد ey,ex باشند وبه ترتیب خطاي مطلق آنها y,x تقریبی براي دو عدد ,xy     فرض می کنیم دو عدد مثبت 

  :حال به انباشتگی خطا در محاسبات در ذیل می پردازیم 
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xexست از  عبارتy وx بزرگترین مقدار ممکن یا تقریب بالا براي : انباشتگی خطا در عمل جمع 2-12  و +

yey xex برابر است با y وxکوچکترین مقدار ممکن یا تقریب پائین براي + yey و−  حال بیشتر مقدار ممکن −

  : برابر است با y,xحاصل جمع 

)16.2()( yxyx eeyxeyex +++=+++     

  : برابراست با y,xجمع کمترین مقدار حاصل 

)17.2()( yxyx eeyxeyex +−+=−+−     

   برابر است باy,x نتیجه میگیریم که خطاي مطلق حاصل جمع دو عدد (2.17) و (2.16)از روابط 

ex+ey =خطاي مطلق حاصل جمع  

  : وجمع دو عدد برابر است با ,xyاما طبق تعریف داریم خطاي نسبی در 

x
er x

x =  
y

e
r y

y =  , 
yx
ee

r yx
yx +

+
=+  

yx
yx

yx r
yx

yr
yx

x
y

e
yx

y
x
e

yx
xr

+
+

+
=

+
+

+
=+ )()(  

با فرض 
yx

x
+

=θ داریم θ−=
+

1
yx

y لذا داریم :  

10,)1( ≤≤−+=+ θθθ yxyx rrr  

xyx وآنگاه نتیجه می گیریم که θ→1باشد نتیجه می گیریم که  بسیار بزرگتر y نسبت به xاگر  rr  اما اگر +→

x نسبت به y 0 بسیار کوچکتر باشد یعنی→θ آنگاه نتیجه می گیریم که yyx rr تیجه می گیریم که خطاي  ن+→

  .نسبی عمل جمع می تواند مقدار متوسط از خطاي تک تک عاملهاي جمع باشد 

yx با تئجه به فرضیات قبل وبا فرض اینکه : انباشتگی خطا در عمل تفریق 2-13   : باشد داریم <

)()(    حداکثر مقدار ممکن تفریق yxyx eeyxeyex ++−=−−+  

)()(    ممکن تفریقحداقل مقدار  yxyx eeyxeyex +−−=+−−  
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)(از روابط فوق نتیجه می گیریم که خطاي مطلق حاصل از تفریق عبارتست از  yx ee    اما خطاي نسبی +

  :تفریق دو عدد عبارتست از 

            








+

+
+−

+
=

−
+

−

=
−

+
=−

yx
yx

yx
yx

r
yx

yr
yx

x
yx
yx

y
e

yx
y

x
e

yx
x

yx
ee

r

)()(
  

ت که داراي مضرب      این رابطه همان رابطه عمل جمع اس
yx
yx

−
 می باشد این مضرب بزرگتر از یک است و +

نشان می دهد که خطاي نسبی در عمل تفریق نسبت به جمع با مضربی بزرگتر از یک تمایل به انباشتگی دارد 

ق بیکران می شود واین خطر در عمل  دو عدد بسیار نزدیک به هم باشد مضرب رابطه فو,xyومضافاً اینکه اگر 

 .لذا نتیجه می گیریم که دو عدد نزدیک به هم را در محاسبات نبایستی از هم کم کنیم . تفریق احتمال دارد 

   انباشتگی خطا در عمل ضرب 2-14

yxxyyx    حداکثر مقدار ممکن حاصلضرب eeeyexyxeyex +++=++ )())((  

yxxyyx    حداقل مقدار ممکن حاصلضرب eeeyexyxeyex ++−=−− )())((  

                                                                              :  از دو رابطه فوق نتیجه می گیریم که خطاي مطلق درحاصلضرب عبارتست از yxeeبا اغماض جمله

)( xy eyex +  

  :خطاي نسبی درعمل حاصلضرب برابر است با 

xy
xyxy

yx rr
x
e

y
e

yx
eyex

r +=+=
+

=  

 نسبت  انباشتگی خطا در عمل تقسیم2-15
y
x  

     )2.18(  حداکثر مقدار ممکن 
y

x

ey
ex

−
+  
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     )2.19(  حداقل مقدار ممکن
y

x

ey
ex

+
−  

  :را درنظر می گیریم ) 2.18(رابطه 
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22
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ey
eeeyexyx
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eeeyexyx
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−
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=
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×
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: ظر می گیریم از روابط فوق نتیجه می گیریم که خطاي مطلق درعمل تقسیم برابراست با رادرن. (2.19)رابطه 

)(
y

e
x
e

y
x yx +  

yx  :وخطاي نسبی در عمل تقسیم برابر است با 

yx

y
x rr

y
x

y
e

x
e

y
x

r +=
+

=
)(

  

  :می توان کران بالاي انباشتگی خطاي نسبی در چهار عمل فوق را بصورت زیر خلاصه کرد 

)20.2(105.0 t
yxyx r

yx
y

r
yx

x
r −

+ ×+
+

+
+

≤    

)21.2(105.0 t
yxyx r

yx
y

r
yx

x
r −

− ×+
−

+
−

≤    

)22.2(105.0 t
yxyx rrr −×++≤   

)23.2(105.0 t
yxyx rrr −

÷ ×++≤      

t دقت ماشین حساب و مبنا سیستم دهدهی فرض شده است .  

   جلوگیري از رشد خطا 2-16

رب اعداد تقریبی      باتوجه به انباشتگی خطا در چهارعمل اصلی که در بالا بررسی کردیم نتیجه می شود که از ض

لذا درضرب اعداد بایستی بطریقی عمل نمود که عاملهاي ضرب به کران عدد یک محدود .بزرگ پرهیز نماییم 
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دوم اینکه از انباشتگی خطا در عمل تفریق نتیجه می گیریم که تفریق دو عدد تقریباً بهم نزدیک بزرگترین .شوند 

  .منشأ ایجاد خطا در محاسبات می باشند 

  :محاسبه تابع زیر را درنظر میگیریم :  از بین ارقام بامعنی درست  :6-2مثال 

)1()( xxxxf −+=  

  . درجدول آورده شده است x رقمی درپایه دهدهی نتایج با مقادیر مختلف 6با ماشین حساب 

100000 10000 1000 100 10 1 X 
100.000 50.0000 15.8000 4.99000 1.54340 0.414210 f(x)  جواب

  تقریبی
158.113 49.9988 15.8074 4.98756 1.54347 0.414210 f(x) جواب

  واقعی
 به هم نزدیک تر x+1 و x بزرگتر می شود خطا بیشتر می شود چون x     ملاحظه می کنید که هرقدر 

  . شود میشوند و باعث از دست رفتن ارقام با معنی درست می

  .دراین تابع خاص با عملیات جبري ساده می توان ارقام بامعنی درست را حفظ نمود 

xx
x

xx
xxxxxxf

++
=

++
++

×
−+

=
11

1
1
1)(~  

  : داریم x=100حال با ماشین حساب شش رقمی با ضابطه جدید در نقطه 

f(100) =4.98756      رقم صحیح است6یعنی جواب تا  

   انباشتگی خطاي نسبی در محاسبه توابع2-17

 تا چه اندازه تقریب مناسبی براي xf)(می خواهیم به این موضوع بپردازیم که . باشد x یک تقریب براي xاگر

f(x) اکنون نشان می دهیم در محاسبه . می باشد)(xf ریم با استفاده از بسط تیلور دا. نیز خطایی انجام می شود:  

...)(
!2

)()()()(
2

+′′+′+=+= xfexfexfexfxf x
xx  

   صرف نظر می کنیم ex از توانهاي بالاتر از یک exاکنون باتوجه به کوچک بودن مقدار 
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)()()()()()( xfexfxfxfexfxf xx ′≈′−⇒′+≅  

  :انباشتگی خطاي نسبی عبارتست از 

)24.2(
)(
)(

)(
)(

)(
)()(

xxx rkrx
xf
xfe

xf
xf

xf
xfxf

=
′

=
′

≤
′−    

kاگر . وجی آن مرتبط می کند  را عدد حالت می نامند ودقت نسبی ورودي یک مسئله را با دقت نسبی خرk عدد 

x .بزرگی باشد مسئله بدوضع نامیده می شود 
xf
xfk
)(
)(′

= 

xbxfخطاي نسبی تابع  : 7-2مثال    را بیابید )(=

  : داریم (2.24)با توجه به رابطه 

≈








≤ xx

x

f rx
b

bbr log ( ) xrxb)log(      

xbkاگر  log= عدد بزرگی باشد آنگاه خطاي نسبی در bx بسیار بزرگتر از خطاي نسبی در x خواهد بود .  

  . که بیانگر افزایش خطا می باشد xrb>−310 آنگاه k=1000 باشد و xr≥−610یعنی اگر 

   خطا در محاسبه توابع چند متغیره2-18

),,...,(     فرض می کنیم  21 nxxxfz فرض می کنیم هریک از متغیرهاي . متغیره و مشتق پذیر باشد n تابعی =

nxxx ,...,, nk به ازاي ∆kx داراي خطاي مطلق 21    عبارتست ازzبنابراین خطاي مطلق تابع . باشند =2,1,...,

),...,,(),...,,( 212211 nnn xxxfxxxxxxfz −∆+∆+∆+=∆  

 بسیار کوچک باشند ، لذا ضرب آنها و توانهاي بالاي این مقادیر قابل چشم ∆kxسعی می شود که چون عملاً 

  : را بصورت زیر تقریب زد z متغیره nبنابراین می توانیم خطاي مطلق تابع .پوشی هستند 

k

n

k k

n

k
k

k
n x

x
fx

x
fxxxdfz ∆

∂
∂

≤∆
∂
∂

=≈∆ ∑∑
== 11

21 ),...,,(  

حال اگر فرض کنیم 
nk

xe kxk

≤≤

∆=

1

maxو  باشد ez کران بالاي خطاي مطلق تابع n متغیره باشد داریم :  
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)29.2(
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  . را می توان بصورت زیر بدست آورد zحال کران بالاي خطاي نسبی در 
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)30.2()),...,,((ln
1
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rxxxxf
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∑       :  عدد حالت عبارتست از (2.30)در رابطه 
= ∂

∂
=

n

k
kk

k
z xxxxf

x
r

1
21 )),...,,((ln 

  : به آسانی از رابطه فوق می توان نتیجه گرفت f(x,y)کران بالاي خطاي نسبی تابع دومتغیره 
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k2,k1 را عدد شرطی تابع f(x,y) می نامند .  

   عکس فرمول کلی خطا در توابع چند متغیره2-19

ک تابع را بطریقی محاسبه نمود تا خطاي کلی تابع از      در مسائل کاربردي گاهی نیاز است که خطاي متغیرهاي ی

یا به عبارت دیگر به ازاي کران بالاي خطاي یک تابع بایستی کران بالاي .مقدار مشخص و معینی تجاوز نکند 

یعنی .این کار با استفاده از قانون تأثیرات یکسان متغیرها عملی است .خطاي مطلق هرمتغیر را محاسبه نمائیم 

kرض کنیم که همه دیفرانسیل هاي جزئی بایستی ف
k

x
x
f

∆
∂
 که در خطاي مطلق تابع k=1,2,…,n را به ازاي ∂

  :لذا داریم .شرکت دارند داراي تأثیرات یکسان هستند 

n
n

nnn x
x

xxfx
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xxxfx
x

xxxf
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1         بنابراین با استفاده از
1

1

1

21 ),...,(),...,,( x
x

xxfnx
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xxxfz n
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k k

n ∆
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2                 یا
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1 ),...,( x
x

xxfn n ∆
∂

∂
=  

n                           تا
n

n x
x

xxfn ∆
∂

∂
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),...,( 1  

nk  لذا نتیجه می گیریم     و  =2,1,...,

k

n
k

x
xxfn

z
x

∂
∂

∆
=∆

),...,( 1

  

 و cm 0.0500 باخطا d=3.7000چنانچه قطر کره . را محاسبه کرده ایم d حجم یک کره با قطر  :8- 2مثال 

14.3≈π کران بالاي خطاي مطلق و نسبی در حجم کره را بیابید . رادیان 0.0016 با خطاي .  

حجم کره عبارتست از : حل 
6

3dv π
  :کران بالاي خطاي مطلق در حجم کره  .=

d
d
vvv ∆

∂
∂

+∆
∂
∂

=∆ π
π

 

4400.8)7000.3(
6
1

6
1 33 ===

∂
∂ dv
π

 

5000.21)7000.3)(14.3(
2
1

2
1 22 ===

∂
∂ d
d
v

π  

30880.1)0500.0)(5000.21()0016.0)(4400.8( cmv =+=∆  
333 5100.25)7000.3)(1400.3(6/16/1 cmdv === π  

0426.0%4      : کران بالاي حطاي نسبی عبارتست از 
5100.25

0880.1
≈==vr  

 m3 0.1 با خطاي مطلق (h=3m) و ارتفاع سه متر (r=2m)حجم استوانه اي با شعاع قاعده دو متر :  9-2مثال 

  :حل . میزان خطا در شعاع قاعده و ارتفاع را تعیین کنید .محاسبه شده است 

hrv 2π=  31.0 mv =∆  
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56.12)4)(14.3(

7.37)3)(2(140.3(22

12)3()2(

2

22

===
∂
∂

===
∂
∂

===
∂
∂

r
h
v

rh
r
v

hrv

π

π

π

 

  : می باشد ، لذا داریم n=3تعداد متغیرها 

003.000264.0
6.123

1.0

001.000088.0
7.373

1.0

003.00027.0
123
1.0

<=
×

=

∂
∂

∆
=∆

<=
×

=

∂
∂

∆
=∆

<=
×

=

∂
∆

∆
=∆

h
vn

v
h

r
vn

v
r

vn

v

π

π

 

   پایداري روشهاي عددي 2-20

     ما علاقه مند هستیم روشهایی را انتخاب کنیم که براي طیف وسیعی از مسائل نتایج دقیق و قابل اعتمادي 

هرگاه بتوان معیاري را براي الگوریتم اعمال نمائیم مبنی بر اینکه تغییرات کوچکی در داده هاي .بدست بدهد 

 نامیده پایدارالگوریتمی که این خاصیت رابرآورده سازد ، .ورودي منجر به تغییراتی کوچک در نتایج نهایی گردد 

  . می شود  خواندهناپایدارمیشود والگوریتمی که این معیار را برآورده نسازد ، 

  . ایجاد شده دسته بندي نمائیم یا2ناپایداري واداشته و1ذاتاً ناپایداربطورکلی مسئله ناپایداري را می توان به 

دسته اول زمانی بروز می کند که مسئله بدوضع باشد ودسته دوم زمانی رخ می دهد که انتخاب روش حل مسئله 

  :ضوع را پی می گیریم در زیر با ارائه مثالهایی این مو. نادرست باشد 

  :معروف است را درنظر می گیریم 3ریشه هاي چند جمله اي زیر را که به مثال ویلکینسون :  10-2مثال 

                                                
1 Inherent 
2 Induced 
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P20(x)=(x-1)(x-2)…(x-20)=x20-210x19+…+20! 

– می باشد را به -210 که x19حال اگر ضریب . می باشد 20و...و2و1     این چندجمله اي داراي ریشه هاي 

حال اگر جوابهاي چندجمله اي جدید را بیابیم ، . تغییر دهیم که یک تغییر بسیار کوچک می باشد (210+2-23)

ریشه هاي از لحاظ کمی کوچک تر چند جمله اي اخیر با دقت قابل قبولی بدست می آیند درصورتیکه ریشه هاي 

ییر در ریشه هاي شانزدهم و هفدهم ایجاد بیشترین تغ.از لحاظ کمی بزرگتر بامقدار قابل ملاحظه اي تغییر می یابند 

81000.273000.16می شود که بصورت مختلط  i± یا ناپایداري ذاتیاین تغییرات در ریشه ها به علت . می باشد 

  .بدوضعی چند جمله اي است

∫      n=2,1,...,10  . انتگرال معین زیر مفروض است  :11-2مثال  +
=

1

0 6
dx

x
xI

n

n  

  :براي حل این انتگرال از رابطه بازگشتی زیر استفاده می کنیم 

∫         :بطوریکه می دانیم  ==
+

=
1

0
0 15413.0)

6
7ln(

6x
dxI  

10,...,2,1,6/1 1 =−= − nInI nn  

   می یابیم nبا استفاده از رابطه بازگشتی فوق جوابهاي زیر را براي مقادیر مختلف 

07510.01 ≈I   04940.02 ≈I   03693.03 ≈I  

02842.04 ≈I   02948.05 ≈I   01021.06 −≈I  

20412.07 ≈I   09972.18 −≈I  70943.69 ≈I  

15658.4010 −≈I  

01449.010جواب واقعی   ≈I ش در جواب این تغییر فاح. می باشدI10اما . بـعلت ناپایداري واداشته شده است

می دانیم که انتگرال فوق خوش وضع است و داراي جواب قابل قبول و دست یافتنی است ، اگر روش مناسب 

  .انتخاب کنیم 

                                                                                                                                                            
3 wilkinson 
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  رابطه بازگشتی فوق را می توان بصورت زیر نیز نوشت 

)1(6/11 nn I
n

I −=−   n=10,9,8,…,1 

 اختیار کرد و براین اساس جوابهاي مختلف زیر براي I10=0 کاهش می یابد می توان n با افزایش Inاز آنجا که 

  : می یابیم nمقادیر مختلف 

01666.09 ≈I   01574.08 ≈I   01821.07 ≈I  

02077.06 ≈I   02432.05 ≈I   02928.04 ≈I  

03679.03 ≈I   04942.02 ≈I   07510.01 ≈I  

15415.00 ≈I  

   است I0=0.15415در صورتیکه می دانیم مقدار واقعی 

     براي بررسی بیشتر موضوع رشد خطاي روند کردن  وارتباط آن با پایداري الگوریتم ، فرض می کنیم که 

 En در مرحله اي از محاسبات وارد می شود ونیز قدرمطلق خطا ،پس از عملیات بعدي با E0قدرمطلق خطایی با 

  :در حالتی که اغلب موارد در عمل بروز می کنند ، بصورت زیر تعریف می کنیم .نشان داده می شود 

0CEEn هرگاه  :4-2تعریف  اما . می نامیم خطی، رشد خطا را  است n ثابتی مستقل از C باشد که در آن ≈

0ECEهرگاه  n
n   . نامیده می شود نمایی باشد ، رشد خط C>1 به ازاي ≈

 کوچک باشند ، نتایج قابل قبول هستند E0 , C     معمولاً رشد خطا ، غیرقابل اجتناب است و عموماً هنگامی که 

 ، بزرگ می باشد  باید از رشد نمایی خطا اجتناب nحتی به ازاي مقادیر نسبتاً کوچک  nCاز آنجایی که جمله . 

در نتیجه الگوریتمی که رشد . ، منجر به خطاي ناپذیرفتنی می گردد E0این موضوع ، صرف نظر از اندازه .گردد 

  . است ناپایدارو در حالی که الگوریتمی با رشد نمایی خطا ، . می باشد پایدارخطی را ارائه می دهد 
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n=2,3,…     213 رایطه بازگشتی زیر به ازاي  :12-2مثال 
10

−− −= nnn PPP جوابی به صورت 

nn
n ccP )3()3/1( 21   . دارد c2و  c1 به ازاي تمام مقادیر =+

 n بدست می آوریم بطوري که به ازاي تمام مقادیر c2=0 و c1=1 انتخاب کنیم p1=1/3 و p0=1هرگاه 

،n
np فرض کنید که از حساب گردکردن پنج رقمی براي محاسبه جملات دنباله داده شده به . خواهد بود =)3/1(

 خواهد بود که نیاز به تغییر p1=0.33333 و p0=1.0000در این صورت .وسیله این معادله استفاده شده است 

5 و c1=1.000ثابتها از مقادیر قبلی به 
2 10125.0 −×−=c دراینصورت دنباله . دارد{ } 0ˆ =

∞
nnp ایجاد شده بوسیله  :

  nn
nP )3(1012500.0)3/1(0000.1ˆ  تعیین می شود و خطاي گردکردن =−×−5

n
nn pP )3(1012500.0ˆ خطاهاي حاصله را در جدول زیر منعکس .  رشد می کندn بطور نمایی برحسب −=×−5

یعنی رابطه بازگشتی فوق ناپایدار می .نسبی افزایش می یابد  خطاي nکرده ایم و نــشان می دهد که با افزایش 

  .باشد 

 np̂ Nمقدار محاسبه شده   pnمقدار واقعی  خطاي نسبی

 0.10000×101 0.10000×101  0 
 0.33333×100 0.33333×100 1 

9×10-5 0.11120×100 0.11111×100 2 

9×10-3 0.37037×10-1 0.37000×10-1 3 

9×10-3 0.12346×10-1 0.12230×10-1 4 

8×10-2 0.41152×10-3 0.37660×10-2 5 

8×10-1 0.13717×10-3 0.32300×10-3 6 

7×100 0.45725×10-3 -0.26893×10-2 7 

6×101 0.15242×10-3 -0.92872×10-2 8 

 به ازاي تمام مقادیر pn=c1+c2n داراي جواب pn=2pn-1-pn-2 و …,n=2,3 رابطه بازگشتی زیر  :13-2مثال 

c1و c2 هرگاه . می باشدp0=1 و p1=1/3 انتخاب کنیم دراینصورت ثابتها c1=1 و c2=-2/3 بطوري . می باشند

   .pn=1-2n/3: که جواب بصورت زیر است 
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ˆ0000.1اگر با حساب گرد کردن پنج رقمی محاسبه کنیم در نتیجه       0 =p1ˆ33333.0 و =p درنتیجه 

c1=1.0000 و c2=-0.66667 به این ترتیب npn 66667.00000.1ˆ :  خطاي گردکردن عبارتست از =−

n
nn pp )3/266667.0(ˆ  رشد می کند این موضوع و پایداري رابطه در جدول n که بطور خطی برحسب −=−

 .زیر نشان داده شده است 

 np̂ Nمقدار محاسبه شده   pnدار واقعی مق خطاي نسبی

 0.10000×101 0.10000×101  0 
 0.33333×100 0.33333×100 1 

3×10-5 -0.33333×100 -0.33330×100 2 

0 -0.10000×101 -0.10000×101 3 

0 -0.16667×101 -0.16667×101 4 

1×10-5 -0.23333×101 -0.23334×101 5 

0 -0.30000×101 -0.30000×101 6 

0 -0.36667×101 -0.36667×101 7 

1×10-5 -0.43333×101 -0.43334×101 8 

درپایان تأکید می کنیم که تأثیرات خطاي گردکردن را می توان با استفاده از محاسبات با تعداد ارقام بیشتر مانند      

اما مضرات  .امکان اختیار دقت مضاعف ویا چند برابر که در بیشتر رایانه هاي رقمی در دسترس است ، کاهش داد

استفاده از حساب با دقت چندبرابر عبارت از این است که زمان محاسباتی بیشتري صرف می گـــــردد و دیگر 

  .بلکه فقط تا انجام محاسبات بعدي به تعویق می افتد .اینکه خطاي روند حذف نمی گردد 

بطوري که درپایان بازه اي را که  .وسیله اي براي تخمین خطاي گردکردن ، استفاده از حساب بازه اي است     

وجوابهاي نهایی می .البته بطور ایده آل این بازه بسیار کوچک است.شامل مقدار درست است ، به دست آورده ایم

توانند با عدم قطعیت بسیار کمی داده شوند ولیکن هزینه حمل بازه ها بجاي اعداد ماشینی ساده در طول محاسبات 

در نتیجه فقط وقتی که باید اعتماد زیادي در محاسبات منظور شود مورد .را مشکل سازد طولانی ممکن است روند 

  .استفاده قرار می گیرد
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  بنابراین . مثال ویلکینسون را از زاویه عدد حالت بررسی می کنیم  :14-2مثال 

20

20

1
)(20

)(

)(

xxg

kxP
k

x

=

−= Π
=  

20)()( به p20(x) با تغییر 2,1,…,20واضح است ریشه هاي چند جمله عبارتند از  xgxp ε+ چه تأثیري بر 

 .می گذارد x=20   جواب

20)(0 باشد بطوریکه p20(x) یک ریشه ساده rفرض می کنیم :حل  ≠′ rp اگر تابع p20(x) را به 

)()(20 xgxpF ε+= تغییر دهیم ریشه جدید چه خواهد بود ؟ فرض می کنیم ریشه جدیدr+hفرمول  باشد یک 

)(0 در معادله h بدست می آوریم میزان متغیر hتقریبی براي  =+ hrFصدق می کند یا  

0)()(20 =+++ hrghrP ε  

),,(),(چون  hrghrp به c2 تعلق دارند می توان قضیه تیلور براي بسط توابع را بکار گرفت :  

  

0)](
2
1)()([)](

2
1)()([ 22 =′′+′++′′+′+ ζεζ ghrghrgphrphrp  

   داریم h2 و حذف p(r)=0ن حقیقت که با استفاده از ای

9
20

10
!19

20
)(
)(

)()(
)(

×−≈−=∴

′
−≈

′′+′
−=

εε

ε
ε

ε

h

rp
rg

rgrp
rgh

 

بنابراین . شود εq10 به اندازه 20 ممکن است باعث تغییر ریشه p20(x) از x20 در ضریب εبنابراین با تغییر 

  .چک حساس هستند ریشه هاي این چندجمله اي در برابر تغییرات ضرائب بی نهایت کو
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  تمرین هاي فصل دوم

4)(چندجمله اي تیلور درجه چهار  -1 xp 2 را براي تابع

)( xxexf 00 حول نقطه = =x بیابید و به ازاي 

4.00 ≤≤ x کران بالایی براي )()( 4 xpxf   . بیابید −

xxاستفاده از جمله خطا در چند جمله اي تیلور خطاي موجود در فرمول با  -2 ≈sin ًکه براي تقریبا o1sin  

  .بکار می رود بیابید 

3- o42cos 4 را با یک چند جمله اي تیلور حول/π تقریب بزنید6-10 با دقت .  

)()1(1هرگاه  -4 −−= xxf و x0=0 باشد چندجمله اي تیلور )(xpn راجهت )(xf حول x0مقدار . بیابید

   باشد بیابید؟[0,0.5] در بازه 6-10 را براي این که دقت تقریب nضروري 

چند جمله اي  -5
2

1)(
2

2
xxp  استفاده کرده ایم کرانی براي [1/2,1/2-] در بازه f(x)=cos x براي تقریب =−

  .خطاي ماگزیمم بیابید

  . تقریب زده باشیم ، خطاي مطلق وخطاي نسبی را حساب کنید x را با xهرگاه -6

==π: الف  xx exx: ب          7.22, == ,718.2  

2,414.1 :پ  == xx         18)/(,9! :ت 9 == xeqx π  

حساب گردکردن سه رقمی انجام ) III(حساب جدا کردن سه رقمی و)II(دقیق ) I(محاسبات زیر را به روش -7

  .حساب کنید ) III(و) II(دهید وخطاي نسبی را در قسمتهاي 

3/15/4:الف  : ب          +
3
1.

3
4  

)11/33/1(20/3: پ  )11/33/1(20/3: ت       −+ −+  
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∑ را می توان بوسیله eعدد -8
∞

=

=
0 !

1
n n

e خطاي مطلق و خطاي نسبی را در تقریبهاي زیر از . تعریف نمودe 

  .حساب کنید 

∑:الف 
=

5

0 !
1

n n
∑: ب        

=

10

0 !
1

n n
  

tنشان دهید که .باشد β در مبناي x رقمی tتقریب گرد شده xfl)(فرض کنید که -9

x
xflx −≤

− 12/1)(
β  

∑با استفاده از حسال جداکردن سه رقمی براي محاسبه مجموع -10
=

10

1

2/1
i

i 4/11...100/1 نخست بوسیله +++ 

81/1100/1...1/1وسپس با    چرا ؟.کدام روش دقیق تر است.نید  استفاده ک+++

}فرض کنید که دنباله هاي -11 }∞
=1nnα و { }∞

=1ˆ nnα 1 به ازاي هرمقدار صحیح≥n 2 با

1
n

n
n

+
=α3 و

3ˆ
n

n
n

+
=α 

اگرچه .مشخص شده اند 
∞→

=
n

n 0limα و 
∞→

=
n

n 0ˆlimα ولی دنباله { }nα̂ بسیار سریعتر از دنباله { }nα به این حد 

  همگرا می شود وچرا ؟

 رقم در مبناي دهدهی tچنانچه محاسبات را با احتساب گرد کردن تا . اعداد مثبت باشند d,c,b,aفرض کنید -12

  .ورتی کمترین خطا را ایجاد می کند  در چه صy=a+b+c+dجمع کنیم 
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  فصل سوم

   حل معادلات غیر خطی-3

)(0در این فصل درصدد یافتن ریشه معادله یک متغیره به صورت  =xf این معادله می تواند به صورت . هستیم

  .صریح زیر باشد 

nn
nn

n axaxaxxPxf ++++== −
−

1
1

1 ...)()(  

  . ویا می تواند یک تابع فرازنده باشد x از nیعنی یک چندجمله اي درجه 

)(0 را جواب معادله αعدد  :1-3تعریف  =xf 0 گویند هرگاه)( =αf چنین جوابی را ریشه یا صفر معادله 

0)( =xf می نامند .  

)(0از لـــحاظ هندسی ریشه معادله  =xf مقداریست براي x که نمودار y=f(x) محور x ها را درآن قطع می

  .کند

)(0هرگاه بتوان   :2- 3تعریف =xf را به صورت زیر بیان کنیم :  

0)()()( =−= xgxxf mα  

)(0 محدود و g(x)بطوریکه  ≠αg باشد آنگاهα را m ریشه تکراري f(x) بنابراین اگر . گوئیمm=1 باشد ریشه 

f(x)=0 را ریشه ساده می نامیم .  

.  را می توان با دو روش مستقیم یا روش تکراري بدست آوردf(x)=0به طور کلی اگر صحبت کنبم ریشه      

)(0روشهاي مستقیم یا بعبارت دیگر روشهاي تحلیلی در همه حالات پاسخگوي حل  =xf لذا در . نمی باشند

)(0این فصل به بررسی برخی روشهاي تکراري که جواب تقریبی براي  =xf را بدست می دهند می پردازیم 
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روشهاي تکراري مبتنی بر تقریبهاي متوالی هستند و با یک یا چند تقریب اولیه شروع می شوند ودنباله اي از .

}تکرارها  }nx که نهایتاً به ریشه واقعی α همگرا هستند ایجاد می کنند .  

}دنباله تکراري  : 3-3تعریف  }nx را همگرا به ریشه واقعی α می نامیم هرگاه   

∞→

=−

n
xn 0lim α   

  (Bisection Method)و بخشی  روش نصف کردن یا د- 3-1

 تعریف شده باشد به [a,b] تابعی پیوسته وبربازه fفرض کنید .این روش بر قضیه مقدار میانی استوار است      

 وجود (a,b) ، در αبنا بر قضیه مقدار میانی ، نقطه اي چون . با هم مخالف باشند f(b) و f(a)طوریکه علامتهاي 

)(0 به طوري که دارد =αf.  در حالتی کهf(a) و f(b) مختلف العلامه باشند وبیش از یک ریشه در بازه (a,b) 

براي آسانی کار .موجود باشد می توان با محدود کردن بازه مطمئن شد که تنها یک ریشه در بازه موجود باشد 

با استفاده از روش . موجود باشد [a,b]ویک ریشه در  مختلف العلامه باشند f(b) و f(a)فرض می کنیم که 

براي شروع فرض می کنیم .  است α و تعیین نیمه اي که شامل ریشه [a,b]نصف کردن مکرر زیر بازه هاي 

a0=a و b0=b فرض می کنیم .  باشد
2

00
1

baw +
 می باشد 1w=α باشد در این صورت f(w1)=0 باشد اگر =

 هم علامت باشند در این صورت f(a0) و f(w1) هم علامت است اگر f(b0) یا f(a0) با f(w1)واگر چنین نباشد 

),( 01 bw∈α آنگاه a1=w1 و b1=b0.  اما اگرf(w1) و f(a0) مختلف العلامه باشند در این صورت 

),( 10 wa∈α آنگاه  می باشدa1=a0 و w1=b1.  سپس این عمل را در بازه[a1,b1] تکرار می کنیم بنابراین 

  :الگوریتم این روش عبارتست از 

   n=0 وبراي [a,b]=[a0,b0]براي یک بازه اولیه 

)(محاسبه کن  -1مرحله 
2
1

1 nnnn abaw −+=+  
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  an+1=an , bn+1=wn+1 آنگاه f(wn+1)f(an)<0اگر  -2

  bn+1=bn ,an+1=wn+1 آنگاه f(wn+1)f(bn)<0اگر -3

+≥εاگر -4 )( 1nwf یا ε≤−+ nn ww    برو به مرحله اولn=n+1 روند را متوقف کن در غیر اینصورت 1

   همگرایی و تحلیل خطا در روش نصف کردن3-2

,...],]...,[,,[],[اگر  : 1-3قضیه  0011 bababa nnد ، آنگاه حدود  بازه ها را در روش نصف کردن نشان دهن

∞→n
a nlim و 

∞→n
bnlim موجود هستند و برابرند وبیانگر یک ریشه f هستند اگر 

∞→
=

n
xnlimα و )(

2
1

11 −− += nnn abx 

2)(: آنگاه  00 abx n
n −≤− −α   

د که متوالیاً نصف می نمائیم در این جا اعداد به  وغیره بازه هایی هستن[a1,b1] و [a0,b0] فرض می کنیم :اثبات 

  .صورت زیر هستند 

    )1.3(... 0210 baaa ≤≤≤≤  

    )2.3(... 0210 abbb ≥≥≥≥  

    )3.3(1),(
2
1

11 ≥−=− −− nabab nnnn    

}چون دنباله  }na افزایشی واز بالا کراندار است همگراست به طریق مــشابه { }nbیز همگراست اگر کراراً معادله  ن

  :را بکارگیریم داریم ) 3.3(

)3.4(      )()2/1( 00 abab n
nn −=−  

    بنابر این 
∞→∞→∞→

=−=− −

nnn
abab n

nn 0)(2limlimlim 00
)(

  

      اگر قرار دهیم 
∞→∞→

==
nn

ab nn limlimα  
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)()(0آنگاه با حدگرفتن از از نامساوي  ≤nn bfaf 0 نتیجه می شود)]([ 2 ≤αf که از آن نتیجه می گیریم 

0)( =αf.  

 ریشه مطمئناً در این بازه [an-1,bn-1]اگر فرض کنیم روند نصف کردن در مرحله اي معین متوقف شود مانند      

  . نیست بلکه نقطه وسط بازه استbn-1 یا an-1بهترین تخمین براي ریشه در این مرحله .قرار دارد 

                       xn=(an-1+bn-1)/2    (3.5) 

  xn=(1/2)n(b0-a0)     داریم (3.4)لذا با استفاده از رابطه 

  .بنابراین کران خطا به صورت زیر خواهد بود 

)6.3()(2)()2/1( 00
)(

00 ababx nn
n −=−≤− −α  

εα باشد یعنی ε اگر معیار دقت حل مسئله :نتیجه  ≤− nx تعداد حداقل مراحل تکراري که بایستی انجام پذیرد 

  :عبارتست از 

εα ≤−≤− − )(2 00
)( abx n

n  

2log
log)(log2)(

10

100010
00

ε
ε

−−
≥⇒<−

abnab n  

   سرعت همگرایی روش نصف کردن 3-3

)(    داریم ) 3.5(باتوجه به رابطه 
2
1

11 −− −= nnn abx اگر فرض کنیم که روش همگرا به ریشه واقعی 

α است یعنی 
∞→

=

n
xn αlim باشد داریم   :  

  )7.3()(2 00 abxe n
nn −≤−= −α  

2)()8.3(    :به همین طریق داریم  00
)1(

11 abxe n
nn −≤−= +−

++ α  

  . مرتبه همگرایی روش دوبخشی را می توانیم بیابیم (3.8) و (3.7)با استفاده از 
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    .یعنی داراي سرعت همگرا یی خطی است 
∞→

=+

n
e

e
n

n

2
1lim 1

  

 Globalاین روش یک روش .روش نصف کردن همواره همگراست واین مزیت روش نصف کردن می باشد      

است یعنی همگرایی آن منوط به تقریب اولیه دلخواه نیست یعنی نیازي نیست که تقریب اولیه چه مقدار به ریشه 

 locallyبل این روش روشهاي تکراري دیگر درمقا) f(a)f(b)<0البته باید داشته باشیم .(واقعی نزدیک باشد 

  .همگرا هستند یعنی بایستی شروع اولیه نزدیک ریشه واقعی انتخاب گردد) موضعی(

 می باشند به کار xعدم مزیت این روش علاوه بر کندبودن آن نمی توان براي ریشه هایی که مماس بر محور 

  . بکاربرد f(x)=x2وش را براي حل گرفت و همچنین نمی توان این ر

)0cos4)12با استفاده از روش دوبخشی ، ریشه معادله  – 1-3مثال  2 =−+ xx π [1/4,1/3] را که در فاصله 

  .بیا بید3-10قرار دارد با معیار دقت 

0cos4)12()( 2 =−+= xxxf π  

5784.0)4/1( −=f  , 7777.0)3/1( =f  

5
2log
12log3

2log
3)4/13/1log(

≈
−

=
+−

≥n  

n an                   bn wn+1 f(wn+1) 
0 
1 
2 
3 
4 
5 

1/4 
1/4 
1/4 
0.2709 
0.2813 
0.2865 

1/3 
1/3 
0.2917 
0.2917 
0.2917 
0.2917 

------- 
0.2917 
0.2709 
0.2813 
0.2865 
0.2891 

---------- 
0.724 
-0.2596 
-0.0954 
0.0724 
0.0287 

 

0026.02865.02891.01 =−=−+ nn ww  

)(0104معادله  2-3مثال  23 =−+= xxxf بیابید 3-10این ریشه را با معیار دقت . دارد [1,2] یک ریشه در .  

96.9
2log

3
2log

log)(log

10

1010 ≈=
−−

≥
εabn  
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  n≤10 باشد 10تعداد تکرارهاي لازم بایستی حداقل برابر 

)2(14,)1(2        : با استفاده از روش نصف کردن داریم :حل  −== ff  

n an                    bn wn+1 f(wn+1) 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
. 
. 
. 
10 

1 
1 
1 
1.25 
1.25 
1.3125 
. 
. 
. 
1.36328125 

2 
2 
1.5 
1.5 
1.375 
1.375 
. 
. 
. 
1.3671875 

-------------- 
1.5 
1.25 
1.375 
1.3125 
1.34375 
. 
. 
. 
1.365234375 

---------- 
2.375 
-1.79687 
0.16211 
-0.84839 
-0.35098 
. 
. 
. 
0.000072 

  :تمرین ها 

sin2(sin4(0ریشه مثبت  -1 22 =+− xxxx را با دقت دو رقم بامعنی صحیح بیابید .  

00فرمولی براي تعداد گامهایی که در الگوریتم تنصیف اختیار می شود ارائه دهید که شامل  -2 ,, abε بوده و 

  a0>0. تعیین می شود εتضمین کند که ریشه با دقت نسبی کوچکتر یا مساوي 

  . درنظر بگیرید [1.5,3.5]روش نصف کردن را با بازه  -3

   ام این روش چقدر است ؟nطول بازه در مرحله : الف 

   و نقطه وسط این بازه چقدر است ؟αماکزیمم فاصله ممکن بین ریشه : ب 

در روش نصف کردن آیا  -4
∞→

−
−+

n
x

x

n

n

α
α1lim وجود دارد ؟ توضیح دهید .  

  . بیابید[1/2,3/2] را براي معادله زیر در بازه 3-10با استفاده از روش نصف کردن جواب تقریبی با دقت  -5

0)2cos(2 =−−+ xx ee  

  . بیابید 6-10 با دقت 3با استفاده از روش نصف کردن ، تقریبی براي  -6
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0132cosش نصف کردن ، تقریبی براي ریشه با رو -7 2 =−+− xxxx 3.12.1 و[0.2,0.3] در بازه ≤≤ x با 

  . بیابید 5-10معیار دقت 

  

  (Secant) روش وتري3-4

 داراي یک ریشه و پیوسته باشد ، اگر   [a,b] دریازه f(x) فرض می کنیم f(x)=0براي حل معادله      

f(a)f(b)<0 چنانچه . باشدf(x) را باخط تقریب بزنیم یعنی   

)9.3(0)( 10 =+≈ αα xxf  

0, 0
0

1 ≠−= α
α
αx  

01ضرایب  ,αα نامعین هستند و بایستی محاسبه شوند لذا اگر فرض کنیم nn xx  دو تقریب متوالی براي ریشه −1,

0)( =xfبایستی صدق نماید داریم ) 3.9( این که در رابطه باشند باتوجه به:  

)10.3()( 10 αα += nn xxf 

)11.3()( 1101 αα += −− nn xxf  

      داریم ) 3.11(و)3.10(از حل رابطه 
1

1
0

)()(

−

−

−
−

=
nn

nn

xx
xfxf

α  

              
1

11
1

)()(

−

−−

−
−

=
nn

nnnn

xx
xfxxfx

α  

01حال اگر  ,αα را در رابطه 
0

1

α
α

−=x1ر دهیم می توان تقریبی براي مرحله بالاتر تکرار یعنی  قرا+nx بیابیم لذا 

  :داریم 

)()(
)()(

)()(
)()(

1

11

1

1

1

11
1

−

−−

−

−

−

−−
+ −

−
−=

−
−

×
−
−

−=
nn

nnnn

nn

nn

nn

nnnn
n xfxf

xfxxfx
xfxf

xx
xx

xfxxfxx  

  : به صورت کسر فوق و ساده کردن آن داریم xnf(xn)با اضافه وکم کردن 
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1).,(
)()( 1

1
1 ≥

−
−

−=
−

−
+ nxf

xfxf
xxxx n

nn

nn
nn  

,,εبراي معیار دقت داده شده  :  الگوریتم روش وتري3-5 01 xx تقریبهاي اولیه از پیش معلوم عبارتست از :  

  n=1براي  -1

)(     :محاسبه کن  -2
)()( 1

1
1 n

nn

nn
nn xf

xfxf
xxxx

−

−
+ −

−
−=  

+−≥εاگر  -3 nn xx   .2 برو به مرحله n=n+1 درغیر اینصورت 4 است برو به مرحله 1

  .روند را متوقف کن  -4

 (xn-1,f(xn-1)) و (xn,f(xn)) راباوتري که از نقاط f(x)ین روش تابع در ا : نمایش هندسی روش وتري 3-6

 می f(x)=0 ها را تقریب بعدي براي ریشه معادله xمی گذرد تقریب می زنیم و محل تلاقی این وتر با محور 

),)((حال نقطه .باشد  11 ++ nn xfxدو نقطه را رسم  را با هرکدام از دو نفطه فوق می توان درنظر گرفت و وتر بین 

 روش حاصل را (f(xn+1)f(xn-1)<0) باشد یا f(xn+1)f(xn)<0اگر وتري را درنظر بگیریم که همواره .نمود 

در غیر اینصورت روش را روش وتري . مــــی نامند که همواره همگراست Regula -Falsiروش نابجایی یا 

  .می نامیم 

 

 

 

 

 

  : الگوریتم روش نابجایی 3-7

 و براي مقدار اولیه هاي (f(a)f(b)<0) پیوسته و مختلف العلامه باشند  [a,b] که در بازه f(x)تابع براي      

x1,x0 معلوم و معیار دقت ε داده شده عبارتست از :  
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  n=1براي -1

      محاسبه کن  -2
)()(

)()(
1

nn

nnnn
n afbf

afbbfaw
−
−

=+  

  an+1=wn+1 و bn+1=bn درغیر اینصورت an+1=an و f(an)f(wn+1)<0   bn+1=wn+1اگر  -3

+−≥εاگر  -4 nn ww +≥ε یا 1 )( 1nwf در غیر اینصورت 5 باشد برو به مرحله n=n+1 2 برو به مرحله.  

  .روند را متوقف کن -5

  : تحلیل خطا و سرعت همگرایی روش وتري 3-8

   باشد بنابراین f(x) نیز ریشه واقعی α باشد و f(x)=0 تقریبی براي ریشه واقعی xnفرض می کنیم 

nn ex =−α  

nn ex += α  یا          

11 ++ += nn ex α  ویا          

  :با جایگزینی این موارد در روش وتري داریم 

)(
)()( 1

1
1 n

nn

nn
nn ef

efef
eeee +
−−+

−−+
−+=+

−

−
+ α

αα
αα

αα  

)12.3()(
)()( 1

1
1 n

nn

nn
nn ef

efef
eeee +

−−+
−

−=
−

−
+ α

αα
    

)(، ) 3.12(حال اگر در رابطه .  معادله خطاي روش وتري است (3.12)رابطه  nef +α و )( 1−− nef α با 

  . بسط دهیم داریم αاستفاده از سري تیلور حول 

...])()([...])(
2
1)()([

...])(
2
1)()()[(

1
2

2
1

1

+′+−+′′+′+

+′′+′+−
−=

−

−

+

ααααα

ααα

feffefef

fefefee
ee

nnn

nnnn

nn  

e3اگر توانهاي 
n 0 به بعد را نادیده بگیریم و چون)( =αf است رابطه بالا بصورت زیر ساده می شود .  
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)(
)()(

2
1

)
)(
)(

2
1)((

1
22

1

2
1

1

α
α

α
α

f
feeee

f
feeee

ee
nnnn

nnnn

nn

′
′′

−+−

′
′′

+−
−=

−−

−

+  

)(
)()(

2
11

)(
)(

2
1

1

2

1

α
α

α
α

f
fee

f
fee

ee
nn

nn

nn

′
′′

++

′
′′

+
−=

−

+  

)13.3(
)(
)()(

2
11)

)(
)(

2
1(

1

1
2

1

−

−+ 







′
′′

++
′
′′

+−=
α
α

α
α

f
fee

f
feeee nnnnnn    

1اگر فرض کنیم 
)(
)()(

2
1

1 <
′
′′

+ − α
α

f
fee nn باشد آنگاه داریم :  

)
)(
)()(

2
11)(

)(
)(

2
1( 1

2
1 α

α
α
α

f
fee

f
feeee nnnnnn ′

′′
+−

′
′′

+−= −+  

)(
)(
)()(

2
1

)(
)(

2
1 2

1
22

nnnnn eO
f
feee

f
fe +

′
′′

++
′
′′

−= − α
α

α
α  

)(
)(
)(

2
1 2

11 nnnn eO
f
feee +

′
′′

= −+ α
α  

)14.3(
)(
)(

2
1.,11 α

α
f
fCeCee nnn ′

′′
== −+        

 است اگر pحال طبق تعریف سرعت همگرایی یک روش تکراري داریم که یک روش داراي سرعت همگرایی 

Rp ∈> p  و 0
nn Aee p  لذا داریم  1+=

nn Aee nPP   و یا =−1
n eAe

1
1

1

−

− =   

n   :قرار می دهیم )3.14( در رابطه این موارد را
pP

nn
P eACeAe

11

.
−

= 

pn
Pn

P eACAe
11

1

. +−
=  

)15.3()11()11(
pn

p
n

P eCAe +
+−

=          

  :بنابراین داریم . را متحد قرار می دهیم ) 3.15( در دو طرف enتوان 

0111 2 =−−⇒+= pp
p

p  
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)51(
2
1

2
411

±=
+±

=p  

)51(618.1   :                                   ت از سرعت همگرایی روش وتري عبارت اس
2
1

=+=p
  

 رقم اعشار صحیح با معنی بدست 4با استفاده از روش وتري وروش نابجایی ریشه معادله زیر را تا   :3- 3مثال 

  آورید 

0cos)( =−= xxexxf  ]1,0[∈x  
)17798.21cos)1                                                                               :حل  −=−= ef0(1 و( =f  

x0=0 , x1=1 

1),(
)()( 1

1
1 ≥

−
−

−=
−

−
+ nxf

xfxf
xxxx n

nn

nn
nn  روش وتري     

31466.0)17798.2(
117798.2

011,1 1
01

01
12 =−

−−
−

−=
−
−

−== f
ff
xxxxn  

44673.0)51987.0(
17798.251987.0

131466.031466.0,2 2
12

12
23 =

+
−

−=
−
−

−== f
ff
xxxxn  

  .به همین طریق عمل می کنیم تمامی محاسبات در جدول زیر آمده است 

f(xn+1) Xn+1 n 
0.51987 0.31466 1 
0.20354 0.44673 2 

-0.42931×10-1 0.53171 3 

0.25928×10-2 0.51690 4 

0.30111×10-4 0.51775 5 

-0.2151×10-7 0.51776 6 

  x0=0 , x1=1                 :حل باروش نابجایی 

01)0()( 0 >== fxf    017798.2)1()( 1 <−== fxf  

n=1  
051987.0)31466.0()(

31466.0

2

1
01

01
12

>==

=
−
−

−=

fxf

f
ff
xxxx
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   استx1,x2ریشه بین 

n=2  
020354.0)44673.0()(

44673.0

3

2
12

12
23

>==

=
−
−

−=

fxf

f
ff
xxxx   

  . استفاده می کنیم x1 از x2 باشد به جاي 3 برابر n لذا در مرحله بعدي وقتی x3 و x1ریشه بین 

n=3  
01070802.0)(

49402.0)20354.0(
17798.220354.0

144673.044673.0

1
4

3
13

13
34

>×=

=
+

−
−=

−
−

−=

−xf

f
ff
xxxx  

.  عوض می کنیم و این روند را ادامه می دهیم x1 با  راx3لذا در مرحله بعد . است x1 و x4ریشه بین      

سرانجام محاسبات را در جدول زیر درج می نمائیم که نشان می دهد روش نابجایی داراي سرعت همگرایی کند 

  .تر از روش وتري است 

f(xn+1) Xn+1 n 
0.51987 0.31466 1 
0.20354 0.44673 2 

0.70802×10-1 0.49402 3 

0.23608×10-1 0.50995 4 

0.77601×10-2 0.51520 5 

0.25389×10-2 0.51692 6 

0.82936×10-3 0.51748 7 

0.27079×10-3 0.51767 8 

   روش نیوتن رافسون3-9

زیرا همگرایی .به طور کلی روش نیوتن سریعتر از روشهاي تکراري دیگر نظیر نصف کردن یا وتري می باشد      

 به محض آنکه همگرایی مؤثر واقع گردد یعنی مقادیر دنباله روش نیوتن به آن فوق خطی و از مرتبه دوم است

اندازه کافی نزدیک به ریشه واقعی باشند همگرایی به قدري سریع می باشد که فقط چند جمله دیگر از دنباله ، 

ش را با سایر غالباً این رو. اما متأسفانه این روش همیشه همگرایی را تضمین نمی کند .مورد نیاز خواهد بود 

  (globaly).روشهاي کندتر در یک پیوند ترکیبی به کار می گیرند تا از لحاظ عددي جامع همگرا گردد 
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اگر این تابع داراي مشتق مرتبه دوم پیوسته باشد واگر . پیوسته باشد [a,b] در بازه f(x)فرض می کنیم تابع      

 با سري تیلور xn را حول f(x) باشد دراینصورت f(x)=0 جواب تقریبی براي xn ریشه واقعی و αفرض کنیم 

  :بسط می دهیم 

)()(
2
1)()()()( 2

nnnnn fxxxfxxxfxf ζ′′−+′−+=  

 را x می گیریم وf(x)=0براي بدست آوردن الگوریتم از این رابطه ، . قرار دارد x و xn بین nζبه طوریکه 

),()(برحسب  nn xfxf   ی یابیم  م′

)16.3(
)(
)()(

2
1

)(
)( 2

n

n
n

n

n
n xf

fxx
xf
xfxx

′
′′

−−
′

−=
ζ  

  : را این چنین تعریف می کنیم xn+1 باشد می توان از جمله دوم صرف نظر نمود و x نزدیک به xnچنانچه 

)(
)(

1
n

n
nn xf

xfxx
′

−=+   n=0,1,2,…                        (3.17) 

   :f(x)=0 شده براي حل  دادهε الگوریتم روش نیوتن رافسون براي 3-10

  n=0براي  -1

محاسبه کن  -2
)(
)(

1
n

n
nn xf

xfxx
′

−=+  

+−≥εاگر  -3 nn xx )(≥ε یا 1 nxf روند را متوقف کن درغیر اینصورت  n=n+1 برو به مرحله دوم .  

  :  نمایش هندسی روش نیوتن رافسون 3-11

 شروع می کنیم x0 هستیم با یک تقریب اولیه y=f(x) تابع αیافتن ریشه مطابق شکل فرض می کنیم درصدد      

 است در ابتدا یعنی خطی مماس که از نقطه fایده اساسی روش نیوتن استفاده از خط مماس براي تقریب .

(x0,f(x0)) رسم می شود ، فرمول این خط عبارتست از   

))(()()( 0000
0

0 xxxfxfyxf
xx
yy

−′+=⇒′=
−
−  
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   قطع می کند y=0 ها را در یک نقطه xخط محور این 

0))(()( 000 =−′+ xxxfxf  

         حل می کنیمxاین رابطه را براي 
)(
)(

0

0
0 xf

xfxx
′

−=  

  . است عین همین روند را ادامه می دهیم αاین نقطه بسیار نزدیکتر به جواب واقعی 

0)()(
0)(
0)(

)(
)(

.

.
)(
)(

00

0

0

1

1

1
12

>′′
>
>′′

′
−=

′
−=

+

xfxf
xf
xf

xf
xfxx

xf
xfxx

n

n
nn  

  : روش نیوتن  خطاي3-12

RIبراي  : 2- 3قضیه  ⊆ ، )(2 ICf )(I∈α 0هم چنین براي .  مفروض است ∋ =αf اگر . باشدIxn ∈ 

              داده شده باشد تعریف می کنیم 
)(
)(

1
n

n
nn xf

xfxx
′

−=+  

  : وجود دارد به طوري که xn و α بین nζاي مانند آنگاه نقطه 

)18.3(
)(
)()(

2
1)( 2

1
n

n
nn xf

fxx
′
′′

−−=− +
ζ

αα  

   بسط می دهیم x=xn رابا سري تیلور حول f(x) ابتدا :اثبات 

)()(
2
1)()()()( 2

nnnnn fxxxfxxxfxf ζ′′−+′−+=  

nζ  بینx و α الا قرار می دهیم ح.  استx=α.   

)()(
2
1)()()()(0 2

nnnnn fxxfxxff ζααα ′′−+′−+==  
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)(طرفین رابطه را بر  nxf   : تقسیم می کنیم و مرتب می کنیم ′

)(
)()(

2
1

)(
)()( 2

n

n
n

n

n
n xf

fx
xf
xfx

′
′′

−=
′

−−
ζ

αα  

 
)(
)()(

2
1

)(
)( 2

n

n
n

n

n
n xf

fx
xf
xfx

′
′′

−=−
′

−
ζ

αα  

)(
)()(

2
1 2

1
n

n
nn xf

fxx
′
′′

−=−+
ζ

αα  

 11
2

1 )(
)(

2
1

+++ −=
′
′′

−= nn
n

n
nn xe

xf
fee α

ζ
  

زمانی که خطا به .تیجه می گیریم که خطا دریک مرحله مربع خطاي مرحله قبل از آن است از قضیه فوق ن     

در حقیقت اگر فرض کنیم که روند همگرا باشد .سریعاً شروع به کاهش می نماید   اندازه کافی کوچک باشد 

)(0و ≠′ αf و همچنین 
∞→

=
n

xn αlimیــم بــگــوئــیــم کـــه    آنــــگاه مـی تــوانــ)()( αfxf n  و ′≈′

)()( αζ ff n    بــنابراین ′′≈′′

)(
)(

2
1

α
α

f
fC

′
′′

−= , 2
1 )()( nn xCx −≈− + αα   

  . بایستی به ریشه واقعی نزدیک باشد تاهمگرایی حاصل شود x0این رابطه نشان می دهد که تقریب اولیه 

  :فرض اینکه روش همگرا باشد نتیجه گرفت که مضافاً اینکه می توان با 

)(2
)(

)(
lim 2

1

α
α

α
α

f
f

x
x

n

n

′
′′

−=
−
− +  

ffمشروط بر اینکه  ′′′   . پیوسته باشند ,

  چرا در روش نیوتن ارقام اعشاري صحیح درهرمرحله دوبرابر میشود ؟

فرض . ایجاد می شود fهموار  دنباله اي از مقادیري باشد که توسط روش نیوتن براي تابع xnفــرض می کنیم      

  :آنگاه از قضیه فوق نتیجه می گیریم که . همگرا باشد αمی کنیم که این دنباله به ریشه واقعی 
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)(
)(

)(
2
1 2

1
n

n
nn xf

fxx
′
′′

−=− +

ζ
αα  

  : بگیریم داریم 10حال اگر از طرفین رابطه لگاریتم برمبناي 

nn
n

n
nn bx

xf
f

xx +−=









′

′′
+−=− + α

ζ
αα 1010101 log2

(2
)(

loglog2log  

 دربالا واز آنجا که خطا کوچکتر از یک می باشد می توان رابطه فوق را این چنین bnگرفتن جمله      با نادیده 

  .تعبیر نمود که تعداد ارقام درهرمرحله نسبت به مرحله قبل آن دو برابر میشود

   همگرایی روش نیوتن 3-13

ییرات خطا درهرمرحله رابدست  درباره خطاي روش نیوتن درقبل گرچه ایده بااهمیتی راجع به تغ2-3     قضیه 

می دهد اما به تنـهایی کـــــافی نیست که همگرایی را نشان و درعمل هرگونه دقت را بیان کند لذا قضیه زیر را 

  :درنظر می گیریم 

 باشد وفرض کنید براي x تعریف شده و دوبار پیوسته و مشتق پذیر براي جمیع مقادیر f فرض کنید  :3-3قضیه 

α 0اي)( =αf هرگاه رابطه زیر برقرار باشد.  باشد  

)19.3()(min2/)(max xfxfM RxRx ′′′= ∈∈     

   اگرx0 آنگاه براي هر M>∞وهم چنین فرض می کنیم که 

)20.3(10 <− xM α        

  باشد روش تکرار نیوتن همگرا می شود ومضافاً اینکه 

)21.3()( 2
0

1 n
xMMxn −≤− − αα      

  :لذا داریم . استوار است 2-3از قضیه ) 3.18( اثبات این قضیه بر اساس رابطه :اثبات 

)(
)(

)(
2
1 2

1
n

n
nn xf

f
xx

′
′′

−=− +

ζ
αα  
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                    داریم ) 3.19(با استفاده از 

Mxx nn
2

1 )( −≤− + αα  

nnحال فرض می کنیم  xe −= α باشد آنگاه داریم   

Mee nn
2

1 ≤+  

Mee 0
2

1 ≤  
22

0
14

0
13

0
42

1
2

1
2

2 )()()( MeMMeMMeMMeMee −− ===≤≤  

)22.3()(

.

.

.
)()()(

2
0

1

2
0

18
0

17
0

82
1

2
2

2
3

3

n
n MeMe

MeMMeMMeMMeMee

−

−−

≤

===≤≤

 

 به سمت صفر میل می کند اگر و فقط اگر n→∞این رابطه نشان می دهد که طرف راست وقتی که 

100 <−= xMMe αثبات قضیه است  باشد و این به معناي ا.  

چه موقع روش همگراست و :     مشاهداتی که از قضیه فوق می توانیم به ترتیب داشته باشیم عبارتند از اولاً 

نما به صورت نمایی افزایش می یابد براي مثال اگر ) 3.22(همگرایی خیلی سریع است؟ مادامیکه در رابطه 

5.00 =Me باشد داریم :  
101321

5 10...328.2)5.0( −−− ××=≤ MMe  

  . یافت x0زیاد عملی نیست که مورد استفاده قرار گیرد واز آن بتوان تخمینی براي ) 3.22(ثانیاً رابطه 

 بایستی چگونه باشد که روش همگرا x0 کمکی نمی کند اما معین می کند که x0نکات قضیه به ما براي انتخاب 

ر نزدیک به ریشه واقعی انتخاب شود تا همگرا شود و همگرایی  بایستی بسیاx0اما نهایتاً بیان می کند که .گردد 

  .سریع باشد 
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 همه جا تعریف شده ودوبار پیوسته و مشتق پذیر باشد f     امایادآور می شویم که مفروضات قضیه آن است که 

مضافاً اینکه فرض .










 ′′′

= ∈

∈

)(2)( min
max

xfxf
M Rx

Rx
این موارد محدودیت زیادي است . نیز برقرار باشد 

در زیر می خواهیم فرضیه پیوسته بودن مشتقات . ر ممکن باشد ما درصدد برطرف نمودن این محدودیت هستیم اگ

  :پس قضیه زیر را مد نظر قرار می دهیم . را مدنظر قرار دهیم و به همان نتیجه برسیم fمرتبه اول و دوم 

2)( فرض می کنیم  :4-3قضیه  ICf RI و ∋ ⊂∈α یک ریشه f باشد و I فرض می کنیم .  یک بازه باز باشد

0)( ≠′ αf و xn جوا ب تقریبی f آنگاه براي .  به وسیله روش نیوتن باشدx0 به اندازه کافی نزدیک به α داریم  :

                  
∞→

=
n

xn )23.3(lim α  

              و 
∞→

′
′′

−=
−
− +

n
f

f
x
x

n

n )24.3(
)(2
)(

)(
lim 2

1

α
α

α
α

   

)(0 از آنجا که :اثبات  ≠′ αf وf حتماً یک بازه  (α پیوسته می باشد ما می توانیم یک بازه بسته در همسایگی ′

)(0بیابیم به طوري که ) کوچک ≠′ xf این بازه را . باشدJ اند بدون نادیده گرفتن عمومیت ناگفته نم. می نامیم

IJمسئله می توان فرض نمود که  } ε<0 وبراي هر ⊃ }εαεα +≤≤−= xxJ )(0به طوریکه  .| ≠′ xf در 

  . باشد Jبازه 

f یک بازه بسته است و Jحال چون  fمی باشد و  ناصفر J دربازه ′  در این بازه پیوسته است لذا نسبت زیر ′′

            .محدود می باشد 
jx

xf
jx

xfM

∈

′
∈

′′=

)(min2

)(max

  

Jx   . را بعنوان تقریب اولیه انتخاب می کنیم بنابراین از روش نیوتن داریم0∋

)(
)(

0

0
01 xf

xfxx
′

−=  
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Jxبراي اینکه    :بنابه فرمول خطاي نیوتن داریم . نزدیک باشد α خیلی به x0 باشد بایستی 1∋

)(
)()(

2
1

0

02
01 xf

fxx
′
′′

−−=−
ζ

αα  

0ζ بین α,0x می باشد ولذا J∈0ζ لذا . است  

Mx

jx
xf

jx
xf

x
xf

f
xx 2

0
2

0
0

)02
01 )(

)(min2

)(max

)(
)(

(
)(

2
1

−=

∈

′
∈

′′

−≤
′

′′
−=− αα

ζ
αα  

10وري انتخاب کنیم که  را طx0اگر  <− xM α آنگاه داریم :  

000
2

01 )()( xMxxMxx −<−−=−≤− ααααα  

Jxاین نشان می دهد که   j نیز در بازه x2به همین طریق . نزدیک می باشد α به x0 است چون که نسبت به 1∋

  :بنابراین داریم . می شوند j به  هاي ایجاد شده متعلقxnوسرانجام دنباله 

Mx
xf

f
xx n

n

n
nn
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1

−≤
′
′′

−=− + α
ζ

αα  

nnبنابراین براي  xe −= α داریم                                                      3-3  از قضیه n
MeMen

2
0

1 )(−≤  

100بنابراین براي  <−= xMMe α           نتیجه می گیریم که                                       
∞→

=
n

en 0lim  

یعنی 
∞→

=
n

xn αlim اثبات شد)3.23(رابطه ( واین به معناي همگرایی است.(  

  :در این قضیه داریم ) 3.24(حال براي اثبات رابطه 
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}از آنجا که  }nx ایجاد شده متعلق به بازه J هستند لذا نتیجه می گیریم که )()(),()( nn xffff ′≈′′′≈′′ αζα لذا 

    :نتیجه می گیریم که 
∞→

′
′′

−=
−
− +

n
f

f
x
x

n

n

)(2
)(

)(
lim 2

1

α
α

α
α

  

   چگونه مراحل تکرار روش نیوتن را متوقف کنیم ؟3-14

 به اندازه کافی کوچک گردد اما nx−α      درحقیقت روند تکرار روش نیوتن زمانی متوقف می گردد که خطا

)(0 مقدور نیست وبهرحال چون αدرعمل دست یابی به  ≠′ αf . حال اگرCn مقداري بین α و xn فرض کنیم 

)()(                  :داریم 
)(

)()(
nn

n

n
n cfxf

cf
xffx ′−=

′
−

=−
α

α  

 
)(

)(
)(.

)(
)()(

)(
)(.

)(
)(

)(
)(

1
1

1
1

1

11

1

−
−

−
−

−

−−

−

−=







′

′
−=









′

′
′

−=

nnn
n

n

n

n
nn

n

n

n

n

n

n

xx
cf
xf

xf
xfxx

cf
xf

xf
xf

xf
xf

λ

 

)25.3(            به طوري که ؛
)(
)(.

)(
)( 1

1 n

n

n

n
n cf

xf
xf
xf

′
′

= −

−

λ  

)(0اگر فرض کنیم روند همگرا باشد و  ≠′ αf آنگاه می توان نتیجه گرفت که :  

∞→

=







′

′′
= −

−

n
cf
xf

xf
xf

n

n

n

n
n )26.3(1

)(
)(.

)(
)(limlim 1

1

λ    

          :بنابراین می توان نتیجه گرفت 
∞→

=
−
−

−

n
xx
x

nn

n 1lim
1

α
  

−−1بنابراین می توان از محک  nn xxکه قابل محاسبه است براي پایان دادن به روند تکرار استفاده کرد .  

−−1حالتهایی وجود دارد که .     اما در این باره نیز گرچه عملی است خالی از عدم اطمینان نیست  nn xx بسیار 

)(بعنوان مثال چنانچه . خیلی نزدیک نیست α به xnکوچک است اما  nxf )(بسیار بزرگتر از ′ nxf باشد این 
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داراي حد یک نیست بعنوان مثال اگر فرض کنیم ) 3.25( در رابطه nλدر این صورت .مسئله پیش خواهد آمد 

5=nλ 0:   باشد داریم>ε معیار دقت است .        ε≤− −15 nn xx  

  : را نیز در معیار پایان دادن تأثیر دهیم یعنی xnدراین حالت می توان براي اطمینان بیشتر مقدار تابع در 

5)( 1 ε≤−+ −nnn xxxf  

)(0cosریشه مثبت معادله :  4- 3مثال  =−= xxxfرقم با معنی صحیح 9تن رافسون تا  را با استفاده از روش نیو

  .بیابید

)0(1,)/2(/2            :حل  ππ −== ff  

]0,/2[     براساس قضیه مقدار میانی داراي حداقل یک ریشه در  π نمودار معادلات . استy1=x و y2=cos x 

  .در شکل زیر نشان می دهد که در فاصله فوق فقط یک ریشه وجود دارد 

  

  

  

  

4/0نتخاب با ا π=x می توان الگوریتم رافسون را براي مسئله فوق بصورت زیر نوشت .  

,...2,1,0,
1sin

cos
)(
)(

)1(sin)(1sin)(
cos)(cos)(

1 =
+
−

+=
′

−=

+−=′⇒−−=′
−=⇒−=

+ n
x

xxx
xf
xfxx

xxfxxf
xxxfxxxf

n

nn
n

n

n
nn

nn

nnn

 

n=0 785398163.0
14/sin

4/4/cos4/
1sin

cos

0

00
01 =

+
−

+=
+
−

+=
π

ππ
π

x
xxxx  

n=1 739536134.0
1sin

cos

1

11
12 =

+
−

+=
x

xxxx  
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  :بقیه جوابها دا در جدول زیر آورده ایم 

  

xn N 

0.785398163 0 

0.739536134 1 

0.739085178 2 

0.739085133 3 

0.739085133 4 

010000753 با استفاده از روش نیوتن رافسون ریشه معادله  :5-3مثال  24 =−+− xxx تا [10-,11-] را دربازه 

  .پنج رقم اعشار بدست آورید 

010000753)( 24 =−+−= xxxxf  

f(-11)=3453  f(-10)=-1050 

7564)( 3 +−=′ xxxf  

  : داریم x0=-11با استفاده از 

0,
7564

10000753
3

24

1 ≥
+−

−+−
−=+ n

xx
xxxxx

nn

nnn
nn  

n=0  3338.10
7564

10000753

00
3

00
2

0
4

01 −=
+−

−+−
−=

xx
xxxxx  

n=1  3268.102 −=x  

n xn+1 

0 -10.3338 

1 -10.3268 

2 -10.2618 

3 -10.2610 

  :تمرین ها 
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xxxf فرض کنید -1 cos)( 3  x0=0ز آیا می توان ا. استفاده کنید x2 از روش نیوتن براي یافتن x0=-1 و =−−

  استفاده نمود ؟

با روشهاي وتري نابجایی و .  داراي یک ریشه باشد [1/3,2] در بازه ln(x-1)+cos(x-1)=0 فرض کنید -2

  . بیابید 5-10نیوتن جواب آنرا با دقت 

 عبارتست از f(x)=0 ثابت کنید شرط کافی براي همگرایی روش نیوتن رافسون براي حل -3

2)]([)()( xfxfxf ′<′′.   

0cos102 معادله -4 =− xx است از روش نیوتن براي تقریب جوابها با دقتی در ±3793646.1 داراي جواب 

  . با مقادیر اولیه زیر استفاده کنید 5-10حدود 

  x0=25)  ت     x0=100) پ      x0=-25) ب     x0=-100) الف

  . با روش دلخواه بیابید 2-10  را با معیار دقتcosx=x2 کوچکترین ریشه مثبت -5

 بنویسید؟ سپس براي N با استفاده از روش نیوتن رافسون الگوریتمی براي یافتن ریشه دوم عدد صحیح -6

N=18 می باشد 4-10معیار دقت حل مسئله . حل کنید .  

 براي -7
N
3و 1

1

Nید روش تکراري نیوتن رافسون بنویس)Nاعداد حقیقی مثبت هستند .(  

  )یا تکرار ساده( روش نقطه ثابت 3-15

αα)(  : است که به ازاي آن α عددي چون gیک نقطه ثابت براي تابع داده شده  g=  

براي اینکار .ی پردازیم  ، با روش نقطه ثابت مf(x)=0     در این قسمت به یافتن جوابهاي تقریبی براي معادله 

 گردد g(x)=x-f(x) چنان بیابیم که بعنوان مثال α با نقطه ثابت g(x)می توان به طرق متعدد ، تابعی چون 

  : داشته باشد دراین صورت تابع تعریف شده با αنقطه اي ثابت در  . gبرعکس هرگاه تابعی چون .

f(x)=x-g(x) یک ریشه در α دارد .  
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],[ فرض می کنیم  :5-3قضیه  baCg ],[ وبه ازاي همه مقادیر ∋ bax∈ ، bxga ≤≤    آنگاه )(

].[ داراي حداقل یک نقطه ثابت g: الف ba∈α است .  

yxygxg)      3.27: ( وجود داشته باشد به طوري که γ>1اگر مقداري مانند : ب −≤− γ)()(  

  :  برقرار باشد آنگاه [a,b] دربازه x,yبه ازاي جمیع مقادیر 

I - α منحصربفرد است .  

II- 1)( روش تکراري nn xgx 0],[ به ازاي هرتقریب اولیه اي += bax   . همگراست α به ∋

III- 28.3(     و رابطه خطاي روش عبارتست از(
1 01 xxx

n

n −
−

≤−
γ

γ
α    

   را بصورت زیر تعریف می کنیم h(x) تابع :اثبات 

                xxgxh −= )()(  

)()(0      آنگاه           ≤−= bbgbh  

)()(0        و           ≥−= aagah  

)(0لذا . است [a,b] در بازه α داراي یک ریشه hبنابراین ،قضیه مقدار میانی نشان می دهد که  =αh نشان 

αα)(میدهد که  g= است ) الف( است واین بمعناي اثبات.  

برقرار است و هم چنین نقطه ثابت دوم ) 3.27(می کنیم که رابطه براي اثبات منحصربفردبودن نقطه ثابت ، فرض 

β در بازه[a,b] موجود باشد وآنگاه طبق تعریف داریم :  

)3.29(   
)(
)(

ββ
αα

g
g

=
=  

  :داریم ) 3.27(تفاضل دو رابطه فوق را درنظر میگیریم وبا استفاده از 

       
0)1(

)()(

≤−−⇒

−≤−=−

γβα

βαγβαβα gg
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10مادامی که  << γ 0 باشد از رابطه فوق نتیجه می گیریم که≤− βα لذا نتیجه می گیریم که βα  است =

  حال بادر نظر گرفتن.  است αواین بمعناي منحصربفرد بودن 

)3.30                       ()(1 nn xgx =+  

  :داریم ) 3.29(وبا استفاده از رابطه 

) 3.31          (   )(αα g=  

nnn      :لذا داریم  xxggx −≤−=− + αγαα )()(1  

nnاگر  xe −= α فرض کنیم از رابطه فوق نتیجه می گیریم  :  

0,1 ≥≤+ nee nn γ  

  

0ee)32.3(  :    جه گرفت که از رابطه فوق می توان نتی n
n γ≤  

          
∞→∞→∞→

=⇒≤

nnn
eee n

n
n 0limlimlim 0γ  

∞→

=−

n
xn 0limα  

  .واین بمعناي همگرایی روش نقطه ثابت است 

   رادر نظر می گیریم e0براي اثبات قسمت آخر قضیه خطاي 

01001001000 )()()()( xxxggxxxgxxxgxe −+−=−+−≤−+−=−= αααα  

0100      داریم ) 3.27(با استفاده از رابطه  xxxx −+−≤− αγα  

            010 )1( xxx −≤−− γα  

)33.3(
1

1
010 xxx −

−
≤−

γ
α  
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011     :داریم ) 3.32(با استفاده از رابطه 
xxe

n

n −
−

≤
γ

γ  

],[فرض می کنیم  :6-3قضیه  baCg ],[ وبه ازاي همه مقادیر ∋ bax∈ bxga ≤≤ ر بازه  دg آنگاه اگر )(

[a,b]مشتق پذیر باشد و            
],[

)34.3(1)(max
bax

xg
∈

<=′ γ         

  :باشد آنگاه 

1)( منحصربفرد است و روش تکراري α: الف nn xgx   . همگراست +=

رابطه : ب
∞→

′=
−

− +

n

g
x

x
n

n )(lim 1 α
α

α
  . برقرار است 

 اثبات می شود ، تنها 5-3لذا قسمت الف قضیه نظیر قضیه . می دهد را نشان) 3.27(رابطه ) 3.34( رابطه :اثبات 

  .بایستی قسمت ب را اثبات می کنیم 

1)()())(( :  داریم 5-3در قضیه ) 3.31(و) 3.30(با استفاده از رابطه  nnnn xgxggx −′=−=− + αζαα  

1)()(        :لذا  αζ
α

α gg
x

x
n

n

n ′→′=
−

− +  

αζذا  همگراست لα به xnازآنجا که  →n میل خواهد کرد .  

   الگوریتم نقطه ثابت 3-16

 را بصورت منحصربفرد یافت x=g(x) وبا فرض اینکه می توان f(x)=0     الگوریتم روش نقطه ثابت براي حل 

  :ده عبارتست از  داده شε و معیار دقت 0xو با تقریب اولیه داده شده 

  n=0 براي -1

1)( محاسبه کن -2 nn xgx =+  

+−≥ε اگر -3 nn xx    برو به مرحله دوم n=n+1 برو به مرحله چهارم درغیر اینصورت 1
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  . روند را متوقف کن -4

  x=g(x)              : نمایش هندسی روش نقطه ثابت 3-17

                    y1=x , y2=g(x)  
  . را رسم می کنیم و محل تلاقی این دو منحنی ریشه مورد نظر می باشدy2,y1دو منحنی 

  

  

  

  

  

  :براي حل معادله زیر یک روش نقطه ثابت مناسب بنویسید : 6-3مثال 

01tan2)( =−−= xxxf  

1tan2         اگر رابطه فوق را بصورت زیر درنظر بگیریم :حل −= xx  

              1sec2)(1tan2)( 2 >=′⇒−=∴ xxgxg  

         :اما اگر 
2

1tan1tan2 xxxx +
=⇒+=  

          :یا 





 +

=⇒





 +

= −−

2
1tan)(

2
1tan 11 xxgxx  

          1
)1(4

2

4
)1(1

1
2
1)( 22 <

++
=

+
+

=′
xx

xg  

1)(    :رابطه تکراري زیر مفروض است  : 7-3مثال  nn xgx =+  
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xexgدرصورتیکه  −=
2
 باشد آنگاه می توان نتیجه گرفت که )(1

4
1)(0 ≤≤ xg 0 براي≥xبنابراین . است

]
2
1,0[)( ∈xg    بر ]

2
1,0[∈x از آنجا که . استg(x) است در این بازه یک نقطه ثابت [0,1/2] پیوسته در بازه 

1 و [0,1/2] پیوسته و مشتق پذیر است در بازه gچون .وجود دارد 
2
1

2
1)( <≤−=′ −xexg براي جمیع 

]
2
1,0[∈x روش نقطه ثابت همگراست 6-3لذا طبق قضیه . موجود است [0,1/2] یک نقطه منحصربفرد ثابت در 

 .      0,
2
1

1 ≥= −
+ nex nx

n  

   روش نقطه ثابت با همگرایی مراتب بالاتر3-18

1)(روش نقطه ثابت  : 7-3قضیه  nn xgx  مرتبه پیوسته و مشتق پذیر باشد g ، pکه بطوری. مفروض است +=

αα)(و g=.  0    : اگر)(...)()( )1( ===′′=′ − ααα pggg 0 اما)()( ≠αpg باشد آنگاه روش نقطه 

  . است α به اندازه کافی نزدیک به x0 به ازاي Pثابت همگراست و داراي مرتبه همگرایی 

)(10ر حقیقت ازآنجا که  د:اثبات  <=′ αg می باشد خود بیانگر آنست که روش تکراري براي x0 به حد کافی 

: با استفاده از سري تیلور داریم .تنها نیاز داریم سرعت همگرایی بالا را اثبات نمائیم . همگرا می باشد αنزدیک به 

)(
)(

)1(
)(

1
2

!
)(

)!1(
)(...)()(

2
1)()()()( p

p
np

g

p
n

nnn n
g

p
xg

p
xgxgxgxg ζα

αα
ααααα

−
+

−
−

++′′−+′−+= −
−

  

nζ بین xn و α با توجه به فرض مشتقات .  قرار داردg(x) تا مرتبه (p-1) ام همه صفر هستند لذا نتیجه می 

)(  :گیریم 
)(!

)()()( p
p

n
n n

g
p

xgxg ζ

α
α

−
)(: بنابراین    −=

)(
1

!
1

)(
p

p
n

n
n

g
px

x
ζα

α
=

−
−+  

  . است  امpلذا نتیجه می گیریم که سرعت همگرایی روش مرتبه 

  : دنباله هاي تابعی ذیل را درنظر بگیرید  :8-3مثال 

,0      :الف 
3

)3(
2

2

1 ≥
+
+

=+ x
ax
axxx

n

nn
n  
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     :ب
n

nn x
xx 21

1
3
2

+=+   

  .می خواهیم درصورت وجود مقدار همگرایی ومرتبه آنرا تعیین کنیم 

 براي دنباله الف ، :حل الف 
ax
axxxg

+
+

= 2

2

3
 درصورت وجود نقطه ثابت آن n→∞ می باشد وقتی که )()3(

. می باشد αبرابر 
a
a

+
+

= 2

2

3
)3(

α
αα

α ونتیجه می گیریم a=α می باشد ، پس دنباله به a همگراست هم 

)()(0چنین چون  =′′=′ agag 0 است و)( ≠′′′ ag می باشد دنباله الف همگرا به a=α از مرتبه سوم 

  .است 

2براي دنباله تابعی ب داریم  : حل ب

1
3
2)(

x
xxg  نقطه ثابت آن درصورت وجود برابر n→∞ وقتی که =+

2

1
3
2

α
αα 3 می باشد در نتیجه =+ 3=α 3)3(0 هم چنین چون =′g 3)3(0 و ≠′′g می باشد دنباله همگرا 

3به    . است و از مرتبه دو می باشد 3

که در  (f(x) عبارتست از تفریق یک مضرب f(x)=0ساده ترین راه براي ساختن یک مسئله نقطه ثابت براي 

),(1:  به این ترتیب داریم xاز ) دریشه آن حذف می شو 1 ≥= − nxgx nn  

)()()( به شکل gکه در آن  xfxxxg φ−= می باشد . 

براي اینکه بعنوان مثال روش تکراري بدست . تابعی مشتق پذیر است و می توان بعداً آنرا انتخاب کرد φدر اینجا 

)(0ی آن مرتبه دوم باشد ، لازم است که  ، همگرا و همگرایgآمده از  =′ αg چون . باشد:  

)()()()(1)( xxfxfxxg φφ ′−′−=′  

)(1)()(0       : داریم α=xدر  =′−=′ αφαα fg لذا
α

αφ
1)( = 
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یک انتخاب معقول این است که .می باشد 
)(

1)(
xf

x
′

=φ در اینصورت روش طبیعی براي تولید . انتخاب کنیم

  :همگرایی مرتبه دوم عبارت است از 
)(
)()(

1

1
11

−

−
−− ′

−==
n

n
nnn xf

xfxxgx  

  .که همان روش نیوتن رافسون است 

)(0     در بحث هاي پیش محدودیت  ≠′ αf اعمال کردیم اما اگر )(αf )( همزمان با ′ nxfمیل کند  به صفر 

مشکلاتی در روند بکارگیري روش نیوتن ایجاد می شود براي مرتفع ساختن این مشکلات تعریف زیر را درنظر 

  :می گیریم 

)(0 معادله α یک جواب  :4-3تعریف  =xf ریشه تکراري مرتبه m نامیده میشود هرگاه به ازاي α≠x بتوانیم 

)()()(: بنویسیم  xqxxf mα−= که در اینجا  :  
α→

≠
x

xq 0)(lim  

1],[ : 8-3قضیه  baCf )(0 دارد اگر و فقط اگر (a,b) در α یک ریشه ساده ∋ =αf 0 اما)( ≠′ αf  

)(0 داشته باشد ، در اینصورت α ریشه ساده در  یکfهرگاه : اثبات  =αf و . است)()()( xqxxf α−= 

خواهد بود که دراینجا  برقرار است چون 

].[1 baCf   . است ∋

 

 

)(0برعکس هرگاه  =αf 0 ولی)( ≠′ αf از بسط تیلور  باشدf حول α داریم :  

))(()()( αζα −′+= xffxf x  

1],[ قرار دارد چون α وx بین nζکه دراینجا  baCf   . است ∋

αα
αζζ

→→
≠′=′=′

xx
fff nn 0)()(lim)(lim  

αα
αα

→→
≠=′−+=′=′

xx
xqxqxxqxff 0)(lim)]()()([lim)(lim)(

www.prozhe.com



 65 

)(بافرض اینکه  nfq ζ′= داشت  است خواهیم)()()( xqxxf α−= که در اینجا 
α→

≠
x

xq 0)(lim.  بنابراینf یک 

  . دارد αریشه ساده 

 داراي ریشه تکراري باشد روش نیوتن f(x)=0با توجه به مسائل فوق الذکر نتیجه می گیریم که چنانچه تابع 

 ریشه تکراري m داراي f(x)=0بعنوان مثال چنانچه فرض کنیم .د رافسون از لحاظ همگرایی مشکل پیدا می کن

α باشد یعنی  :    )()()( xqxxf mα−=  

    : رابصورت زیر را درنظر می گیریم xu)(تابع 
)(
)()(

xf
xfxu

′
=  

      :بنابراین داریم 
)()()(

)()(

)()()()(
)()()( 1

xqxxmq
xqx

xqxxqxm
xqxxu mm

m

′−+
−=

′−+−
−

= −

α
α

αα
α

  

)(0 خواهد داشت وچون α نیز یک ریشه u(x)جه می گیریم که لذا نتی ≠αq است بنابراین :  

01
)()()(

)(
≠=

−+ mqmq
q

αααα
α  

 بکاربرد u(x) یک ریشه ساده از مرتبه تکراري یک دارد بنابراین می توان روش نیوتن را براي تابع u(x)پس 

      :یعنی 
n

n
nn xu

xuxx
′

−=+
)(

1  

    :لذا داریم 
[ ] [ ][ ]{ } [ ]22 )()()()(

)()(
)(
)()(

xfxfxfxf
xfxfx

xu
xuxxg

′′′−′
′

−=
′

−=  

      ویا 
[ ] )()()(

)()()( 2 xfxfxf
xfxfxxg

′′−′
′

−=  

)(0با توجه به رابطه فوق  =′ αg روش نیوتن رافسون براي حل 7-3 میشود وبا توجه به قضیه 

0)()()( =−= xqxxf mα داراي مرتبه همگرایی دو می باشد .  
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   ثابتتمرین ها نقطه

)(032 با استفاده از عملیات جبري نشان دهید که -1 24 =−−+= xxxxf به هریک از اشکال زیر داراي نقطه 

 . می باشد αثابت 

)(
2
3)()(

144
323)(

)()23()()(
2
3)(

2
1

233

24

4

4
1

2
1

2
1

4

2

c
x
xxgd

xx
xxxg

axxxgbxxxg









+
+

=







−+
++

=

−+=






 −+
=

 

1)( ؛ n=0,1,2,3 وبه ازاي x0=1 در تمرین اول را با انتخاب g اگر هریک از توابع -2 nn xgx  درنظر بگیریم +=

  کدام تابع تقریب بهتري را از جواب بدست می دهد ؟
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033 با استفاده از روش ثابت الگوریتم مناسبی براي معادله -3 24 =−− xx بیابید و با استفاده از [1,2] در بازه 

   . باشدx0=1جواب تقریبی را محاسبه کنید درصورتیکه  2-10این الگوریتم با دقت 

 براي هریک از معادلات ذیل یک روش تکراري مناسب که به جواب مثبت معادله همگرا شود بنویسید و آنگاه -4

  . بیابید 5-10جواب تقریبی را با دقت 

)(0cos10
)(03)(0cos

2

2

cxx
aexbxx x

=+

=−=−  

nx روش نقطه ثابت -5
n ex −

+ 0]2,1[نشان دهید این روش همگراست اگر . رادرنظر بگیرید 11=+ ∈x براي . باشد

  . چند دور تکرار لازم است 5-10رسیدن به دقت 
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  فصل چهارم

   فصل درونیابی-4

     در این فصل به مسئله تقریب یک تابع داده شده بوسیله یک رده از توابع ساده تر که عمداً چند جمله ایها 

هدف اول . دو هدف عمده در استفاده از درونیابی با چندجمله اي هاي درونیاب وجود دارد .هستند می پردازیم 

)       ویا مشتقات مراتب معینی از تابع(کنیم بطور صریح داده نشده و تنها مقادیر تابع اینست که تابعی را بازسازي می 

هدف دوم .نقاط را گره ها یا نقاط جدولی ویا شناسه ها نامیده میشوند . در مجموعه اي از نقاط معلوم می باشد 

که عملیات عامی نظیر پیداکردن بطوری. جایگزین نمائیم p(x) را با چندجمله هاي درونیاب f(x)اینست که تابع 

 p(x) مدنظر می باشد بوسیله چندجمله اي f(x)ریشه ها ، مشتق گیري و انتگرال گیري و غیره که براي تابع 

  .عملی سازیم 

     اهمیت چند جمله اي ها در اینست که توابع پیوسته رابطور یکنواخت تقریب می کنند براي هر تابع پیوسته و 

بازه بسته و کراندار ، یک چندجمله اي وجود دارد که هرقدر بخواهیم به تابع مفروض نزدیک تعریف شده دریک 

  .این نتیجه در قضیه ذیل بیان شده است . است 

  ) :قضیه تقریب وایرشتراس : (1-4قضیه 

 وجود دارد که p(x)مانند  چندجمله اي ε<0به ازاي هر . پیوسته و تعریف شده باشد [a,b] بر fفرض کنید که 

],[ تعریف شده است وداراي این ویژگی است که به ازاي هر [a,b]بر  bax∈   ε<− )()( xpxf   

  .اثبات این قضیه را می توان درهرکتاب آنالیز حقیقی یافت 

ویا مقادیر  (p(x)گر مقادیر  را چندجمله اي درونیاب نامیده می شود اp(x)یک چند جمله اي :  1- 4تعریف 

دریک نقطه ویا در ) .یا مقادیر مراتب معینی از مشتقات تابع( وf(x)بر مقادیر تابع ) مراتب معینی از مشتقات آن

  .تعدادي از نقاط جدولی منطبق باشد 
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0x ،],[0 حول نقطه f(x) بسط سري تیلور تابع p(x)بعنوان مثال اگر چندجمله اي  bax   باشد در این صورت∋

  

)1.4()()(
!

1...)()(
!2

1)()()()( 000
2

0000 xfxx
n

xfxxxfxxxfxp nn−++′′−+′−+=  

  : نامیده شود که در شرایط n ممکن است یک چندجمله اي درونیاب درجه p(x)آنگاه 

)2.4()1(0,)(
)(

)(
)(

00 nkfp x
k

x
k ==  

  .صدق می نماید 

xxfxx      :جمله ي 
n

R nn
n <<−

+
= ++ ζζ 0

)1(1
0 ,)()(

)!1(
1  

تعداد جملات رابطه .  باقیمانده ویا خطاي قطع کردن نامیده میشود نـادیده گرفته شده است را) 2.1(که در رابطه 

در جمله ) 2.1( معلوم باشد سري ε<0اگر خطاي .ممکن است بوسیله دقت حل مسئله تعیین شوند ) 2.1(

)(
)(

0x
nf قطع شود آنگاه :   εζ ≤−

+
++ )(

)!1(
1 )1(1

0
nn fxx

n
      

)3.4(                    یا               
)!1(

1
1

1
0 ε≤−

+ +
+

n
n Mxx

n
  

  بطوریکه 
bxa

xfM n
n

≤≤

= +
+ )(max )1(

 n را تعیین نمود واگر nمی توان )  4.3( داده شده در εبراي یک   .1

کران بالایی ) 4.3( هردو داده شده باشند رابطه ε وnهنگامی که . را تعیین کرد εاز پــیش تعیین شود می توان 

  . بدست میدهد (x-x0)روي 

xexf براي تابع  :1-4مثال   را تقریب p(x) ، یک چند جمله اي x0=0 با استفاده از سري تیلور حول )(=−

  :بزنید و 

 کمتر باشد آنگاه 6-10د از راند کردن از  از چهارجمله اول بدست آمده باشد وخطاي تقریب بعp(x)چنانچه : الف

x را تعیین کنید .  
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10براي : ب  ≤≤ x در تقریب تعداد جملاتی که لازم می باشد بیابید 10-10 وبراي رسیدن به دقت .  

          :حل الف 
,...1,0,)1()0(

)1()()(
)(

)(

=−=

−=⇒= −−

rf
exfexf

rr

xrrx

  

7    :داریم ) 4.3(بنابراین از رابطه 
4

4 10524 −××<Mx  

1010

1max)(max )4(
4

≤≤≤≤

=== −

xx

exfM x

 

74   یا x>06.0  لذا داریم  10120 −×<x  

11105    داریم ) 4.3( از رابطه :حل ب
)!1(

1 −×<
+n

  n≤14  : با حل رابطه فوق داریم 

 کارایی وسیعی ندارند زیرا هرچند که استفاده از چند جمله اي تیلور در مورد تقریب توابع پیوسته عملی است اما

چندجمله اي هاي تیلور هرقدر که ممکن باشد و به تابع داده شده در نقطه اي معین منطبق باشد ، ولی دقت آنها 

یک چندجمله اي درونیاب . در مورد تقریب توابع در نزدیکی همان نقطه ایست که حول آن بسط داده شده اند 

عموماً چندجمله ایهاي تیلور این کار را نمی . را در تمام طول یک بازه بدست میدهند مناسب تقریبی نسبتاٌ دقیق

  .مثال زیر ضعف چند جمله ایهاي تیلور را در تقریب نشان میدهد . کنند 

 چند جمله ایهاي تیلور را با درجات مختلف براي تقریب  :2-4مثال 
3
1)3( =f نظر تابع مورد.  درنظر می گیریم 

x
xf 1)(  بسط می دهیم x0=1 است که چندجمله اي هاي تیلور حول =

1232چون. )(,)(,2)1()( −−− =−=′−=′′ xxfxxfxxf 1  وبطور کلی)( !)1()( −−−= kkk xkxf بنابراین چند . است

∑∑  : تیلور عبارتست از nجمله اي درجه 
==

−−=−=
n

k

kk
n

k

k
k

n xx
k

fxP
00

)(

)1()1()1(
!

)1()(  

حال اگر بخواهبم 
3
1)3( =f را با استفاده از pn(3) و به ازاي مقادیر صعودي n بدست آوریم درمی یابیم که 

  .مقادیر را در جدول زیر آورده ایم . تغییرات آنها فاحش هستند 
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0         1           2        3        4        5        6        7         N 
1       –1         3        –5       11     –21      43     -85 Pn(3) 

با توجه به جدول فوق درمی یابیم که چندجمله ایهاي تیلور داراي این ویژگی هستند که تمام اطلاعات مورد 

عموماً این مشکل استفاده از چندجمله اي هاي تیلور را .  متمرکز شده اند x0استفاده در تقریب فقط در نقطه 

براي مقاصد محاسباتی معمولاً . است x0ا نیاز به تقریبهایی در نقاط نزدیک به محدود به مواردي می کند که تنه

  .بهتر است که از روشهایی استفاده شود که شامل اطلاعاتی از نقاط مختلف باشند 

bxxxxa نقطه متمایز (n+1)درحالت کلی اگر  nn ≤<<<<≤ −110  p(x) را داشته باشیم مسئله ما یافتن ...

  :رونیابی ذیل صدق می نماید است که در شرایط د

nimkxfxp
xfxpii

nixfxpi

ii
k

i
k

ii

ii

)1(0,,...1,0,)()(
)5.4()()()(
)4.4()1(0,)()()(

)()( ===

=
==

 

 باشد mi=1را بکارگیریم و ) 4.5(چند جمله اي درونیاب لاگرانژ را نتیجه میدهد و چنانچه شرط ) 4.4(شرط 

را مدنظر قرار دهیم ) 4.5(را داریم و چنانچه مشتقات مراتب بالاتر در رابطه » هرمیت«چندجمله اي درونیاب 

که تعمیمی از چندجمله ایهاي تیلور و (Osculating Polynomial)» بوسان«ي هاي درونیاب چندجمله ا

  . چندجمله ایهاي لاگرانژ است بدست خواهد داد

   درونیابی هاي لاگرانژ و نیوتن4-2

 نقطه مجزا (n+1) پیوسته باشد و همچنین فرض می کنیم که [a,b] بر بازه f(x)فرض می کنیم تابع 

bxxxxxa nn ≤<<<<≤ −1210  درنقاط f(x)فرض می کنیم مقادیر تابع .  را درنظر می گیریم [a,b] دربازه ...

  : ما درصددیافتن چندجمله اي .فوق معلوم باشند

)5.4(...)( 2
210

n
nn xaxaxaaxp ++++=  
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nixfxpهستیم که در شرایط درونیابی  ii )1(0)()(  موجود p(x)حال چندجمله اي . صدق می نماید ==

 :ذیل ناصفر باشد » واندرمور«ینان است اگر دترم

 

 

 :ما فرض می کنیم 

 

 

  :با استفاده از خاصیت دترمینانها داریم 

Axxxxxxxxxxv nn ))...()((),,...,( 110110 −− −−−=  

  : داریم که xn یک ثابت است با مقایسه ضریب Aبطوریکه 

1
11

2
1

1
1

2
11

1
0

2
00

1
.
.
.
1

...1

−
−−−

−

−

=

n
nnn

n

n

xxx

xxx
xxx

A  

),,...,(),...,()(             :                                                     بنابراین 
1

0
11010 in

n

i
nn xxxxxvxxxv −= Π

−

=
−  

),,...,()(0:                                   چنانچه بصورت بازگشتی استفاده کنیم داریم 
0,

10 ≠−= Π
>
=

ji

n

ji
ji

n xxxxxv  

0

...1
.
.
1

...1

),...,(

2

1
2

11

0
2

0

10 ≠=

n
nnn
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n

xxx

xxx
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xxxv
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2
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2
1

1
2

11

0
2

00

110 ≠=

−−−

−

n
n

n
nn

n

n

n
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xxx

xxx
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xxxxv
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 ها مجزا هستند ، تا اینجا نشان دادیم که دترمینان واندرمور ناصفر است xiرابطه فوق مخالف صفر است چون که 

.  وجود دارد p(x)یعنی . را بدست آورد a0,…,anبا استفاده از شرایط درونیابی می توان ) 4.5(یعنی در رابطه 

 نقطه متمایز فوق دو (n+1)فرض می کنیم که براي . منحصربفرد است p(x)حال در ذیل بایستی ثابت کنیم که 

  :       موجود باشد بطوریکه در شرایط q(x) و p(x)چند جمله اي نظیر 

  
)6.4()1(0,)()(

)1(0,)()(
nixfxq
nixfxp

ii

ii

==
==  

  :چند جمله اي زیر را درنظر می گیریم . صدق می نماید 

)7.4()()()( xqxpxQ −=  

 نیز یک چند جمله اي درجه Q(x) می باشند آنگاه n چندجمله اي هاي ماکزیمم درجه q(x) و p(x)چون 

    .صدق می نماید ) 4.6( می باشد و در شرایط nحداکثر 

)8.4()1(0,)()()( nixqxpxQ ii =−=  

 Q(x)، ) 4.8(لذا با توجه به رابطه .  می باشد n یک چند جمله اي است که درجه آن حداکثر Q(x)براین بنا

 است و n یک چند جمله اي حداکثر از درجه Q(x)اما ما می دانیم که . است x0,x1,…xn ریشه (n+1)داراي 

لذا نتیجه می گیریم که متناقض . )چه بصورت حقیقی یا مختلط ویا تعدادي تکراري( ریشه باشد nبایستی داراي 

)(0        :می باشد و نتیجه می گیریم که  ≡xQ  

  .واین بمعناي منحصربفرد بودن چندجمله اي هاي درونیاب است .  می باشد p(x)=q(x)بنابراین .باشد 

 متفاوت باشند اما مشابه بنابراین چندجمله اي درونیاب که به دو طریق متفاوت بدست می آیند ممکن است در فرم

از لحاظ شکل ، چندجمله اي هاي درونیاب ، چندجمله اي لاگرانژ ویا نیوتن با تفاضل تقسیم . همدیگر هستند 

  .که در قسمتهاي بعدي بدانها می پردازیم .شده نامیده میشوند 

 درون یابی لاگرانژ 4-3
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 مجزا در این فاصله نقطه (n+1) که کنیمنین فرض  باشد و همچپیوسته [a,b] فاصله در f(x) می کنیم تابع فرض

bxxxxxa: زیر داریم که الزاماً متساوي الفاصله نیستند بصورت nn ≤<<<<≤ −1210 ...   

 ، ام nما درصدد یافتن چندجمله اي درجه .د ن معلوم می باشنقاط این در f(x) مقادیر تابع و

n
n xxxxP αααα ++++= ...)( 2

   : کندصدق که در شرایط زیر هستیم 210

nixfxp ii )1(0,)()( ==  

  . را درنظر می گیریم آن خطی آسانی کار ، ابتدا حالت براي

10:خطی  یابی درون ,αα ثابت هستند و درفاصله مقادیر [x0,x1] داریم:   
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 : اساسی لاگرانژ عبارتند از جملات
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 : ذیل هستند خاصیت اساسی لاگرانژ داراي جملات
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 اي تقریبی جمله که از تمامی نقاط فوق بگذرد ، این چند هستیم n درجه اي درصدد یافتن یک چند جمله اکنون

 : هستند ، یعنی منطبق برهم p(x) چند جمله اي و f(x) و در نقاط فوق الذکر تابع است f(x)یافتن براي 

nixpxf ii ,...,1,0,)()( ==  

 :حالت کلی را این چنین تعریف می کنیم در لاگرانژ اساسی تعمیم حالت خطی چند جمله اي با
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 : قطع کردن خطاي 4-4

  : آنگاه باشد x=x1 یا x=x0 دانیم که اگر می
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=
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],[ اگر اما bax∈ و x1 0وxx  : چنین تعریف می کنیم را g(t) یک تابع ما x براي این ، ≠
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 می مشتق tدوبار نسبت به )4.12( رابطه از. است (t=x , t=x0 ,t=x1) در g(t)=0 آسانی می توان دریافت که به

 :گیریم 
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 پذیر باشد مشتق (x0,x1) و در پیوسته [x0,x1] فاصله در g(t) استفاده از قضیه رول اگر با

)()()(0واگر 01 === xgxgxg 1 حداقل یک نقطه مانند پسζ فاصله در (x0,x1) که بطوری است موجود
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 : می کنیم حلرابطه بالارا  حال
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2
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))((بنابراین عبارت  10 xxxx  در نقطه −−
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)( 10 xxx +
  :یعنی . ماکزیمم است =
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2    : ها متساوي الفاصله باشند xاگر 
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  : حال داریم 

)14.4(
)!1(

),(

)1(0,

1

)1(
0

0

+

+

+
−

≤

=−≤−

n

n
n

n

ni

M
n

xx
xfE

nixxxx
  

 یک sin(0.2)=0.19867 و sin(0.1)=0.09983 با استفاده از فرمول لاگرانژ وبا استفاده از اینکه  :3- 4مثال 

  . بیابید و خطا را محاسبه کنید )14.0sin(مقدار براي 

 :راه حل اول 
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  :راه حل دوم 
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  : براي داده هاي زیر یک چندجمله اي درونیاب را بیابید  :4-4مثال 

5 2 1 0 x 
147 12 3 2 f(x) 
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 می توانیم nر  را از داده هاي زیرین با فرمول لاگرانژ درونیابی شده ، به ازاي چه مقادیsin(x) :5- 4مثال 

)105.0(مطمئن شویم که خطاي قطع کردن کمتر از     است ؟×−4
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با استفاده از درون یابی خطی مقدار .  مفروضند f(x)=ln (1+x) ، x0=1  ، x1=1.1 تابع  :6- 4مثال 

  :طا را بیابید  را محاسبه وحد بالاي خf(1.04)مناسب 

  : فرد باشد داریم nاگر 

  : زوج باشد داریم nاگر 
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))((ماکزیمم  10 xxxx )(/2 در نقطه −− 10 xxx   . می باشد =+
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)()1(6 جدول مقادیر تابع  را که براي ایجاد(h) مقدار مناسب گام  :7- 4مثال  xxf  لازم [0,1] روي فاصله =+

)105(است بطریقی بیابید که حد بالاي خطاي درونیابی خطی    : باشد ×−5
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  : عبارتست از hبیشترین مقدار 

00091.000005.060

105480
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×≤×≤ −

hh

hxfE  

 و p(3)=27 و p(4)=64 یا کمتر را بیابید بطوریکه 2 بادرجه p(x) چند جمله اي منحصربفرد  :8-4مثال 

p(1)=1 با استفاده از فرمول لاگرانژ و نیوتن مقدار تابع در .  باشد(x=1.5) را بیابید :  
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   تفاضلات تقسیم شده نیوتن4-5

نقطه متمایز باشند و نامتساوي الفاصله باشند و مقدار تابع  x0<x1<x2 …<xn-1<xn ، (n+1) فرض می کنیم 

f(x) بــــه ازاي نقاط فوق معلوم باشند .f0,f1,…,fn دراین صورت مفهوم تفاضل تقسیم شده را در زیر تعریف 

  : می کنیم 
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  : ها در نماد تفاضل تقسیم شده تأثیري ندارد مانند xiنکته اي که بایستی اشاره کنیم اینست که تقدم و تأخر 
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  :ن می پردازیم حال به بررسی چندجمله اي درونیاب تفاضل تقسیم شده نیوت

   فرمول درونیاب تفاضل تقسیم شده نیوتن4-6

  . باشندf0,f1,…,fn یعنی  x0,x1,…,xn به ازاي نقاط نامتساوي الفاصله f(x) فرض می کنیم مقادیر تابع 

  : هستیم که درشرایط زیر صدق کند f(x) براي تقریب Pn(x) ام ، nما در صدد یافتن یک چندجمله اي درجه 
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  : تقسیم کنیم خواهیم داشت x-x0 را بر 3حال اگر طرفین رابطه 

)18.4(],[
)()()()(

))...((...)()()(

10
01

01
1

01

01
1

11211
0

0

xxf
xx

xfxfa
xx

xfxpxxif

axxxxaxxa
xx

xfxp

n

nn
n

=
−
−

==
−
−

⇒=

−−++−+=
−
−

−

 

 :اگر به همین ترتیب عمل کنیم درمی یابیم که 
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 تقسیم شده نیوتن بصورت زیر چندجمله اي درونیاب تفاضل) 4.16(در ) 4.19(بنابراین با استفاده از رابطه 

  :خواهیم داشت 
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  :در جدول زیر تفاضلات تقسیم شده براي نقاط داده شده آورده شده است 

 f(x) x تفاضل تقسیم شده مرتبه اول مرتبه دوم.ت .ت  سوم. م . ت . ت 
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)0(1,)1(3,)3(55  : را بیابید بطوریکه n≥2 چندجمله اي درونیاب درجه  :9-4مثال  === fff  

  . شده نیوتن استفاده کنید از روش تفاضل تقسیم

  : جدول تفاضل تقسیم شده عبارتست از :حل 

 f(x) x اول.م. ت . ت  دوم.م. ت . ت 
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ه دوم را بایستی بیابیم زیرا چندجمله ایهاي اگر مثال فوق را با روش لاگرانژ حل کنیم مسلماً همین چندجمله درج

  .درونیاب علیرغم تفاوت شکل آنها یکسان و متشابه هستند 

  :حل با لاگرانژ 
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  :چندجمله اي درونیاب لاگرانژ عبارتست از 
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  . بیابید f(1.5)ل تقسیم شده نیوتن تقریبی براي  براي داده هاي جدولی زیر با استفاده از روش تفاض:10-4مثال 

2.2 1.9 1.6 1.3 1 x 
0.1103623 0.2818186 0.4554022 0.6200860 0.7651977  

  

  :ابتدا جدول تفاضلی تقسیم شده را تشکیل می دهیم : حل 

  f[xi-1,xi] f(xi) xi م دوم.ت.ت سوم.م.ت.ت چهارم.م.ت.ت

0.7651977 1 x0 
0.6200860 1.3 x1 
0.4554023 1.6 x2 
0.2818186 1.9 x3 

 
 

0.0018251 

0.0658784 
 
 

0.0680685 
 
 

-0.1087339 

-0.0494433 

0.0118183 

-0.4837057 

-0.5489460 

-0.5786120 

-0.5715210 0.1103623 2.2 x4 

  

5118200.0)5.1()5.1(
)9.1)(6.1)(3.1)(1(0018251.0

)6.1)(3.1)(1(0658784.0)3.1)(1(1087339.0)1(4837057.07651977.0)(

4

4

=≈
−−−−+

−−−+−−−−−=

pf
xxxx

xxxxxxxp

 

 J0(x)ده شده است تابع بسل نوع اول وبا مرتبه صفر یعنی توضیح اینکه تابعی که مقادیر آن در جدول فوق دا

0)5.1(5118277.0    : برابراست با 1.5است که مقدار واقعی ان در  =J  

6    :لذا خطاي مطلق تقریب عبارت است از 
4 107.7)5.1()5.1( −×≈− fp  

ناهی و عملگرهاي آنرا در بخـش بعدي قبل از پرداختن به روشهاي متساوي الفاصله نیوتن ابتدا تفاضلات مت

 .بررسی می کنیم 

  : تفاضلهاي متناهی 4-7

 به ازاي این نقاط معلوم می f(x) مفروض هستند ومقادیر h با گام x0,x1,…,xnمقادیر متساوي الفاصله 

  :زیر می پردازیم ) عملگرهاي(حال در زیر به تعریف نمادها.باشند
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njjhxx j )1(00 =+=  

  The Forward Difference Operator  عملگر تفاضل پیشرو)1

1,...,1,0,)()()( 1 −=−=−+=∆ + njffxfhxfxf jjjjj  

  The Backward Difference Operator عملگر تفاضل پسرو)2

1,...,1,,)()()( 1 −=−=−−=∇ − nnjffhxfxfxf jjjjj  

  The Central Difference Operator عملگر تفاضل مرکزي) 3

2
1

2
1)2/()2/()(

−+
−=−−+=

jjjjj ffhxfhxfxfδ  

  The Avraging Operator عملگر میان گیري)4

][
2
1)]2/()2/([

2
1)(

2
1

2
1

−+
+=−++=

jjjjj ffhxfhxfxfµ  

  The Shift Operator عملگر انتقال)5

)()( hxfxEf jj +=  

1))(()(    عملگر انتقال معکوس )6 hxfxfE jj −=−    

با تکرار عملگرهاي فوق تفاضلات مراتب بالاتر را خواهیم داشت اما ابتدا رابطه بین عملگرهاي فوق را تعیین می 

  .تر را به آسانی می توان نتیجه گرفت کنیم و سپس تفاضلات مراتب بالا

  : رابطه بین عملگرها در زیر را ثابت کنید  :11-4مثال 

)(
2
1)(

)(
1)(

1)(

)(

2/12/1

2/12/1

1

2
11
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δ

δ
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           )a(حل 

2
11

1
2
1

11

1

)()()2/(
)()()(

)()()(

+
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+
+

++

+

≡∇≡∆

−=−+=+=

−=−+=+∇=∇

−=−+=∆=∆

jji

jjjjij

jjjjjj

ijjjij

fff

ffxfhxfhxff
ffxfhxfhxff

ffxfhxfxff

δ

δδ  

2/11      :لذا نتیجه می گیریم که  ++ ≡∇≡∆ jjj fff δ  

)(

)()(

)()()()2/()2/()(
)1(

)()1(

)()()()()()(
1

)()1(
)()()()()()(

2/12/1
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−=−−+=
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−=−+=∆
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xfEE

dxfExfEhxfhxfxf
E

xfE

cxfExfhxfxfxf
E

xfE
bxfxEfxfhxfxf

j

jjjjj

j

jjjjj

j

ijjjj

δ

δ





 

  .با استفاده از روابط فوق می توان تفاضلات مراتب بالاتر را یافت .ان ثابت کرد  می تو)d( نیز نظیر رابطه (e)رابطه 

  : ام nتفاضل پیشرو مرتبه 
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0
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!)1(
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!)1()(

)1(
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!)1()11()1(1

 

)(یعنی  j
n xf∆  را می توان بصورت یک ترکیب خطی kjjj fff ++ ,...,,  بیان نمود وضرائب ، همان ضرائب 1

  :متهاي متناوب می باشد دوجمله اي با علا
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      : ام nتفاضل پسرو مرتبه 

  
∑ ∑

∑

= =
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!)1()1(

  

jنشان می دهد که 
n f∇ را می توان بصورت یک ترکیب خطی kjjj fff −− ,...,,   . بیان نمود 1

  : ام nتفاضل مرکز مرتبه 
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2122
1
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)1(

)()1(

)()1()(

)1()1()(

δ

δ

 

j نشان می دهد که 
n fδ را می توان بعنوان یک ترکیب خطی از 

22

,...,,..., njjnj
fff

−+
  . بیان نمود 

  جدول تفاضل پیشرو )1

f4∆ f3∆ f2∆ f∆ f(x) x 

    f0 x0 

   001 fff ∆=− f1 x1 

  0
2

01 fff ∆=∆−∆ 112 fff ∆=− f2 x2 

 0
3 f∆ 1

2 f∆ 223 fff ∆=− f3 x3 

0
4 f∆ 1

3 f∆ 2
2 f∆ 334 fff ∆=− f4 x4 
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  جدول تفاضل پسرو 

f4∇ f3∇ f2∇ f∇ f(x) x 

    f0 x0 

   101 fff ∇=− f1 x1 

  2
2

12 fff ∇=∇−∇ 212 fff ∇=− f2 x2 

 3
3 f∇ 1

2 f∇ 323 fff ∇=− f3 x3 

4
4 f∇ 4

3 f∇ 
2

2 f∇ 434 fff ∇=− f4 x4 

 

  :رابطه بین عملگرهاي تفاضلی را می توان در جدول زیر خلاصه کرد 

δ ∇ ∆ E  
)4/1(2/1 22 δδδ +++ 1)1( −∇−     1+∆  E E 

)4/1(2/ 22 δδδ ++ 1)1( 1 −∇− − ∆ E-1 ∆ 

)4/1(2/ 22 δδδ ++− ∇ 1)1(1 −∆+− 1-E-1 ∇ 

δ 2/1)1( −∇−∇ 2/1)1( −∆+∆ E1/2-E-1/2 δ 

)4/1( 2δ+ 2/1)1)(21( −∇−∆− 2/1)1)(21( ∆+∆+ )(
2
1 2/12/1 −+ EE 

µ 

هم چنین می توان تفاضلات تقسیم شده نیوتن رابرحسب تفاضلات پیشرو وپسرو ومرکزي به شرح زیر بیان نمود 

البته با .وبا استفاده ازاین روابط از فرمول تفاضل تقسیم شده نیوتن فرمولهاي تفاضل پیشرو وپسرو را نتیجه گرفت 

  .فرض اینکه نقاط متساوي الفاصله باشند 
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:                                                        هم چنین می توان نوشت 
h
xf

xx
xfxfxxf )()()(],[ 1
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=  

)22.4()(
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 :هم چنین می توان روابط بین تفاضلات تقسیم شده با تفاضل مرکزي را به صورت زیر نوشت 

h
f

h
hxf

xx
xfxfxxf 2/10

01
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)2/()()(],[ δδ
=
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−
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=  

 

)23.4(
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m
m
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f
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xxxf

f
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xxxf

h
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h
hxf

h
hxfhxf

xx
xxfxxfxxxf

δ

δ

δδ

δδ

  

  :حال می توان چندجمله اي هاي درونیاب که با استفاده ازتفاضلات متناهی بدست می آیند در ذیل بیاوریم

   چندجمله ایهاي درونیاب مبتنی بر تفاضلات متناهی4-8

   :(Gregory-Newton)گریگوري–درونیابی تفاضل پیشرو نیوتن 

  :داریم ) 4.20(فاضل تقسیم شده نیوتندرفرمول ت) 4.21(با جایگزینی تفاضلات پیشرو رابطه 
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)24.4(
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xxxxxxf
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xxfxp n
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+= −  

uقرار دهیم ) 4.24(اگر در.گریگوري نامیده می شود -فرمول درونیاب پیشرو نیوتن) 4.24(رابطه
h

xx
=

−  رابطه 0

00  :زیر را خواهیم داشت 
2

000 !
)1)...(2)(1(...

!2
)1()( f

n
nuuuufuufufuhxP n∆

+−−−
++∆

−
+∆+=+  

)25.4(0
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  :بارتست از خطاي این روش ع

)26.4()(
)!1(

))...(1(),( )1(1 ζ++

+
−−

= nn
n fh

n
nuuuxfE  

 .بشرح زیر می باشد) 4.24(الترناتیو دیگر براي ارائه رابطه 
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!

)1()(........1(...
!2

)1(
)()1(

)()()()(

00
2

00

0

00
0

0

+∆
+−−

++∆
−

+∆+=

∆+=

=+=
−

+=

f
n

nuuufuufuf

xf

xfEuhxfh
h

xxxfxf

n

u

u

 

را ) 4.24( ومراتب بالاتر آن همان چندجمله اي درونیاب رابطه (n+1)با نادیده گرفتن تفاضل پیشرو مرتبه 

  .خواهیم داشت 

  ریگوري گ- درونیابی تفاضل پسرو نیوتن

با توجه به جدول تفاضلی پسرو بدیهی است که درونیاب تفاضل تقسیم شده نیوتن بایستی برحسب جملات 

 باشد بنابراین چندجمله اي درونیاب تفاضل تقسیم شده بصورت زیر xnتفاضلی در انتهاي جدول یعنی درنقطه 

  :خواهیم داشت 
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  :ان بصورت زیر نیز بیان نمود را می تو) 4.22(لذا روابط
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  :داریم ) 4.27(در ) 4.28(با جایگزینی 
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uیا با تغییر متغیر 
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ارائه داد ) 4.30(درونیاب پسرو نیوتنهم چنین می توان یک روش دیگر بعنوان آلترناتیو براي یافتن چند جمله اي 

  :لذا داریم . 
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uبطوریکه 
h

xx n =
  . می باشد −

nحال اگر در رابطه فوق از تفاضلات 
n f1+∇ چندجمله اي درونیاب پسرو نیوتن . ومراتب بالاتر آن صرف نظر کنیم

  :را خواهیم داشت 
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  :گریگوري نامیده میشود و خطاي آن عبارتست از -راچندجمله اي درونیاب پسرو نیوتن) 4.30(رابطه 

)31.4()(
)!1(

))...(1(),( )1(1 ζ++

+
++

= nn
n fh

n
nuuuxfE  

آمده است براساس قضیه ) 4.31(و) 4.26(خطاي قطع کردن فرمولهاي درونیاب پسرو وپیشرو نیوتن که در روابط

  :زیر استوار هستند 

],[فرض کنید که   :2- 4قضیه  baCf n∈ باشد و x0,x1,…,xn نقاط متمایزي در [a,b] دراین صورت . باشند

    : وجود دارد بطوریکه (a,b) در ζعددي مثل 
!

)(],...,,[
)(

10 n
fxxxf

n

n
ζ

=  

)()()()32.4(    : تابع زیر رادرنظر می گیریم :اثبات  xpxfxg n−=  

 صفر متمایز در (n+1) داراي g است نتیجه می گیریم که تایع f(xi)=Pn(xi) و i=0(1)n چون به ازاي هر

[a,b] قضیه تعمیم یافته رول ایجاب می کند که عددي چون . می باشدζ در (a,b) وجود دارد بطوریکه 

0)( =ζng بنابراین مشتق مرتبه n ام g(x) در ζ را می یابیم :  

)33.4()()(0

|)()()(
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ζζ
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n
n

n

x
n
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nn

pf

xpxfxg

−=

−= =  

],...,[ آن xn ام است و ضریب n یک چند جمله اي درجه pn(x)چون  10 nxxxf می باشد لذا داریم :  

)34.4(!].,...,,[ 10
)( nxxxfP n

n
n =  

  :داریم ) 4.33(در) 4.34(با جایگزینی 

!],...,,[)( 10
)( nxxxff n

n =ζ  

    :لذا 
!

)(],...,,[
)(

10 n
fxxxf

n

n
ζ

=  

چند جمله اي درونیاب پیشرو و پسرو نیوتن را . براي داده هاي جدولی زیر تفاضلات متناهی را بیابید :12- 4مثال 

  . را درونیابی کنید x=0.35 ، f(x) و x=0.25در . بیابید 
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x 0.1       0.2       0.3       0.4       0.5              
f(x) 1.40     1.56     1.76     2.00     2.28 

  :جدول تفاضلی را تشکیل میدهیم :حل 

 f(x) xi  اول. م.ت  دوم. م .ت  سوم. م . ت  چهارم. م . ت 

1.40 0.1 
1.56 0.2 
1.76 0.3 
2.00 0.4 

 
 

0 

  
0 
 
0 

0.04 
 

0.04 
 

0.04 

0.16 

0.20 

0.24 

0.28 2.28 0.5 

  :چندجمله اي درونیاب پیشرو عبارتست از 

28.12
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2
)2.0)(1.0(

1.0
16.0)1.0(4.1)( 2 ++=

−−
+−+= xxxxxxP  

  :چند جمله اي درونیاب پسرو نیوتن نیز بصورت زیر داریم 
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2
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1.0
28.0)5.0(28.2)( 2 ++=

−−
+−+= xxxxxxP  

  : را بیابیم داریم f(0.25)بنایراین چنانچه بخواهیم .هردوچند جمله اي یکسان و مشابه هستند 

875.1)35.0()35.0(
655.1)25.0()25.0(
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pf  

0,0)1(2 چنانچه داشته باشیم :13 -4مثال  =+= jjhxx j براي فرمول درونیاب درجه دوم یک کران بالاي 

  .خطاي آنرا بیابید 

             :حل 
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2102

20
210

2

xfxxxxxxxfE

xxfxxxxxxxfE

′′′−−−≤

<<′′′−−−
= ζζ

  

  :لذا اگر فرض کنیم 
20

3 )(max
xxx
xfM

≤≤

  : واگر =′′′

 { } 0))()(())()((max 210210 =−−−⇒−−− xxxxxx
dx
dxxxxxx  
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tبا انتخاب 
h

xx
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−   : داریم 0
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1(max)(2(max))()((              :ریم لذا دا 210
3 xxxxxxttth −−−=−−  

{ }

3
110

3
22

0)1()2()2)(1(0)2)(1(

2 ±=⇒=+−

=−+−+−−⇒=−−∴

ttt

ttttttttt
dt
d

 

{ }
33

2)2)(1(max
3

11 =−− −=tttt  

: بنابراین داریم 
20

33
2 )(max

327
1)(max

33
2.

6
1),(

xxx

xfhxfhxfE

≤≤

′′′=′′′≤  

xxf معادله :14- 4مثال  sin)( )2.0(19867.0,)1(09983.0. مفروض است = == ff با . داده شده است

  . را بیابید f(0.16)محاسبه و خطا در  را f(0.16)استفاده از درونیابی خطی 

  
159134.019867.0

1.02.0
1.016.0

2.01.0
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=×
−
−

+
−
−

=

−
−

+
−
−

=
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xx
xxxf
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≤≤′′−
=

xfE

xtxtfxxxfE
 

         

  

  

x x(x) 

0.1 

0.2 

0.09983 

0.19867 
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  (Hermite Interpolation)درونیابی هرمیت  4-9

نی از مشتقات تابع را در مجموعه  را درونیابی می کند بلکه مراتب معیf(x)چند جمله اي درونیاب نه تنها تابع 

در اینجا ما چندجمله اي درونیاب هرمیت را که درشرایط زیر صدق نماید . نقاط جدولی درونیابی می نماید 

  :بررسی می کنیم 

)35.4()1(0)()(
)()(

nixfxp
xfxp

ii

ii

=′=′
=
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ي حداکثر  یک چند جمله اp(x) شرط صدق نماید لذا2n+2 بایسی در p(x)چندجمله اي ) 4.35(با توجه به رابطه 

  :بنابراین چندجمله اي مورد نظر بایستی بفرم زیر باشد . می باشد (2n+1)درجه 

∑ ∑
= =

′+=
n

i

n

i
iiii xfxBxfxAxP

0 0
)36.4()()()()()(  

),()(بطوریکه  xAxB ii 2 چندجمله ایهاي درجهn+1 هستند و در شرایط زیر بایستی صدق نمایند :  

)37.4(
,1
,0

)()(

&0)()(
&0)()(

,1
,0

)()(

ji
ji

xBIV

jiallforxBIII
jiallforxAII

ji
ji

xAI

ji

ji

ji

ji

=
≠

=′

=

=′
=
≠

=

 

  : می توان نوشت xli)(رانژ با استفاده از جملات اساسی لاگ

)38.4()()()(

)()()(
2

2

xlxxB
xlxxA

iii

iii

δ

γ

=

=
 

2)(از آنجا که  xl i 2 یک چند جمله اي درجهn است .)(),( xx ii γδ بایستی چندجمله اي خطی باشند لذا فرض 

      :می کنیم 
)39.4()(

)(

iii

iii

dxcx
bxax

+=
+=

δ
γ  

  :نیم می یابیم که استفاده ک) 4.37(اگر از شرایط 

  

)40.4(
1

)(21
)(2

ii

i

iiii

iii

xd
c

xlxb
xla

−=

=

′+=

′−=

 

را به صورت زیر خواهیم ) 4.36(رابطه ) 4.38(وبا استفاده از ) 4.39(در روابط ) 4.40(با استفاده از رابطه هاي 

)(]21)()[()()()()()()41.4(:               داشت 
0 0

22∑ ∑
= =

′−+′−−=
n

i

n

i
iiiiiiii xfxlxxxfxlxlxxxP 
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  :ا می توان بصورت زیر ثابت کرد خطاي این روش ر. این رابطه را چند جمله اي درونیاب هرمیت می نامند 

)42.4(,)(
)!22(

)(),( 0
)12(

2

12 n
n

n xxf
n

xwxfE <<
+

= +
+ ζζ  

)()(    :بطوریکه 
0

j

n

j
xxxw −= Π

=

  

),()( براي  :15-4مثال  xfxf )5.0,()5.0( داده هاي زیر را داریم مقادیر ′ −ff را با استفاده از چند جمله اي 

  .هرمیت تخمین بزنید 

)(xf ′ f(x) x 
-5 1 -1 
1 1 0 
7 3 1 

∑                                                                                        :حل  ∑
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)(12               :م بنابراین داری 24 ++−= xxxxP  

5.0,5.0با جایگزینی  −== xx داریم :  

8/11)5.0()5.0(
8/3)5.0()5.0(

=≅
=≅

pf
pf

 

  :در اصل داریم 

12

)7)((
4
1

)1)(2()5)((
4
1

)3)(4523(
4
1

)1)(12()1)(4523(
4
1)(
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−−++
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xxx
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xxxxxxx
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   درونیابی اسپلاین مکعبی 4-10

ر استفاده کنیم براي رسیدن به نتایج دقیق تر در مسائل درونیابی ما ممکن است از چندجمله ایهاي درجه بالات

استفاده از چندجمله اي ها درجه بالا نه تنها تعداد عملیات محاسباتی افزایش می یابد بلکه نتایج حاصله بعلت .

براي نگه داشتن درجه چندجمله ایهاي درونیاب درحد پائین و براي رسیدن به .خطاهاي راوند کردن مطمئن نباشد 
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با افراز باز داده شده . استفاده می شود (Piecewise) قطعه قطعه اي دقت مورد نظر درمسائل تقریب از درونیابی

[a,b] به زیـــر بازه هاي [xi-1,xi] براي i=1(1)n وتقریب تابع بوسیله چندجمله ایهاي درجه پائین درهرزیر بازه 

رین نوع این ساده ت. می توان دقت را افزایش داد واز سرشت نوسانی چندجمله ایهاي درجه بالا جلوگیري نمود 

   است که از اتصال مجموعه اي از نقاط داده شده مانند درونیابی قطعه قطعه خطیدرونیابی ، 

{ }),(),...,,(),,( 1100 nn fxfxfx  

  :بارشته اي از خطوط مستقیم به یکدیگر نظیر شکل زیر 

  

  

  

  

منطبق می باشد درشکل  نقطه درونیابی (n+1) در f(x) خطی است وبا مقدار تابع [xi-1,xi]درونیابی درهرزیربازه 

 درفضاي یک بعدي نامیده میشوند ونقاط (finite elements)فوق زیربازه ها یا خطوط واصل را المانهاي محدود 

چندجمله اي درونیاب را چندجمله اي خطی قــطعه قطعه اي .  می نامند (knots)درونیابی را گره هاي درونیابی 

 متعلق به این بازه درونیابی قطعه قطعه خطی x وبراي [xi-1,xi]انژ در بازه با استفاده از فرمول خطی لاگر.می نامند

)()()(,1)1()43.4(:                 زیر داریم 
1
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1
1, nixf

xx
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  چندجمله اي درونیاب عبارتست از 

∑
=

=
n

i
i xpxp

0
1, )44.4()()(  
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ت بنابراین می توان در بازه  منطبق می باشد ودر هرزیر بازه خطی اسxi و i=0(1)n در نقاط f(x)که با مقدار تابع 

[xi-1,xi] داریم :      ∑
=

=
n

i
ii xfxNxp

0
)45.4()()()(  

  :بطوریکه 
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iiiii
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xx
xxxxxxx
xxxxxxx

xx

xN  

  . می نامند و در شکل زیر نشان داده شده است ”shape function“ را Ni(x)تابع 

  

  

  

  :خطاي درونیابی قطعه قطعه خطی بفرم زیر است 

)47.4(,)())((
!2

1)()( 111, iiiiiii xxfxxxxxpxf <<′′−−=− −− ζζ  

  ونیابی مکعبی قطعه قطعه اي در4-11

(Piecewise Cubic Interpolation) 

],[درهر زیربازه  1 ii xx ,3)( را بوسیله یک چندجمله اي درجه سه f(x) ما تابع i=1(1)n براي − xPi تقزیب می زنیم 

یهاي درجه سوم درهر زیر بازه را می توان با چند جمله ا. لذا درونیابی را درونیابی مکعبی قطعه قطعه اي می نامند 

  :استفاده از شرایط زیر تعیین نمود 

)48.4()(,)(

)(,)(

3,113,

3,113,

iiiiii

iiiiii

fxpfxp
fxpfxp

′=′′=′

==

−−

−−  
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از شرایطی نظیر شرایط هرمیت استفاده می کنیم لذا چند جمله اي حاصله را درونیابی ) 4.48(از آنجا که در رابطه 

) 4.41(با استفاده از رابطه .  مـی نامند (Piecewice Cubic Hemite interpolation)مکعبی هرمیت قطعه قطعه اي 

  :می توان چند جمله اي را بصورت زیر نوشت 

)49.4()()()()()()()( 11113, iiiiiiiii xfxBxfxBfxAfxAxP ′+′++= −−−−  

              :بطوریکه 
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∑    :چندجمله اي درونیاب عبارتست از 
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1
3,3 )51.4()()(  

),()(که با  xfxf nixi در نقاط ′ )1(0, ],[ منطبق می باشد و در هرزیربازه = 1 ii xx  یک چند جمله اي درجه −

  :بنابراین می توانیم بفرم زیر بنویسیم .سوم است 

∑∑
==

′+=
n

i
ii

n

i
i xfxHxfxNxp

00
3 )52.4()()()()()(  

  :بطوریکه 
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  :د میشود که همچنین نأکی

nifxpxp
nifxpxp

iiiii

iiiii

)1(1,)()(
)1(1,)()(

3,3,1

3,3,1

=′=′=′

===

−

−  

خطاي چندجمله اي درجه سوم درونیاب . پیوسته و مشتق پذیر می باشد [a,b] در بازه p3(x)لذا نتیجه میشود که 

  :هرمیت قطعه قطعه اي عبارتست از 

)55.4(,)()()(
!4

1)()( 1
422

13, iiiiiii xxfxxxxxpxf <<−−=− −− ζζ  

  . هرمیت قطعه قطعه اي حل می کنیم  را بااستفاده از چندجمله اي مکعبی درونیاب15 -4 مثال  :16-4مثال 

1,0,1             در اینجا :حل  11 ==−= +− iii xxx  

5.0],[از آنجا که  1 ii xxx   : است چندجمله اي درونیاب مکعبی هرمیت عبارتست از =−∋−

4
1)5.0()5.0(

)134(
)1()1()5()1(

)1()1)](0(21[)1()]1(21[)(
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pf

xxx
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xxxxxp

 

5.0],[به همین طریق ازآنجا که  1+∈= ii xxxی هرمیت بفرم زیر است  چند جمله اي درونیاب مکعب.  

134)7()1()1()1()3()]1(21[)1()1)](0(21[)( 232222
3 ++−=−+−+−−+−−+= xxxxxxxxxxxxp  

        :لذا داریم 
4
5)5.0()5.0( 3 =≈ pf  

  (Spline interpolation) درونیابی اسپلاین 4-12

  بنابراین
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)(در چند جمله اي هرمیت قطعه قطعه اي نیازي به داشتن اطلاعات از پیش تعیین شده  ixf ni براي ′ )1(0= 

nixffاگر ما بخواهیم از .در مسائل عملی داشتن چنین معلوماتی مشکل است .داریم  ii )1(0,)(  استفاده ==

)(کنیم آنگاه بدون ارتباط با انتخاب معین اعدادي مانند  ii xfm ni براي =′ چند جمله اي حاصل شده  .=0)1(

 [a,b] در بازه بسته p3(x) درونیابی می کند و هم چنین x0,x1,…,xn را در f(x)بع  تاp3(x)مکعبی قطعه قطعه اي 

اما ممکن است در نقاط درونیابی پیوسته نباشد .  وجود دارد p3(x)مشتق مرتبه دوم .پیوسته و مشتق پذیر می باشد 

اي حاصله دوبارپیوسته و  را بطریقی یافت تا چندجمله اي مکعبی قطعه قطعه mn,…,m1,m0اما امکان دارد که . 

 (Cubic Spline Interpelation)چنین چندجمله اي مکعبی را درونیابی اسپلاین مـــــکعبی . مشتق پذیر گردد 

  . ام را به شرح زیر تعریف نمود nاما درحالت کلی می توان اسپلاین درجه . می نامند 

  : با مشخصات زیر استS(x) یک تابع نظیرxn,…,x1,x0 ام با نقاط گره اي n یک تابع اسپلاین درجه  :2-4تعریف 

1,],[ درهر زیر بازه -)1( 1 ii xxni −≤≤ ، S(x) یک چند جمله اي درجه n ام است   

)2(-S(x) و مـــــــشتقات آن تا مرتبه (n-1) در بازه [a,b] پیوسته هستند اما در زیر ما فقط به اسپلاین مکعبی 

  :می پردازیم 

 مشتق می گیریم و در x دوبار نسبت به (4.52) پیوسته گردد ما از رابطه x=xi در S(x)تق مرتبه دوم براي اینکه مش

εε ±>≤≤ ixni   : داریم 0,1,
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  :داریم ) 4.57(و) 4.56(با متحد قرار دادن طرف راست روابط  . hi=xi-xi-1بطوریکه 
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1)1(1,
)(3)(31221

1
2
1

2
1

11
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i
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01 هستند نظیر (n+1) رابطه داریم اما تعداد مجهولات (n-1)رابطه در این  ,,..., fffn ,0 اما اگر ′′′ ffn  از پیش داده ′′′′

   به ترتیب داریم ؛i=0,nبه ازاي ) 4.57(و) 4.56(شده باشد از روابط 

)60.4(
2
1)(321

)59.4(
2
1)(312

2
1

1

0
1

2
01

1
1

0
1

n
n

nn
n

n
n

n

f
h

fff
h

f
h

f
h

fff
h

f
h

′′+
−

=′+′

′′−
−

=′+′

−
−

 

nifiمشتقات ) 4.60(و)4.59(و) 4.58(بـــــا حل رابطه هاي  )1(0,  را می توان یافت بدینصورت که از روابط ′=

,0) 4.60(و) 4.59( ffn 121 را می توان تعیین نمود و ′′ ,,..., fffn   .بدست آورد ) 4.58( را می توان از رابطه −′′′

) 4.60(تا) 4.58( دراین صورت روابط i=1(1)nي  براh=xi-xi-1چنانچه نقاط درونیابی متساوي الفاصله باشند یعنی 

  :به ترتیب زیر ساده میشوند 

)63.4(
2

)(32

)62.4(
2

)(32

)61.4(1)1(1)(34
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00110

1111

nnnnn

iiiii

fhff
h
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fhff
h

ff

niff
h

fff

′′+−=′+′

′′−−=′+′

−=−=′+′+′

−−

−++−

 

  اثبات فرمول اسپلاین مکعبی از طریق دیگر 

 یک چند جمله اي مکعبی و قطعه قطعه اي S(x)می توان اسپلاین مکعبی را به فرم دیگري ایجاد کرد از آنجا که 

xs)(است لذا  ],[ دربازه ′′ 1 ii xxx   : یک تابع خطی است بنابراین می توان نوشت ∋−

)64.4()()()()(
1

1
1

1
i

ii

i
i

ii

i xs
xx
xxxs

xx
xxxs ′′

−
−

+′′
−
−

=′′
−

−
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−

 

iiiiچنانچه  MxsMxs =′′=′′ −− )(,)(   : انتگرال بگیریم داریم xنسبت به ) 4.64( فرض کنیم و دوبار از رابطه 11

)65.4(
6

)(
6

)(
)( 21

3
1

1

3

CxCM
h
xxM

h
xxxS i

i

i
i

i

i ++
−

+
−

= −
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c2,c1ند و با استفاده از شرایط درونیابی  ثابتهاي انتگرال گیري هست)()(),()( 11 iiii xfxsxfxs == −−  

 بصورت زیر C2,C1لذا پس از بدست آوردن یک دستگاه دو معادله دو مجهول ، مجهولات .می توانند تعیین شوند 

  :می یابیم 

)66.4()(
6
1)(

)(
6
1

11
11

2

1
1

1

iiiii
i

iiii
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i

ii

hMxMx
h

fxfxC
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ffC
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−−

−
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−−
−

=
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−

=

  

  :قرار می دهیم ، داریم ) 4.65(را در ) 4.66(

)67.4()(1)(1
6

)(
)(

6
)(

)()(

11

22
1

11

22
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i
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i

i
i
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ii

i
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fxx
h

fxx
h

M
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hxxxxM
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hxxxxxS
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−
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nixxhبراي  iii )1(1,1 =−= −  

 بایستی تعیین شوند لذا براي تعیین Mi است اما هنوز مجهولات [xi-1,xi]رابطه فوق اسپلاین مکعبی در بازه 

حال نیاز داریم مشتق . ها استفاده می کنیم xi ها از شرط پیوستگی مشتق مرتبه اول در نقاط درونیابی Miمجهولات 

=±ε در ′xS)(مرتبه اول  0xx 0 وقتیکه→ε پیوسته باشد یعنی )()( εε +′=−′ ii xSxS 0 وقتیکه→ε لذا  

  :داریم 

)(1
63

)(1
66 1

1
1

11
11 ii

i
i

i
i

i
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i
i

i
i

i ff
h

MhMhff
h

MhMh
−+−−=−++ +

+
+

++
−−  

  :که بصورت زیر ساده میشود 

)68.4(1)1(1,)(1)(1
636 11

1
1

11
1 −=−−−=+

+
+ −+

+
+
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− niff

h
ff

h
MhMhhMh

ii
i

ii
i

i
i

i
ii

i
i  

011 خطی است و مجهولات (n-1)(n-1)رابطه فوق یک دستگاه  ,,...,, MMMM nn  می باشند دو معادله دیگر نیاز −

  :داریم تا بتوانیم بصورت منحصربفرد مجهولات را بیابیم لذا از یکی از شرایط زیر استفاده می کنیم 

www.prozhe.com



105 
 
 
 
 

1- 00 == nMM اسپلاینی که در این شرایط صدق کند اسپلاین طبیعی می نامیم ،   

2- nnnnn MMMMffffhh ===== +++ 01101111  اسپلاینی که از این شرایط استفاده نماید اسپلاین ,,,,

  . می نامند (Periodic Spline)متناوب 

                             : چنانچه از شرایط -3
nfbfbS

fafaS
′=′=′
′=′=′

)()(
)()( 0   

  :استفاده نمائیم داریم 
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)69.4(62 1
1 
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−′=+ −

−
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nn
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n
nn h
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h

MM  

01با یکی از سه شرط فوق می توان مجهولات ) 4.68(ردن دستگاه با همراه ک ,,..., MMMn را بصورت 

  .را می توان یافت ) 4.67(منحصربفرد یافت آنگاه اسپلاین مکعبی رابطه 

حال اگر حالت خاص را درنظر بگیریم وفرض کنیم نقاط درونیابی متساوي الفاصله باشند یعنی 

niihxxi )1(0,0 hhh باشد در این صورت =+= ii == به ترتیب به ) 4.69(و) 4.68(و) 4.67( دستگاه 1+

  :صورت زیر در می آیند 

)70.4()1(1,])()[(1
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64)2(,1)1(1)71.4(          و 11211 −=+−=++ −++− nifff
h

MMM iiiiii  
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  .ی زیر بیابید  تقریب اسپلاین مکعبی طبیعی براي تابع داده شده بصورت جدول :17-4مثال 

x3 x2 x1 x0  
3 2 1 0 x 
44 33 2 1 f(x) 

  :داریم ) 4.71( است از رابطه h=1 از آنجا که داده هاي جدولی متساوي الفاصله با گام مساوي :حل 

2,1,)2(64 1111 =+−=++ −−+− ifffMMM iiiiii  

              :بنابراین 




+−=++

+−=++

)2(64
)2(64

123321

012210

fffMMM
fffMMM  

  :اه فوق به صورت زیر خواهیم داشت  لذا دستگM0=M3=0چون اسپلاین طبیعی است داریم 





=+
=+

10804
1804

21

21

MM
MM

 

   .M1=-24 و M2=276با حل این دستگاه 

 i=1,2,3براي ) 4.70( را در رابطه M3 تا M0یعنی .بنابراین اسپلاین مکعبی در بازه ها متفاوت بصورت زیر داریم 

  قرار میدهیم

)(154      : داریم [0,1]در بازه  3 ++−= xxxS  

)(5316716250      : داریم [0,1]در بازه  23 −+−= xxxxS  

)(71598541464      : داریم [0,1]در بازه  23 +−+−= xxxxS  
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  تمرینهاي فصل چهارم

)4(484,)3(156,)1(4,)1(4,)2(46 با فرض اینکه -1 ==−=== fffff باشند براي محاسبه f(0) 

  .از دستور لاگرانژ استفاده کنید و چند جمله اي درونیاب را نیز بیابید 

از دستور لاگرانژ . می گذرد )59,4,()7,2,()2,1,()3,0( که ازنقاط P3(x)داکردن چند جمله اي درونیاب  براي پی-2

   را بیابید P3(3)استفاده کنید و از آنجا مقدار 

xxxf چندجمله اي درونیاب -3 πsin)( 2 (خطاي .  می گذرد بیابید )0,0,()1,1,()4,2( که از نقاط =+
2
1(f را 

  حداکثر خطا چیست ؟. بیابید 

)98.1,()15.0(داده هاي زیر مفروضند ، مقادیر -4 ff را محاسبه کنید .  

2 1.5 1 0.5 0 x 
54.5982 9.4877 2.7183 1.2840 1 f(x) 

   . را بیابیدf(0.5)سپس مقداري براي .براي داده هاي ذیل یک جدول تفاضلی تقسیم شده تشکیل دهید -5

0.9 0.7 0.4 0.3 0.1 x 
2.45985 2.01390 1.49187 1.34989 1.10517 f(x) 

xxfجدول تفاضلی مربوط به -6 sin)( 0)10(050 براي = oox )5sin(. را درنظربگیرید = o 47( وsin( o را 

  .درونیابی کنید 

xexfجدول تفاضلی -7   . را محاسبه کنید 315.0e و 14.0e را بنویسید و آنگاه x=1.0)05.0(4.0 را براي )(=

  براي داده هاي زیر نشان دهید که یک جمله اي درجه سوم را می توان بعنوان تقریب داده ها بکار گرفت -8

1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 x 
1 0.904 0.952 1.048 1.096 1 f(x) 

030براي داده هاي زیر اسپلاین مکعبی را تقریب بزنید درصورتیکه -9 == MM باشد آنگاه f(1.5) 2( و(f  را ′

      .بیابید 

4 3 2 1 x 
8 11 5 1 f(x) 
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iiiiiفرض می کنیم -10 xfxfix 23 ,2,
2

−− تقریب چند جمله اي . شده باشند  دادهi=1(1)4 به ازاي =′=−=

  .هرمیت مکعبی قطعه قطعه اي را بیابید 

nn یک چند جمله اي از درجه Q(x) نقطه دوبدو متمایز باشند و xn,…,x1,x0 ، (n+1)اگر -11    باشد آنگاه 0≥≥

∑
=

=
n

k
kk xQxLxQ

0
)()()(  

xxfاگر -12 πsin)( i و =
n

abaxi
−

 (i=0(1)n) ها باشد xi در f(x) چند جمله اي درونیاب pn(x). باشد =+

],[براي  bax∈ ثابت کنید :    
∞→

=
n

xfxpn )()(lim  

  . است 3نشان دهید که چند جمله اي درونیاب داده هاي زیر ، درجه -13

3 2 1 0 -1 -2 x 
-4 13 16 11 4 1 f(x) 

  

)())....((اگر -14 0 nxxxxx −−=φ باشد نشان دهید که :  

∑
= ′

=
n

i i

i
n x

xfxxxf
0

10 )(
)(],...,,[

φ
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  فصل پنجم

    Approximation    تقریب -5           

بطورکلی چند جمله اي ها ، توابع مثلثاتی ، نمایی وگویا از دسته توابعی هستند که عموماً براي تقریب توابع مورد 

می از بین این توابع ، چند جمله ایها بعلت کاربردشان بیشتر از بقیه مورد استفاده قرار .استفاده قرار می گیرند 

از قضیه . تقریب می زند [a,b] را در یک بازه متناهی f(x) که تابع پـیوسته p(x)وجود یــک چند جمله اي .گیرند 

  .که در ابتداي فصل قبل بیان کردیم تضمین می گردد » وایر اشتراس« 

   عبارت زیر را مدنظر قرار میدهیم f(x)براي پیدا کردن تقریب یک تابع 

)1.5()(...)()(),...,,,()( 110010 xexexeeeexpxf nnn φφφ +++=≈  

)(xiφ براي i=0(1)n توابعی هستند که بطریقی انتخاب شده اند که مستقل خطی هستند و Ci ها پارامترهاي ثابتی 

nixx نامیده می شوند و معمولاً بفرم Coordinate را توابع xiφ)( .هستند که بایستی تعیین شوند  i
i )1(0,)( ==φ 

  قریب با چندجمله اي انتخاب می شوند خطاي تقریب بصورت زیر تعریف می شودبراي ت

)2.5()(...)()(()(),( 110 xCxCxCxfxfE nno φφφ +++−=  

 ها بطوریکه خطاي تقریب درحد Ciمسئله تقریب عبارتست از تعیین .  یک نرم تعریف شده است .بطوریکه 

هنگامیکه نرم مورد .لف تقریبهاي مختلفی را می توان یافت امکان کم وکمتر گردد با استفاده از نرم افزارهاي مخت

خطاي تقریب را کمترین می سازد بعنوان بهترین ) از بین دسته توابع براي تقریب(تابعی که .نظر انتخاب شود 

  . نامیده می شود (Best Approximation)تقریب 

  :نرمهایی که معمولاً مورد استفاده قرار می گیرند عبارتند از 

   :(Discrete Data)اده هاي گسسته د

,LP:              )3.5(1: نرم 
1

0
≥








= ∑

=

pxx
pn

i

p
i  
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  . دنباله اي از اعداد حقیقی ویا مختلط هستند x={xi}بطوریکه 

)Euclidian norm           )4.5 : نرم اقلیدسی 
2
1

2

1










= ∑

=

n

i
ixx  

شود وبا  هم چنین نرم مربع نیز نامیده میp=2است براي ) 5.3(که حالت خاصی از 
2

x نشان داده میشود .  

      (uniform norm) نرم یکنواخت 
nj
xx j

≤≤

=

1

)5.5(max  

   .p→∞براي ) 5.3(که حالت خاصی از 

   :(Continuous Data)  داده هاي پیوسته 

pxf پیوسته باشد و[a,b] در بازه f(x)اگر تابع    : انتگرال پذیر باشد آنگاه [a,b] در بازه )(

  )6.5(1,)()(
1

≥





= ∫ pdxxfxwf

ppb

a
  

 نرم اقلیدسی یا نرم مربع خواهیم p=2براي .  ، تابع وزن نامیده میشودw(x)>0 نامیده می شود بطوریکه Lpرا نرم 

  :داشت 

)7.5()()(
2
1

2 





= ∫ dxxfxwf

b

a
  

   نرم یکنواخت را داریم p=∞وبراي 

bxa
xff

≤≤

= )8.5()(max  

هنگامی که از نرم اقلیدسی استفاده می کنیم ما با تقریب حداقل مربعات مواجه هستیم و زمانی که از نرم یکنواخت 

در زیر به تقریب با استفاده از حداقل مربعات .  سروکار داریم (uniform)استفاده میشود ما با تقریب یکنواخت 

  .ازیم بصورت گسسته و پیوسته می پرد
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   روش حداقل مربعات- 5-1

این روش براي تقریب . روش حداقل مربعات از جمله موارد تقریبی است که بسیار مورد استفاده قرار می گیرد 

در این .  که ممکن است بوسیله داده هاي جدولی باشد ویا بطور صریح در یک بازه معین داده شده باشد f(x)تابع 

از دیدگاه روش حداقل مربعات ، بهترین .  استفاده می کنیم ) 5.7(و ) 5.4(دسی روش ما به ترتیب از نرم اقلی

 روي یک دامنه داده w(x)E2 بطریقی تعیین می شوند که در مجموع i=0(1)n براي Ciتقریب زمانی که ثابتهاي 

  :باشد داریم  داده شده xn,…,x1,x0 نقطه N+1براي تابعی که مقادیر آن در .  بحد امکان کوچکتر گردد Dشده 

)9.5(min)()()(),...,,(
2

0 0
10 =








−= ∑ ∑

= =

N

k

n

i
kiikkn xCxfxwCCCI φ  

  : پیوسته باشد وبطورصریح داده شده باشد داریم [a,b]براي تابعی که در 

)10.5(min)()()(),...,,(
2

0
10 =








−= ∫ ∑

=

dxxCxfxwCCCI
b

a

n

i
iin φ  

 )(xiφ   توابعCoordinate معمولاً بفرم زیر انتخاب می گردند : ,)(,0)1( nixx i
i ==φ 

)(1و  =xwمینیمم گردند آن است که ) 5.10(و) 5.9(رط لازم براي آنکه  ش:  

)11.5()1(0,0 ni
c
I

i

==
∂
∂  

 را ایجاد می نماید که معادلات نرمال Cn,….,C1,C0 مجهول (N+1) معادله و (N+1)این شرط یک دستگاه خطی 

  : به ترتیب بصورت زیر خواهند بود (5.10)و ) 5.9(معادلات نرمال براي .خوانده میشوند 

)13.5()1(0,0)()()()(

)12.5()1(0,0)()()()(

0

0 0

njdxxxCxfxw

njxxCxfxw

j
b

a

n

i
ii

kj

N

k

n

i
kiikk

==







−

==







−

∫ ∑

∑ ∑

=

= =

φφ

φφ

  

ساده ترین تابعی که می توان .در زیر ابتدا ما روش حداقل مربعات گسسته را ساده ترین شکل آن بکار می گیریم 

  :ازیک سري نقاط بگذرانیم یک خط مستقیم است مانند 
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  .ینیمم گردد  مI رابطریقی بیابیم که C1,C0 حداقل شود باید Iاگر بخواهبم 
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   از رابطه زیر با کمک رابطه فوق یک خط عبور می دهیم  :1-5مثال 
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 3.3 7.54 2.21 4.844 
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 :روش حداقل مربعات در حالت کلی 

  : ام مانند n با یک چندجمله اي درجه {i=1(1)M |(xi,yi)}له کلی تقریب سازي مجموعه اي از داده ها یعنی مسأ
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...,,01با حل دستگاه فوق می توان  aaa n را یافت .  

  : درجه دوم عبور دهید  حال اگر از نقاط مثال فوق یک چند جمله اي :2-5مثال 

  :سرانجام معادله نرمال به صورت 
  :یا بصورت زیر 

www.prozhe.com



 113 

 

 

 

∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑

===

=====

5102.3844.454.7

2245.1605.121.23.36
2

4
1

32

iiiii

iii

yxyxy

xxxxM
 

  









=
=
=

⇒















=
















































=



















































=


































∑
∑
∑

∑ ∑ ∑
∑∑ ∑
∑∑

5873.0
0576.0
7312.1

0457.0
697.0
54.7

0264.000
3895.0395.00
21.23.36

502.3
844.4
54.7

2245.1605.121.1
605.121.23.3
21.23.36

0

1

2

2

1

0

2

1

0

2
12

1

0

432

32

2

a
a
a

a
a
a

a
a
a

yx

yx

y

a
a
a

xxx

xxx

xxM

i

ii

i

iii

iii

ii

 

  :توجه 

این پدیده هنگامی رخ می .در حل معادلات فوق دستگاه حاصله اغلب نسبت به خطاي گردکردن حساس هستند 

ینان ماتریس ضرائب دستگاه معادلات عدد کوچکی باشد یا به عبارت دیگر دستگاه حاصله بد وضع دهد که دترم

  .لذا بایستی دقت کرد وهمواره مشکلات حل دستگاه هاي حاصله را مدنظر قرار داد .می شوند 
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 3.3 7.54 2.21 1.605 1.2245 4.844 3.5102 
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   تقریب کمترین مربعات گسسته توسط ترکیب خطی توابع - 5-2

طبعاً عبور .کیب خطی از توابع مشخص را از نقاط مورد نظر عبور داد به جاي یک چند جمله اي می توان یک تر

نحوه بدست آوردن  .xچند جمله اي حالت خاصی خواهد بود که درآن توابع مشخص عبارتند از توانهاي مختلف 

ترکیب خطی توابع مورد نظر . ضریب هرتابع در این ترکیب خطی مشابه حالتهاي قبل قابل محاسبه می باشند 

  :رت خواهد بود از عبا
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1100 )14.5()()(...)()()(  

 ضرایبی هستند که با انتخاب مناسب آنها باید مجموع an تا a0 توابع شناخته شده و fn تا f0) 5.14(در رابطه 

 تعداد توابع شناخته شده اي که براي حل n+1 از نقاط مورد نظر به حداقل برسد و g(x)مجذور انحراف تابع 

  : از هریک از نقاط عبارتست از g(x)انحراف منحنی تابع .ند ، می باشد مساله بکار می رو
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  : باید Iدرنتیجه براي حداقل شدن 
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 مجهول است که با روش حذفی گاوس قابل حل می باشد شکل ماتریسی n+1 معادله و n+1دستگاه فوق داراي 

  :که براي بخاطر سپردن مناسبتر می باشد عبارت است از ) 5.18(رابطه 
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بنحوي بدست آورید که منحنی تابع به بهترین شکل از نقاط مثالهاي  را در تابع زیر a2 تا a0 ضرائب  :3- 5مثال 

  .فوق عبورکند 

xeaxaxaxg          : حل  321 ln)( ++=  

  :معادله نرمال دراین حالت عبارتست از 
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xexfxxfxxf  :با استفاده از داده هاي جدولی مثال فوق داریم  === )(),ln()(,)( 210  
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6 0.9 2.03 0.81 -0.0948 2.2136 0.0111 -0.2591 6.0496 1.827 -0.2134 4.9930 

 3.3 7.54 2.21 -1.5576 6.5644 1.6386 -6.7500 20.3252 4.884 -4.2141 14.693 

  

  :با استفاده از حاصل جمع ستونهاي مختلف از جدول فوق در معادله نرمال داریم 
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  با حل سیستم فوق ضرائب را بصورت زیر می یابیم 

5119.17123.01872.6 210 −=−== aaa  

  :بع  تقریب با استفاده از ترکیب خطی از توا5-3
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0)...,()(حال اگر  xx nφφ را بتوان با این خاصیت :  
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  :دستگاه نرمال بصورت زیر 
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∫مشروط بر اینکه  ≠
b

a
j dxx 0)]([ 2φ.   

}....,{ هرگاه  :1-5قضیه  0 nφφ یک مجموعه متعامد ار توابع بربازه [a,b] باشد آنگاه تقریب کمترین مربعات به f 

nφφ با استفاده از [a,b]بر   : عبارتست از 0....,
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  : تقریب کمترین مربعات پیوسته 5-4
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   مجذورات خطی
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xxf چندجمله اي تقریبی کمترین مربعات درجه دوم را براي  :4– 5مثال  πsin)(   . پیدا کنید [0,1] در فاصله =
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   :1-5یف تعر

}){(یک مجموعه از توابع  xiφ را درفاصله [a,b] نسبت به تابع وزن w(x) متعامد گویند هرگاه :  

ijdxxxxw
b

a
ij ≠=∫ ,0)()()( φφ  

   :2-5تعریف 

}){(یک مجموعه از توابع  xiφ را روي یک مجموعه از نقاط }{ ixنسبت به تابع وزن  w(x) متعامد گویند هرگاه :  
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,0)()()( φφ  

  Gram - Schmidt:  اشمیت - روند متعامد سازي گرام5-5

  
  

  :معادله نرمال عبارتست از 
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*)(براي این چند جمله اي ، چندجمله اي . مفروض است i درجه  xiφ)(چندجمله اي  xiφ از درجه i راکه 

  : می باشد را می توان بصورت فرمول بازگشتی زیر بدست آورد w(x)ه تابع وزن  نسبت ب[a,b]متعامد در فاصله 
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),(),()(اشمیت سه جمله اي متعامد –با استفاده از روند متعامدسازي گرام  : 5-5مثال 012 xPxPxP را در بازه 

آنگاه با استفاده از این چندجمله ایها وبا استفاده از روش حداقل مربعات .ابید  بیw(x)=1 نسبت به تابع وزن [0,1]

)(]1,0[براي  2
1

onxxf   .  یک چند جمله اي درجه دوم تقریب بزنید [0,1] دربازه =

)(1)( *
00 xxP φ==  دلخواه  
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  :تمرینهاي فصل 

ttاي مقادیر تابع داده شده در جدول زیر ترکیبی از توابع نمایی به فرم بر-1 beaef 23 −−  با استفاده از روش =+

  حداقل مربعات تقریب بزنید 

t 0.1 0.2 0.3 0.4 
f(t) 0.76 0.58 0.44 0.35 
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دن را یادداشت کرده یکنفر دونده یک مسیر مشخص را در پنچ روزمتوالی دوید وهربار زمان لازم براي پیمو-2

  :است که به شرح زیر است 

 X5 4 3 2 1  روزها 

 y14.00 14.50 15.00 15.10 15.30  زمان 

  

2xبا استفاده از روش حداقل مربعات تقریبی به فرم 
c

x
ba   . را براي داده هاي فوق تقریب بزنید ++

21براي تابع -3
1)(
x

xf
+

 روش حداقل مربعات یک چند جمله اي درجه دوم تقریب بزنید  با استفاده از=

11بطوریکه  ≤≤− x باشد .  

xCxبا استفاده از روش حداقل مربعات منحنی -4
Cy 1

0   . را براي داده هاي جدول زیر برازش کنید =+

t 0.1 0.2 0.4 0.5 1 2 
f(t) 21 11 7 6 5 6 

cbxaxرم یک چندجمله اي بف-5  تقریب ix=4,3,2,1,0 در نقاط x2 بر اساس حداقل مربعات براي تابع 2++

  .بزنید 

  :  در چهار نقطه زیر معلوم است f(x)مقدار تابع -6

x 0 0.5 1 2 
f(x) 1 3.52 3.73 -1.27 

  .د که حاصل جمع زیر مینیمم گردد  را بطریقی بیابیn را وعدد طبیعی b وaمقادیر 

[ ]
24

1
)sin()(∑

=

−−
i

ii bnxaxf  
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  فصل ششم

   انتگرال گیري عددي-6

  : مقدمه 6-1

  : مسئله اصلی انتگرال گیري عددي عبارتست از یافتن یک مقدار تقریب براي انتگرال زیر 

∫=
b

a

dxxfxwI )1.6()()(  

 انتگرال پذیر است w(x)f(x) و w(x)فرض می کنیم که .  تابع وزن است w(x)>0 ، [a,b]بطوریکه در فاصله 

توسط یک ترکیب خطی از ) 6.1(انتگرال رابطه .مکن است معین یا نیمه معین یا بینهایت باشد حدود انتگرال م.

  : بصورت زیر تقریب زده می شود f(x)مقادیر تابع 

)2.6()()(
0

∫ ∑
=

≈=
b

a

n

k
kk fdxxfxwI λ  

 را وزنهاي kλ قرار دارند و [a,b] گره ها نامیده می شوند ودر بین حدود انتگرال گیري xk و k=0(1)nبطوریکه 

  :خطاي تقریب عبارتست از . دستورانتگرال گیري می گویند 

)3.6()()(
0

∑∫
=

−=
n

k
kk

b

a
n fdxxfxwR λ  

  .حال به تعریف مرتبه روش انتگرال گیري می پردازیم  

 ام نامند هرگاه این روش براي همه pرا داراي دقت مرتبه ) 6.2( یک روش انتگرال گیري نظیر  :1-6تعریف 

  . نتیجه دقیق بدست بدهد p درجه کمتر یا مساوي چندجمله ایهاي

  ).kλ وزن انتگرال گیري n+1 و xk گره n+1.( می باشد 2n+2تعداد مجهولات ) 6-2(در رابطه 

لذا روش بصورت رابطه . دقیق گردانید 2n+1روش فــوق را می توان براي چندجمله اي درجه کوچکتر ومساوي 

اگر تعدادي از گره ها ازقبل مشخص باشند مرتبه روش .  باشد 2n+1د حداکثر داراي مرتبه دقت می توان)6.2(
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 وزن انتگرال گیري را بیابیم n+1 گره از قبل داده شده باشد آنگاه ما بایستی تنها n+1اگر .کاهش خواهد یافت 

  . ام خواهد بود nبنابراین روش حاصله حداکثر داراي دقت .

  ی بر درونیابی  روشهاي مبتن6-2

 داده شده باشند ، با استفاده از فرمول fk داده شده باشند ومتناظر با آنها مقادیر تابع xk گره n+1درصورتیکه 

  : بصورت زیر داده می شود k=0(1)n به ازاي (xk,fk)درونیاب لاگرانژ چندجمله اي براي داده هاي 

)4.6()(
)!1(
)()()()( 0

)1(

0
n

n
n

k
kkn xxf

n
xfxlxpxf <<

+
+=≅ +

=
∑ ζζ

π  

  .ی لاگرانژ است  چند جمله اي اساسlk(x)و 

)(...))(()(
))()((

)()(

10 n

kk
k

xxxxxxx
xxx

xxl

−−−=

′−
=

π
π

π
 

  : خواهیم داشت b تا aو انتگرال گیري از ) 6.4(با فرمول درونیابی رابطه ) 6.1( در رابطه f(x)با جایگذاري تابع 

)5.6()(
)!1(
)()()()()()(

0

)1(

0
n

n

k
kk

n
b

a
k

b

a

n

k

b

a
k Rfdxf

n
xxwfdxxlxwdxxfxwI +=

+
+








== ∑∫∫ ∑ ∫

=

+

=

λζ
π  

=∫                 :بطوریکه 
b

a
kk dxxlxw )()(λ  

∫ +

+
=

b

a

n
n dxfxxw

n
R )6.6()()()(

)!1(
1 )1( ζπ  

f(n+1) تغییر علامت ندهد و [a,b] در فاصله xπ)(اگر تابع 
(x) در این فاصله پیوسته باشد ، آنگاه با استفاده از قضیه 

  :را بفرم زیر بیابیم ) 6.6(مقدار میانگین حساب دیفرانسیل و انتگرال ، ما می توانیم خطاي تقریب رابطه 

∫ ∈
+

=
+ b

a

n

n badxxxw
n

fR )7.6(),()()(
)!1(

)()1(

ηπ
η  

  :را می توان بصورت زیر نوشت ) 6.6( تغییر علامت دهد ، آنگاه رابطه xπ)( ، [a,b]اگر در فاصله 
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)8.6()()(
)!1(

)()()(
)!1(

1 !1 dxxxw
n
Mdxfxxw

n
R

b

a

nn
b

a
n ∫∫ +

≤
+

≤ ++ πζπ  

                        : بطوریکه 

        )9.6(],[)( 1
)1( baxMxf n

n ∈≤ +
+  

از آنجا که روش براي چندجمله اي .همچنین جمله خطاي تقریب را می توان به طریق زیر نیز بدست آورد 

ixxfلذا وقتیکه . دقیق می باشد n یا مساوي کوچکتر ni براي )(= )(1 ووقتیکه Rn=0 داریم =0)1( += nxxf 

  . است nR≠0باشد ، 

)()10.6(    :بنابراین جمله خطارا می توان به فرم زیر نوشت 
)!1(

)1( η+

+
= n

n f
n

CR  

)()11.6(    : عبارتست از Cاي بطوریکه ثابت خط )1(

0

1∫ ∑ +

=

+ −=
b

a

n
k

n

k
k

n xdxxxwC λ  

حال با صرف نظر . صفر شود ، آنگاه چندجمله اي یک درجه بالاتر را درنظر می گیریم f(x)=xn+1 براي Cاگر 

)()()12.6(    .کردن جمله خطا روش بصورت زیر را می یابیم 
0

k

b

a

n

k
k fdxxfxw∫ ∑

=

= λ  

   روشهاي نیوتن کاتس -  6-3

 با گام مساوي xk هاي  باشد و گرهw(x)=1وقتیکه 
n

abh −
) 6.12( مدنظر باشند آنگاه روش x0=a و xn=b با =

s را عدد کاتس نامند با تغییر متغیر kλوزنهاي .را روش انتگرال گیري نیوتن کاتس می نامند 
h

xx
=

−   : داریم 0
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∫
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dsfnsss
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dsnsksksssh
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nskssss
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)1(
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)14.6()())....(1(
)!1(

)13.6())....(1)(1)....(1(
)!(!

)1(

))....(1)....(2)(1(
)!(!

)1()(

ζ

λ  

  . می توان خانواده اي از روشهاي نیوتن کاتس رابدست آورد n انتخاب مقادیر متفاوت حال با
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axbxabh داریم n=1 براي :روش ذوزنقه اي  ==−= 01   : لذا داریم )(,,

∫

∫

==

=−−=

1

0
1

1

0
0

2

2
)1(

hsdsh

hdssh

λ

λ

 

  :پس روش زیر را خواهیم داشت 

[ ] )15.6()()(
2

)(∫ +
−

=
b

a

bfafabdxxf  

یر هندسی این روش این است که روش فوق بیان کننده مساحت ذوزنقه تعب. که به روش ذوزنقه اي معروف است 

 را با آن x=b تا x=a ها از x و محور y=f(x) که مساحت زیر منحنی f(b),f(a) وقاعده هاي b-aاي است با عرض 

  :شکل آن بصورت زیر است .تقریب می زنیم 

  

  

∫         :خطا در روش ذوزنقه اي عبارت است از  ′′−=
1

0

3

1 )()1(
2

dsfsshR ζ  

  : تغییر علامت نمی دهد داریم [0,1] در فاصله s(s-1)ازآنجا که 

)16.6()(
12

)()(
12

)1,0()1()(
2

33

1

0

3

1

ηη

ηη

fabfh

dsssfhR

′′−−
=′′−=

∈−′′= ∫
 

 دقیق است وبنابراین داراي دقت مرتبه اول n=1ازآنجا که روش ذوزنقه اي براي چندجمله اي کوچکتر یا مساوي 

  .الترناتیو دیگري براي یافتن خطا بصورت زیر می باشد .است 

3222 )(6
1])[(2

1 abbaabdxxC
b

a

−−=+−−= ∫  
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              :داریم ) 6.10(با استفاده از رابطه 
)(
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fhab

fabR

′′−−
=

′′−−
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  .یکسان می باشد ) 6.16(که با رابطه 

 داریمn=2 براي :روش ســــیمپسون 
2

,,
2

, 012
abhaxbaxbx −

==
+

 بنابراین با استفاده از رابطه ==

  :داریم ) 6.13(

∫ =−−=
2

0
0 3

)2)(1(
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hdsssh
λ  

∫

∫
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  :حال روش زیر را داریم 

)17.6()(
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4)(
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== ∫ bfbafafabdxxfI
b
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  :جمله خطاي این روش عبارتست از . این روش را روش سیمپسون می نامند 

∫ −−=
2

0

)3(
4

2 )()2)(1(
!3

dsfssshR ζ  

لذا از آنجا که این .استفاده می کنیم ) 6.10( تغییر علامت میدهد ما از رابطه [0,2] در فاصله s(s-1)(s-2)چون 

  : دقیق است داریم 2چند جمله اي درجه کوچکتر یا مساوي روش براي 

0
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3

33 =
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 +

+
−

−= ∫ bbaaabdxxC
b

a

 

بنابراین جمله خطا . نیز دقیق است 3 است ونشان می دهد که این روش براي چندجمله اي درجه c=0چون 

  :بصورت زیر بیان می شود 
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   :بنابراین جمله خطاي روش سیمپسون عبارتست از
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در جدول . سیمپسون معروف است 3/8 باشد روشی را که می یابیم به روش n=3 وقتیکه : سیمپسون 8/3روش 

  . براي روشهاي نیوتن کاتس بصورت زیر آورده شده است w(x)=1  به ازاي n≥6 برايkλزیر وزنهاي 

   کاتس–ش هاي انتگرال گیري نیوتن وزنهاي رو

6λ 5λ 4λ 3λ 2λ 1λ 0λ  
     

2
1 2

1 1 

    
3

1 3
4 3

1 2 

   
8

3 8
9 8

9 8
3 3 

  
45

14 45
64 45

24 45
64 45

14 4 

 
288

95 288
375 288

250 288
250 288

375 288
95 5 

140
41 140

216 140
27 140

272 140
27 140

216 140
41 6 

 

nnnاما براي مقادیر بزرگ . از لحاظ نظري بایستی تقریب بهتري به یابم nمعمولاً براي مقادیر بزرگ  )8,9( ≥≠ 

بدین علت .این باعث کاهش ارقام صحیح بامعنی در نتایج می گردد . منفی میشوند برخی از وزنها انتگرال گیري 

  .روشهاي مراتب بالاتر نیوتن کاتس معمولاً استفاده نمی شوند 

این چنین روشهایی ) x0=a و xn=bیعنی (همه روشهاي فوق الذکر شامل نقاط ابتدا و انتهاي انتگرال گیري هستند 

با . روشهایی که شامل ابتدا و انتهاي فاصله نباشد روشهاي باز نامیده می شود .را روشهاي بسته می نامند 
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 و انتگرال گرفتن در k=1(1)n-1 به ازاي (xk,fk) نقطه (n-1)براي ) 6.1(جایگزینی چندجمله اي لاگرانژ در رابطه 

   . بهمراه خطاي آنها بصورت زیر می یابیمw(x)=1این حدود برخی از روشهاي باز را براي 

bxax  :گره هاي انتگرال گیري را در این حالت نیز مساوي انتخاب می کنیم 
n

abh n ==
−

= ,, 0  

∫   : روش نقطه میانی -1 =′′++=
b

a

nfhhxhfdxxf )2()21.6()(
3

)(2)( 1

3

0 ζ 

]  : روش دو نقطه اي -2 ] )22.6()3(,)(
4
3)2()(

2
3)( 2

3
00 =′′++++=∫ nfhhxfhxfhdxxf

b

a

ζ  

]     : روش سه نقطه اي -3 ] )4(,)3(2)2()(2
3

4)( 000 =+++−+=∫ nhxfhxfhxfhdxxf
b

a

  

  ba << 321 ,, ζζζ     ,  )23.6()(
45

14
3

)4(
5

ζfh
+  

∫تقریبی براي انتگرال  -  1-6مثال  +
=

1

0 1 x
dxI روش سیمپسون بیابید ) ب(روش ذوزنقه اي ) الف( با استفاده از .

  .کران بالاي خطا را محاسبه کنید 

693147.02ln  ما می دانیم که جواب دقیق انتگرال فوق تا شش رقم اعشار عبارتست از : حل  ==I  

          :با استفاده از روش ذوزنقه اي 
056853.0693147.075.0

75.0)
2
11(

2
1

1 =−=

=+≅

R

I  

      :کران بالاي خطا براي روش ذوذنقه اي عبارتست از 
6
1

)1(
2max

12
1

31 ≤
+

≤
x

R  

        :با استفاده از روش سیمپسون داریم 
694444.0

36
25

2
1

3
81

6
1

)(
2

4)(
6

==



 ++=









+






 +

+
−

≅ bfbafafabI
  

001297.0693147.0694444.02 =−=R  

  کران بالاي خطا در روش سیمپسون 
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008333.0
)1(

24max
2880

1
52 =

+
≤

x
R  

  .با مشاهده نتیجه می گیریم که خطاي واقعی از کران بالاي خطا درهر دو روش کوچکتر است 

  :  روشهاي مرکب 6-4

مرتبه مشتق در جمله خطا متناطر با آن افزایش .همــانطور که مرتبه روشهاي انتگرال گیري افزایش می یابد      

ي نتیجه بامعنی باشد این است که مشتقات مراتب بالا در فاصله مورد نظر براي اینکه یک روش دارا.می یابد 

یک الترناتیو . روشهاي نیوتن مراتب بالاتر ، برخی اوقات نتایج معکوس بدست می دهند .پیوسته باقی بمانند 

انتگرال جهت بدست آوردن نتایج دقیق این است که از روشهاي مراتب پایین نیوتن کاتس استفاده کنیم وفاصله 

  .گیري را به فواصل ریزتر افراز کنیم و روشهاي مرکب انتگرال گیري ایجاد کنیم 

  :روش مرکب ذوزنقه اي 

با گام . زیرفاصله افراز می کنیم N را به [a,b] فاصله      
N

abh −
   ما زیر فاصله هاي =

),(),,),...(,( 10211 xxxxxx NN− رادرنظر می گیریم بطوریکه axbxihxx Ni ==+= 00 1)1(1 براي ,, −= Ni 

  :بنابراین می توان نوشت 

∫ ∫ ∫ ∫
−

+++==
b

a

x

x

x

x

x

x

N

N

dxxfdxxfdxxfdxxfI
1

0

2

1 1

)24.6()(...)()()(  

  :هرکدام از انتگرالهاي طرف راست رابا روش ذوزنقه اي محاسبه می کنیم 

{ }

{ } )25.6()...(2
2

)(...)()(
2

1210

12110

NN

NN

fffffh

ffffffhI

+++++=

++++++=

−

−

 

}     خطا در این روش  } bafffhR NN <<′′++′′+′′−= ζζζζζζ ,...,,)(...)()(
12 2121

3

1  

xf)(اگر    : ثابت باشد یا اگر [a,b] درفاصله xبراي هر ′′
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bxa
baxff

≤≤

≤≤′′=′′ ηη )(max)(
 

                         آنگاه داریم

      
)26.6()(

12
)())((

12
)(

)(
12

)()())((
12

))((
12

2

3

3

3

1

23

1

ηη

ηηη

f
N
abfN

N
abR

fhabf
h

abhfNhR

′′−
−=′′−−

=

′′−−
=′′−−

=′′−
=

  

تعداد . خطا به اندازه کافی کوچک می شود N در مخرج رابطه فوق نشان می دهد که براي مقادیر بزرگ Nفاکتور 

  .ج باشد زیرفاصله براي این روش می تواند فرد یا زو

  :روش مرکب سیمپسون 

 را به تعداد زوج افراز [a,b]ما فاصله . براي استفاده از روش سیمپسون ما نیاز داریم که سه گره داشته باشیم      

 زیرفاصله با گام مساوي افراز کنیم 2N را به [a,b]اگر فاصله .می کنیم تابتوانیم تعداد گره هاي فرد داشته باشیم 

            : عبارتست از hفاصله گام متساوي ال
N

abh
2
−

=  

  . گره انتگرال گیري زیر را خواهیم داشت 2N+1آنگاه ما 

12,...,2,1020 −=+=== Niihxxbxax iN  

∫      :بنابراین داریم  ∫ ∫∫
−

+++==
b

a

x

x

x

x

x

x

N

N

dxxfdxxfdxxfdxxfI
2

0

2

22

4

2

)27.6()(...)()()(  

  .هرکدام از انتگرالهاي طرف راست رابطه فوق را با فرمول سیمپسون محاسبه می کنیم 

{ } )28.6()...(2)...(4
3

)(
90

...)(
90

)(
90

)4(
3

...)4(
3

)4(
3

2224212310

)4(
2

)4(
5

1
)4(

5

21222432210

NNN

N

NNN

ffffffffhI

fhfhfh

fffhfffhfffhI

+++++++++=

−
++

−
+

−
+

+++++++++=

−−

−−

ζζζ  

  :جمله خطا براي این روش عبارتست از . این روش را روش مرکب سیمپسون می نامیم 
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{ } )29.6()(...)()(
90

)4(
2

)4(
1

)4(
5

2 NfffhR ζζζ +++
−

=  

Niba     : بطوري که براي  i )1(1, =<< ζ  

    :با استفاده از 
bxa

baxff

≤≤

∈= ),(max)( )4()4( ηη  

  :رابصورت زیر نوشت ) 4.29(می توان رابطه 

)(
180

)()(
290

))((
90

)4(
4

)4(
5

)4(
5

2

ηη

η

fhabf
h
abh

NfhR

−−
=







 −−

=

−
=

 

)30.6()(
180

)())((
90
2 )4(

4

5
)4(

2 ηη f
N
abNfN

ab

R −−
=







 −

−
=  

 زیر فاصله متساوي 8و4و2ذوزنقه اي مرکب و سیمپسون مرکب با )الف( انتگرال زیر را با روشهاي  :2- 6مثال 

  .حل کنید 

∫ +
=

1

0 1 x
dxI  

  . را خواهیم داشت 0,1/2,1 گره ها h=1/2 باشد و N=2وقتیکه 

{ } [ ]

[ ] 694444.0
36
25)

2
1

3
81(

6
1)1()2/1(4)0(

3

708333.0
24
17

2
1

3
414/1)1()2/1(2)0(

4
12

2 210

==++=++=

==



 ++=++=++=

fffhI

ffffffhI

s

T

 

ریم  باشد داN=4هرگاه 
4
1

=h 1 بنابراین گره ها عبارتند از,
4
3,

2
1,

4
 ما چهار زیرفاصله براي روش ذوزنقه 1,0

  :داریم ودو زیر فاصله براي استفاده روش سیمپسون داریم 

693234.0)1()
2
1(2)

4
3()

4
1(4)0(

12
1

697024.0)1())
4
3()

2
1()

4
1((2)0(

8
1

=








++



 ++=

=






 ++++=

fffffI

fffffI

s

T
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 باشد ، آنگاه N=8هرگاه 
8
1

=hونه گره زیر را داریم    

1,
8
7,

4
3,

8
5,

2
1,

8
3,

4
1,

8
1,0  

  ما هشت زیرفاصله براي روش ذوزنقه داریم و چهار زیر فاصله براي روش سیمپسون 

693155.0)1()
8
2(2)

8
12()0(

24
1

694122.0)1()
8

(2)0(
16
1

4

1

3

1

7

1

=








++
−

+=

=








++=

∑ ∑

∑

= =

=

i i
S

i
T

fififfI

fifI
 

  : روش انتگرال گیري رامبرگ 6-5

روشهایی با .     چنانچه روند برون یابی ریچاردسون را در مورد روشهاي انتگرال گیري فوق الذکر بکار ببریم 

براي نیل به این . این روند را انتگرال گیري رامبرگ می نامند . ت مراتب بالاتر نسبت به روشهاي قبلی می یابیم دق

روش ابتدا خطاي روشهاي انتگرال گیري را بصورت سري توانی ازگام انتگرال گیري بسط می دهیم و جملات 

روش رامبرگ ابتدا ثابت می کنیم که خطاي قبل از پرداختن به چگونگی . ابتدایی سري را می توان حذف کرد 

خطاي روش . روش ذوزنقه و سیمپسون را می توان بصورت سري توانی زوجی از گام انتگرال گیري بیان کرد 

  :ذوزنقه اي مرکب رادرنظر می گیریم 

)31.6(
2
1

2
1)(

0

1

1
0∫ ∑ 








++−=

−

=

nx

x
n

n

i
in fffhdxxfR  

)()( و چنانچه عملگر انتقال را f(x) تابع اولیه F(x)فرض می کنیم  00 nhxffE n   : بکار ببریم داریم =+
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[ ] [ ]
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)(21
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2
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1
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1

000

01100

 

حال بایستی نشان دهیم که 





 −

−
−

21
1 h

e
h

D hD تابع زوجی از h لذا فرض می کنیم . می باشد:  

)(
21

1
2
1

1
1

21
1

21
1

21
1)(

21
1)(

hh
e

h
D

h
e
h

D
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e

hehhe
D

h
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h
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h
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h

h
e

h
D

h
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φ
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−
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−

−−+
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+
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−

+=−

−
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)()(بنابراین  hRhR nn حال به .گرال گیري است  یعنی گام انتh یعنی خطاي روش ذوزنقه اي تابع زوجی از =−

  .توضیح الگوریتم روش رامبرگ می پردازیم 

   :روش رامبرگ بر اساس ذوزنقه 

  :اگر انتگرال را با روش ذوزنقه اي حل کنیم داریم 

)32.6(...)()( 6
3

4
2

2
1 ++++== ∫

b

a
T hchchchIdxxfI  

   حل می کنیم داریم h/2حال انتگرال را با گام 
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)33.6(...
64164

)
2

(
6

3

4

2

2

1 ++++=
hchchchII T  

  م داریم واگر مجدداً گام را نصف کنی

)34.6(...
2566416

)
4

(
6

3

4

2

2

1 ++++=
hchchchII T  

 را والی آخر روش زیر را خواهیم داشت که به روند C2 را از روابط فوق حذف کنیم و سپس C1اگر .والی آخر 

  :رامبرگ بر اساس روش ذوزنقه معروف است می یابیم 

)35.6(,,...2,1
14

)()2(4
)( )1()0(

)1()1(
)(

TTm

m
T

m
T

m
m

T IIm
hIhI

hI ==
−

−
=

−−

 

  :روش رامبرگ بر اساس سیمپسون 

hhhیمپسون مرکب با گامهاي چنانچه انتگرال را با روش س ,
2

,
4

  : والی آخر حل کنیم داریم 

)38.6(...44256)4()(

)37.6(...2566416)2()(

)36.6(...)(

8
8

36
6

2
4

1

8

3

6

2

4

1

8
3

6
2

4
1

)(

++++==

++++==

++++==

∫

∫

∫

hchchchIdxxfI

hchchchIdxxfI

hchchcIdxxfI

b

a
s

b

a
s

b

a

h
s

 

 وبر همین منوال پیش برویم می توان روش C2 را در روابط بالا حذف کنیم وسپس C1حال اگر ابتدا .والی آخر 

  :زیر را یافت 

)39.6(,...2,1,
14

)()
2

(4
)( 1

)1()1(1

)( =
−

−
= +

−−+

m
hIhI

hI m

m
s

m
s

m

m
s  

∫ انتگرال  :3- 6مثال  +
=

1

0 3 10x
dxI را با استفاده از روش ذوزنقه و سیمپسون با سه و پنج ونه گره حل کنید  .

  .جوابهاي حاصله را با استفاده از روش رامبرگ دقیق تر سازید 
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 را [a,b] براي اینکه سه گره داشته باشیم بایستی فاصله :حل 
2
1

2
01

=
−

=⇒
−

= h
n

abh به دو زیر فاصله 

1,2م بنابراین مساوي افراز کنی
1,0 210 === xxx 

10
1)( 3 +

=
x

xf 012 به ازاي ,, xxx به ترتیب برابر است با   

10
1,81

8,11
  : حال اگر انتگرال فوق راباروش ذوزنقه حل کنیم داریم 1

[ ] [ ] 09710999.011
1

81
16

10
1

4
1)()(2)(

2
)2

1( 210 =++=++= xfxfxfhIT  

   :اگر انتگرال را به روش سیمپسون حل کنیم داریم

[ ] [ ] 09766180.011
1

81
32

10
1

6
1)()(4)(

3
)2

1( 210 =++=++= xfxfxfhI s  

 باشد h=1/4 گره انتگرال گیري گیري حل می کنیم بنابراین گام انتگرال گیري را بایستی 5مسئله فوق را حالا به 

  : در نقاط گره اي به ترتیب برابر است با f(x)لذا مقدار تابع . زیرفاصله بایستی افراز کنیم 4 به [0,1]یعنی فاصله 

[ ] [ ]
[ ] [ ] 09763533.011

1
81

16)667
64

641
64(410

1
12

12)(43)4
1(

09750400.011
1)667

64
81

8
641

64(210
1

8
1}{22)4

1(
11

1)1()(,667
64)4

3()(,81
8)2

1()(
641

64)4
1()(,10

1)0()(

42310

43210

432

10

=++++=++++=

=++++=++++=

======

====

fffffhI

fffffhI

fxffxffxf

fxffxf

s

T

 

  : و گره هاي انتگرال گیري عبارتند از h=1/8 گره بخواهیم حل کنیم 9حال اگر مسئله را با 

1,8
7,4

3

,8
5,2

1,8
3,4

1,8
1,0

876

543210

===

======

xxx

xxxxxx
 

مقادیر تابع به ازاي نقاط فوق عبارتند از 
10)8/(

1)( 3 +
=

i
xf i براي i=0(1)8   

09763368.0)8
1(

09760126.0)8
1(

==

==

s

T

I

I
                                :                             لذا داریم 

  :استفاده نمائیم داریم )6-35(حال اگر از روش رامبرگ براساس ذوزنقه استفاده کنیم یعنی از روش 
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h O(h2) O(h4) O(h6) 

2
1  

4
1  

`6
1  

0.09710999 
 
0.09750400 
 
0.09760126 

 
0.09763534 
 
0.09763368 

 
 
0.09763357 

  :یعنی از روش رامبرگ براساس سیمپسون استفاده کنیم داریم ) 6-39(اگر از روش رابطه 

h O(h4) O(h6) O(h8) 

2
1  

4
1  

`8
1  

0.09766180 
 
0.09763533 
 
0.09763368 

 
0.09763357 
 
0.09763357 

 
 
0.09763357 

16 مطلوبست محاسبه انتگرال زیر با استفاده از روش رامبرگ وتاگام  :4-6مثال 
1=h    ، ∫

5.0

0 sin
dx

x
x  

                     :با استفاده از روش ذوزنقه اي داریم 
0

1
sin

lim)( 0

→

==

x
x

xxf  

507126.0)16
1(8)1(0,16,16

1,8

507298.0)8
1(4)1(0,8,8

1,4

507988.0)4
1(2

1,4
1,0,4

1,2

510729.0)2
1(2

1,0,2
1,1

210
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=⇒====
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=⇒====

Ti

Ti

T

T

Iiixhn

Iiixhn

Ixxxhn

Ixxhn

 

  :از روش رامبرگ داریم  با استفاده 

h O(h2) O(h4) O(h6) O(h8) 

2
1  

4
1  

`8
1  

`16
1  

 

0.0510729 
 
0.507988 
 
0.507298 
 
0.507126 

 
0.507074 
 
0.507068 
 
0.507069 

 
 
0.507067 
 
0.507069 

 
 
 
0.507069 

  .ثال را می توان با روش رامبرگ براساس سیمپسون نیز حل کرد همین م
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  : روشهاي مبتنی بر ضرائب نامعین 6-6

∫    در این بخش اگر در روش انتگرال گیري  ∑
=

==
b

a

n

k
kk xfdxxfxwI

0
)()()( λ گره ها xk ووزنهاي kλ به 

.  دقیق محاسبه کنیم 2n+1جمله اي درجه  بخواهیم تعیین کنیم بایستی روش را براي چندk=0,1,…,nازاي 

از آنجا که بازه متناهی .روشهایی که بر این اساس بدست خواهند آمد روشهاي انتگرال گیري گاوسی می نامند 

[a,b] تبدیل نمائیم [1,1-] را می توانیم با استفاده از تبدیل زیر به بازه   

22
abtabx +

+
−

=  

  :یر درنظر می گیریم لذا ما انتگرال را بصورت ز

)40.6()()()(
1

1 0
k

n

k
k xfdxxfxwI ∫ ∑

− =

== λ  

  :روش هاي گاوس لژاندر 

  :را بصورت زیر خواهیم داشت ) 6-40( رابطه w(x)=1براي 

)41.6()()(
1

1 0
∫ ∑
− =

==
n

k
kk xfdxxfI λ  

  . ها مجهول هستند وبایستی تعیین شوند kλ ها وxkدر این حالت 

  : رابفرم زیر خواهیم داشت )6-41( باشد روش n=2بعنوان مثال اگر 

)42.6()()()()( 221100

1

1

xfxfxfdxxfI λλλ ++== ∫
−

 

اي تا  بنابراین رابطه فوق بایستی براي چند جمله.شش مجهول داریم که بایستی تعیین نمائیم ) 6-42(در رابطه 

  : داریم f(x)=xi , i=0(1)5درجه پنجم دقیق باشد یعنی براي 
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3/2
0

2

2
22

2
11

2
00

221100

210

=++

=++
=++

xxx
xxx

λλλ

λλλ
λλλ

 

0

5/2

0

5
22

5
11

5
00

4
22

4
11

4
00

3
22

3
11

3
00

=++

=++

=++

xxx
xxx
xxx

λλλ

λλλ

λλλ

 

        :ا حل سیستم فوق داریم ب
9

5
9

8
9

5
5

305
3

210

210

===

==−=

λλλ

xxx
  

  :بصورت زیر داریم )6-42(بنابراین روش 

)43.6()5
3(5)0(8)5

3(5
9
1)(

1

1
∫
−





 ++−= fffdxxf  

  :لذا خطاي این روش را می توانیم بصورت زیر بیابیم 

)44.6(11,
!6

)6(
)( <<−= ηηfCRs  

  : ضریب ثابت خطا عبارتست از Cبطوریکه 

175
8

25
6

7
2)( 6

22

1

1

6
11

6
00

6 =−=++−= ∫
−

xxxdxxC λλλ  

  : ریشه هاي چندجمله اي لژاندر می باشند یعنی xk دانیم که گره ها انتگرال گیري بنابراین می

[ ] )45.6(,...1,0,,)1(
!)1(2

1)( 12
1

1

11 =−
+

= +
+

+

++ nx
dx
d

n
xp n

n

n

nn  

  :بصورت زیر داریم ) 6-41( براي روش n=1(1)5حال در جدول زیر ریشه هاي چند جمله اي لژاندر براي 

n xk
 

kλ  
1 ± 0.5773502692 

0.00000000 
1 

0.8888888889 
2 ± 0.7745966692 

± 0.3399810436 
± 0.5555555556 
0.6521451549 

3 ± 0.8611363116 
0.0000000000 

0.3478548481 
0.5688888889 

4 ± 0.5384693101 
± 0.9061798459 

0.4786286705 
0.2369268851 
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5 ± 0.2386191861 
± 0.6612093865 
± 0.93246995142 

0.4679139346 
0.3607615730 
0.1713244924 

  : لژاندر انتگرال زیر را محاسبه کنید – با استفاده از روش گاوس  :5-6مثال 

∫ +
=

1

0 1 x
dxI  

  . تبدیل می کــنیم[1,1-] را به [0,1] ابتدا بازه :حل 

∫∫
− +

=
+

=

=⇒+=

+
+

−
=

1

1

1

0 31

2
1

2
1

2
1

22

t
dt

x
dxI

dtdxtx

abtabx

 

  : داریم (n=2)با استفاده از روش گاوس لژاندر سه نقطه اي 

675774.0
189
131

5
33

15

5
33

15
`30

189
1 ==

































−
+

















+
+








+
=I  

  I=0.675774تیکه جواب واقعی انتگرال فوق عبارتست از درصور

 را بطریقی بیابید که حتی الامکان براي چندجمله ایهاي درجه بالا دقیق باشد و c,b,a در روش زیر  :6-6مثال 

  خطاي روش را بیابید ؟

∫ ++=
h

hcfhbfafhdxxf
0

)}()3()0({)(  

   را تا چندجمله اي درجه دوم درنظر می گیریم داریم f(x) :حل 

)3(
3
1

9
1)

9
(

3
;)(

)2(
2
1

3
1)

3
(

2
;)(

)1(1)(;1)(

2
23

2

2

=++==

=++==

=++++==

cborchbhhhxxf

cborchbhhhxxf

cbaorcbahhxf

 

  :دستگاه سه معادله و سه مجهول بالا را حل می کنیم 
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4
1,

4
3,0 === cba  

  :براي محاسبه خطا موضعی یا قطع کردن داریم 

)(0)(
216

3627

0,)(
!3

4
4

2

4

0

3
3

3

2

hfhR

hchbhhdxxc

hhfcR

h

=′′′−
=∴

−
=








+−=

<<′′′=

∫

ζ

ζ

 

  :تمرین هاي فصل 

∫مطلوبست محاسبه -1 +

2

0
2 1sin

)ln(sincos
π

x
xx تا دو رقم اعشار صحیح .  

∫ه مطلوبست محاسب-2 





 +

8.0

0

sin1 dx
x

x رقم اعشار صحیح 5 تا .  

3-A مساحت سطحی است محصور به منحنی xxy cos22   : و بوسیله انتگرال زیر تعریف شده است +=

∫ −=
α

0

2
12 )(cos4 dxxxA  

2cos ریشه مثبت معادله αبطوریکه  xx   . است =

  . را تا سه رقم اعشار صحیح محاسبه کنید α: الف 

  . باشد 0.05 را محاسبه کنید بطوریکه خطاي مطلق محاسبه کمتر از Aبا استفاده از روش رامبرگ : ب 

  . را بطریقی بیابید که خطاي قطع کردن فرمول زیر حداقل مقدار ممکن شود c,b,aمقادیر -4

[ ]∫
−

′−−′+++=
h

h

hfhfchhafbfhafhdxxf ))())(()()0()()( 2  

  .در فرمول زیر ضرائب را تعیین کنید -5

∫
−

+++=
2

12

0
210

2
1

)]2()()0([)2()(
h

RhfAhfAfAhdxxxf  
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xf)( را نیز بیابید در صورتیکه Rپس    . ثابت باشد ′′′
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  فصل هفتم

   فصل مشتق گیري عددي-7

 تابعی بغرنج ویا بصورت داده هاي جدولی f(x)زمانی که . وجود دارد f(x)روشهاي متعددي براي یافتن مشتق تابع 

در این فصل ما به روشهایی می پردازیم .تعریف شده باشد از روشهاي عددي براي یافتن مشتق استفاده می کنیم 

)(),(1که مشتق  >rxf r تابع f(x) در فصل درونیابی اشاره کردیم که یکی از دلایل استفاده از . را تقریب می زنند

چندجمله ایهاي جبري براي تقریب مجموعه اي از داده ها ، این است که براي هرتابع تعریف شده و پیوسته در 

مشتقات . ه به تابع مزبور نزدیک است یک بازه بسته ، چندجمله اي وجود دارد که درهرنقطه بازه به میزان دلخوا

بنابراین جاي تعجب نیست که در بیشتر روندهاي تقریب مشتقات ، از .چندجمله ایها به آسانی بدست می آیند 

  اما ابتدا با تعریف مشتق شروع می کنیم. چندجمله ایهایی که تابع را تقریب می زنند بجاي خود تابع استفاده شوند 

  : عبارتست از x0نقطه  در f(x)مشتق تابع 

 
)1.7(

)()(
0

)()(lim)(

00

00

h
xfhxf

h
h

xfhxfxf

−+
≈

→

−+
=′

 

xf)(یعنی مقدار واقعی .  دقیق است f(x)=ax+bبراي تابع خطی ) 7.1(رابطه   h را به ازاي هرمقدار مخالف صفر ′

ورت زیر نقطه شروع ، قضیه تیلور است که بص. اجازه دهید خطاي این فرمول را بررسی کنیم .نتیجه مــــیدهد 

)()2.7(    .می باشد 
!2

)()()(
2

ζfhxfhxfhxf ′′+′+=+  

ffمعتبر باشد ) 7.2(براي اینکه رابطه . است x+h و x نقطه اي دربین ζدر این جا   و x باید در بازه بسته بین ′,

x+hپیوسته باشند و  f   :می توان نتیجه گرفت ) 7.2(از رابطه . وجود داشته باشد  باید روي بازه باز متناظر ′′

[ ] )3.7()(
2

)()(1)( ζfhxfhxf
h

xf ′′−−+=′  
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جمله خطا در رابطه .زیرا بر روي رده بزرگی از توابع فوق الذکر صادق است .مفید تراست )7.1(از ) 7.3(رابـــطه 

 درخطا باعث می شود ، hه جمل. است f وشامل مشتقی از مرتبه بالاتر hتوانی از .داراي دو قسمت است ) 7.3(

.  بستگی دارد hسرعت این همگرایی به توان .  به صفر میل می کند تمام عبارت به صفر همگرا گردد hوقتی که 

)(جمله . قسمت دوم بیانگر رده توابعی است که برآورد خطا براي آنها قابل اجرا است 
2

ζfh ) 7.3( در رابطه −′′

 موجود در جمله hغالباً دقت چنین فرمولهاي مشتق گیري عددي به آسانی با توان . ی شود خطاي برشی نامیده م

  .خطا سنجیده می شود 

داراي دقت ) 7-2(بنابراین رابطه .  یک عدد کوچک است دقیق می باشد h  بالاتر باشد ، چونکه hهرچه توان 

0(h) اول بصورت زیر یافت اما یک فرمول دقیق تر را می توان براي مشتق مرتبه . است:  

)5.7()(
!3

)(
2

)()()(

)4.7()(
!3

)(
2

)()()(

2

32

1

32

ζ

ζ

fhxfhxfhxfhxf

fhxfhxfhxfhxf

′′′−′′+′−=−

′′′+′′+′+=+
 

  :و مرتب کردن آن داریم ) 7-4(از ) 7-5(با کم کردن رابطه 

[ ] [ ] )6.7()()(
12

)()(
2
1)( 21

2

ζζ ffhhxfhxf
h

xf ′′′+′′′−−−+=′  

fدر صورتیکه  با فرض اینکه تابع .  است h2 وجود داشته باشد این نتیجه بهتري است زیرا جمله خطا شامل ′′′

f f بیشترین و کمترین مقادیر m و M پیوسته باشد وبا فرض اینکه [x-h,x+h] بر ′′′  در این بازه باشد آنگاه ′′′

[ ] )(,)(,)(
2
1

1221 ζζζζ ffffC fچون .  قرار می گیرند [m,M] جملگی در بازه =′′′+′′′′′′′′′  پیوسته است ، ′′′

  :ازاین رو . اختیار می کند [x-h,x+h] در ζ را در نقطه اي مانند Cمقدار 

[ ])()(
2
1)( 21 ζζζ fff ′′′+′′′=′′′  

  قرار دهیم ، داریم ؛) 7-6(اگر این عبارت را در معادله 
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[ ] )7.7()(
6

)()(
2
1)(

2

ζfhhxfhxf
h

xf ′′′−−−+=′  

 آن  با یک جمله بیشتر و سپس جمع(7.5) و(7.4)فرمول مهم دیگري براي مشتقات مرتبه دوم با گسترش معادلات 

  :معادلات بدست می آید وبا مرتب کردن آن خواهیم داشت 

[ ] )8.7(
12

)()(2)(1)( )4(
)(

2

2 ζfhhxfxfhxf
h

xf −−+−+=′′  

),(به ازاي  hxhx +−∈ζ که فرمول مناسبی براي حل عددي معادلات دیفرانسیل مرتبه دوم است .  

  بطور کلی روشهاي مشتق گیري عددي را می توان به سه طریق زیر بدست آورد 

  .مبتنی بر درونیابی هستند  روشهایی که -1

  . روشهایی که مبتنی بر عملگرهاي تفاضلات متناهی هستند -2

  . روشهایی که مبتنی بر تعیین ضرائب نامعین هستند -3

   روشهاي مبتنی بر درونیابی7-1

1,},,...,{فرض می کنیم که  10 nxxxn  نقاط داده شده  در اینf(x) باشند و مقادیر تابع [a,b] نقطه متمایز در بازه +

1],[فرض می کنیم .باشند  baCf n+∈ طریقه عمومی در این روشها ، بدست آوردن چندجمله اي درونیاب .   باشد

)(xpn است وسپس r مرتبه )( nr )()( از چند جمله اي مشتق می گیریم تا ≥ xp r
n مقدار .  را بیابیم)()(

k
r

n xp 

)(تقریبی براي مشتق 
)(
r

xf در نقطه xk علیرغم اینکه .  می باشد)(xpn و f(x) داراي مقادیر یکسان در نقاط گره اي 

  . است xkل در  مشتق مرتبه او1-شکل. می باشند اما ممکن است تفاوت مشتقات در این نقاط قابل ملاحظه باشند 
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  :کمیت. با افزایش مرتبه مشتق بیشتر از این بدتر خواهد شد . وضعیت درنقاط غیر گره اي ممکن است بدتر باشند 

)9.7()()()( )()()( xpxfxE r
n

rr −=  

  . نامیده میشود x امین مرتبه مشتق درهرنقطه rرا خطاي تقریب در 

  :نقاط گره اي نامتساوي الفاصله 

},,...,{اگر نقاط  10 nxxx نامتساوي الفاصله باشند آنگاه با استفاده از روش لاگرانژ می توان چندجمله اي درونیاب 

  :زیر را داشته باشیم 

∑
=

=
n

k
kkn fxlxP

0
)10.7()()(  

)(xlk چندجمله ایهاي اساسی لاگرانژ هستند که عبارتند از :                  
)(

)(
0 jk

j
n

kj
j

k xx
xx

xl
−

−
= Π

≠
=

    
)()(

)()(
kk

k xwxx
xwxl

′−
= 

)()(,)(
0

j

n

j
kk xxxwxff −== Π

=

 

  : عبارتست از xخطاي تقریب در هرنقطه 

)11.7(,)(
)!1(
)()()()( 0

)1(
nxx

n
nn xxf

n
xwxpxfxE <<

+
=−= + ζζ  

  : داریم xنسبت به ) 7-11(و ) 7-10(با مشتق گیري از رابطه 

∑
=

′=′
n

k
kkn fxlxp

0
)12.7()()(  

 ( ) )13.7()(
)!1(
)()(

)!1(
)()( )1()1(

x
n

x
n

n f
dx
d

n
xwf

n
xwxE ζζ ++

+
+

+
′

=′  

 را ′xEn)(ما نمی توانیم مستقیماً مقدار . نامعلوم است xζ)( تابع) 7-13(از آنجا که درجمله طرف راست رابطه 

kkبهرحال درنقطه .محاسبه کنیم  xxw ,0)(   : است لذا داریم =
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)14.7(,)(
)!1(
)(

)( 0
)1(

nxx
nk

kn xxf
n

xwxE <<
+

′
=′ + ζζ  

)مشروط بر اینکه  ))()1(
x

nf
dx
d

ζ+ به ازاي هر .  محدود باقی بماندr )1( nr ) 7-10( از رابطه x درهر نقطه ≥≥

  :خواهیم داشت 

∑
=

=≈
n

k
k

r
k

r
n

r fxlxpxf
0

)()()( )15.7()()()(  

  :جمله خطاي تقریب با استفاده از رابطه زیر می توان یافت 

)16.7(,...2,1,)(
)!1(

!)(
)!1(

1 )1()1(
)( =

++
=

+
+++ jf

jn
jf

dx
d

n j
jnn

j

j

x
ηζ  

min),,...,,(max),,...,,(  بطوریکه                                    1010 xxxxxxxx njn << η  

)()( نقطه اي است که براي تقریب (n+1)یک فرمول ) 7-15(فرمول مشتق گیري  xf r چنانچه از . بکار می بریم

  :فرمول خطی لاگرانژ استفاده شود داریم 

)18.7()(

)17.7()(

)(,)(

01

01
1

1
01

0
0

10

1
1

01

0
1

10

1
0

xx
ffxp

f
xx
xxf

xx
xxxp

xx
xxxl

xx
xxxl

−
−

=′

−
−

+
−
−

=

−
−

=
−
−

=

 

],[به ازاي ) 7-18(رابطه  10 xxx∈ همواره ثابت است خطاي این رابطه عبارتست از :  

)20.7(,)(
2

)(

)19.7()(
2

)(

10
01

11

10
01

xxfxxxE

fxxxE

<<′′−
=′

′′−
=′

ζζ

ζ
 

  :هم چنین مشابه فوق از فرمول درجه دوم لاگرانژ می توان استفاده کرد ، نظیر 
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))((
2)(

))((
))(()(

))((
2

)(
))((

))((
)(

))((
2)(

))((
))(()(

1202

10
2

1202

10
2

2101

20
1

2101

20
1

2010

21
0

2010

21
0

xxxx
xxxxl

xxxx
xxxxxl

xxxx
xxxxl

xxxx
xxxxxl

xxxx
xxxxl

xxxx
xxxxxl

−−
−−

=′⇒
−−

−−
=

−−
−−

=′⇒
−−

−−
=

−−
−−

=′⇒
−−

−−
=

 

)22.7()()()()(
)21.7()()()()(

2211002

2211002

fxlfxlfxlxp
fxlfxlfxlxp

′+′+′=′
++=

 

  :با استفاده از روابط فوق داریم 

)23.7(
))(())(())((

2)()( 2
1202

10
1

2101

20
0

2010

210
020 f

xxxx
xxf

xxxx
xxf

xxxx
xxxxpxf

−−
−

+
−−

−
+

−−
−−

=′≈′  

)24.7(,)())((
6
1)( 20201002 xxfxxxxxE <<′′′−−=′ ζζ  

2)(مشتق مرتبه دوم چندجمله  xp عبارتست از :  

)25.7(
))(())(())((

2)()(
1202

2

2101

1

2010

0
020 








−−

+
−−

+
−−

=′′≅′′
xxxx

f
xxxx

f
xxxx

fxpxf  

 را می توان بصورت زیر x0خطاي آن در نقطه .  ثابت است [x0,x2] در بازه xرابطه فوق به ازاي جمیع مقادیر 

  :داشت 

[ ]
)26.7(),(,,

)()())((
24
1)()2(

3
1)(

2021

2
)4(

1
)4(

201021002

xx

ffxxxxfxxxxE

∈

+×−−+′′′−−=′′

ηηζ

ηηζ
 

  . می توان یافت x2,x1نظیر این خطا براي نقطه 

  : نقاط گره اي متساوي الفاصله 

},,...,{چنانچه  10 nxxx متساوي الفاصله با گام h باشند در این صورت   

)(
)1(0,0

kk

k

xff
nkkhxx

=
=+=  

  :با استفاده از فرمول خطی درونیاب داریم 
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)27.7()()( 01
010 h

ffxpxf −
=′≈′  

10     با خطاي
01

001 ,)(
2

)()( xxfh
h

ffxfxE <<′′−=
−

−′=′ ζζ  

  .یکسان می باشد ) 7-19(این جمله خطا با خطا در رابطه  

  :مول درونیابی درجه دوم استفاده شود داریم چنانچه مجدداً از فر

)29.7(
2
43)()(

)28.7(
2
43)()(

210
002

210
020

h
fffxfxE

h
fffxpxf

−+−
−′=′

−+−
=′=′

  

  : داریم x0با استفاده از بسط سري تیلور حول 

)30.7(,)(
3

)( 20

2

02 xxfhxE <<′′′−=′ ζζ  

  : را بصورت زیر خواهیم داشت xo در نقطه fحال مشتق مرتبه دوم 

)31.7(2)()( 2
210

020 h
fffxpxf +−

=′′≅′′  

20    با خطاي 
2

2
210

002 ,)(0)(2)()( xxhfh
h

fffxfxE <<+′′′=
+−

−′′=′′ ζζ  

  ر موقعیتی هستیم که می توان مرتبه دقت روشهاي عددي مشتق گیري را تعریف کنیم حال د

  : ام می نامیم هرگاه p یک روش مشتق گیري را داراي دقت مرتبه  :1-7تعریف 

prr Chxpxf ≤− )()( )()(  

رتبه اول داراي دقت م) 7-31(و) 7-27(با توجه به تعریف فوق روشهاي . است h یک ثابت مستقل از Cبطوریکه 

  .داراي دقت مرتبه دوم می باشند ) 7-28(هستند اما روش 

می توان با استفاده از درونیابی چندجمله اي هاي درجه بالاتر را بکارگرفت و روشهاي عددیی که از نقاط بیشتري 

  .اما محاسبه توابع بیشتري باید صورت گیرد واین مشکل ساز خواهد شد . استفاده می نمایند ساخت 
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)2,()2(تقریبی براي .  در زیر داده شده است f(x)=ln x مقادیر تابع :1-7ل مثا ff  با استفاده از درونیابی ′′′

  یک کران بالا براي خطاي قطع کردن را بدست آورید ؟. خطی و سهمی بیابید 

2.6 2.2 2 xk 
0.95551 0.78846 0.69315 f(xk) 

 

: با استفاده از فرمول : حل 
01

01
0 )(

xx
ffxf

−
−

  : داریم ′=

47655.0
22.2
69315.078846.0)0.2( =

−
−

=′f  

  :داریم ) 7-23(با استفاده از روش 

49619.0

)95551.0(
)2.26.2)(26.2(

2.22)78846.0(
)6.22.2)(22.2(

6.22)69315.0(
)6.22)(2.22(

6.22.24)0.2(

=
−−

−
+

−−
−

+
−−

−−
=′f

 

)0.2(5.0  میدانیم که مقدار دقیق مشتق  =′f است .  

  :داریم ) 7-25( را با استفاده از روش fحال مشتق مرتبه دوم 

19642.0
)2.26.2)(26.2(

95551.0
)6.22.2)(22.2(

78846.0
)6.22)(2.22(

69315.02)0.2( −=







−−

+
−−

+
−−

=′′f  

)0.2(25.0یم که مقدار دقیق مشتق اما میدان −=′′f  

  :خطاي مربوط به روشهاي فوق عبارتند از 

[ ] 22102
)4(

1
)4(

211021002

20201002

10
10

01

,,,)()())((
24
1)()2(

3
1)(

,)())((
6
1)(

,)(
2

)(

xxffxxxxfxxxxE

xxfxxxxxE

xxfxxxE

<<+−−+′′′−−=′′

<<′′′−−=′

<<′′−
=′

ηηζηηζ

ζζ

ζζ

 

  : داریم f(x)براي 
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6.22

375.06max)(max

6.22

25.02max)(max

2.22

25.01max)(max

2.22

5.01max)(max

)ln()(

20

4
)4(

4

20

33

10

22

10

1

≤<<<

=−==

≤<<<

==′′′=

≤<<<

=−=′′=

≤<<<

==′=

=

xxxx
x

xfM

xxxx
x

xfM

xxxx
x

xfM

xxxx
x

xfM

xxf

 

  :بنابراین کران بالاي خطا عبارتند از 

06917.0

)75.0()6.22.2)(2.22(
24
1)25.0()6.22.24(

3
1)0.2(

005.0)25.0()6.22)(2.22(
6
1)0.2(

025.0)25.0(
2

2.22)0.2(

2

2

1

=

−−+−−≤′′

=−−≤′

=
−

≤′

E

E

E

 

   روشهاي مشتق گیري مبتنی بر تفاضلات متناهی7-2

  :رابطه زیر را مدنظر قرار میدهیم 

)32.7()(

)(...)
!2

1(

...)(
!2

)()()()(

22

2

xfe

xfDhhD

xfhxfhxfhxfxEf

hD=

+++=

+′′+′+=+=

 

بطوریکه 
dx
dD   . اپراتور مشتق گیري است =

EehD  :نتیجه گرفت که ) 7-32(بطور سمبلیک می توان از رابطه  ≡   

  :یا 
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)33.7(

...
!3.2

1
2

sinh2

...
3
1

2
1)1ln(

...
3
1

2
1)1ln(

ln

3
2

2
1

32

32















+−=







+∇+∇+∇=∇−−

−∆+∆−∆=∆+

=

=

− δδ
δ

hD

EhD

 

)()(         بنابراین می توان نوشت   kk xhDfxfh =′  

   

 )34.7(

...
!3.2

1

...
3
1

2
1

...
3
1

2
1

)(

3
2

2

32

32















+−

+∇+∇+∇

−∆+∆−∆

=′

kk

kkk

kkk

k

ff

fff

fff

xfh

δδ

 

{  از آنجا که 
4

1{
2δ

µ   : می توان نوشت =+









−+−=

+

= −

...
!5
2.1

!3
1

))
2

(sinh2(
}

4
1{

5
22

3
2

1

2

δδδµ

δ

δ

µhD

 

...)35.7(    لذا داریم 
!5
2.1

!3
1)( 5

22
3

2

−+−=′ kkkk fffxfh µδµδµδ  

  :حال رابطه اي که مراتب بالاتر مشتق را می توان یافت از رابطه زیر می توان استفاده نمود 

)36.7(

...
5760

)225(
24

...
5760

135525
24

3

...
24

)53(
2
1

...
24

)53(
2
1

42

4
2

2

21

21

















+
+−

−
++

+
+

−

+∇
+

+∇+∇

−∆
+

+∆−∆

=

++

++

++

++

rrr

rrr

rrr

rrr

rr

rrr

rrr

rrr

rrr

Dh

δδµδ

µδµδµδ
   فرد باشدrاگر  

   زوج باشدrاگر 
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 بصورت زیر x=xk در نقطه r=2 ومرتبه دوم r=1در عمل از رابطه فوق می توان روشهاي مشتق گیري مرتبه اول 

  :یافت 

)38.7(

...
90
1

12
1

...
12
11

...
12
11

)(

)37.7(

...
30
1

6
1

...
3
1

2
1

...
3
1

2
1

)(

642

432

432

2

53

32

32















−+−

+∇+∇+∇

−∆+∆−∆

=′′















−+−

−∇+∇+∇

−∆+∆−∆

=′

kkk

kkk

kkk

k

kkk

kkk

kkk

k

fff

fff

fff

xfh

fff

fff

fff

xfh

δδδ

µδµδµδ
 

  : استفاده نمائیم روشهاي زیر را داریم (7.37)چنانچه تنها از جملات اول 

 















−′′′+
−

−′′+
−

−′′−
−

=′

−+

−

+

)39.7()(
62

)39.7()(
2
1

)39.7()(
2
1

)(

3

2
11

2
1

1
1

cfh
h

ff

bfh
h

ff

afh
h

ff

xf

kk

kk

kk

k

ζ

ζ

ζ

 

−−a(روشهاي −−b(و) 397 −−c(داراي دقت مرتبه اول و روش)  397 . داراي دقت مرتبه دوم است ) 397

  :تنها جملات اول را بعنوان تقریب بکار ببریم روشهاي زیر را خواهیم داشت ) 7-38(همچنین اگر از رابطه 















−−
+−

−′′′+
+−

−′′′−
+−

=′′

+−

−−

++

)40.7()(
12

2

)40.7()(2

)40.7()(
2

)(

3
)4(

2

2
11

22
21

12
12

cfh
h

fff

bfh
h

fff

afh
h

fff

xf

kkk

kkk

kkk

k

ζ

ζ

ζ

 

−−a(روشهاي −−b(و) 407 −−c(داراي دقت مرتبه اول و روش ) 407   .داراي دقت مرتبه دوم است ) 407
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   روشهاي مبتنی بر ضرائب نامعین-  7-3

)()(در این روش  xf r بصورت یک ترکیب خطی از مقادیر تابع f(x)اه  در یک مجموعه از نقاط جدولی بدلخو

لذا براي نقاط جدولی . باشند hفرض می کنیم که نقاط جدولی متساوي الفاصله باگام . انتخاب شده بیان می شود 

  :مرتب شده بصورت متقارن داریم 

)41.7()()( ∑
−=

+=
p

p
kk

rr faxfh
λ

λλ  

  :یا براي نقاط جدولی نامتقارن داریم 

)42.7()()( ∑
±=

+=
p

v
kk

rr faxfh
λ

λλ  

  : تعریف می شوند خطاي قطع کردن موضعی به ترتیب بصورت زیر

)43.7()(1)( )()(








−= ∑

−=
+

p

p
kk

rr
rk

r faxfh
h

xE
λ

λλ  

)44.7()(1)( )()(








−= ∑

±=
+

p

v
kk

rr
rk

r faxfh
h

xE
λ

λλ  

ما طرف راست .بر اساس نیاز به دقت معین روشها تعیین می شوند ) 7-42(و) 7-41( ها در روابط λaضرائــب 

مراتب مختلف مشتقات را از  بسط می دهیم و ضرائب xkرا با استفاده از سري تیلور حول ) 7-42(و)7-41(روابط 

اولین جملات غیرصفر در .طرفین متحدهم قرار میدهیم وتعداد معادلات مورد نیاز جهت تعیین ضرائب را می یابیم 

  .خطاي تقریب را بدست میدهند ) 7-44(و) 43-7(

2,2) 7-41(بطور ویژه چنانچه در رابطه  == rp انتخاب شوند داریم:  
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)45.7(...)()6464(
720

)()3232(
120

)()1616(
24

)()88(
6

)()44(
2

)()22()()(
)(

)6(
2112

6

)5(
2112

5
)4(

2112

4

2112

3

2112

2
211221012

221101122
2

+++++

++−−+++++

′′′++−−+′′++++

′++−−+++++=
++++=′′

−−

−−−−

−−−−

−−−−

++−−−−

ζfaaaah

xffaaaahxfaaaah

xfaaaahxfaaaah
xfaaaahxfaaaaa

fafafafafaxfh

kk

kk

kk

kkkkkk

 

)(),(0)1(4با مقایسه ضرائب  =ixf k
i در طرفین داریم :  

01616
088

244
022
0

2112

2112

2112

2112

21012

=+++
=++−−

=+++
=++−−

=++++

−−

−−

−−

−−

−−

aaaa
aaaa

aaaa
aaaa
aaaaa

 

  :با حل سیستم فوق داریم 

12
30,

12
16,

12
1

01122 −===−== −− aaaaa  

  :بنابراین روش بصورت زیر خواهیم داشت 

[ ] )46.7(163016
12

1)( 21122 ++−− −+−+−=′′ kkkkkk fffff
h

xf  

  .ت میدهد خطاي برشی تقریب فوق را بدس) 7-45(اولین جمله ناصفر در 

22
)6(

4

,)(
90 +− <<−= kk xxfhE ζζ  

  .داراي دقت مرتبه چهارم است ) 7-46(بنابراین روش 

  : انتخاب طول گام بهینه 7-4

  هرگاه طول گام . می باشند chpبطورکلی در روشهاي عددي مشتق گیري ، خطاي تقریب یا خطاي برشی بصورت 

0→h ا روشی که مشتق مرتبه ام. خطاي برشی به صفر می گرایدr ام یعنی )()( xf r را تقریب می زند شامل 

 مدام کم و کمتر گردد ، خطاي برشی کاهش می یابد اما خطاي راوند h در مخرج عبارت است وهرگاه hrجمله 
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ن است پس از ممک. کردن افزایش قابل ملاحظه اي می کند ، زیرا تقسیم به مقدار بسیار کوچک صورت می گیرد 

وقتیکه مقادیر تابع بصورت . خطاي راوندکردن چنان غلبه کند که جوابهاي حاصله مطمئن نباشند hمقدار بحرانی 

این مقادیر شامل خطاي .نقاط جدولی داده شده باشند خود این مقادیر ممکن است دقیق محاسبه نشده باشند 

kkkkیعنی .راوندکردن می باشند  fxfxf ε+=)(),(قدار واقعی مfk , f(x) براي . مقدار تقریبی جدول داده هاست

  :ما روش زیر را درنظر می گیریم . بررسی تأثیر خطاي روندکردن در روشهاي عددي مشتق گیري

)47.7(,)(
2

)()()( 10
01

0 xxfh
h

xfxfxf <<′′−
−

=′ ζζ  

10 را به ترتیب f(x0),f(x1)هرگاه خطاي راوندکردن درمحاسبه  ,εε نتیجه می ) 7-47(رابطه از . فرض می کنیم

  :گیریم که 

TERE
h

ffxf

fh
hh

fffh
h

ffxf

++
−

=′

′′−
−

+
−

=′′−
+−+

=′

01
0

01010011
0

)(

)(
2

)(
2

)()()( ζ
εε

ζ
εε

 

)اگر فرض کنیم . به ترتیب خطاي راوندکردن وبرشی هستند TE , REبطوریکه  )10 ,max εεε  و =

10

2 )(max
xxx

xfM
≤≤

22    : باشد آنگاه داریم =′′
,2 MhTE

h
RE ≤≤

ε  

  رگاه درهرکدام از روابط زیر صدق نماید  می نامند ه(Optimal) را گام بهینه hگام 

)48.7(min||||)(
||||)(

imumTEREb
TEREa

=+
=

 

  :استفاده کنیم داریم ) 7-48(اگر ما از رابطه

2

2

2

||||

2

2
2

MTERE

M
h

Mh
h

opt

ε

ε

ε

==

=

=
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−−b(اما اگر از رابطه    :استفاده کنیم داریم ) 487

2

22

2

2

0
2
12

min
2

2

M
h

M
h

imumMh
h

opt
ε

ε

ε

=

=+
−

=+

 

2  :حال مینیمم کل خطا عبارتست از 
1

2 )(2 Mε  

02)1( باشد و k−10بعنوان مثال اگر مرتبه خطاي راوند کردن فرض کنیم  ≈M آنگاه دقت روش تقریباً داراي ، 

210مرتبه 
k− ی از از آنجا که خطاي برشی یا موضعی یک روش عددي مشتق گیري متناسب با توانهای. می باشدh 

   .hاست اما خطاي راوندکردن روش متناسب با معکوس توانهایی از 

  : طول گام بهینه را براي روش مشتق گیري ذیل بیابید  :2- 7مثال

20

2
210

0 ,)(
32

)()(4)(3)( xxfh
h

xfxfxfxf <<′′′+
−+−

=′ ζζ  

f)0.2( استفاده شود آنگاه تقریبی براي |RE|=|TE|هرگاه از خاصیت   f(x)=ln(x) از داده هاي جدولی زیر براي ′

6105بیابید درصورتیکه خطاي روند کردن محاسبات    . باشد ×−

x 2.0 2.01 2.02 2.06 2.12 
f(x) 0.69315 0.69813 0.70310 0.72271 0.75142 

012 اگر :حل  ,, εεε خطاهاي راوندکردن براي محاسبه مقادیر تابع f2,f1,f0  باشند داریم:  

TERE
h

fff

fh
hh

fffxf

++
−+−

=

′′′+
−+−

+
−+−

=′

2
43

)(
32

43
2
43)(

210

2
210210

0 ζ
εεε

 

|)max,||,||(|هرگاه فرض کنیم  210 εεεε باشد و   =
20

3 )(max
xxx

xfM
≤≤

′′′=
  : آنگاه داریم  

3

2

3
||,

2
8|| MhTE

h
RE ≤≤

ε                                                                                                 
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  نیم درمی یابیم  استفاده ک|RE|=|TE|اگر از رابطه 

3
1

3

3

3

3

2

12

12
32

8









=

=

=

M
h

M
h

Mh
h

opt
ε

ε

ε

 

        : بنابراین 
3

1

3
1

3
3

2

)12(

4|||| MTERE ε
==  

  : استفاده کنیم درمی یابیم RE|+|TE|=min|اما اگر از خاصیت 

min
3

4 2
3 =+
hM

h
ε  

0                                                             داریم    hبا مشتق گیري نسبت به 
3

24 3
2 =+

− hM
h

ε  

3
1

3

6








=

M
hopt

ε
 

3   :حداقل خطاي کل عبارتست از 
1

3
3

2
3

2
6 Mε  

   داریم :حل قسمت دوم مثال 

12.22
4
1|)(|max

ln)(

3

≤≤

=′′′=

=

x

xfM

xxf

 

6105 وبا استفاده از |RE|=|TE|با استفاده از  −×=ε  داریم:  

06.0
4

1
10512

3
1

6

≈











 ××
=

−

opth  

  : از جدول داده شده داریم h=0.06با انتخاب 
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49975.0
12.0

70310.0)69813.0(4)69315.0(3)0.2( =
−+−

=′f  

   داریم h=0.01 را کمتر از طول گام بهینه انتخاب کنیم یعنی hحال اگر طول گام 

49850.0
02.0

70310.0)69813.0(4)69715.0(3)0.2( =
−+−

=′f  

ما می دانیم 
x

xf 1)( )0.2(5.0 داریم x=2.0 و درنقطه ′= =′fه با وجود انتخاب  از این جا نتیجه می گیریم ک

opthh   . نتایج بدست آمده نه تنها بهبود می یابد بلکه خراب تر هم می شود >

  (Extrapolation Methods) روشهاي برون یابی -  7-5

ه استفاد.براي دست یابی به روشهاي داراي دقت بالا نیاز داریم که از نقاط زیادي از جدول داده ها استفاده نمائیم 

از این نقاط زیاد باعث افزایش محاسبه تابع می گردد ، در نتیجه امکان افزایش خطاي راوند کردن بیشتر می شود 

براي این کار می توان .بهرحال امکان اینکه نتایج دقیق تري را بیابیم وجود دارد .ونتایج حاصله بد و بدتر می گردد 

 g تقریبی براي مقدار تابع g(h)فرض می کنیم .ملی ساخت از یک روش معین با گامهاي متفاوت این امر را ع

وهم چنین فرض می کنیم . حاصل شده است h ام با طول گام pباشد وبا استفاده از یک روش داراي دقت مرتبه 

g(qh)  تقریبی براي تابعg باشد که با استفاده از روش مرتبه p ام وبا طول گام qh لذا داریم . حاصل شده باشد:  

)()(
)()(

1

1

+

+

++=

++=
ppp

pp

hohcqgqhg
hochghg  

  : از دو رابطه فوق داریم cبا خذف 

)(
1

)()( 1++
−
−

= p
p

p

ho
q

qhghgqg  

  :بنابراین داریم 

)49.7()(0
1

)()()( 1)1( ++=
−
−

= p
p

p

hg
q

qhghgqhg  
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این مهارت که با درهم آمیختن مقادیر محاسبه شده توسط یک روش معین با . است (P+1)این روش داراي دقت 

 مراتب بالاتر صورت می گیرد را روش برون یابی یا روش دو طول گام متفاوت حاصل میشود و براي کسب دقت

  .درونیابی ریچاردسون نامیده میشود 

 باشد آنگاه با تکرار پیاپی روند برونیابی ، می hهرگاه خطاي برشی یا موضعی یک روش ، بصورت سري توانی از 

شود که طول گامهاي بکارگرفته کاربرد این روش زمانی آسان می.توان روشهایی با مرتبه دقت دلخواه دست یافت 

براي آسانی کار عموماً .شده یک دنباله هندسی را تشکیل دهند 
2
1

=q براي واضح تر نمودن . انتخاب می کنیم

  :روند فوق مثال زیر رادرنظر می گیریم ، روش زیر را درنظر میگیریم 

)50.7(
2

)( 11
0 h

ffxf −−
=′  

),()(بطوریـــکه  0101 hxfhxff  ، خطاي موضعی یا برشی مرتبط با روش فوق بصورت زیر بدست −=−=+

  .می آید 

)51.7(...)( 6
3

4
2

2
10 +++=′ hchchcxE  

123 ,, ccc مقادیر ثابتی هستند مستقل از طول گام ...  وh .  

)()(فرض می کنیم  0xfxg )2( مقداري باشد که بایستی بدست بیاوریم وفرض می کنیم =′ r
hg مقدار تقریبی 

g(x) 2,1,0,2...,حاصل شده است وبا طول گامهاي ) 7-50(روش  باشد وبا استفاده از =rh
r لذا داریم :  

...
409625616

)()
2

(

)52.7(...
64164

)()
2

(

...)()(

6
3

4
2

2
1

2

6
3

4
2

2
1

6
3

4
2

2
1

++++=

++++=

++++=

hchchcxghg

hchchcxghg

hchchcxghg

 

  : از روابط فوق داریم c1با حذف 
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)53.7(...
1024

5
64
1)(

3

)
2

()
2

(4
)

2
(

...
16
5

4
1)(

3

)()
2

(4
)(

6
3

4
2

2
)1(

6
3

4
2

)1(

−−−=

−
=

−−−=

−
=

hchcxg

hghghg

hchcxg

hghg
hg

 

,()(بنابراین 
2

( )1()1( hghg7-53(ابطه  والخ که از ر ( حاصل میشوند تقریبی برايg(x) با دقت )(0 4h با .  هستند

  :خواهیم داشت ) 7-52( از روابط c2حذف 

)54.7(...
64
1

14

)()
2

(4
)( 6

32

)1()1(2

)2( ++
−

−
= hc

hghg
hg  

)( با دقت g(x)تقریبی براي ) 7-54(رابطه  6ho ن از فرمول لذا نتایج داراي دقت مراتب بالاتر را می توا. می باشد

  :زیر کسب نمود 

)()(

)55.7(,...3,2,1,
14

)()2(4
)(

)0(

)1()1(
)(

hghg

m
hghg

hg m

mmm
m

=

=
−

−
=

−−

 

)()(مقادیر متوالی . این روند را برونیابی پیاپی براي مشتق گیري می نامند  hg m براي مقادیر متفاوت m می توان 

  .مانند جدول زیر محاسبه کرد 

  h دوم چهارم ششم هـشم
 
 
)()3( hg  

 
 

)
2

(

)(

)2(

)2(

hg

hg
 

 
)()1( hg  

)
2

()1( hg  

)
2

( 2
)1( hg  

)(hg  

)
2

(hg  

)
2

( 2

hg  

)
2

( 3
hg  

h  

2
h  

22
h  

32
h 
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با توجه به جدول فوق درمی یابیم که مقادیر جدولی یک ســتون مشخص تقریبی بهتر از داده جدولی قبل از آن 

بهترین . هم چنین در ستونهاي متوالی هر ستون نسبت به ستون قبلی آن تقریب بهتري بدست میدهد .می باشد 

  : که داشته باشیم نتایج در قسمت پائینی قطر جدول است این روند زمانی متوقف می گردد

ε<− − )2()( )1()( hghg kk  

ε معیار دقت حل مسئله می باشد .  

 داده هاي جدولی زیر مفروض اند ، از فرمول  :3- 7مثال 
h

xfxfxf
2

)()()( 02
1

−
 استفاده کنید وبا استفاده از ′=

f)3(روند برونیابی ریچاردسون     را بیابید ′

x -1 1 2 3 4 5 7 

f(x) 1 1 16  81 256 625 2401 

  :با استفاده از بسط سري تیلور داریم 

...)(
120

)(
6

)(
2

)()(
1

)5(
4

1
)3(

2

1
02 +++′=

− xfhxfhxf
h

xfxf  

  :لذا جدول زیر را با استفاده از روند برونیابی خواهیم داشت 

)3(f ′   

h O(h2) O(h4) O(h6) 

4      300 

2      156 

1      120 

 
108 

 
108 

 
 

108 

)3(108بدیهی است که  =′f 4()2()4(زیرا .  بایستی حل دقیق باشد( )2()1()1( ggg  ازآنجا که داده ها بیانگر ==

4)( xxf 4)5()( هستند لذا ستون دوم بایستی جواب دقیق باشد زیرا نتایج جمله با خطاي = ζfch هستند .  
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  صل  هاي ف تمرین

0)( یک فرمول پنج نقطه اي را از مرتبه -1 4h 3,()2,(),(),()( که از( 00000 xfhxfhxfhxfhxf +−++ 

)(استفاده می کند براي تقریب  0xf   . بدست آورید ′

)()()2()3(عبارت : راهنمایی ( 0000 hxDfhxCfhxBfhxAf  را درنظر گرفته بسط چندجمله اي −++++++

  ) را بطور متناسب انتخاب کنیدD,C,B,A تیلور را نوشته و 5درجه 

  . بصورت زیر تعریف میشود x در fتمام دانشجویان ریاضی می دانند که مشتق -2

0

)()(lim)(

→

−+
=′

h
h

xfhxfxf   

xf)( را براي ′xfn)( وکامپیوتر یا ماشین محاسب را انتخاب کرده و تقریبهاي x عدد fتابع اختیاري   که بصورت ′

  .بدست آورید وآنچه را مشاهده می کنید شرح دهید  n=1,2,…,20زیر است به ازاي 

n

n

n
xfxfxf −

− −+
=′

10
)()10()(  

)(روشی براي تقریب -3 0xf  ، حول نقطه f تیلور تابع 5درجه  با بسط چندجمله اي h2 با جمله خطایی از مرتبه ′′

x0 ومحاسبه آن در hx 20 hx و±   .بدست آورید ±0

      تابع زیر را درنظر بگیرید-4

Mh
h
ehe

6
)(

2

+=  

3 مینیممی در he)(نشان دهید که .  کرانی براي مشتق مرتبه سوم تابع است Mکه در آن 
3
M
e دارد .  

   زیر را بیابید ؟خطاي برشی فرمولهاي مشتق گیري-5
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2

2

21

42
21

)(

2
34

)(

)
12
1(1)(

)()()
2

()(

h
ffd

h
ffffc

ff
h

fb

h
xfhxfhxfa

k
k

kkk
k

kkk

kk
k

∆≅′′

−−
≅′

∆−∆≅′′

−+
≅+′

++

+

 

  :فرمول مشتق گیري زیر داده شده است -6

)()( 02211000 khxxfffxf k +=++=′ ααα  

012 ,, ααα 2 بطریقی بیابید که روش برايpf   .جمله خطا را نیز بیابید . دقیق باشد ∋

f)0.6(از داده هاي جدولی زیر استفاده کنید و-7 f)3.6( و(h)0 با خطاي ′   . (h2)0 با خطاي ′′

x  6.0  6.1  6.2  6.3  6.4 

f(x)  0.1750  -0.1998 -0.2223 -0.2422 -0.2596 

8-αγβδ   را بطریقی بیابید که رابطه زیر,,,

)()()()(2
)( byaybyaybay ′′+′′++=





 +′ δγβα  

||0جمله خطاي را درصورتیکه .حد ممکن دقیق باشد براي چندجمله ایهاي درجه بالا تا  →− ab بیابید .  
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  فصل هشتم

  حل عددي معادلات دیفرانسیل معمولی - 8

یک معادله . بسیاري از مسائل ریاضیات کاربردي ، به معادلات دیفرانسیل معمولی منجر میشوند : مقدمه 8-1

کلی ترین فرم یک معادله .دیفرانسیل معمولی ، رابطه اي است بین یک تابع و مشتقات آن ومتغیر مستقل آن 

  :را می توان بصورت زیر نوشت دیفرانسیل معمولی 

)1.8(0),...,,,,( )( =′′′ nyyyyxφ  

y ومشتقات آن توابعی از x هستند و n بیانگر بالاترین مرتبه مشتق y نسبت به x مرتبه یک معادله دیفرانسیل . است

بعد . عبارتست از بالاترین مرتبه مشتق آن و درجه یک معادله دیفرانسیل عبارتست از درجه بالاترین مرتبه مشتق 

 با خودش و یا یکی از مشتقاتش در معادله بروز y(x)از گویاسازي معادله مزبور هرگاه حاصل ضرب تابع وابسته 

  .نکند معادله دیفرانسیل را خطی ودرغیر اینصورت غیر خطی می نامیم 

  : ام خطی را می توان به شکل زیر نوشت nیک معادله دیفرانسیل مرتبه 

∑
=

=
n

p

p
p xrxyx

0

)( )2.8()()()(φ  

)(xpφ چنانچه معادله دیفرانسیل . توابع شناخته شده هستند)را بصورت زیر بتوانیم بنویسیم ) 8-1:  

)3.8(),...,,( )1()( −′= nx yyyxFy  

  .نامیده می شود ) 8-1( معادله دیفرانسیل رابطه (Cononical)این معادله را نمایش کانونی 

  :مسئله مقدار اولیه - 8-2

 ثابت دلخواه که در معادله صدق n و x و yرابطه اي بین )8-1( یک معادله دیفرانسیل نظیر جواب عمــــــومی

  .جواب معادله ممکن است به صورت ضمنی زیر باشد .می نماید 

)4.8(0),...,,,( 21 =ncccyxw  
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   بصورت زیر باشد xیا به صورت یک تابع صریح از 

)5.8(),...,,,( 21 ncccxwy =  

  : شرط ذیل nان بادرنظرگرفتن  را می توcn تا c1ثابتهاي 

)6.8(1,...,2,1,0,)()( −== nvyxy v
v  

بهمراه شرایط اولیه ) 8-1(معادله دیفرانسیل . که به شرایط اولیه موسوم می باشد تعیین نمود x=x0در یـــک نقطه 

  . ام می گویند nرا مسئله مقدار اولیه مرتبه ) 6-8(

  :مسئله مقدار مرزي - 8-3

دراین . شرط در بیش از یک نقطه استفاده کنیم nخواه در جواب عمومی معادله از  ثابت دلnچنانچه براي تعیین 

  .بهمراه شرایط مرزي را مسئله مقدار مرزي می نامند) 8-1(حالت شرایط مرزي نامیده می شود ومعادله دیفرانسیل 

  : تبدیل معادلات مراتب بالا به دستگاه معادلات مرتبه اول - 8-4

 مسئله مقدار nرا می توان به یک دستگاه متشکل از ) 8-6(بهمراه شرایط اولیه ) 8-3( ام nه معادله دیفرانسیل مرتب

  :بنابراین داریم .اولیه مرتبه اول برگرداند 

n
n uyuyyu ==′= − )1(

21 ...,,  

  بطوریکه 

1021

20343

10232

00121

)(,),...,,,(
.
.

)(,
)(,
)(,

−==′

==′
==′
==′

nnnn xuuuuxgu

xuuu
xuuu
xuuu

η

η
η
η

 

  .دستگاه فوق را می توان با نماد ماتریسی زیر نشان داد 
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),(,)()8.8(                                       بنابراین روشهاي حل مسئله مقدار اولیه  00 yxyyxf
dx
dy

== 

  .بکار رود ) 8-7( ممکن است براي حل دستگاه معادله 

  : وجود جواب و یکتایی جواب 8-5

اي به دست آورده جواب تقریبی ماهیت جواب معادله دیفرانسیل از لحاظ وجود جواب و هم چنین قادر بودن ما بر

 به اندازه کافی هموار باشد آنگاه جواب fاساساً اگر .  مربوط است fدقیقی براي آن به ماهیت و رفتار تابع 

لذا ما می توانیم جواب تقریبی با دقت هاي متفاوت براي معادله .منحصربفردي براي معادله وجود خواهد داشت 

اول .وجود دارد که ما دو راه رادرنظر می گیریم » هموار بودن«وتی براي بیان به هرحال راه هاي متفا.بیابیم 

 ودوم ، همــــوار و یــــکــنوا (Libschitz Continuity)پــــیــوســـتــــگی لـــیـــپ شـــیــتس 

 مسئله  دومین راه حل عموماً براي ایجاد جوابmonotone decreasing) (Smooth and uniformlyنــــــزولی

  :حال به تعاریف زیر می پردازیم .مقدار اولیه درنظرگرفته میشود که یک شرط ضعیف است 

  :تعریف پیوستگی لیپ شیتس 

 می نامیم هرگاه یک ثابت I را تابع پیوسته لیپ شیتس در بازه g.  باشد R به توي R یک تابع از gفرض می کنیم 

k وجود داشته باشد بطوریکه به ازاي هر Ixx ∈21   : داشته باشیم ,

)8.8()()( 2121 xxkxgxg −≤−  

 را تابع هموار و یکنوا نزولی g. باشد R به توي R یک تابع از g فرض می کنیم :تعریف هموار و یکنوا نزولی 

  . در رابطه زیر صدق نماید x مشتق پذیر باشد ومشتق آن به ازاي همه مقادیر gمی نامیم هرگاه 
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)9.8(0)( <−≤′≤− mxgM  

  .  ثابتهاي مثیت داده شده هستند Mوmدر رابطه فوق 

  براي روشن شدن تعاریف فوق دو مسئله مقدار اولیه زیر را درنظر می گیریم 

  : دو مسئله مقدار اولیه زیر را درنظر می گیریم  :1-8مثال 

)11.8(1)0(,sin)1(
)10.8(1)0(,4

2 =++−=′

=−=′ −

yxyxy
yeyy x

 

  داریم ) 8-10(و در مسئله 

)(4)4()4(),(),(
4),(

212121 yyeyeyyxfyxf
eyyxf

xx

x

−=−−−=−

−=
−−

−

 لذا    

2121        :بنابراین داریم  4),(),( yyyxfyxf −≤−  

 می باشد k=4 پیوستگی لیپ شیتس دارد ودراین جا y نسبت به fلذا نتیجه می گیریم که در این حالت تابع 

  . است y,x به ازاي جمیع مقادیر fy(x,y)=4>0 یکنوانزولی نیست زیراکه fبهرحال تابع .

  :بارتست از  عfتابع ) 8-11(درباره مسئله 

f(x,y)=-(x2+1)y+sinx 

      :لذا داریم 

  
))(1(

)sin)1(()sin)1((),(),(

21
2

2
2

1
2

21

yyx
xyxxyxyxfyxf

−+−=

++−−++−−=−  

  : داریم x∋]1,0[بنابراین براي 

2121
2

21 2)1(),(),( yyyyxyxfyxf −≤−+≤−  

10مضاف براین به ازاي . است k=2 داراي پیوستگی لیپ شیتس با تابت fپس نتیجه می گیریم که تابع  ≤≤ x  

  :یم دار

01),(2)1(),( 2 <−≤≤−⇒+−= yxfxyxf yy  
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  . دراین حالت یکنوا نزولی وهموار است fاین رابطه نشان می دهد که تابع 

  .حال در موقعیتی هستیم که به قضایاي وجود جواب ویکتایی جواب مسئله مقدار اولیه به پردازیم 

} یک ناحیه باز مستطیلی باشد R فرض می کنیم :قضیه  }dycbxayxR <<≤≤=  به ازاي fهرگاه تابع  ),(:,

Ryxجمیع مقادیر  آنگاه . داشته باشد k پیوستگی لیپ شیتس با ثابت y پیوسته باشد وهم چنین نسبت به ),(∋

00    مسئله مقدار اولیه  )(,),( yxyyxfy ==′  

Ryxبه ازاي جمیع مقادیر  ∈),(  جواب مسئله z(x)هرگاه : فاً اینکه مضا. داراي جواب منحصربفرد خواهد بود 00

00    : باشد آنگاه z(x0)=z0مقدار اولیه فوق با شرایط اولیه 
)( 0)()( zyexzxy xxk −≤− −  

  . قائل شویم ، قضیه زیر را داریم fچنانچه بخواهیم شرایط بیشتري را بر روي تابع 

R ، Ryx به ازاي جمیع مقادیر متعلق به ناحیه باز مستطیلی f هرگاه تابع :قضیه   پیوسته باشد وهم چنین ),(∋

00آنگاه مسئله مقدار اولیه .  هموار و یکنوانزولی باشد yنسبت به  )(,),( yxyyxfy  به ازاي جمیع مقادیر ′==

Ryx ∈),(   . داراي جواب منحصرد بفرد است 00

  : باشد آنگاه z(x0)=z0زبور با شرایط اولیه  جواب مسئله مقدار اولیه مz(x)هرگاه : مضافاً اینکه 

00
)( 0)()( zyexzxy xxm −≤− −−   

  . است (8.9) ثابت کران بالا یکنوایی در رابطه mدر اینجا 

اثبات دو قضیه فوق می توان در کتب نظریه معادلات دیفرانسیل معمولی یافت ، اثبات این قضایا مربوط به درس 

ئل مقدار اولیه اي را که درنظر می گیریم فرض می کنیم که داراي جواب لذا از این به بعد مسا.ما نمی باشد 

  . می باشد y,x داراي مشتقات نسبی پیوسته نسبت به f(x,y)منحصربفرد هستند وهم چنین فرض می کنیم که تابع 

   :(Text Equations) معادلات آزمون 8-6
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),( نظیر در همسایگی هرنقطه اي) 8-8(رفتار جواب مسئله مقدار اولیه  yx را می توان با درنظر گرفتن فرم خطی 

),(    معادله دیفرانسیل  yxfy   .پیش بینی کرد       ′=

),( را می توان با استفاده از بسط سري تیلور آن حول نقطه f(x,y)تابع غیرخطی  yx وبرش آن بعد از جملات اول 

  :ذا فرم خطی معادله دیفرانسیل فوق عبارتست از ل.، خطی نمود 

xy
f

cyy

)(
∂
∂

=

+=′

λ

λ
 

),()()()(          :درصورتیکه  xx
x
f

y
fyyxfc xx −

∂
∂

+
∂
∂

−=  

با انتخاب 
λ
cyw       بصورت زیر ساده میشود ) 8-12( معادله =+

)13.8(ww λ=′  

 مطلقاً موهومی باشد λه فوق درصورتیکه عدد جواب معادل.  در شکل زیر نشان داده شده است w(x)جواب 

  .متناوب خواهد بود 

  

  

  

  

xewنمایش : 1شکل  λ=  

  : هم چنین مسئله مقدار اولیه مرتبه دوم زیر را 

)14.8()(,)(
),,(

1000 ηη =′=

′=′′

xyxy
yyxfy

 

  :می توان متشابه با روند فوق الذکر بفرم خطی تیدیل کنیم 
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)15.8(cwwbw −′−=′′  

          : بطوریکه 
y
fc

y
fb

∂
∂

−=
′∂

∂
−= ,  

  :معادل دستگاه ذیل است ) 8-15(معادل دیفرانسیل 

)16.8(Auu =′  

          :در صورتیکه 







−−

==
bc

Auuu T 10
,],[ 21  

    wuwu ′== 21 ,  

12به ) 8-16(ویا ) 8-15(ماهیت جواب معادله  ,ζζ ریشه هاي معادله مشخصه ماتریس A وابسته است .  

)17.8(02 =++ cbζζ  

  :حال سه حالت ذیل که ممکن است پیش بیاید را بررسی می کنیم 

cb وb>0 ، 0≥cاگر -1 زمـون  معادله آc=0براي . باشند جوابهاي معادله دیفرانسیل نمایی و نزولی هستند <2

  .بصورت زیر خواهد بود ) 15-8(

)18.8(0,0 >=′+′′ bwbw  

cb و c≤0 وb<0اگر -2  معادله c=0براي . باشند ، جوابهاي معادله دیفرانسیل ، نمایی و صعودي هستند <2

  :آزمون بصورت زیر خواهد بود 

)19.8(0,0 <=′+′′ bwbw  

cb و c>0اگر -3 2||   . باشند جوابهاي معادله دیفرانسیل نوسانی هستند ≥

   x→∞: باشد آنگاه جواب یک تابع نوسانی میرا است و دامنه نوسان آن بیکران می گردد وقتیکه b<0اگر -

  . بود بصورت زیر خواهد) 8-15( باشد معادله آزمون b=0اگر -

)20.8(0,0 >=+′′ ccww  
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جواب این معادله متناوبی با دور تناوب 
c

π2 است .  

12 درمی یابیم که c=0 و b=0براي  ,ζζ اعداد مطلقاً موهومی هستند .  

) 8-13(اده از معادله آزمون بنابراین ماهیت جوابهاي دستگاه معادلات ویا معادلات مراتب بالا ممکن است با استف

 . مختلط باشد بررسی کرد λ مطلقاً حقیقی یا مطلقاً موهومی ویا λبراي حالتهایی که 

  . می پردازیم (I.V.P)در این قسمت ما به بررسی حل عددي مسئله مقدار اولیه 

  :اولیه  روشهاي عددي براي حل مسائل مقدار 8-7

  مسئله مقدار اولیه زیر را درنظر می گیریم 

)21.8()(,,),( α=≤≤=′ aybxayxfy  

می توان زیر ( زیرفاصله مساوي افراز می کنیم n را به [a,b]ابتدا فاصله . اعداد ثابتی هستند ab,,αدراین رابطه 

  .در نقاط زیر هستیم ) 8-21(دد یافتن جواببنابراین ما درص) فاصله هاي نامتساوي الفاصله رانیز درنظر گرفت

bxxxxa n =<<<<= ...210  

  نقاط فوق را نقاط گره اي یا شبکه اي می نامند نقاط فوق را می توان بصورت زیر هم درنظر گرفته شوند 

njjhxx j )1(0,0 =+=  

          بطوریکه 
n

abh −
=  

 می باشد xj در نقطه y(x)واقع یک جواب تقریبی براي جواب تحلیلی  را که درyjدر روشـــهاي عددي ما عدد 

 از {yj}اعداد .می باشند ) 8-21( حل هاي عددي مسئله مقدار اولیه y0,y1,…,yn یعنی {yj}لذا مجموعه .می یابیم 

ی براي تقریبهاي تفاضلی فراوان.یک مجموعه معادلات جبري که معادلات تفاضلی نامیده میشود محاسبه می کنیم 

  :این روشها را می توان بطور اجمالی به دو دسته کلی تقسیم نمود.حل معادله دیفرانسیل داده شده فوق وجود دارد 

  روشهاي تک گامی-1

www.prozhe.com



 172 

  روشهاي چندگامی-2

روشهاي تک گامی را نیز می توان به دو دسته تقسیم کرد اول .در این جا ما فقط به روشهاي تک گامی می پردازیم 

  :فرم کلی روشهاي تک گامی صریح عبارتند از. گامی صریح و دوم روشهاي تک گامی ضمنی روشهاي تک

)22.8(1)1(0,),,(1 −=+=+ njhyxhyy jjjj φ  

 روش تک Truncateخطاي برشی یا . ونقاط شبکه وابسته است h وگام fرا تابع تصحیح می نامند وبه تابع φتابع 

  یف می کنیم گامی را در حالت کلی بصورت زیر تعر

)23.8(,)),(()()( 11 hxyxhxyxyT ijjjj +−−= ++ φ  

  :تعریف مرتبه دقت یک روش تک گامی 

  . که در رابطه ذیل صدق می نماید را مرتبه دقت روش تک گامی می نامند pبزرگترین رقمی نظیر 

)(1
1 p

j hOTh ≤+
−  

  : روش اویلر8-8

  . درنظر می گیریم x=xjرا در نقاط ) 8-21(مسئله 

)24.8())(,( jj
xx

xyxf
dx
dy

j

=







=

 

  در این رابطه اگر مشتق مرتبه اول رابا یک فرمول مشتق گیري براساس تفاضل پیشرو مرتبه اول تقریب بزنیم داریم 

+
∆

h
xy j )( = خطا njxyxf jj )1(0))(,( =  

h
xyxy jj )()( 1 −+ = خطا + ))(,( jj xyxf  

1),(,0)1(1     با نادیده گرفتن جمله خطا داریم −==−+ njyxhfyy jjjj  

1),(,0)1(1)25.8(        یا  −=+=+ njyxhfyy jjjj  
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بشفورث -این روش نیز روش آدامز.فرمول اویلر است که ساده ترین روش صریح تک گامی است ) 8-25(روش 

 بکار گرفته میشود تا جوابهاي عددي مسئله xj و j=0(1)n-1این روش را در نقاط گره اي .مرتبه اول نامیده میشود 

  . داده شده را محاسبه نمائیم مقدار اولیه

),(
.
.

),(
),(

111

1112

0001

−−− +=

+=

+=

nnnn yxhfyy

yxhfyy
yxhfyy

  

  . قابل محاسبه هستندyn تاy2 را محاسبه کرد وسپس به آسانی y1 و شرایط اولیه داده شده می توان hبا انتخاب گام 

  (Local truncation error)خطاي برشی یا موضعی 

وبا استفاده ) 8-25( که از روش yj+1 و جواب x=xj+1خطاي تقریب که تفاضل بین جواب تحلیلی مسئله در نقطه 

  :لذا داریم .حساب دقیق بدست می آید را خطاي برشی یا موضعی یا خطاي گسسته سازي نامیده میشود

1)1(0,)( 111 −=−= +++ niyxyT jjj  

  

  

 

))(,()()( 11 iijjj xyxhfxyxyT −−= ++  

  :داریم ) 8-24( ورابطه xjبا استفاده از بسط سري تیلور حول 

1

2

1 ,)(
2 ++ <<′′= jjj xxyhT ζζ  

اگر فرض کنیم 
],[],[

,)( 12

baba
TTMaxMyMax j ==′′ +ζ بـــــــــــاشند از رابـــــــطه فـــــــــــوق نتیجه 

)26.8(:می گیریم 
2 2

2

MhT در  .h→0 وقتیکه O(h2)  لذا نتیجه می گیریم که مرتبه خطاي برشی موضعی ≥
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 را می یابیم واما در محاسبات عددي بعلت تأثیر خطاي yjاویلر روند محاسبات دقیق و حساب دقیق در روش 

 را براي مقدار عملاً محاسبه شده معرفی می کنیم واین چنین jy بدست نمی آید لذا ما تقریب yjروند کردن عملاً 

  .تعریف می کنیم 

)27.8(1)1(0,),( 11 −=−+= ++ njRyxhfyy jijjj  

و ) 8-25(روش اویلر .صدق نمی نماید ) 8-25( در روش اویلر jyت که  مقداریسRj+1خطـــــــاي روند کردن 

yyرا روي معادله آزمون ) 27-8( λ=′ بکار می بریم وتفاضل آنها را بصورت زیر می یابیم :  

1111 ))(()()( ++++ ++−−−=− jjjijjjj RTyxyhyxyyxy λ  

jjjبا فرض  yxye −=   :ابطه فوق معادله خطا را بصورت زیر می یابیم  وقرار دادن آن در ر)(

)28.8()1( 111 +++ +++= jjjj RTehe λ  

1)29.8(با درنظرگرفتن رابطه تفاضلی زیر                                                BAEE jj +=+  

Ahبطوریکه  ≤+ λ1 و BRT jj ≤+ ++ jj ، بدیهی است که 11 Ee 00اگر فرض کنیم . است ≥ Ee  باشد ≥

                      :داریم 

B
A

AEAE

BAEABAEE
BAEE

j
j

j 







−
−

+=

++=+=

+=

1
1

.

.
)1(

0

0
2

12

01

 

  .عبارت زیر همواره برقرار است . باشد A≠1مشروط بر اینکه 

0,))(exp()1( 0 >−<+ λλλ xxh j
j  

00با جایگزینی  eE   : داریم =

)30.8()(
1))(exp(

))exp( 0
00 RT

h
xx

exxe j
jj +

−−
+−<

λ

λ
λ  
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      بطوریکه 
],[

max 1

ba
RRj =+  

  :حال موارد زیر را درنظر می گیریم 

0,0اگر -1 0 == eR بصورت زیر ساده میشود (8.30)فرض کنیم ، رابطه .  

)31.8())1)((exp( 0 −−< xx
h

Te jj λ
λ

 

)(از آنجا که  2hOT نتیجه می گیریم روش اویلر . میل خواهد کرد je→0  میل کندh→0 است وقتیکه =

  .همگراست 

  : نتیجه می گیریم که (8.30) باشد از رابطه e=0اگر -2

)32.8()(
1)](exp[ 0

h
R

h
Txx

e j
j +

−−
<

λ

λ
 

)(از آنجا که  2hOT د کردن اما تا زمانی که خطاي رون. کاهش می یابد h کران خطا کاهش می یابد زمانی که =

این رفتار خطا در شکل زیر . را کاهش دهیم hاز یک نقطه اي به بعد کران بالا افزایش می یابد چنانچه .غلبه نکند 

  .نمایش داده شده است 

  

  

  

  

2.0,1.0 با استفاده از روش اویلر مسئله مقدار اولیه زیر را با گام  :2-8مثال  == hh و h=0.05 [0,1] در بازه 

  کرانی براي خطا بیابید؟) روند کردن(با نادیده گرفته خطاي گردکردن . ید حل کن

1)0(,2 2 =−=′ yxyy  
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   :h=0.2 با استفاده از روش اویلر داریم وبا گام :حل 

78458.0)92.0)(4.0)(2.0(292.02)6.0(

92.0,4.0,2
92.0)1)(2.0)(2.0(212)4.0(

1,2.0,1
12)2.0(

1,0,0

4)1(0,.2

22
2223

22

22
1112

11

2
0001

00

2
1

=−=−==

===
=−=−=≈

===
=−=≈

===

=−=+

yhxyyy
yxj

yhxyyy
yxj

yhxyyy
yxj

jhyxyy jjjj

 

  :بر همین اساس مقادیر دیگر جواب عبارتند از 
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  : خواهد بود لذا داریم j=0(1)9د  باشh=0.1حال اگر گام 

50364.0)1(56011.0)9.0(
62202.0)8.0(68835.0)7.0(
75715.0)6.0(82525.0)5.0(
88839.0)4.0(94158.0)3.0(
98.0)2.0(0.1)1.0(
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  : داریم h=0.05وسرانجام براي گام 

50179.0)1(52831.0)95.0(
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995.0)1.0(1)05.0(
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  :خطاي برشی اویلر عبارتست از 

]1,0[

)(max
2
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2
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xyhyhT

yhT

′′≤′′=

′′=

ζ
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21از آنجا که جواب دقیق مسئله 
1)(
x

xy
+

  : است داریم =
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10
)1(

)31(2max
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2
32
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≤
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−

≤

x

h
x

xhT
 

   روش سري تیلور 8-9

  . بسط دهیم xj را می توان با سري تیلور حول نقطه y(x)فرض می کنیم 

)33.8()()(
)!1(

1)()(
!

1

...)()(
!2

1)()()()(

)1(1)(

2

hxyxx
p

xyxx
p

xyxxxyxxxyxy

j
pp

jj
pp

j

jjjjj

θ+−
+

+−+

+′′−+′−+=

++
 

10,],[این بسط براي  bax∈<< θ 1چنانچه .  برقرار است+= jxx را در رابطه فوق جایگزین کنیم داریم :  

)(
)!1(

1)(
!

1...)(
!2

)()()( 11)(
2

1 hxyh
p

xyh
p

xyhxyhxyxy j
pp

j
pp

jjjj θ+
+

+++′′+′+= ++
+  

  :را تعریف می کنیم رابطه زیر 

)(
!

1...)(
!2

)()),(,( )(
2

j
pp

jjjj xyh
p

xyhxyhhxyxh ++′′+′=φ  

),,( می توان عبارت y(xj) بجاي جواب دقیق yjبا جایگزینی جواب تقریبی  hyxh jjφ را از عبارت 

)),(,( hxyxh jjφ لذا براي محاسبه تقریب . بدست آوردyj عبارت زیر را داریم :  

)34.8(1)1(0,),,(1 −=+=+ njhyxhyy jjjj φ  

 باشد روش اویلر را خواهیم p=1، ) 8-34(اگر در رابطه . ام می نامند p روش سري تیلور مرتبه این روش را

1),(0)1(1          :داشت  −===′+=+ njyxhfyyhyy jjjjjj  

),()(استفاده کنیم نیاز است که ) 8-34(براي اینکه بتوانیم از روش  jj xyxy′ تا )()(
j

p xy اگر . را تعیین نمائیم

jj xxy jjابتدا مقادیر معلوم . معلوم باشند آنگاه مشتقات مراتب مختلف آن را می توان محاسبه کرد ),( xxy  را ),(

)(),)((    :در معادله دیفرانسیل داده شده قرار میدهیم بنابراین داریم  jjj xyxfxy =′   

  : را بیابیم لذا داریم y(x)یریم تا مشتقات مراتب بالاتر مشتق می گ) 8-21(ثانیاً از معادله دیفرانسیل 
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.

.
)(2

),(

2
yxyyyxyxx

yx

fffffffffy

fffy
yxfy

++++=′′′

+=′′
=′

 

xy ff ),()(مقادیر . والخ می باشد y,x نسبت به f بیانگر مشتقات نسبی ,..., jj xyxy را می توان با ...  و′′′′′

jjبنابراین اگر . محاسبه کرد x=(xj)جایگزینی  xxy را می توان براي ) 8-34( دقیقاً معلوم باشند آنگاه روش ),(

  : بکار برد وخطاي آن عبارتست از yj+1محاسبه 

)(
)!1(

)1(
1

hxy
p
h

j
p

p

θ+
+

+
+

  

اگر . بکار گرفته شوند بوسیله خطاي قابل اغماض تعیین می شود) 8-34(تعداد جملاتی را که بایستی در رابطه 

)( باشد و سري در جمله εاین خطا 
)(

jx
py قطع گردد آنگاه   

εθ )!1()()1(1 +<+++ phxyh j
pp  

1)()()1!(,)35.8(یا  εθ +<++ phxfh j
pp  

از .  بیابیمh از پیش معلوم باشد میتوان کرانی براي p را بدست آورد و اگر p از رابطه فوق می توان hبراي یک 

θhxآنجا که  j )()( معلوم نیست ، لذا + hxf j
p θ+ با مقدار ماکزیمم درباره )  80-35( در رابطه[a,b] جایگزین 

  می گردد 

   :3-8مثال 

22,)0(0: مسئله مقدار اولیه  =+=′ yyxyسه جمله اول ناصفر در بسط سري تیلور .  مفروض است)(xy را 

 که از دو جمله اول ناصفر بدست xy)( اي را بیابید که خطاي در xهم چنین .  را محاسبه کنیدy)1(و مقدار بیابید 

  . کمتر باشد6-10می آید از 

0,0                    : حل  )0()0( =′= yy  
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0,22 )0( =′′′+=′′ yyyxy  

2,)(22 )0(
2 =′′′′+′′+=′′′ yyyyy  
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)4( === yyy  
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38400
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1173:                                                       عبارتستxy)(بسط سري تیلور 

2079
2

63
1

3
1)( xxxxy ++=  

   داریم y)1(براي تقریب 

3502.0)1( ≈y  

  . را از رابطه زیر می یابیمxآنگاه مقدار  ر فقط دو جمله ناصفر بکار گرفته شود،اگ

711 105.0
2049

2 −×<x  

  x≈41.0      باحل آن داریم 

  : کوتا – روشهاي رانگ 8-10

.  آنهاستروشهاي تیلور که قبلاً بحث شد داراي ویژگی مناسبی هستند و آن همانا خطاي برش موضعی مرتبه بالا

 در بسیاري از مسائل می تواند پیچیده و ملال آور باشد بنابراین از روش تیلور f(x,y)ولی نیاز به محاسبه مشتقات 

با استفاده از قضیه مقدار . کوتا را بیان می کنیم-ماابتدا اصول اساسی روشهاي رانگ. به ندرت استفاده می گردد

  :میانگین داریم
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10,))(),(()(

)()()( 1

<<+++=

+′+=+

θθθ

θ

hxyhxhfxy
hxyhxyxy

jjj

jjj  

به ازاي 
2
1

=θ داریم  :            ))
2

(,
2

()()( 1
hxyhxhfxyxy jjjj +++=+  

2روش اویلر با نصف گام 
h داریم  

jjj fhyhxy
2

)
2

( +≈+  

  :بنابراین تقریب زیر را داریم

)
2

,
2

(1 jjjjj fhyhxhfyy +++=+  

  رابطه فوق را می توان به صورت زیر نیز نوشت 

)36.8(

)
2
1,

2
(

21

12

1

Kyy

KyhxhfK

hfK

jj

jj

j

+=

++=

=

+

 

  .این روش را روش اویلر با نصف گام می نامند 

  حال با استفاده از روش اویلر می توان روند زیر را نیز بررسی کرد 

[ ]

[ ]),(),(
2
1

)()(
2
1)

2
(

ijjjj

jjj

hfyhxfyxf

hxyxyhxy

+++≈

+′+′≈+′
 

  :بنابراین تقریب ذیل را خواهیم داشت 

[ ] )37.8(),(),(
21 ijjjjjj hfyhxfyxfhyy ++++=+  

  :این روش را می توان بفرم زیر نیز نوشت 
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)38.8(1)1(0,)(
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211
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+ njKKyy

KyhxhfK
yxhfK

jj

jj
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  . اویلر می نامند –این روش را روش کوشی 

  را می توان بصورت زیر تعبیر نمود ) 8-38(و) 8-36(روشهاي 

hyy jj +=+1 )متوسط ضریب زاویه         ( )39.8(  

ریب زاویه را در  کوتا ما ض-به طور عمومی در روشهاي رانگ. کوتا می باشند -این اساس ایده روشهاي رانگ

 jy ضرب می نمائیم و به جواب h و سایر نقاط دیـگر می یابیم و متوسط این ضریب زاویه ها را درگام jxنقطه 

  . کوتا را می توان به صورت کلی ذیل تعریف کرد –بنابراین روشهاي رانگ .اضافه می کنیم 

  ا کوت–روشهاي رانگ 

   ضریب زاویه را میتوان بصورت زیر تعریف کردV کوتا با –روش رانگ 

)40.8(1
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.
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.
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22111

1
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34324214144

23213133
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v

i
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w

kwkwkwyy

kayhcxhfk

kakakayhcxhfk
kakayhcxhfk

kayhcxhfK
yxhfK

 

 و تعداد دیگر نقاط که در jxتابع تصحیح عبارتست از ترکیب خطی ضریب زاویه ها درنقطه ) 8-40(در فرمول 

را به آسانی محاسبه کرد بنابراین روش jy+1می توان ) 8-40(بادانستن طرف راست .  قرار دارندjx+1 و jxبین 
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ما ) 8-40(ها در w ها و a ها، cبراي تعیین .  ضریب زاویه اي استvیک روش صریح ) 8-40( کوتا –رانگ 

1+jy را بصورت سري توانی h بطوریکه با بسط سري تیلور جواب معادله دیفرانسیل تا تعداد معینی  بسط میدهیم

ها را براي روش مرتبه دوم با wها و cها و aبراي آسانی کار در ذیل نحوه بدست آوردن . از جملات منطبق باشد

  .جزئیات بحث و بررسی می کنیم

  روش مرتبه دوم

 .م کوتا دوضریب زاویه زیر را مدنظر قرار میدهی–روش رانگ 

)41.8(
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22111

12122

1

kwkwyy
kayhcxhfk

yxhfk

jj

jj

jj

++=
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22112پارامترهاي  ,,, caww 1 بطریقی می یابیم تا+jy به )( 1+jxyبنابراین بسط سري تیلور جواب .  نزدیکتر گردد

)(معادله دیفرانسیل  1+jxyرا بصورت زیر داریم .  
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  هم چنین داریم
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  .داریم) 8-41( در k2  و k1با جایگزینی 
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)43.8(...)2)((
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2
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21222
2

211

++++

++++=+

xjyyxyxx

xjyxjjj

ffaffacfcwh

ffawfcwhhfwwyy
 

  :بنابراین داریم . را با هم مقایسه می کنیم h ضرائب توانهاي مختلف (8.42) , (8.43)در روابط 









=
=

=+

2/1
21
1

221

22

21

wa
wc

ww
 

221جواب دستگاه فوق عبارتست از 
2

2
2

1 ,
2
1,

2
11 ca

c
w

c
w 02 بطوریکه =−== ≠c پارامترآزاد می باشد ، 

  :قرار دهیم داریم )8-43(چنانچه جواب را در رابطه .

)44.8(...)2(
4

)(
2

222
32

1 ++++++++=+ jxyyyyxyxxjyxjjj fffffffchxfffhhfyy  

  :خطاي برشی عبارتست از 

)45.8(...)}({
6
1)2)(

46
1()( 223

111 



 +++++−=−= +++ jxyxyjyyxyxxjjj ffffxfffffchyxyT  

 معمولاً بین صفر و یک c2اد پارامتر آز.داراي دقت مرتبه دوم است ) 8-41(این رابطه نشان می دهد که روش 

صفر شوند بعنوان ) 8-41( هارا در w را بطریقی انتخاب می کنیم که یکی از c2برخی اوقات .انتخاب می گردد 

مثال اگر 
2
1

2 =C انتخاب شود w1=0 می گردد .  

)a(  اگر
2
1

2 =C انتخاب شود روش کلاسیک را داریم :  

)46.8(1)1(0,)
2

,
2

(1 −=+++=+ njfhyhxhfyy jjjjj  

  .این رابطه همان روش نصف گام اویلر است 

(b) اگر c2=1 بعنوان پارامتر آزاد انتخاب کنیم داریم :  

[ ] )47.8(1)1(0,),(),(
21 −=++++=+ njhfyhxfyxfhyy iijjijj  
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  .این روش همان روش کوشی اویلر است که قبلاً بحث کردیم 

(c) اگر
3
2

2 =cن را صفر بسازیم روشی را بدست خواهیم  انتخاب شود یعنی ضریب جملاتی از خطاي قطع کرد

  .کوتا مرتبه دوم بهینه می باشد -آورد، روش رانگ
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  : کوتا مرتبه سوم –روشهاي رانگ 
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چنانچه . ها را محاسبه کرد w ها و c هاي و aنظیر روش مرتبه دوم می توان 
2
1

2 =cنوان پارامتر آزاد انتخاب  بع

  . کوتا می باشد –روشی که می یابیم روش کلاسیک مرتبه سوم رانگ .کنیم 
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   کوتا–روش هاي مرتبه چهارم رانگ 
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بطه را بدست می آوریم  را11 ها را می یابیم در اینجا ما فقط w ها و a ها ، cباز هم نظیر روند فوق عمل می کنیم 

 مجهولات را بصورت زیر می توان محاسبه کرد 2/1 می باشد ، با انتخاب پارامتر آزاد برابر 13اما تعداد مجهولات 

  : کوتا را خواهیم داشت –لذا روش کلاسیک مرتبه چهارم رانگ .
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   کوتا –روش کلاسیک مرتبه چهارم رانگ 
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   حل کنید ؟h=0.2کوتا با گام –مسئله مقدار اولیه ذیل را با روش مرتبه چهارم کلاسیک رانگ  : 4-8مثال 
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  :بر همین اساس 
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  تمرینات فصل

sin1,20,)0(0. مسئله مقدار اولیه مفروض است -1 =≤≤+=′ yxyxy را با گام h=0.2 با کلیه روشها 

  فوق الذکر حل کنید؟

   کوتا حل کنید؟- با روشهاي مراتب دوم و سوم و چهارم رانگh=0.5 مسئله مقدار اولیه زیر را با گام -2

0)1(21,2 2 =≤≤+=′ yxexy
x

y x  

www.prozhe.com



 187 

,)0(1,]1,0[:  مسئله مقدار اولیه زیر مفروض است -3 ∈=+=′ xyyxy این مسئله را با گام h=0.1 با تمامی 

  روشهاي فوق الذکر حل کنید خطاي این روشها را در نقاط گره اي بیابید وبا روشهاي دیگر مقایسه کنید؟

20,12,)0(5.0:  مسئله مقدار اولیه زیر مفروض است -4 =≤≤+−=′ yxxyy با گام h=0.1 با روشهاي 

  ؟خطاي روش را در نقاط گره اي بیابد.مرتبه دوم و چهارم تیلور حل کنید 

10,23,)0(0 مسئله مقدار اولیه -5 =≤≤−=′ yxyxey x را با گام h=0.5 با روشهاي مرتبه دوم و چهارم تیلور 

  حل کنید؟

   مسئله مقدار اولیه زیر را حل کنید؟h=0.1 با استفاده از روش تیلور مرتبه دوم وبا گام -6

0)0(,20,sin1 =≤≤+=′ yxxyxy  

  درج شده فوق با سایر روشهاي فصل حل کنید؟ را با طول گامهاي من6و5و4 مسائل مثالها -7
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