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   قانون گوس٢- ١۶

قانون گوس رابطۀ بين سطح فرضی بسته که سطح گوس ناميده   
  .سازد ص داخل سطح را برقرار میشود و بار خال می

.   داخل سطح باشدqاگر  qE ds ε=∫
uurr

.

  

E ds =∫
uurr

o     . خارج سطح باشدqاگر 

شار گذرنده از هر سطح بسته برابر است با بار خالص داخل سطح بخش بر 
εo

E

گربار خالص داخل سطح صفر  و شار گذرنده از هر سطح بسته صفر است ا
  .باشد، یا بار خالص سطح باشد

توان برای محاسبۀ  قانون گوس را می  
r

بکار گرفت اگر توزیع بار دارای 
تقارن کافی باشد بطوری که با انتخاب مناسب سطح گوس بسادگی بتوان 

    .انتگرال شار را محاسبه نمود
 عکس مجذور فاصله بودن نيروی قانون گوس نتيجه مستقيم

2الکتریکی ایست، اگر نيروی با برد محدود 

re
r

λ−

را در نظر بگيریم مسلماً 

. برای چنين نيروئی قانون گوس به فرم انتگرال دیگر صادق نخواهد بود
شار بجای . ميدان روی سطح گوس خيلی بزرگ بسيار کوچک است

با بزرگتر شدن سطح گوس به سمت صفر ميل اینکه ثابت باقی بماند 
  .خواهد کرد

  
   استخراج قانون گوس از قانون کولمب٢- ١٧

  کنيم برای استخراج قانون گوس، با چند مثال شروع می  
  
  ١ مثال ٢-١٧-١

 به جای قانون عکس مجذور فاصله qائی  فرض کنيد ميدان بار نقطه

2
ˆrqE r

r
=

r
  کند یعنی يت میاز قانون دیگری تبع

2 ˆ
reE kq

r

λ−

=
r

r  

 قرار داشته باشد شار Rای فرضی به شعاع   در مرکز کرهqاگر بار 
  .گذرنده از سطح کره را به دست آورید

2 2
2

ˆ ˆ. .
R

E

eE ds kq r rR Sin d
R

λπ π
φ θ ϕ

−

= =∫ ∫ ∫r
o o

uurr

4 Rkqe

  

        λπ −=

 1
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 شود برای نيروئی که عکس مجذور فاصله از این مثال مشاهده می
نيست، شار گذرنده از سطح کره با افزایش شعاع کره به جای اینکه ثات 

قانون گوس برای چنين نيروهائی . کند باقی بماند، به سمت صفر ميل می
  .درست نيست

  
  ٢ مثال ٢-١٧- ٢

 قرار داشته باشد، R در مرکز کره به شعاع qائی  فرض کنيد بار نقطه  
  . شار گذرنده از سطح کره را به دست آورید

E Eldsφ = ∫r

uurr
  

  
}12 2

2
ˆ ˆ.E

kq r r R Sin d d
R

π π
φ θ θ= ∉∫ ∫r

o o

{
2

2 2

kq Sin d d
π π

ϕ  

  
π

θ θ ϕ= ∫ ∫o o14243

            4 qkqπ
ε

= =
o

d

    

  .در این حالت خاص صحت قانون گوس به اثبات رسيد
  
   ٣ مثال ٢-١٧-٣

 مطابق شکل R و شعاع 2L در مرکز یک استوانه بطول qفرض کنيد بار 
 .شار گذرنده از این استوانه را محاسبه نمائيد.  داشته باشدقرار

Ω
{{

. . .E

I II

E ds E ds E dsφ = = +∫ ∫ ∫r

uur uur uurr r r

.E

 

I-شار سطح جانبی استوانه   
E dsφ = ∫r

uurr
  

 سطح جانبی  
 

                                  
2 2

2
ˆ.

L

L

kqr Rd d
r

π
ρ ρ ϕ

−
= ∫ ∫o

ˆ

  

r̂ ρ(ˆˆ.r وزاویۀ بين ( Cosρ  برابر r̂ρ̂ و  زاویۀ بين =
2
π θ−لذا.  است  

2
RCos
r

π θ⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

( )
1

22 2r R z= +  

 2
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 3

( )
3

2

22

2 2
انبي  ) طح ج =(س

L

E L

d dzkqR
R z

π ϕφ
− +
∫ ∫r

o

( )

  

        3
2

22

2 2
2

L dzkqR d
R z

π
ϕ=

+
∫ ∫o o

( )

  

1
2

2

2 2 2
  =2kqR 2 Lz

R R z
π× ×

+
oEΦ r

( )

  )سطح جانبی(

   
( )

1 1
2 22 2 2 2

44 L kqLkq
R L R L

ππ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

.E

= =   

  قاعده
E dsφ = ∫r

uurr
  

  

                
2

2
ˆˆ.

R kqr k d d
r

π
ρ ρ ϕ= ∫ ∫o o

سطح قاعد

    

k̂ r̂ˆˆ,r و) و بين  k Cos= ( )
1

22 2r L ρ= +  

2

2

R kq L d d
r r

π
ρ ρ ϕ= ∫ ∫o oE  ) سطح قاعده (φ r

( )
               3

2 2 2

2R d

L
kqL d

πρ ρ

ρ
ϕ

+
= ∫ ∫o o

( )

   

         
1

22 22 RkqL Lπ ρ
−⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦ o

( )

   

1
22 2

1 12 kqL
LL R

π
⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −
⎢ ⎥+⎣ ⎦

E  ) سطح قاعده( φ r

2 E  )سطح قاعده( )سطح قاعده (φ= × r
Eφ r

( )
1

22 2

1 14 kqL
LL R

π
⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −
⎢ ⎥+⎣ ⎦

E

  

) استوانه=(   )طوح قاعده Eφ) سطح جانبی+( r
Eφ r

( )

φ r

( )
1 1

2 22 2 2 2

4 14kqL kqL
LR L L R

π π 1⎡ ⎤
⎢ ⎥= −  −
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

E φ )استوانه( r

4 14
4

kqL qq
L q

π π
π ε

= =
o

=  
٢ فيزیک ۵فصل          

                    

                    

II- شار سطوح 
ه

                    

LCos
r

= زاویه (=

                    

                    

س(
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 در مرکز آنها قرار qصحت قانون گوس در حالت خاص کره و استوانه وقتی بار 
مثالهای بعدی شرایط لازم برای استخراج قانون . داشته باشد به اثبات رسيد

گوس در حالت کلی که سطح فرضی گوس به شکل دلخواه باشد را آماده 
  .سازند می

  
  ۴ مثال ٢-١٧-۴

 را در نظر بگيرید شار گذرنده  و  های دو کرۀ متحدالمرکز به شعاع  
های سطح این دو کره  از المان

arbr

ads
uur

b ds و 
uur

ads
  . را بدست آورید

uur
شار گذرنده از المان سطح   

2
2

ˆ ˆ. .a
aa a aE

a

kqd E ds r n r Sin d
r

dφ θ θ= =r

uurr
  ϕ

ˆ  از آنجا که  ˆan r=

2
2

ˆ ˆ.a
aE

a

kqd r rr Sin d d kqSin d d
r

φ θ θ ϕ θ θ= =r

d Sin d d

ϕ  

θبا تعریف المان زاویۀ فضائی  θ ϕΩ =
a
Ed kqdφ

  
  = Ωr

bds
uur

  شار گذرنده از المان سطح 
2

2
ˆ ˆ. .b

bb b aE
b

kqd E ds r n r Sin d
r

dφ θ θ= =r

uurr
  ϕ

ˆ   از آنجا که ˆbn r=
b
Ed kqdφ = Ωr

a b
E E

  
dدر نتيجه  dφ φ=r r

bdsbds ′

   یعنی شار گذرنده از این دو المان سطح با هم برابرند
  
  ۵ مثال ٢-١٧-۵

  .دار است چه مق بچرخد و به  اگر المان سطح ۴در مثال   

2
ˆ ˆ. .b

bb bE
b

kqd E ds r n ds
r

φ ′
′ b′ ′′= =r

uurr
  

{2 ˆ ˆ.b b
b Cos

kq n n ds
r

γ

   b′ ′=  

2

b

b
b ds

kq Cos ds
r

γ ′=
14243

      

2
E

b b
b

kq ds d
r

φ= =  

 4
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bbds و های  یعنی شار گذرنده از المان ds′به عبارت دیگر مؤلفۀ .  با هم برابرند
کوچک شده است ولی Cosr  به اندازۀ ميدان الکتریکی بر سطح عمودی  bds ′

bds در محاسبه شار این دو، اثر   .  بزرگتر شده استCosγ به اندازه ′
  .ماند برند، بطوریکه شار بدون تغيير باقی می یکدیگر را از بين می

  
   تعریف المان زاویۀ فضائی٢- ١٨

 ارتباط شار گذرنده از المان سطح و المان زاویۀ ۵ و ۴های  در مثال  
Eنشان دادیم که . فضائی مشخص گردید kqdφ = ΩdΩ r ،  زاویۀ فضائی مربوط 

  . استqبه المان سطح اط موقعيت بار 
المان زاویۀ . پردازیمالمان زاویۀ فضائی ميدر این قسمت به تعریف   

2ند فضائی یک المان سطح مان 2

ˆ ˆ. .r ds r ndsd
r r

Ω = =
ˆ

uur

ds
uur

   به صورت P از نقطۀ 

2 2

ˆ ˆ. .r ds r ndsd
r r

Ω = =
ˆ

uur

ds

  

R فاصله نقطۀ Pار مرکز المان سطح 
uur

r̂
n̂n̂ds

  
  r بردار یکه در راستای  

 بردار یکۀ عمود به المان سطح 
uur

ˆ ˆ.r n Cos
  

=γچون   

2

Cos dsd
r
γ

Ω =

Cos ds

  

γ   است یعنی rه شعاع ای ب روی سطح کرهds تصویر المان سطح 
  2Cos ds r Sin d dγ θ θ ϕ=

2

2

r Sin d dd S
r
θ θ ϕ  in d dθ θ ϕΩ = =

d
  :نکته

ˆr̂  . حاده باشدn و  مثبت است اگر زاویۀ بين  Ω
 

   استخراج قانون گوس٢- ١٩
 قرار داشته باشد شار sز سطح بسته  در خارج اqابتدا فرض کنيد بار   

  . برابر صفر استsگذرنده از سطح 
2 3

2 3 2
L Rρ π⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

o.E ds =∫
uurr

o  

 5
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  و می شوند آنها را  مطابق شکل در المان سطح جدا qاز بار 
های یکۀ عمود بر سطوح بسته به طرف خارج طبق قرارداد بردار(ناميم  می

  ).باشند حجم می

adsbds

ads
uur

  شار گذرنده از المان سطح 

2
ˆ ˆ. .a

aa aE
a

kqd E ds r n ds
r

φ = =r

uurr
a
Edφ r  a

ads
uur

طبق تعریف المان زاویۀ فضائی    برابر است باq از نقطۀ 
( )

2

ˆ ˆ. a a

a

r n d
d

r
−

Ω =
s  

( )2
ˆ ˆ.a

a aE
a

kqd r n ds k
r

φ qd= − − = −r

bds

Ω  
uur

شار گذرنده از المان سطح   

2
ˆ ˆ. .b

bb bE
b

kqd E ds r n ds
r

φ = =r

uurr
  b

b
Ed kqdφ = Ωr

a b
E Ed dφ φ

  
  مجموع شار گذرنده از این دو المان سطح

  + =r r o

ل که شار گذرنده از آنها هائی تبدی  را به جفتsتوان سطح  بهمين طریق می
 خارج سطح باشد q اگر بار sبرابر صفر است لذا شار کل گذرنده از سطح 

  .برابر صفر است
 برابر s باشد، شار گذرنده از سطح s داخل سطح qحال فرض کنيد بار   

εo   تقسيم بر qاست با 

. qE ds
ε

=∫
o

uurr

kqΩ

  

  .کنيم  مطابق شکل جدا میsان سطح روی سطح  دو المqاز بار 
ای  توان روی سطح کره   این دو المان سطح را می۵ و ۴، ٣طبق مثال   

، به sلذا شار گذرنده از سطح .  تصویر نمودq به مرکز sمحاط در سطح 
 در مرکز آن است، تبدیل q وقتی که بار rمحاسبۀ شار از کره ائی به شعاع 

qیعنی .  استر گذرنده از این کره برابر  شا٢طبق مثال . شود می
εo

 پس 

 به هر شکلی که sاین اثبات برای هر سطح . شود قانون گوس اثبات می
  .باشد صادق است

  
   ١نکته 
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 چه مقدار sشار گذرنده از سطح .  روی سطح گوس قرار گيردqاگر بار   
  خواهد بود؟

 زاویۀ فضائی یک نيم صفحه است Ωکه در آن kqΩار گذرنده برابر است با ش
2π   است لذازاویۀ فضائی یک نيم صفحه 

2
2E

qkqφ π
ε

= =r

o

( )rρ r

  

  ٢نکته 
چه گسسته و قانون گوس طبق اصل بر همنهش برای هر توزیع بار   

بطور کلی اگر توزیع پيوسته بار به چگالی . چه پيوسته صادق است
    قرار گيرد قانون گوس به صورتsدر داخل سطح بسته غيریکنواخت

( )1.E ds r dvρ
ε

= =∫ ∫
o

uurr r  

  .شود بيان می
  
  ۶ مثال ٢- ٢٠- ١

  .ه باشد روی گوشه یک مکعب مطابق شکل قرار گرفتqاگر بار
a- شار گذرنده از مکعب چه مقدار است؟  
b- شار گذرنده از صفحه هاشور خورده چه مقدار است؟ 
  :حلّ

a-شار از مکعب   
4
8 2E

qkq kq kq
8

π πφ
ε

= Ω = = =r

o

  

b-شار گذرنده از صفحه هاشور خورده   
  طبق تقارن موجود در مسأله
1
3 2 8

qkq π
ε

= =
o

E   )از صفحه هاشور خورده(φ r

  
  ٧ مثال ٢- ٢٠- ٢

 چه مقدار است اگر بار Rای فرضی به شعاع  شار گذرنده از سطح کره  
qروی سطح کره قرار گرفته باشد .  

.E E dsφ = ∫r

uurr
  

  
   روی المان سطحqميدان بار 

2q
kq r rE

r rr r
′−

=
′−′−

r rr
r rr r

 سطح کره

  

 7
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( )
1

22 2 2ˆ ˆ        2r Rk r Rr r r R R R Cosθ′ ′= = − = + −
r r r r

2ˆRds rR Sin d d

  

θ θ ϕ=
uur

  

( )
( )

3
2

2
2

2 2 2

ˆˆ ˆ.

2
E

kq Rr Rk rR Sin d d

R R R Cos

π π θ θ ϕ
φ

θ

−
=

+ −
∫ ∫r
o o

( )

  

( )
( )

3 3
2 2

3 2

2

1

12
E

Cos Sin d dkqR
CosR

π π θ θ θ
φ

θ

−
=

−∫ ∫r
o o

ϕ  

( )
3 1

22

2

2 1E

kq Sin d d
Cos

π π θ θ ϕφ
θ

=
−∫ ∫r

o o
  

                                  
( )

3 1
22

2 2 2

2
2

2
2 2

kq Sin Cos d d
Sin

θ θπ π

θ
θ ϕ= ∫ ∫o o

  

                                            
2

22
kq Cos d d

π π
θ θ ϕ= ∫ ∫o o

  

( )2

2
2 2E

kq
Sin πθ

πφ =r

o

  

              ( )2
2 2 2

2 4 2
kq q qSin θ

π π
πε ε

= × − = × =
o o

o   

  این نتيجه در توافق با توضيحاتی ایست که داده شد یعنی

2φ π
2E
qkq kq
ε

= Ω = =
o

r
  

  زاویۀ فضائی یک نيم صفحه
  
  ٨ مثال ٢-٢٠-٣

نهایت طویل با چگالی  ميدان الکتریکی حاصل از یک توزیع خطی بی  
  . از آن محاسبه نمائيدρ را در فاصلۀ λخطی یکنواخت 

  :حلّ
 انتخاب ρ و به شعاع Lائی به طول  به عنوان سطح گوس استوانه

  .نمائيم نمائيم شار گذرنده از این استوانه را محاسبه می می
. .E .E ds E ds E dsφ = = +∫ ∫ ∫r

uur uur urur r r
  

استوانه گوسطح جانبی سطوح قاعده  

 عمود به سطوح ر یکۀ

 

س

  

انتگرال دوّم صفر است زیرا ميدان الکتریکی بر بردا
  قاعده عمود است

8
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}1

ˆ ˆ. 2E E D DZ e  lφ ρ ρρ ρ πρ= =∫r

سطح   
   جانبی

  طبق قانون گوس 

. qE ds
ε

=∫
o

uurr
  

2 LE L λπρ
ε

= =
o

  

2
2

kE λ λ
πε ρ ρ

= =
o

  

  .این نتيجه قبلاً از قانون کولمب به دست آمد
  
  ٩ مثال ٢-٢٠-۴

ت با چگالی سطحی نهای ميدان الکتریکی حاصل از یک صفحه بی  
  σیکنواخت

  :حلّ
ای مطابق شکل  های این مسأله استوانه سطح گوس با توجه به تقارن  
  .است

. qE ds
ε

=∫
o

uurr

. .

  

                                      E ds E ds= +∫ ∫
uur uurr r

   

  
 

 به سطح جانبی استوانه بر ميدان 

سطح جا 
استوان

 سطوح قاعده

. 2E ds E=∫
uurr

  

 با چگالی بار R یک کره به شعاع 

  .يرید

 

نبی 
ه

E
 عمودانتگرال اوّل صفر است زیرا بردار یکۀ

الکتریکی 
r

   عمود است

2
GAA E σ
ε ε

= ⇒ =
o o

  
  ١٠ مثال ٢-٢٠-۵

ميدان الکتریکی نقاط داخل و خارج  
  . را محاسبه نمائيدρحجمی یکنواخت 

r:   لنقاط داخ R<
 در نظر بگrسطح گوسی کروی به شعاع 

  

9
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. qE ds
ε

=∫
o

uurr
  

2 34 14E r r
s

π ρ π
ε

=
o

  

3
rE ρ
ε

=
o

  

ˆ       شعاعی ایستEچون 
3

rE rρ
ε

=
o

r
  

r  نقاط خارج  R>

گوس بار کل داخل سطح 
3

2

4
3. 4

RqE ds E r
π ρ

π
ε ε

= = =∫
o o

uurr
=  

3

23
RE
r

ρ
ε

=
o

  

3

2
ˆ

3
RE r
r

ρ
ε

=
o

r
  

  نکات
  r بر حسب Eمنحنی ميدان  -١

34    بار کل کره -٢
3

q Rπ ρ= 

    ميدان نقاط خارج کره
3 3

2 2

4ˆ
3 3 4

R Rr
r r

ρ πρE
ε πε

=
×o o

=
r

    

2
ˆkq r

r
=

( )f rρ =

                                                     

ایست، به  یعنی برای نقاط خارج کره، ميدان کره همانند ميدان بار نقطه
  .عبارت دیگر مثل اینکه بار کل کره در مرکز آن متمرکز شده است

 هنوز این  باشد یعنیrاگر چگالی بار به صورت هر تابعی از  -٣
 .سازد پذیر می ه از قانون گوس را امکانتقارن کروی حلّ مسأل

 

( )1. qE ds r dvρ
ε ε

= =∫ ∫
o o

uurr r  

  برای نقاط داخل
  

( )
22 21. 4

r
E ds r E f r r Sin drd d

π π
π θ θ ϕ

ε
= =∫ ∫ ∫ ∫o o o

o

uurr
  

کر  
گو

 

ه 
س

10
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( )
2 2

2

1
4

r
E f r r Si

r
π π

  n drd dθ θ ϕ
πε

= = ∫ ∫ ∫o o o
o

  برای نقاط خارج

( )
22 21. 4

R qE ds E r r f r Sin drd d
π π

π θ θ ϕ
ε ε

= =∫ ∫ ∫ ∫o o o
o o

uurr

1444442444443
=  

    

2

1
4

R
E

r
π

πε
= ∫ ∫ ∫o o o

o

 داخل کرۀ گوبار
  

ج یک استوانۀ بسيار طویل به شعاع 
  .مائيد

∫  

. 2E ds E πρ=∫
uurr

  

E  

E =
r

  

. 2E ds E π=∫
uurr

  

E =  

E =
r

  

2

ˆ
2

RE ρ ρ
ε ρ

= =o

o

r
  

   استوانه
س

11

( )
2 2r f r Sin
π

drd dθ θ ϕ

  ١١ مثال ٢-٢٠-۵
 خارميدان الکتریکی نقاط داخل و  

R را محاسبه ن با چگالی بار یکنواخت ρo

R ρ: نقاط داخل .  قانون گوس  > qE ds
ε

=
o

uurr

2R hqh π ρ
ε ε

= = o

o o

2
ρρ
ε

= o

o

ˆ
2
ρρ ρ
ε
o

o

Rρنقاط خارج    >
2R lql π ρρ

ε ε
= = o

o o

2

2
Rρ
ε ρ
o

o

2

ˆ
2

Rρ ρ
ε ρ
o

o

  
  تنکا
  ρ بر حسب Eمنحنی  -١
 برای نقاط خارج استوانه  -٢

2 2ˆ
2
R kπ ρ ˆλρ ρ
πε ρ ρ

=o

o

2 1Rبطوری که  بار بر واحد طولλ π ρ= × × o
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لذا ميدان خارج یک استوانه بسيار طویل با بار حجمی به چگالی یکنواخت 
ρo  . است

2R λمانند ميدان یک سيم بسيار طویل با چگالی بار  π ρ= o

hبعی از چگالی استوانه هر تاρ باشد ( )h gρ ρ=o

R

ρاگر  -٣ oهنوز مسأله   
  .ایست که بتوان آن را با قانون گوس حل نمود دارای تقارن کافی
ρبرای نقاط داخل    <

( )
21. 2

LqE ds E L g r d d dz
ρ π

πρ ρ
ε ε

= = =∫ ∫ ∫ ∫o o
o o

uurr
ρ ϕ  

( )
21

2
R

E g
L

π π
  d d dzρ ρ ρ ϕ

πε ρ
= ∫ ∫ ∫o o o

o

  برای نقاط خارج

( )
21

2
R

E g
L

π π
  d d dzρ ρ ρ ϕ

πε ρ
= ∫ ∫ ∫o o o

o

  
  ١٢  مثال٢-٢٠-۶

 ρاگر . در نظر بگيرید) مطابق شکل (2dنهایت به ضخامت  یک تيغۀ بی  
چگالی بار حجمی این تيغه یکنواخت باشد ميدان الکتریکی در نقاط داخل و 

  .خارج آن را به دست آورید
  :حلّ

z  :نقاط خارج  d>

 و سطح مقطع 2zای به ارتفاع  با توجه به تقارن مسأله سطح گوس استوانه
Aمطابق شکل در نظر بگيریم، قانون گوس   

. qE ds
ε

=∫
o

uurr
  

2 ˆ2 A d dEA E kρ ρ
ε ε
×

= ⇒ =
o o

r
  

zنقاط داخل   : d<

22 A zEA ρ
ε
×

=
o

  

ˆzE kρ
ε

=
o

r
  

  
  ١٣ مثال ٢ -٢٠-۶مثال 

rρ بار الکتریکی به چگالی Rای به شعاع  در کره   β= توزیع شده
  .است
  . ميدان الکتریکی، نقاط داخل و خارج کره را به دست آورید-الف
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  . پتانسيل یک نقطه داخل را به دست آورید-ب
اش از  ابق شکل که فاصلهای مط  شار الکتریکی گذرنده از سطح دایره-ج

  . است را به دست آوریدhمرکز کره برابر 
  : حلّ
r   نقاط داخل -الف R≤ ≤o

22 21. 4
r qE ds E r r Sin drd d

r
π π βπ θ θ ϕ

ε ε
= = =∫ ∫ ∫ ∫o o o

o o

uurr
  

  

( )
2

2 21 ˆ4 4
2 2

RE r R E
r

β
ε

βπ π
ε

= ⇒ =
o o

o

r

  ( ) . . .
r R r

iR
r E dl E dl E dl

∞ ∞
= − = − −∫ ∫ ∫

r  

 کره گوس

ϕ      -ب  
r

o

uur uur uurr r rr   

                                             
2

2
ˆ ˆ ˆ ˆ. .

2 2
R r

R

R r rdr r rdr
r

β β
ε ε∞

= −∫ ∫
o o

( )

  

2

2
1

2
R R r

Rr r
r

β
ε

βϕ
ε∞

⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠o

o

  

( )2

2
1

2
R r R

R
β
ε

β
ε

= − −
o

o

   

   شار الکتریکی-ج
2 ˆˆ. .

2
R

E E ds r k d d
π βφ ρ ρ

ε
= =∫ ∫ ∫r

o o
o

uurr
  ϕ

                                  
2 22

2
R h h d d

r
πβ ρ ρ ϕ

ε
−

= ∫ ∫o o
o

  

.ˆˆدر رابطه فوق  hr k Cos
r

θ= =  

( )
2 2

1
2

2

2 22
R h

E

d dh
h

πβ ρ ρ ϕφ
ε ρ

−
=

+
∫ ∫r
o o

o

  

( ) 2 22 22
2

R h
E h hβφ π ρ

ε
−= × +r

o

o

  

( ) ( )2 2 2 2 2 2
E

h hh R h h R hπ β πφ
ε ε

= + − − =r

o o

β
−  

  
  ١۴ مثال ٢-٢٠-٧

−ρ و ρo با چگالی بار R و شعاع Lدو استوانه به طول    o مطابق شکل
  .اند یکدیگر را قطع کرده

 13
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  .ست آوریدها را به د  شار الکتریکی گذرنده از یکی از استوانه-الف
  . شار گذرنده از دو استوانه را محاسبه نمائيد-ب
  )تقاطع دو استوانه( شار گذرنده از شکل عدسی مانند -ج

3Rفاصله دو محور . (را به دست آورید  
  :حلّ
ها باید ابتدا بار داخل استوانه را   برای محاسبه شار از یکی از استوانه-الف

  .محاسبه نمود
3 3

2 2
RCos

R 6
πϕ ϕ= = ⇒ =o o  

Q باریست که در قسکت ABCبرداشته شده است .  
6

2
3

2

L R
R
Cos

q d
π

π
ϕ

  d dzρ ρ ρ ϕ
−

= ∫ ∫ ∫ oo

( )6

6

21
2 3

2

R
R
Cos

L d
π

π

ϕ

ρ ϕ ρ
−

= ∫o  

                                   6

6

2
2 8 tan

2 8 2 4
L L RR π

π

πρ ρ ϕ −= −o o  

2 3
2 3
Lq R πρ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
o 2

  

2qلذا بطور .  ها برداشته شده است مقدار باریست که از هر یک از استوانه
  .مثال شار گذرنده از استوانۀ مثبت

2 2 32
2 3 توانه 2 ل اس ار داخ ب

E

LR L R ππ ρ ρ

φ
ε ε•

⎡ ⎤⎛ ⎞
− × −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦= =
o o

r  

          
2 23 2

3 2 3 2
R L R Lρ ρπ ππ
ε ε

⎛ ⎞ ⎛
= − + = +⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
o o

o o

q L

3 ⎞
⎟⎟
⎠

   

qتوان از طریق دیگری نيز محاسبه نمود  را می.  
=OAB( ρ مساحت قطاع – OABمساحت مثلث متوازی الاضلاع (   o

                                               1 3
2 3 2 2

R RL RR πρ
⎛ ⎞

= − ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

o  

                                                          
2 3

2 3 2
L Rρ π⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

o  

  .باقی مسائل بطریق قبل
  . شار گذرنده از دو استوانه برابر صفر است-ب

 14
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  . است شار گذرنده از شکل عدسی مانند صفر-ج
  
   قانون گوس و اصل برهمنهش٣-٢١

قانون گوس در مسائلی که دارای تقارن هستند چون معادل قانون   
در این بخش . شود کولمب است برای یافتن ميدان الکتریکی بکار گرفته می

توان با  شوند با اینکه ظاهراً دارای تقارن نيستند ولی می مسائلی مطرح می
حلّ این . منهش به سادگی آنها را حلّ نمودترکيب قانون گوس و اصل بر ه

تواند  نوع مسائل معمولاً به طریق مستقيم با استفاده از قانون کولمب می
  .بسيار پيچيده باشد

  
  ١۵ مثال ٢- ٢٢- ١

ای کروی  حفرهρ با چگالی بار حجمی یکنواخت Rائی به شعاع  در کره  
ميدان .  استdله مرکز کره با مرکز حفره شود بطوری که فاص ایجاد می

  .الکتریکی را در یک نقطۀ دلخواه داخل حفره به دست آورید
  :حلّ

ميدان الکتریکی در یک نقطۀ دلخواه داخل حفره برابر است با جمع 
  . باشد-ρ و ميدان الکتریکی حفره اگر بار آن ρميدان یک کره توپر با چگالی 

( ) 2
2

2 2
412 6

R
B B

R x zρ ρϕ
ε ε B

⎡ ⎤= − + + −⎣ ⎦
o o

o o

E E Eρ ρ−= +
r r r

  

                                          ˆ ˆ
3 3

r rr rρ ρ
ε ε

′− ′= +
o o

  

                                 ( )
3 3 3

r r r rρ ρ ρ
ε ε ε

′
′= − −

o o o

r r
r r

d r

  

r′+ =
r r r  

3
E dρ

ε
=

o

rr
  

  
  ١۶ مثال ٢- ٢٢- ٢

ρای بسيار طویل به چگالی حجمی یکنواخت  استوانه o و به شعاعR 

ای به موازات محور و به شعاع  ای استوانه حفره. در نظر بگيرید
2
R مطابق

 به یک توزیع شکل در آن ایجاد شده است نيروی الکتریکی بر واحد طول وارد
)را در که در نقطۀ λخطی بسيار طویل بار به چگالی یکنواخت  )P و به 

  .موازات محور استوانه قرار دارد را محاسبه نمائيد
4 4,R R

ρ  باميدان داخلی یک استوانه به چگالی بار  o

 15
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2 2 2ˆ
;    

2 16 16 8 2
R R RE

z
ρ ρρ ρ
ε

= = + = =o

o

r

1

R  

E
r

E
r

ρ ميدان حاصل از استوانۀ توپر به چگالی اگر  o2  ميدان حاصل از  و 
ρائی که بار آن  حفره o

1 2

  P فرض شده باشد ميدان کل در نقطۀ -
E E E= +
r r r

  

( )1
ˆ ˆ45 45

2 2 2
RE iCos jSinρ

ε
= +o

o

r
  

( )2
ˆ ˆ45 45

2 2 2
RE iCos jSinρ

ε
= −o

o

r
  

1 2
ˆ ˆ45 45

4 2 2 2
R RE E E iCos Cos iρ ρ

ε ε
= + = = =o o

o o

r r r
  

ˆ45
2 2

RF E Cosλρλ
ε

= = o

o

r r
  i

  
  ١٧ مثال ٢-٢٢-٣

ρبار الکتریکی با چگالی    oای بسيار طویل به شعاع   در استوانه

Rای کروی به شعاع  اگر حفره.  بطور یکنواخت توزیع شده است
2
R مطابق 

  :شکل در آن ایجاد شود
( ),A AA x z که در خارج استوانه قرار دارد را به دست  پتانسيل نقطۀ -الف

  .آورید
) نقطۀ -ب ),B BB x zاختلاف پتانسيل بين . در داخل حفره کروی قرار دارد
  . را محاسبه نمائيدB  وAدو نقطۀ 

ρميدان استوانۀ بسيار طویل به چگالی    در نقاط داخل و خارج آن o

( )
2 2

ˆ2
2

R l RE l Eρ π ρπρ ρ
ε ε

= ⇒ =o o
o o

o o

r

ρ
  

( )
2 2

ˆ2
2i i

lE l Eρ πρ ρ ρπρ ρ
ε ε

= ⇒ =o o

o o

r
  

ائی به شعاع  ميدان کره
2
R- و چگالی بار   نقاط داخل و خارج آن در ρ o

( ) ( )
3 24

3 22
2 ˆ4

24

R

i
RE r E
r

ρ π ρπ
ε ε

− = − ⇒ =o o
o

o o

r
r−  

( )
34

2 3 ˆ4
3i i

r rE r Eρ π ρπ
ε ε

− = − ⇒ =o o

o o

r
r−  
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  Aپتانسيل نقطۀ : الف

ˆ A
Aϕ ϕ ϕ= +  

  
  

ستوانها  کره 

( )
3

ˆ ˆ. .
24

A A
A

r r RE dl r rdv
r

ρϕ
ε∞ ∞

= − = − −∫ ∫ o

o

uurr
  

  
3 31 1

24 24
Ar

A

R R
r r

ρ ρ
ε ε∞
⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

o o

o o

  

 کره

3 2

ˆ ˆ. l
2 2

A
A

r xA R Rdρ ρ nϕ ρ ρ ρ ρ
ε ρ ε ∞∞

= − = −∫ o o

o o

  

ستوانها    
3

ln2
R

xA
ρ
ε= − +o

o
∞  

  A در نقطۀ سپس پتانسيل

( )
1

2

3 3

2 2

1 ln
24 2

A A
A A

A A

R R x
x z

ρ ρϕ ϕ ϕ
ε ε

= + = − − +∞
+

o o

o o

  

ستوانها کره  
  
  B پتانسيل نقطۀ -ب

2

2

. .
R

B B

R

r rB
i .E dl E dl E dlϕ

∞ ∞
= − = − −∫ ∫ ∫o

uur uur urur r r
  

  

                              ( ) ( )2

2

3

2

ˆ
ˆ ˆ ˆ. .

24 3

R
B

R

rR r rrdr r rdr
r

ρ ρ
ε ε∞

−
= − − −∫ ∫o o

o o

 کره

  

2 2
2

2

3
21 1

24 3 2
R

B B
R

x zB R r
r

ρ ρϕ
ε ε

+
∞

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

o o

o o

  

                                  ( ) 2
3

2 2
4

2
24 6

R
B Bx z

R
ρ

ε ε
Rρ ⎡ ⎤= − + + −⎣ ⎦
o o

o o

 کره
  

                                       ( ) 2
2

2 2
412 6

R
B B

R x zρ ρ
ε ε

⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦
o o

o o

.

    

. .B Bx R xB
iR

E dl E dl E dlϕ
∞ ∞

= − = − −∫ ∫ ∫o

uur uur urur r r
  

ستوانها    
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2

ˆ ˆ ˆ ˆ. .
2 2

BR x

R

R d dρ ρ lρ  ρ ρ ρ ρ ρ
ε ρ ε∞

= − −∫ ∫o o

o o

  

                                             
2

2ln
2 4

BxR
R

Rρ ρρ ρ
ε ε∞= − −o o

o o

  

                                  
2

2 2ln
2 4 4B

R R x Rρ ρ ρ
ε ε ε

= − +∞− +o o o

o o o

B B
B

  

  Bپس پتانسيل در نقطۀ 
  ϕ ϕ ϕ= +

  

( ) 2
2

2 2
412 6

R
B B

R x zρ ρϕ
ε ε B

⎡ ⎤= − + + −⎣ ⎦
o o

o o

ˆ        F qE k

ستوانها کره  

  

σ= =
r r2

2 2

1

ln
2 4 4B

R PR x Rρ ρ
ε ε ε

− +∞ − −o o o

o o

 

  B و Aاختلاف پتانسيل دو نقطۀ 

( )
2 2

2 2

12 6 4B A B B
R Rx zρ ρϕ ϕ ϕ
ε ε

⎡ ⎤
∆ = − = − + + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
o o

o o

  

                          
2

2 2ln
2 4 4B

R R x Rρ ρ ρ
ε ε ε

− + ∞ + +o o o

o o o

  

                       
( )

1
2

3 2

2 2

1 ln
24 2 A

A A

R R x
x z

ρ ρ
ε ε

+ + − ∞
+

o o

o o

  

  
  ١٨ مثال ٢-٢٢-۴

 یکدیگر را -ρ و ρنهایت به چگالی حجمی بار یکنواخت دو تيغۀ بار بي  
  .اند نمودهمطابق شکل قطع 

)ط  ميدان الکتریکی را برای نقا-الف ),P x y و ( )2 2 2,P x y

1

1 1   . به دست آورید1
2P  . را محاسبه نمائيد و P اختلاف پتانسيل بين دو نقطۀ -ب
  :حلّ

ρ+      ˆdEميدان الکتریکی خارج تيغۀ  jρ
ρ
ε

=o

o

r
  

iˆ      "     "داخل "          "        yE jρ
ρ
ε

=
o

r
  

)      −ρميدان الکترکی خارج تيغۀ  )ˆdE iρ
ρ
ε− = −o

o

r
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)      "   "داخل "          "         )ˆi xE iρ
ρ
ε− = −
o

r

1P2P

  

   و  ميدان در -الف

1P      1ميدان در 
ˆ ˆd dE E E j iρ ρ

ρ ρ
ε ε−= + = −o o

o o

r r r
  

2P      2ميدان در 
ˆ ˆy xE E E j iρ ρ

ρ ρ
ε ε−= + = −o o

o o

r r r

1P2P

  

   و  اختلاف پتانسيل بين -ب

( )

( )2 2 1

1 1 1 1

, ,

, ,
ˆ ˆ. .

x y d y

x y x y

d dE dl j i idxρ ρϕ
ε ε

⎛ ⎞
∆ = − = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫

o o

uurr ˆ  

( )

( )

( )

( )2 1 2

1 2 1

, ,
1

, ,
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. .

x y x d

d y x y

y x d ˆxj i idx j i idρ ρ ρ
ε ε ε ε

⎛ ⎞ ⎛
− − − − −⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
∫ ∫

o o o o

yρ ⎞
⎟
⎠

  

                                       
( )

( )2 2

2

,

,
ˆ ˆ ˆ.

x y

x d

y xj i idyρ ρ
ε ε

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

o o

  

( ) ( )2 22 2
1 1

1 1
2 2

x y
d d

d dd x x d y yρ ρ ρ ρ
ε ε ε ε

= − − − − −
o o o o

  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 1 22 2

d dd x x d d y y d 2ρ ρ ρ ρϕ
ε ε ε ε

∆ = − − − − − − −
o o o o
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