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   انرژی الکتریکی٢-١١

ميدان الکتریکی یک توزیع بار گسسته یا پيوسته از طریق قانون   
. برای ایجاد هر توزیع بار باید کار انجام شود.  قابل محاسبه استکولمب

کاری که صرف تشکيل یک توزیع بار می شود در ميدان الکتریکی حاصل از 
انرژی پتانسيل یک توزیع بار در ميدان حاصل از توزیع . شود توزیع ذخيره می

اید انجام این انرژی برابر است با مقدار کاری که ب. دیگر قابل محاسبه است
  .شود تا دو توزیع در مجاورت یکدیگر قرار داده شوند

  b و a       انرژی پتانسيل دو توزیع a       توزیع بار bتوزیع بار 
)حجمی ائی و یا یک توزیع پيوسته با چگالی   بار نقطهNانرژی تشکيل  )rrρ  

  
  بار N انرژی تشکيل یک توزیع گسسته متشکل از ٢- ١١- ١

 در qائی را در نظر بگيرید، به طوری که   بار نقطهNتوزیع بار متشکل از   
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 یک تواند بدین گونه تفسير شود که کار لازم برای تشکيل رابطه فوق می
  ائی برابر است با  با نقطهNتوزیع گسسته متشکل از 

∑=
ij
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r
qkq

W  
 های مستقل جفت

  
  

.  یک بار و فقط یک بار محاسبه شودj و iهای مستقل یعنی، هر جفت  جفت
  .توان به طریق دیگری نيز نوشت این رابطه را می
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==  گوید برای  جمع دو گانۀ فوق می iNj
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شود  هر جفت بار دو بار محاسبه می.  ادامه پيدا می کندi=Nاین عمل تا 
2برای تصحيح ضریب 
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  . در نظر گرفته شده است
  
  ١ مثال ٢- ١٢- ١
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  ٢ مثال ٢- ١٢- ٢

  .انرژی تشکيل توزیع بار مطابق شکل را بيآبيد  
  :حلّ
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=∑يل از رابطه برای محاسبه انرژی تشک  
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r
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Wکنيم در  استفاده می

  .کند های مستقل نقش اساسی را بازی می این مسأله شمردن جفت
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  ٣  مثال٢-١٢-٣

)کریستال کلرور سدیم از یونهای مثبت    )+Na و یونهای منفی ( )−Cl

2010

 که 
. اند، تشکيل شده است متناوباً بطور مرتب روی شبکۀ سه بعدی چيده شده

  .انرژی تشکيل کلرور سدیم را محاسبه نمائيد
  

  :حلّ
 اقل چيزی حدود یک نمونه ماکروسکپی از این نوع کریستال حد  

توان  یکی از یونها را می. اتم دارد، لذا ما با جمع بسيار بزرگی روبرو هستيم
به عنوان مرجع انتخاب نمود مهّم نيست که از کدام نوع، اندر کنش آن را با 

کنيم و بعد حاصل را بسادیگ در تعداد کل  تمام یونهای دیگر محاسبه می
انرژی تشکيل شبکۀ کریستال کلرور سدیم . کنيم ر دو نوع ضرب مییونها از ه

   اتم تشکيل شده است برابر است با Nکه از 

∑
=

=
N

j ij

ji

r
qq

NW
22

1  

هایش چه دور و چه  اگر یون مثبت در مرکز باشد جمع روی تمام همسایه
  نزدیک، برابر است با
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 تا ١٢ و دومين جمله aرین یونهای کلر در فاصله اولين جمله شش تا نزدیکت
پس از جایگزین ...  و غيره 2aهای مکعب درفاصله   یونهای سدیم روی لبه

  کردن در رابطۀ انرژی تشکيل 
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  .انجام شود
  
  وسته انرژی تشکيل توزیع پي٢- ١٣
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فنری که داخل جعبه است پتانسيل الکترواستاتيکی حاصل از توزیع در موضع 
rr است یعنی   

( ) ( )
∫ ′−

′′
=

rr
Vdrkr rr

r
r ρϕ  

( ) ( )dVrrW rr ρϕ∫=    
2
1

( )rr

  

  
Wیع پيوسته بار به چگالی انرژی تشکيل یک توز ρ ،است( )rrϕ پتانسيل 

الکترواستاتيکی توزیع در موقعيت 

توزيع بار

rrتوجه نمائيد انتگرال فقط روی .  است
)شود زیرا خارج از توزیع  توزیع بارگرفته می ) o

r =rρبا . لذا انتگرال صفر است 
  توان به صورت زیر نوشت کمی محاسبه رابطۀ انرژی تشکيل را می

∫= dVEW
2

2
oε

dVuW E∫=

  

  
  
تمام فضا

تمام فضا  

2

2
1 EuE oε= چگالی انرژی الکترواستاتيکی ایست، یعنی انرژی بر واحد حجم 

بسيار این نتيجه . انتگرال روی تمام فضا گرفته می شود) ژول بر متر مکعب(
شود به صورت  گوید کاری که صرف تشکيل یک توزیع می می. مهمی ایست

  .شود انرژی در ميدان حاصل از توزیع ذخيره می
  
   انرژی پتانسيل دو توزیع بار٢- ١۴

گاهی اوقات محاسبه انرژی تشکيل یک توزیع بار مورد توجه نيست،   
حاصل از توزیع دیگر  در ميدان qخواهيم انرژی پتانسيل یک توزیع بار  بلکه می

  .را محاسبه نمائيم
)توزیع بار به چگالی  )ra

rρ را که پتانسيل حاصل از آن( )ra
rϕ است را به عنوان

 .توزیع خارجی انتخاب نمائيد
انرژی پتانسيل . کنيم ائی آغاز می ترین توزیع بار یعنی بار نقطهابتدا با ساده

قرار گيرد چه aϕ در مجاورت توزیع خارجی  rr اگر در موقعيت q ائی بار نقطه
 از qمقدار است؟ یا به عبارت دیگر چه مقدار کار لازم است تا اینکه بار 

   قرار گيردrrنهایت انتقال یافته و در موضع بي
( ) ( ) ( )adW dq r r dV rϕ ρ ϕ= =
r r r( )a aW q rϕ=

r  
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چه مقدار کار لازم است که .  است و ائی  توزیع بندی توزیع در بار نقطه
از بينهایت انتقال داده ) یعنی فاصله دو بار تغيير نکند(این دو بار را بطور صلب 

 در بطوریکه بار 

1q2q

1q1r
r 2 در  و بارq2r

rقرار گيرند .  
( ) ( )1 1 2a a aW q r q rϕ ϕ= +
r r  2

یعنی فواصل بار ثابت باقی (بطور صلب ائی   بار نقطهNحال اگر یک توزیع از 
   قرار گيرد بطوریکه aϕل یافته و در کنار توزیع نهایت انتقا از بی) بماند

1q2q2r 1r در ،  در 
rr ، ... در و nqNr

rنرژی پتانسيل این توزیع برابر است با ا  
( ) ( ) ( )1 1 2 2 ...a a a N aW q r q r q rϕ ϕ ϕ= + + +
r r r  N

                                ( )i a i
i

q rϕ=∑ r   

 است این مسأله به سادگی قابل تعميم به توزیع پيوسته بار به چگالی 
نهایت انتقال یافته و در نزیکی توزیع  که بطور صلب از بی

( )rρ r

aϕکار . گيرد  قرار می
dq   المان بار این توزیع انجام شده در انتقال 

( ) ( ) ( )adW dq r r dV rϕ ρ ϕ= =
r r r  

  لذا کار کل
( ) ( )aW r rρ ϕ= ∫
r r

( ) ( )a a x dlλ ϕ= ∫

  dV

  
توزيع ا

 

W با چ x را

 q +انرژی پتانسل (قرار دهيم؟

گالی 

W  

  .قال یافته است
W  

         
          يله

         
      یع دو بار روی ميله

         
  ميله

( )a xϕ  

 

نتقال 
  ١ مثال ٢-١۵- ١
Lبه عنوان  ائی ميلهچه مقدار کار لازم است تا 

نهایت انتقال داده بين دو بارمطابق شکل از بي
  )ميله و توزیع دو بار چقدر است؟

( ) ( )a ar rρ ϕ= ∫
r r dv

نتهمانطور که مسأله خواسته ميله ا: روش اوّل
( ) ( )a ax xλ ϕ= dl∫

               
چگالی بار م                  
               
پتانسيل توز            
               
المان طول             

  پتانسيل دو بار روی ميله

4 qkqπ
ε

= =
o( )

1
22 2

2kq

a x
=

+
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( )2 2

2L

a
kqW x

a x
α=

+∫o

( )

dx  

1
22 22aW kq x Lα a⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦

  

  اند نهایت بطور صلب انتقال یافته دو بار از بی: روش دوّم
( )2aW qϕ= a  

( )aϕ

( )

   y=a  پتانسيل ميله در نقطه

a
dq dlr k k

r r r r
λϕ = =

′ ′− −∫ ∫
r

r r r

( )

r  

1
22 2

L xdxk
x a

α
=

+
∫o

( )

  

                                           
1

22 2k a L aα ⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦

( )

   
1

22 22aW kq a Lα a⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦
  

  .رفت باید به یک نتيجه منجر شوند هر دو روش همانطور که انتظار می
  
  ٢ مثال ٢-١۵- ٢

zλ انرژی پتانسيل یک ميله به چگالی   β= که روی محور دیسکی به 
 قرار گرفته است را مطابق شکل محاسبه σ و چگالی یکنواخت R شعاع
نهایت  چه مقدار کار لازم است تا اینکه با انتقال ميله یا دیسک از بی.(نمائيد

  ).دو توزیع در کنار هم مطابق شکل قرار گيرند
  ميله انتقال داده شود: روش اوّل

( ) ( )a aW r r dv dlρ ϕ λϕ= =∫ ∫
r r

( )

  

                        
  چگالی بار ميله             
                             
        پتانسيل دیسک روی یک نقطه دلخواه ميله        
                        
                        
  المان طول ميله          

ابتدا پتانسيل دیسک را روی یک نقطۀ دلخواه روی محورش محاسبه 
  .نمائيم می

a
dqr k

r r
ϕ =

′−∫
r

r r  

 7
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                                    ( )
3

2 1

1

2 2 31
3

12
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z l
zk R z zπ σβ +⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦

   

( ) ( ) ( ){ }3 32 22 32 2
1 1 1

2
3aW k R z L z L R zπ σβ ⎡ ⎤= + + − + − +⎣ ⎦

s

3
1z+  

  دیسک انتقال داده شود: روش دوّم
     a aW dσ ϕ= ∫  

                        
          چگالی دیسک            
                        
                        
          پتانسيل ميله روی یک نقطۀ دلخواه دیسک          
                        
                        
                        

            المان سطح دیسک      

ابتدا پتانسيل ميله را در یک نقطۀ دلخواه روی دیسک در ربع اوّل محاسبه 
  کنيم می

rˆ   موضع المان بار روی ميله zk′ =
r

ˆr
  

=ρρ    موضع ميدان روی دیسک
r  

2  فاصله المان بار تا نقطۀ ميدان 2r r zρ′− = +
r r
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( )

  
1

1
21
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2 2
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1 1k z l zβ ρ ρ 2⎧ ⎫⎡ ⎤⎡ ⎤= + + − +⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

( )

   

                  ( ){ }1
222 2 2

1 1k z l zβ ρ ρ⎡ ⎤= + + − +⎣ ⎦

( )

  

( ){ }1
22 2 2 2 2

1 1

R

aW k z l z d
π

dβσ ρ ρ ρ⎡ ⎤= + + − +⎣ ⎦∫ ∫o o
ρ ϕ  

( ){ ( )
3 32 22 2 2 2

1 1
2
3aW k z l R z Rπσβ ⎡ ⎤= + + − +⎣ ⎦

( )

  

}3 3
1 1z l z− + +  



                                        
موزش الكترونيكيآ              
٢ فيزیک ۴فصل                                                        دانشگاه علم و صنعت          

 
                                                                   

پيکربندی این بدان معنی ایست که . دو نتيجه یکسان هستند
(Configuration)نهائی دو توزیع مهم است نه نحوۀایجاد توزیع .  

  
  ٣ مثال ٢-١۵-٣

 دیسک توخالی به شعاع داخلی  مطابق شکل در مرکز یکPدو قطبی   
1R2RCosσ که دارای بار سطحی به چگالی  و شعاع خارجی  σ ϕ= o

90θ = o

ˆP Pk=

.  قرار دارد
 x بچرخد و در راستای محور xz روی صفحه اگر این دو قطبی به اندازۀ 

  . در انرژی پتانسيل سيستم را محاسبه نمائيدyر گيرد تغيير قرا
 قرار zابتدا انرژی پتانسيل سيستم وقتی دو قطبی در راستای محور 

ن دارد یعنی ممان دو قطبی آ
r

  .شود  محاسبه می
( )1    a aW dϕ σ ϕ=  a s∫  

  
                                                     چگالی دیسک                             

  
  پتانسيل دو قطبی روی دیسک

  
  

  المان سطح دیسک  

  پتانسيل یک دوقطبی بطورکلی

( ) 2

.P rr k
r

ϕ =
r r

r

ˆP Pk=

  

پتانسيل دو قطبی 
r

 xy روی صفحه P در یک نقطه دلخواه 

( ) 2

ˆ ˆ., ,a
Pkx y k ρϕ
ρ

=o

a

 

   Pچون موضع نقطۀ 
  ϕ = o

)     در نتيجه )1
aW = o

( )

   
گيرد پتانسيل   قرار میxچرخد و در راستای محور  در حالت بعد دوقطبی می

  .دو قطبی روی یک نقطۀ دلخواه روی دیسک در ربع اوّل

2

ˆ ˆ., ,a
Pix y z k ρϕ
ρ

=  

( )
                             2

ˆ ˆ ˆ.i iCos jSin
kP

ϕ ϕ

ρ

+
=   

                                              2

CoskP ϕ
ρ

=   

 9
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( ) 2

1

22
2

R

a R

CosW kP Cos
π

d dϕσ ϕρ ρ ϕ
ρ

= ∫ ∫ oo
  

2

1

22 R

R

Cosk P d d
π ϕσ ρ ϕ

ρ
= ∫ ∫ oo

( )

  

2

1

22 2R

a R

dW k P Cos
π

dρσ ϕ ϕ
ρ

= ∫ ∫o o
  

                             ( )
2

2 1 1
2 2

1

ln 2Rk P Cos d
R

π
σ ϕ ϕ= +∫o o

     

                                                           2
1

ln R
Rk Pπσ= o

( ) ( ) 2
1

2 1 ln R
Ra aW W W k Pπσ∆ = − = o  

  
  ۴ مثال ٢-١۵-۴

 مطابق λبا چگالی یکنواخت )  از یکدیگرdبا فاصله  (Lدو ميله به طول   
چه مقدار کار لازم است تا ميله سمت راست را به . شکل در نظر بگيرید

  .نهایت انتقال دهيم بی
  2        a aW W dv dxρϕ λ ϕ− = − = − =∫ ∫ o o

a

                    
                                        

      چگالی بار ميله سمت چپ  
  
  

پتانسيل ميله سمت راست روی یک نقطۀ دلخواه ميله سمت   
  چپ

      
  المان طول ميله سمت چپ  

  کنيم  را محاسبه میϕابتدا 

( )a
dqr k

r r
ϕ =

′−∫
r

r r

ˆr i

  

=
r  x

ˆr ix′ ′=
r  

r r x x′ ′− = −
r r

( )

  
L

a
dxx x

x x
λϕ

′
=

′−∫o  

                                        ( )ln Lk x xλ ′= − − o  

                              ( )ln ln lnk x x Lλ= − −⎡ ⎤⎣ ⎦

( )
22 ln ln

d L

a d L
W W k x x Lλ

+

+
= − = − − −

   

  dx⎡ ⎤⎣ ⎦∫
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ln lnxdx x x x= −∫  

( ) ( ) ( )  2 2ln ln d L
d Lk x x x x L x L x Lλ +
+= − − − − − + −⎡ ⎤⎣ ⎦

( )                 ( ) ( )2 2 ln 2 2k d L d L d Lλ= − + + − +⎡⎣
( )

  
( ) ( )lnd L d L d L− + + + +

( )
  

( ) ( )ln lnd L d L d L d− + + + + + d  
]lnd d+  

  
   ۵ مثال ٢-١۵-۵

طی یکنواخت  و چگالی خRع سيم نازک باردار حلقوی به شعا  
λo2 ای نازک و سيستم به طول ميله. مفروض استL و چگالی بار خطی 
zλ α=چه مقدار کار لازم است تا اینکه . مطابق شکل روی محور آن قرار دارد

.  جابجا شود بطوری که انتهای آن روی مرکز حلقه قرار گيردLميله به اندازه 
  )تغيير انرژی پتانسيل سيستم چه مقدار است؟(

)  تغيير انرژی پتانسيل سيستم ) ( )2 1
a aW W W∆ = −

a aW dρϕ=

=  
v∫  

( )1     a aW dλ ϕ= l∫  

                   
                   
    چگالی ميله           

  
  

                                    پتانسيل حلقه روی ميله
        المان طول ميله          

  پتانسيل حلقه روی ميله

( )
( )

1
2

2

2 2
, ,a

Rdz k
R z

π λ ϕϕ =
+

∫ o

o
o o

( )

  

                                               1
22 2

2 Rk
R z

πλ
=

+
o

( )

   

( )
( )

1
2

1

2 2

2L

a L

z R
W

R z

α πλ
−

=
+

∫ o dt  

تابع زیر انتگرال 
( )

1
22 2

z

R z+
  زوج است لذا
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( )

( )
1

2

1

2 2
4

L

a
zdzW k R

R z
π λ α=

+
∫o o

( )

  

1
22 24 Lk R R zπ λ α ⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦o o

( )

  
1

22 24 k R R z Rπ λ α ⎡ ⎤= +  −⎢ ⎥⎣ ⎦o

( )

( )
1

2

2

2 2 2

2
a L

z Rk
W

R z

α π λ
−

=
+

∫
o

o

( )

  

                                 1
22 2 2

2
L

zdzRk
R z

π λα
−

= −
+

∫
o

o

( )

  

                              
1

22 2
22 LRk R zπ λα −

⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦
o

o

( )

  
1

22 22 Rk R R Lπ λα ⎡ ⎤= − − +⎢ ⎥⎣ ⎦o

( )

                                

( )
1

2

2

2 2 2

2
a L

z Rk
W d

R z
z

α π λ
−

=
+

∫
o

o

( )

  

                                  1
22 2 2

2
L

zdzRk
R z

π λα
−

= −
+

∫
o

o

( )

  

                               
1

22 2
22 LRk R zπ λα −

⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦
o

o

( )

  

                              
1

22 22 Rk R R Lπ λα ⎡ ⎤= − − +⎢ ⎥⎣ ⎦o

( )

  

                            
1

22 22 4Rk R L Rπ λα ⎡ ⎤= − + −⎢ ⎥⎣ ⎦o  

     ( ) ( )2 1
a aW W W∆ = −

( ) ( )
1 1

2 22 2 2 22 4 2 2Rk R L R R Lπ λα R⎡ ⎤= + − − + +⎢ ⎥⎣ ⎦o

( )

  

( )
1 1

2 22 2 2 22 4 2w Rk R L R Lπ λα R⎡ ⎤∆ = + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦o 

 12


