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   پتانسيل الکترواستاتيکی٢- ٩
ن شود، به عنوا در این بخش پتانسيل الکترواستاتيکی استخراج می  

روش دیگری برای محاسبۀ ميدان الکتریکی یک توزیع، مفهوم فيزیکی آن 
های مختلف گسسته و پيوسته  پتاسيل توزیع. گيرد مورد بررسی قرار می

  .شوند استخراج می
  
   استخراج پتانسيل الکترواستاتيکی از قانون کولمب٢-٩- ١

  ررابطه کولمب برای محاسبه ميدان الکتریکی یک توزیع پيوسته با  
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)صورت رابطۀ فوق برابر است با  )1rr rr
−

31rr rr
−   لذاو مخرج آن برابر است −

  .آید رابطه فوق به صورت زیر در می
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  .نمائيم این رابطه را در رابطۀ کولمب جایگزین می
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جای عملگر انتگرال باعملگر را می توان تعيين کرد زیرا عملگر  روی نقاط 
  .، لذا عمل تعویض کاملاً مجاز استrrکند یعنی مختصات  ميدان عمل می
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)جملۀ داخل کروشه را  )rrناميم، پس داریم  پتانسيل الکترواستاتيکی می  ϕ
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  .شود انتگرال روی توزیع بار گرفته می
  

  نکات
) برخلاف ميدان الکتریکی  )rE rr ( )rrϕ یک ميدان پتانسيل الکترواستاتيکی  -١

اسکالر است، همانطور که گفته گرادیان یک ميدان اسکالر یک ميدان 
  .برداریست

)محاسبه  -٢ )rrϕ از محاسبه( )rE rrرا به دليل اسکالر بودن تر است زی  ساده
( )rrϕ برای ميدان الکتریکی سه ( فقط یک انتگرال باید محاسبه شود

تر است  تابع زیر انتگرال تابع پتانسيل به مراتب ساده). انتگرال
1

1
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31در مقایسه با 

1

rr rr)ستمخرج در ميدان الکتریکی توان سه ا.( 

  
   مفهوم پتانسيل الکترواستاتيکی٢-٩- ٢

 qفرض کنيد بار . پتانسيل الکترواستاتيکی دارای مفهوم فيزیکی ایست  
در ميدان الکتریکی حاصل از یک توزیع بار خارجی قرار دارد، این ميدان را از 
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ناميم، کار انجام لازم، در مقابل نيروی الکتریکی  این به بعد ميدان خارجی می
   در این ميدان خارجی چه مقدار است؟b به a از نقطۀ qنتقال برای ا
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   استb به aالمان طول مسير از 
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  شود  وارد میqنيروئی ایست که توسط توزیع بار خارجی به بار 
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)ميدان خارجی و  )rrϕپتانسيل الکترواستاتيکی بار خارجی ایست .  
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   تقسيم کنيم داریمq را به اگر طرفين معادله فوق

∫−=
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dlE

q
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q
W کار انجام شده در مقابل نيوری الکتریکی خارجی برای انتقال بار واحد ازa 

  bبه 
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dlE.
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 W) واحد=(

( )rE rrr
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( )
با استفاده از رابطه   .آید  رابطۀ فوق به صورت زیر درمی

dlr
b
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.∫ ∇−−
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( ) ( ) ϕϕϕϕ ∆=−== ∫ abd
b
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  W) واحد=(

                                  

( )dlrd .r در قدم آخر از رابطه 
r
ϕϕ ∇=

( ) (ab

  . استفاده شده است
  

  نکات
 یعنی b و aاختلاف پتانسيل الکترواستاتيکی بين دو نقطۀ  -١

)ϕϕϕ  شده در مقابل نيروی الکتریکی  برابر است با کار انجام∆=−
  b به aبرای انتقال بار واحد از نقطۀ 

کار انجام شده مستقل از مسير است و کار روی مسير بسته صفر  -٢
 .است

0. =−=∆ ∫ dlE
r

ϕ  

  اند روابط معادل درکل زیر نمایش داده شده -٣
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( )( )rE rrr
ϕ ∇−=E

r
)بطور خلاصه تابع اسکالر  )rrϕبدون اگر و فقط اگر وجود دارد

)چرخش باشد  )orr
=×E∇ یا کار انجام شده روی مسير بسته برابرصفر باشد

( ) 0=.∫ dlE
r

  

  تاکنون دو رابطه برای محاسبه پتانسيل به دست آوردیم -۴
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این مرجع ) a(در رابطه . توجه داریم که پتانسيل هميشه دارای مرجع است
برای این که . هائی ایست نهایت اختيار شده است که دارای مزیت در بی

  نویسيم نهایت باشد آن را به صورت زیر می رابطۀ دوّم نيز دارای مرجع بی

∫∞−=
r

dlEr
r rr .ϕ  

) یعنی  )rrϕ rr  برابر است با کار انجام گوید پتانسيل در نقطۀ  رابطه فوق می
نهایت به  شده در مقابل نيروی الکتریکی خارجی برای انتقال بار واحد از بی

  .rrنقطۀ 
  
  ائی  پتانسيل بار نقطه٢-٩- ١

خطوط ميدان .  را در مبدأ مختصات در نظر بگيریدqائی  بار نقطه  
چه مقدار کار لازم است تا اینکه بار واحد را ) مطابق شکل(شعاعی هستند 

این کار به مسير .  قرار بگيردq از بار rنهایت انتقال دهيم و در فاصله  از بی
تواند انتخاب شود، بهترین مسير  انتخابی بستگی ندارد هر مسيری می

ميدان الکتریکی بار . تر محاسبه نمود کار انجام شده را بتوان راحتآنست که 
  ائی که در مبدأ مختصات قرار دارد نقطه
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ترین مسير یک  ائی شعاعی ایست لذا مناسب از آنجا که ميدان بار نقطه
Eمسير شعاعی است چون زاویه بين 

r
dl  لذا .  استπ هميشه و 
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drrdlدر رابطه فوق  همانطور ). مطابق شکل( المان طول مسير شعاعی =ˆ
 خواهد  را تضمينdlکه قبلاً اشاره شد، حدود انتگرال صحيح، جهت درست 

  . منفی استdr زیرا r̂ در خلاف جهت dlکرد، یعنی 
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kqr =ϕنهایت به  برابر است با مقدار کار لازم برای انتقال بار واحد از بی

های هم مرکز   کرهqبار لذا به سطوح هم پتانسيل . qائی   از بار نقطهrفاصله 
کار لازم برای رسيدن به هر نقطه روی یک کره به شعاع .  هستندrبه شعاع 

rنهایت برابر است با   از بی
r
kq  

  
  نهایت  پتانسيل یک توزیع خطی بی٢-٩- ٢

طابق  را  مλنهایت طویل به چگالی بار خطی یکنواخت  توزیع خطی بی  
 به فاصله Pپتانسيل الکترواستاتيکی یک نقطه مانند . شکل در نظر بگيرید

ρیا به عبارت دیگر چه مقدار کار لازم است تا اینکه . از آن را محاسبه نمائيد
  . از ان قرار دهيمρنهایت انتقال داده و در فاصله  بار واحد را از بی

)توان از روابط  رای محاسبه پتانسيل میب ) ∫∞−=
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  .استفاده نمود
a- از طریق ∫∞−=
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r rr .ϕ،  

نهایت طویل با چگالی یکنواخت  ميدان الکتریکی یک توزیع خطی بی

ρ
ρ
λ ˆ2kE =
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، مسير Pنهایت به نقطۀ   بیترین مسير انتخابی برای رسيدن از مناسب
  .شعاعی ایست

ρρρ
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dkr ˆ.ˆ2
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                              =    ∞+−=− ∞ ρλρλ ρ ln2ln2 kk

زیرا اولاً . توان صرف نظر کرد نهایت که در رابطه فوق وارد شده است می از بی
  در محاسبه ميدان الکتریکی
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ρ
λρρλ

ρ
ρϕ kkkE 2ˆln2ˆ ==−
∂
∂

−=∇−=
rr

  

 هر چند بزرگ برابر صفر است و ثانياً از این به بعد فقط مشتق یک عدد ثابت
نهایت  دار خواهد بود زیرا با حذف بی اختلاف پتانسيل بين دو نقطه معنی

  پس. عملاً مرجع پتانسيل نامشخص گرفته شده است
( ) ρλϕ ln2kr −=
r  

b-  از طریق ( ) ρλϕ ln2kr −=
r  
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  زیرا. به جواب مشابه فوق خواهيم رسيد
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)پتانسيل به صورت  ) ρλϕ ln2kr −=

rشود  نوشته می.  
  
  نهایت  پتانسيل یک صفحه بی٢-٩-٣

 را مطابق شکل در σنهایت با چگالی بار سطحی یکنواخت  صفحۀ بی  
 از آن را به z به فاصله P در نقطۀ نظر بگيرید پتانسيل الکترواستاتيکی آن را

  .دست آورید
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توان از صرف نظر کرد و  مطابق استدلالهائی که در مثال قبل شد می
  پتانسيل را به صورت زیر درآورد
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برای . نهایت حذف شود، فقط اختلاف پتانسيل دارای معنی خواهد بود یاگر ب
چه مقدار کار لازم است تا . روشن شدن این مطلب به این مثال توجه نمائيد
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 از   در فاصلهاز صفحه به نقطۀ درفاصله اینکه بار واحد از نقطۀ 
این کار برابر است با اختلاف پتانسيل بين این دو نقطه . صفحه انتقال یابد

  یعنی 
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قبلاً محاسبه (

در این روش نياز به انتخاب یک مسير مناسب داریم که ) شده است
بهترین مسير در . محاسبات را ساده کند زیرا انتگرال به مسير بستگی ندارد

  مطابق شکل. هاستzامتداد محور 
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  .که دقيقاً مشابه جواب از روش دیگر است
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چون از قاعدۀ کسينوس  
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 قرار دارند مناسب aاین بسط برای نقاطی که در خارج کره به شعاع   
گيریم، یعنی از ترم ها مرتبه   را در نظر میما فقط حالت خاص . است
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  با توجه به شکل 
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بردار ممان دو قطبی در رابطه فوق 
r

   
)نوشتن  )rrϕ به صورت برداری دارای این مزیت است که، قيد اینکه دو قطبی

شود و رابطۀ کلی پتانسيل یک دو قطبی به   است حذف میدر جهت 
  .آید دست می
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نی پتانسيل یک دو قطبی بطور کلی برابر است با بردار ممان دو قطبی یع
r̂ضرب داخلی در برداری که 

( )

 در راستای خط واصل بين مرکز دو قطبی و 
  P فاصله بين مرکز دو قطبی و نقطۀ r تقسيم بر Pنقطۀ 

rz
rPkr
ˆ.

r
r
=ϕ

ρkP ˆ=

  

طبی الکتریکی با ممان دو قطبی را در فصول قبلی ميدان الکتریکی یک دو ق
r

  حال می توانيم با استفاده از رابطۀ . را به دست آوریم
( )rE rrr

ϕ∇−=  
)ابتدا .  محاسبه نمود r>>4ميدان الکتریکی را برای فواصل  )rrϕ را دو دستگاه 

  .نویسيم کارتزین می

( )
( ) 2

3222 zyx

kPzr
++

=
rϕ

( )

  

( ) ( ) ( )
z
rk

y
rj

x
xirE

∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

−=
rr

rr ϕϕϕ ˆˆˆ  

( )
( )3222

222
2

3 2
∂
∂ 2

1

zyx
zxkzyx

x
Ex

++

++
==

ρϕ  
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( ) 2
3

2
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2
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3

zyx
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k
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+
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                 ( )
( ) 2

5222

2222 3
zyx

zkzyxk
++

+++−
=

ρρ

         

           

                                             ( )
( ) 2

5222

222 2
zyx

zkyxk
++

++− ρρ

( )
( )

=  

b-بسط داخلی   
شوند یعنی   در نظر گرفته میr=aائی به شعاع  در اینجاست نقاط داخل کره

r<a  
  

( ) 2
1

2
1

22 2222 θθ
ϕ

arCosra
kq

arCosra
kqr

++
−

−+
=

r

( )

  

2
12

1 212 2

2
122 −−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=−+ − θθ Cos

a
r

a
raarCosra  

                          θCos
a
r

a
ra ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎢⎣

⎡ −= − 2
2
11 2

2
1  

( )
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+

−
2

2

2
2

1
2

1 2
!2

1 θCos
a
r

a
r                         

( ) ...2
!3

1 3
2

2
2

1
2

1
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎥⎦

⎤−−
θCos

a
r

a
r

( )

                +      

  .ای استفاده شده است در رابطه فوق از بسط دو جمله
( ) ( )( ) ...

!3
21

!2
1

!1
11 32 +

−−
+

−
++=+ xnnnxnnnxx  

( ) 32233 33 yxyyxxyx با توجه به اتحاد   −=−+−
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( ) θθθθθ 3
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2
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r
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⎝
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2
122 −−
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⎞
⎜⎜
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⎛
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+⎥⎦
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a
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a
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4های  های فوق از ترم طدر بس

4
4

a
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=ε
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  .و بالاتر صرف نظر شده است
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a
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a
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a
zk ρρρ

+
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−=                                        

  آید ميدان الکتریکی مربوط به این تقریب پتانسيل از رابطه زیر به دست می
( ) ( )rrE rrr

ϕ∇−=

( )

  
( ) k

a
xtkk

a
zyxkk

a
krE ˆ3ˆˆ

55

222

2
3

3

ρρρ
+

++
+−=
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k
a
zkk

a
zkj

a
yzk ˆ

2
15ˆ3ˆ3

5

2

5

2

5
ρρρ

−++  

5

3
a

xzkEx
ρ

=  

5

3
a

yzkEy
ρ

=  

( )
5

2

5

2

5

222

2
3

3 2
153

a
zk

a
zk

a
zyxk

a
kEz

ρρρρ
−+

++
+−=  

2ميدان الکتریکی تا تقریب 

2
2

a
r

=εاگر . استخراج شده استa>>rها  ، از ترم

xEyzE  .صرف نظر شودو  و در εمرتبه دو 
0=xE
0=yE

E
  
  

3a
kEz
ρ

−=  

رسيم یعنی ميدان در حوالی مرکز برای  جالبی میدر این حالت به نتيجه 
این نتيجه بطور مستقيم از . دوقطبی دارای مقدار و جهت ثابت است

 را بسط εهای تا مرتبه یک  پتانسيل نيز قابل استخراج است اگر و فقط ترم
  یعنی. پتانسيل نگه داریم

( ) 32

2
a

zk
a

kqrCosr ρθϕ ==
r

( ) ( )

  

3
ˆ

a
kkrrE ρϕ −=−∇=

rrr  

  .که با نتيجه قبل یکسان است
  
  ١ مثال ٢- ١٠- ١

 قرار دارد و با xyپتانسيل یک دو قطبی که مطابق شکل روی صفحه   
   y روی محور -z   b روی محور -aسازد را در نقاط  را میoϕ ها زاویۀ xمحور 

c- روی محور x    d- در یک نقطۀ دلخواه  مانند ( )zyxP ,,

oo

  
  :حلّ

a- روی محور z   
r

ϕϕ PSinjPCosiPjPiP yx
ˆˆˆˆ +=+=

( )

  
( )

0
ˆ.ˆˆ.,0,0 22 =

+
==

z
kPjPi

k
r

rPkz yx
rr

ϕ  

b- روی محور y  
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( ) ( )
2222

ˆ.ˆˆ.0,,0
y

kPSin
y
P

k
y

jPjPi
k

r
rPky yyx o

rr ϕ
ϕ ==

+
==

( )

  

c- روی محور x  
( )

2222

ˆ.ˆˆ.0,0,
x

kPSin
x
P

k
x

iPjPi
k

r
rPkx yyx o

rr ϕϕ ==
+

==  

d- در نقطۀ دلخواه ( )zyxP ,,
θϕθϕθ CoskSinSinjCosSinir ˆ ˆ ˆˆ ++=

( )

  
  

          2

.
r

rPkr
rr

r
=ϕ  

( )( )
2

ˆ ˆ ˆ.ˆˆ

r
CoskCosSinjCosSiniPjPik yx θϕθϕθ +++

=  

                        2r
  ϕθϕθ SinSinPCosSinP

k yx +
=    

        2r
   ϕθϕϕθϕ CosSinPSinCosSinCoskPx +

=   o

( ) ( )
  توان رابطه فوق را به صورت زیر نوشت می

3

.,,
r

rPkzyxr
rr

r
==ϕϕ  

( )( )
                    3

ˆˆˆ.ˆˆ

r
zkyjxiPjPi

k yx +++
=

( )

     

                              
2

3222 zyx

yPxP
k yx

++

+
=    

  
  ٢ مثال ٢- ١٠- ٢

نهایت با  نهایت با چگالی ثابت و صفحۀ بی ائی، توزیع خطی بی با نقطه  
اختلاف پتانسيل بين دو نقطۀ . چگالی سطحی بار یکنواخت را در نظر بگيرید

را با محاسبه انتگرل  و  1P2P∫−
2

1

.
P

P
dlE

r
  .روی مسيرهای مناسب، به دست آورید

a- ائی  بار نقطه 
r̂1Pائی شعاعی و در راستای  خطوط ميدان بار نقطه

1r2P2

در فاصله نقطۀ .  هستند
 روی شکل ٢ و ١مسيرهای .  قرار دارندqار  از بr در فاصلۀ  و نقطۀ 

 و سپس روی تا در راستای شعاعی از ١اند مسير  نمایش داده شده
 روی  از نقطۀ ٢مسير . رسيم میبه  از نقطۀ ائی به شعاع  دایره

1P2P′
2r2P′2P1P
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در راستای شعاعی به و سپس از  به نقطۀ ائی به شعاع  دایره
  به عنوان مثال مسير را انتخاب می کنيم . رسيم می

1r1P′1P′
2P

∫∫ ′

′
−−=− 2

2

2

1

...
P

P

P

P
dlEdlEdl∫

2

1

P

P
E
r rr

  

ائی بر المان طول مسير  انتگرال دوّم صفر است زیرا ميدان الکتریکی بار نقطه
  .عمود است

  
=−=∆ ∫

2

1

.
P

P
dlE

r
ϕ  

−=−=∆ ∫ ρ
ρ
λρρρ

ρ
λϕ dkdk P

P

P

P ∫2

1

2

1

2ˆ.ˆ2  

                                       2

1
ln2 P

Pk ρλ−=

                                      
1

2ln2
P
Pkλ=

1P1z

2P2z

   

b-روی شکل مسيرهای مناسبی ٢ و ١نهایت مسيرهای   برای صفحه بی 
 و فاصلۀ نهایت   از صفحه بیبرای محاسبه انتگرال هستند فاصله نقطۀ 

به انتگرال روی مسير  است بطور مثال محاسنهایت   از صفحه بینقطۀ 
  شود  انجام می١

∫∫ −−==∆ 2

1
1

1
1

1

2

1

...∫
P

P

P

P

P

P
dlEdlEdlE

rrr
ϕ  

 ١انتگرال اوّل صفر است زیرا ميدان الکتریکی و المان طول این قسمت مسير 
  لذا. برهم عمودند

dzkkdlE
z

z

P

P
ˆ.ˆ

2
. 2

1

2

1
1

∫∫ −=−=∆
o

r

ε
σϕ  

                     ( ) ( )1222
2

1
zz z

z −=−=
oo ε

σ
ε
σ   z−

  
  ٣ مثال ٢-١٠-٣

 را ρ با چگالی ثابت حجمی و Rاع  و شعLائی به طول  استوانه  
 z روی محور Pپتانسيل الکتریکی را در نقطۀ . مطابق شکل در نظر بگيرید

2
1>z

( )

  .محاسبه نمائيد) 

∫ ′−
=

rr
dqkr rr

rϕ

zddddq ′′′′= ϕρρρo

  

  المان بار
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  ۴ مثال ٢-١٠-۴
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 اگر بار الکتریکی به . مطابق شکل در نظر بگيریدRنيمکره ای به شعاع 
  بطور یکنواخت روی سطح آن توزیع شده باشد σچگالی 

a-  پتانسيل الکترواستاتيکی آن را در نقطۀP که به فاصله z از مرکز قرار 
  .دارد را محاسبه نمائيد

b-  ميدان الکتریکی را در نقطۀ Pبه دست آورید . 
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  ۵ مثال ٢-١٠-۵

 دارای بار سطحی یکنواخت به h و ارتفاعθمخروطی به زاویۀ رأس 
است بار فقط روی سطح جانبی آن قرار دارد پتانسيل σچگالی 

  . رأس مخروط به دست آوریدoالکترواستاتيکی را در نقطۀ 

 15
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  ۶ مثال ٢-١٠-۶
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  ٧ مثال ٢-١٠-٧
    خطوط نيرو و سطوح هم پتانسيل چند توزیع بار
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