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  مقدمه -1

ي یک آماره، ا در برآورد نقطه. پردازد اي می اي و برآورد فاصله نظریه برآورد به دو موضوع برآورد نقطه
رود تا بتوان به کمک آن یک پارامتر بخصوصی از جامعه را برآورد  تنها یک مقدار عددي بکار می
گردد که مقدار واقعی پارامتر در  اي، یک فاصله مخصوصی معین می نمود در حالیکه در برآورد فاصله

  .داخل این فاصله قرار دارد
  

 )Point Estimator(اي برآورد نقطه -2

رود به نام برآورد   به خصوصی از یک آماره که براي برآورد یک پارامتر مشخص به کار مییک مقدار
  :اي را به شرح ذیل بیان کرد می توان مساله کلی برآورد نقطه. نقطه اي نامیده می شود

 چگالی احتمال، با تابع Xمتغیر تصادفی  ;xfX  پارامتر در آن که مفروض استθ مجهول 
12nیک نمونه تصادفی، . باشد می x,x,.....,x تابعی از این بر اساس  و نماییم از این جامعه انتخاب می

  تصادفی،نمونه n21 x,.....,x,xˆˆ پارامتر ، مقدار θ متغیر در این صورت . کنیم را برآورد می
 نامیده θاي  گیرد برآورد نقطه  می̂ و مقداري که θبراي پارامتر  یک برآورد کننده ̂تصادفی 

  . شود می
یک برآوردکننده خوب آن  اما .، تعداد زیادي برآوردکننده وجود داردθبراي پارامتر بدیهی است، 

از  شود که  در اینجا این سوال مطرح می.است که تا حد ممکن به مقدار واقعی پارامتر نزدیک باشد
   کدام بهتر است؟θهاي مختلف براي پارامتر  ین تخمین زنندهب

توان براي یک   متغیرهاي تصادفی هستند پس عملکرد آنها را نمی،ها از آنجایی که تخمین زننده
ها باید براساس عملکردشان در بلندمدت مورد  بنابراین برآوردکننده. مورد خاص مدنظر قرار دارد

  .ارزیابی قرار گیرند

  زننده یا مقایسه برآوردکننده های یک تخمین ارزیاب -3

به صورت ) زیان(تابع ضرر  اساس مقادیر نمونه تعیین می شود، در ابتدا  که برθدر برآورد پارامتر 
  : تعریف می کنیمذیل

   2ˆ,ˆ   
اضی تابع رسد از امید ری منطقی بنظر میاز آنجایی که تابع زیان یک متغیر تصادفی است بنابراین 
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  :تابع ریسک عبارتست از. شودارزیابی بهتر استفاده نیل به تابع ریسک براي زیان تحت عنوان 
      2ˆE,ˆEMSE,ˆR    

   طریق سنجش کارآیی نسبی آنهامقایسه دو برآوردکننده از -3-1

 داراي میانگین مربع خطاي  1̂ اگر برآورد کننده  21ˆE )  که آنرا باMSE1و ) دهند  نشان می
 داراي میانگین مربع خطاي 2̂برآوردکننده  22ˆE )  که آنرا باMSE2باشد در ) دهند  نشان می

 بصورت 1̂ نسبت به 2̂این صورت کارایی 
2
1

MSE
MSE یا  

 22

2
1

ˆE

ˆE



2اگر کارایی . شود  تعریف می̂ 

در غیر .  به شمار می آیدθ براي 2̂ برآورد کننده اي بهتر از 1̂ کمتر از یک باشد، 1̂نسبت به 
  . استθ براي 1̂ برآوردکننده اي بهتر از 2̂این صورت 

  تعریف تخمین زننده بهینه - 3-2

 سایر MSE  از، مربوط به آنMSEشود که  اي گفته می  تخمین زننده بهینه به تخمین زننده
 µ یک تخمین زننده بهینه Xبه عنوان مثال  . کمتر باشدθتخمین زننده ها به ازاي تمام مقادیر 

  .مربوط به توزیع نرمال می باشد

  برآوردکننده هاي نااریب -3-3

̂ یک برآوردکننده نااریب براي θریاضی آن با   است اگر امیدθیعنی اگر به ازاي تمام .  مساوي شود
  : داشته باشیمθمقادیر 

 ̂E  
ده ناریب نباشد، اریب نامیده می شود و مقدار اگر یک برآوردکنن  ˆEb به عنوان اریبی 

0bاگر  در اینصورت، .شناخته می شود  0 باشد اریبی مثبت و اگرb در . باشد اریبی منفی است 
  :رتست ازاینصورت میانگین مربعات خطا بر حسب مقدار اریبی عبا

    22
bˆVarˆEˆMSE   

 باشد و θ یک برآوردکننده نااریب براي پارامتر مجهول Tاگر متغیر تصادفی : نکته  0TVar  در 
  . اریب است2 همواره براي T2این صورت 

  : بیان شده استذیل به شرح θ براي پارامتر 2̂ و 1̂دو برآوردکننده : مثال
 
 

 

 





















3ˆVar

3
2ˆE

7ˆVar

ˆE

2

2

1

1  
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  . این دو تخمین زننده را مقایسه کنیدθبر حسب مقادیر مختلف 

  
      

     2
2

2

222

22

111

2

9
13

3
23ˆE3ˆMSE

707ˆE7ˆMSE

bˆVarˆMSE







 





  

  : باشد آنگاهθ برآورد کننده بهتري براي 2̂اگر 

   

66
9

37

ˆMSEˆMSE

2

21







  

یک . است 2 و واریانس مجهول µتوزیع نرمال با میانگین مجهول داراي  Xمتغیر تصادفی  :1مثال 

اي   برآورد کننده نقطه2گیریم و   تایی می9نمونه تصادفی  
29

1i
i1 xx1.0T 



 و 

 
29

1i
i2 xx125.0T 



 2 را براياگر کنیم   تعریف می  4
1 16.0TVar  و 

  4
2 25.0TVar کارایی .  باشدT1 نسبت به T2برابر است با :  

    
     25.1

04.016.0
25.0

TETVar
TETVar

MSE
MSE

44

4

22
11

22
22

1

2 










T1کارایی 

  T2کارایی 
 

  22
2

22
1

8125.0TE

8.081.0TE





  
 ، باشند2واریانس  و µ یک نمونه تصادفی از جامعه نرمال با میانگین X3 و X2 و X1اگر  :2مثال 

نسبت به برآوردکننده ) میانگین نمونه (Xکارائی نسبی برآورد کننده 
4

xx2x 321   چقدر

  است؟

 
 

 
  8

9

3

6
16
1

xVar
yVar

xMSE
yMSE

2

2







xکارایی 

  yکارایی 

  :شوند بیان می  هستند و بصورت زیرθکننده هاي  برآوردT2 و T1 فرض کنید  :3مثال 
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2TVar

TE

4TVar

TE

2

2

1

1  

و    7TE 2
2 کدام برآوردکننده بهتري براي .  استθاست؟   

 

     972TETVarMSE

404bTVarMSE

2
22T

2
1T

2

1




  

1چون 
MSE
MSE

2

1

T

T  است لذا T1 برآوردکننده بهتري براي θاست .  

اگر .  باشدθاي براي   تایی، برآوردکنندهn بر اساس یک نمونه تصادفی Tنید  فرض ک :4مثال 

  ixE و  iixaTباشد  .ai ها چه محدودیتی باید داشته باشند تا T یک برآوردکننده 

   شود؟θناریب 

           iiiiiiii xEaxaExaETExaT  

  : است لذاθ یک برآوردکننده ناریب Tچون 

  1aaa iii    

N~X),( فرض کنید  :5مثال  21اگر .  باشد̂2 و̂2  دو تخمین زننده براي پارامترآنها ،دنباش 

  .را مقایسه کنید

   
1n

xxˆ,
1n

xxˆ
2

i
2

2
i

1 







   

         
1n

2ˆMSE,
1n

2SVarˆVar,SEˆE
4

1
4

2
1

22
1 







  

   
 

   
 

 
 

   
  1n

2
1n
1n

1n

1n2ˆMSE

1n

1n2S
1n
1nVarˆVar

1n
1n

1n
S1nEˆE

42
224

22

4
2

2
2

2
2

2








 


















































  

2̂ 1 برآورد کننده بهتر از̂ 2 براي پارامتر است     21 ˆMSEˆMSE  

  

www.ieun.ir

http://www.ieun.ir/


  زاده احمد کوچک  نظریه برآورد
 

 5

  ننده هاي سازگاربرآوردک - 3-4

گاري مربوط به رفتار یک  خاصیت ساز اماها بیان شده است خاصیت نااریبی بر حسب تکرار آزمایش

  .یک آزمایش است وقتیکه حجم نمونه اجازه یابد بسیار بزرگ شود تخمین زننده در

گفته می شود برآورد کننده : تعریف n̂یک برآورد کننده سازگار است هرگاه :  

1 - n̂نااریب باشد .  

  :داشته باشیم) n(با بزرگ شدن اندازه نمونه - 2

     0ˆVarlim,ˆlim nnnn



  

نماد  n̂به کار می رود تا نشان دهد که ممکن است برآوردکننده تابعی از نمونه تصادفی باشد .  

 با بزرگ شدن اندازه نمونه به سمت صفر میل  آنها،هایی که تابع ریسک برآوردکنندهبطور کلی 

  . ازگارند برآوردکننده هاي سگراید، می

  . آنها نیز به سمت صفر میل می کندیاریبمقدار اگر این برآوردکننده ها اریب باشند، 

  0MSElim nn


  

1n نمونه تصادفی :6مثال  x,.....,x را از متغیر تصادفی دلخواه X با میانگین µ 2 واریانس در نظر 

1xx                                                         :فرض کنید. گیریممی 
n
1x nnU       ;in    

  . می باشدµ یک برآوردکننده ناسازگار براي nU یک برآوردکننده سازگار و nXنشان دهید که 

nXننده سازگار نااریب براي  یک برآوردکµاست .      0
n

limXVarlim,XE
2

n
n

n
n 





  

nUیک برآوردکننده ناسازگار است .      11XEUE nn   

بـه عبـارت   . سازگاري یک خاصیت مجانبی است یعنی خاصیت حدي یک برآوردکننـده اسـت             :نکته

 مطمـئن باشـیم کـه خطـایی کـه بـا یـک         به حد کافی بزرگ است مـی تـوانیم عمـلاً           nدیگر وقتی   

  .برآوردکننده سازگار صورت می گیرد از هر ثابت مثبت مفروضی کمتر خواهد بود

 باشـد ایـن اسـت    θ یک برآوردکننده سازگار پـارامتر  ̂براي اینکه آماده   ) نه لازم (شرط کافی   : نکته

  :که

www.ieun.ir

http://www.ieun.ir/


  زاده احمد کوچک  نظریه برآورد
 

 6

1( ̂نااریب باشد .  

n ،وقتی )2 0ˆVar   

لذا یک برآوردکننده می تواند سـازگار باشـد بـدون       . این شرط، شرط کافی است و شرط لازم نیست        

  .اینکه نااریب باشد

 نشان دهید برآوردکننده     :7مثال  
2n
1x


       متر   یک برآوردکننـده سـازگار پـاراθ     جامعـه دو جملـه اي 

  .است

یک برآوردکننده اریب تنها وقتی می تواند سازگار باشد که بطور مجانبی نااریـب باشـد یعنـی                  : نکته

  . نااریب باشدnوقتی 

 ي دو جمله اي یعنی θ برآوردکننده مینیماکس پارامتر :8مثال 
nn

n
2
1X




  .جانباً نااریب است م

 


























































 nn

n
2
1n

lim
nn

n
2
1x

Elim

nn

n
2
1n

nn

n
2
1xE

nn

n
2
1x

E

nn

  

 براي یک نمونـه تـصادفی از   2، برآوردکننده سازگار 2S نشان دهید که واریانس نمونه اي      :9مثال  

  .جامعه هاي نرمال است
2Sنااریب است     22SE ) 1  

 
1n

2SVar
4

2




)2  

  0
1n

2limSVarlim
4

n

2

n








  

  . است2 یک برآوردکننده مجانباً نااریب 2x نشان دهید که :10مثال 
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  22
2

n

2

n

2
2

2

22

n
limxElim

n
xE

xExVarxE























  

  . نااریب است یک برآوردکننده مجانبا2xًپس 

  تخمین زننده هاي نااریب کارا -3-5

 متعلق به طبقه برآوردکننده نااریب باشند تابع ریسک، همان واریانس θهاي پارامتر  اگر برآوردکننده

، در میان این طبقه برآوردکننده اي 0̂در صورت وجود، برآوردکننده بهینه، . شود برآوردکننده می

.  واریانس آن از واریانس هیچ برآوردکننده نااریب دیگر تجاوز نکندθاست که به ازاي تمام مقادیر 

 به تخمین زننده نااریب با حداقل 0̂اگر چنین تخمین زننده اي وجود داشته باشد تخمین زننده

  .ز در این طبقه از همه کاراتر است معروف بوده و نیθواریانس 

اي، تعیین یک حد پائین براي واریانس تمام  براي جستجو براي یک چنین برآورد کننده

یک چنین حدي بوسیله یک نامساوي مشهور به نامساوي . برآوردکننده هاي نااریب مفید خواهد بود

  . رائو ارائه می شود- یمراکر

اي با تابع چگالی  از جامعه θپارامتر براي برآورد کننده نااریب  یک ،̂فرض کنید  ;xf xباشد .

  .کند  در نامساوي ذیل صدق می̂تحت شرایط بسیار کلی 


 




























2
;xLnfnE

1ˆVar  

 گسسته باشد، Xاگر . است ;xf x آن از  را برداشته و به جاي ,xPاستفاده می کنیم .  

اما در .  رائو باشد وجود ندارد- اي که عملاً داراي حد پائین کریمر متاسفانه همواره برآوردکننده

 داراي چنین حدي است در این 0̂اي مانند  توان نشان داد که برآوردکننده بسیاري از موارد می

 رائو متعلق به - به عبارت دیگر حد پائین کریمر.  باید برآوردکننده بهینه نااریب باشد0̂صورت 
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  .تخمین زننده نااریب بهینه است

 باشد و θ یک برآوردکننده نااریب ̂اگر : قضیه
 




























2
;xLnfnE

1ˆVar باشد، آنگاه ̂ یک 

  . استθ واریانس از نبرآوردکننده نااریب با کمتری

  

  

  

  

  

  .میانگین جامعه نرمال استبراي  یک برآوردکننده نااریب با کمترین واریانس Xنشان دهید  :11مثال

 
 

 

   

 

   

 

 
(2)(1)

(2)       
n

xVar

(1)     
n

d
;xfLnd

nE

1

1xE
d

;xfLnd
E

x
d

;xfLnd

x
2

1
2

1Ln;xfLn

x;e
2

1;xf

,N~X

2

2

2
x

24

2

4

22
x

2
x

2
2x

x
2

1

x

2

2
2








































































  

 برآوردکننده نااریب Xبنابراین . درائو می رس- لذا واریانس میانگین نمونه به حد پائین کریمر

  .کمترین واریانس براي میانگین توزیع نرمال با واریانس معلوم است
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  اي  برآورد نقطههاي روش -4

  روش گشتاورها -4-1

1nفرض کنید  x,.....,x یک نمونه تصادفی n در اینصورت. دلخواه باشد تایی از یک توزیع k امین 

عبارتست از  بترتیب امین گشتاور توزیع حول مبدا حول مبدا kMور نمونه گشتا
n

X
M

n

1i

k
i

k


 

و kXE ،عموماً توابعی از  که گشتاور توزیع حول مبداpروش گشتاورها در .  پارامتر مجهول است 

  ا گشتاورهاي نظیر نمونه گشتاور اول توزیع بp برابر قرار دادن با
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p
iP
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xEM

xE
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xEM

xExxEM













  

این روش عبارتست از : بطور خلاصه. آید جامعه بدست می مجهول هايپارامتردستگاه حاصل و حل 

  .معادلات حاصلدستگاه مساوي قرار دادن گشتاورهاي جامعه با گشتاورهاي نمونه و بعد حل 

  2 و واریانس مجهول یک جامعه نرمال با میانگین مجهول 2 و برآورد کننده هاي  :12مثال

  .را به روش گشتاورها تعیین کنید

  :براي یک متغیر تصادفی با توزیع نرمال داریم
 
  222xE

xE



  

   :داریماوي قرار دادن دو گشتاور اول نمونه با دو گشتاور اول توزیع مسدر این صورت با 







n

1i

222
ix

n
1

x

  

www.ieun.ir

http://www.ieun.ir/


  زاده احمد کوچک  نظریه برآورد
 

 10

  :عبارتند ازحل توام این معادلات، برآورد کننده هاي روش گشتاورها از . می انجامد

 

n

xx

x
n

x

ˆ

xˆ
n

1i

2
i

2

n

1i

2
i
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1n اگر :13مثال  x,.....,xه تصادفی به اندازه  مقادیر یک نمونnاي با چگالی   از جامعه

 
 







 





0

x0;x2
;xf   . به روش گشتاورها پیدا کنیدθبرآورد کننده اي براي .  باشد2

     

 

x3ˆ
3
1x

xEM
3
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6
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3
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2
12x

3
1x

2
12dxxx2dxx2xxE

1

3
2

33
2

0 00

32
2
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22














 






 










  
 

  

1n اگر :14مثال x,.....,x مقادیر یک نمونه تصادفی به اندازه nرد کننده برآو.  از جامعه هندسی باشد

  . ي توزیع را به روش گشتاورها بدست آوریدθپارامتر 

   

 
x
11x1xE

1;xf 1x
x









 

  

 روش β و αبراي برآورد کردن پارامترهاي .  از جامعه گاما داریمn نمونه تصادفی به اندازه :15مثال

  .گشتاورها را بکار ببرید

  

  

1nاگر  :16مثال x,.....,x مقادیر یک نمونه تصادفی به اندازه n 1 از جامعه بتا با باشد برآوردي 

  . به روش گشتاورها بدست آوریدαبراي پارامتر 

 سایر مقادیر

 
 

xn
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x1

xˆ
1

xxE

x1xxf 11
x

















 

  

روش  را به θ.  پارامتر مجهول می باشدθ تابع چگالی زیر داده شده است که در آن :17مثال

  .گشتاورها تخمن بزنید

    0;1x0;xxf 1
x  

   

x1
xˆx

1

1
x

1
dxxdxxxxE

1

0

1
0

1
1

0

1














  

  

  )MLEروش (روش حداکثر درستنمایی  -4-2

کردن درست نمایی احتمال بدست آوردن یک مجموعه از مقادیر از حداکثر  این روش عبارتست 

12nفرض کنید  .نمونه تصادفی x,x,.....,x یک نمونه به حجم n جامعه پیوسته با چگالی  از یک

احتمال  ,xf x یا گسسته با احتمال  ,xPx باشد که θ یک پارامتر مجهول است و باید برآورد 

، آن تابعی از مشاهدات نمونه اي را قرار دهیم که θدر حقیقت می خواهیم بجاي برآورنده . شود

  : را بصورتLتابع احتمال .  شودرحداکثاحتمال نمونه به ازاي آن 

   

   











n

1i
ixn21x

n

1i
iin21

,xfx,....,x,xfL

xxPx,....,x,xPL

  

اي صورت   باید به گونهθتخمین  .تعریف می کنیم که همان احتمال توام براي مشاهدات نمونه است

12nپذیرد که بیشترین احتمال براي مشاهده مقادیر  x,x,.....,xبه عبارت دیگر تخمین .  حاصل شود

، تابع Lبه تابع .  حداکثر شودL مقداري خواهد بود که به ازاي آن تابع ̂مال زننده بیشترین احت

 حاصل از این روش را با نماد ̂  وگویند میدرست نمایی   MLEˆ نمایش می دهیم. 

اغلب در حداکثر کردن تابع : توجه n1 x,....,xfکه استتر  ت راح Lnآن حداکثر شود زیرا  
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Ln(L) یک تابع صعودي یکنواخت از L است و θ که Lکند   را ماکزیمم میLn(L) را نیز ماکزیمم 

  .می کند

12n اگر :18مثال x,x,.....,x مقادیر یک نمونه تصادفی به اندازه n از یک جامعه نرمال  2,N  

  . بیابید و باشد، برآورد کننده اي براي 
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 پارامتر MLE.  از جامعه برنولی باشدn مقادیر یک نمونه تصادفی به اندازه x1 .. . xnاگر  :19مثال

  .بدست آوریدبرنولی را 
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 MLE.  باشدp از جامعه دو جمله اي با پارامتر n نمونه اي به اندازه x2و...  وx1 اگر :20مثال
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  . را بدست آوریداي دوجملهپارامتر 

  : راه حل اول      xnx 1
n
n

;xfL 







   

       01xn1x
x
nf 1xnxxn1x 










    

     
n
xˆnx0

1
xnx

01xnx;xf 11
x







 

   

  :راه حل دوم

     

 
n
xˆ0

1
xnx

d
dLnL

1LnxnxLn
x
n

LnLLn























   

  MLEخواص 

 توزیع نرمال n,MLEزمانیکه و در کند توزیع نرمال میل میبه  MLE توزیع  n افزایش با - 1

  . دارد

  .  نااریب استو به تبعست سازگار ا n  ،MLEدر زمانیکه - 2

.  میل کند به سمت n باشد و   برايحداکثر درست نماییبرآورد کننده به روش  ̂ اگر - 3

  . رائو خواهد شد– حد پایین نامساوي کرایمر برابر̂واریانس انگاه 

4-MLE ی است یعنی اگر فرض کنید ی داراي خاصیت پایا k1
ˆ,...,ˆˆ  که در آن 

 n1j x,...,xf̂ˆ مایی ماکزیمم تن درسکننده است که برآورد 41 ,..., در چگالی 

 n1,...,f آنگاه برآوردکننده درستنمایی ماکزیمم باشد ،        r1  برابر است با ,...,

    ˆ,...,ˆˆ
r1   

 فرض کنید :21مثال 1,N~x  برآورد کننده MLE 2 پارامتررا پیدا کنید  .  

22 xˆˆxˆ    
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  برآوردکننده هاي کافی -5

 را کافی می نامیم در صورتی که از همه اطلاعات یـک نمونـه، مربـوط بـه             ̂برآورد کننده اي مانند     

یعنی اگر تمام دانشی را کـه مـی تـوانیم بـا مـشخص            . برداري کند   یک جامعه بهره   برآورد پارامتر   

 هـم  ̂مـاره  کردن مقادیر فردي نمونه ها و ترتیب آنها بدست آوریم، بتوانیم تنها با مشاهده مقدار آ               

این کمیـت  .  بیان کرد̂این را می توان بر حسب توزیع شرطی مقادیر نمونه به فرض    .بدست آوریم 

  .با عبارت زیر داده می شود

   
 


 ˆg

ˆ,x....,x,xfˆx......,x,xf n21
n21  

12nخاص   بستگی داشته باشد، مقادیر      ̂اگر این عبارت به      x,x,.....,x   که ̂    را بدست مـی دهنـد 

 کمـک  θ محتملتر از سایر مقادیرند و دانستن این مقادیر نمونـه اي بـه بـرآورد      θبراي برخی مقادیر    

12n بستگی نداشته باشد، مقادیر خاص     θاگر این عبارت به     . خواهد کرد  x,x,.....,x که ̂ را بدست 

 θ به یک اندازه محتمل اند و دانستن ایـن مقـادیر نمونـه اي بـه بـرآورد                 θمی دهند براي هر مقدار      

  .کمکی نخواهد کرد

توزیـع  ، ̂ است اگر و تنها اگر بـه ازاي هـر مقـدار     θ یک برآوردکننده کافی پارامتر      ̂آماره  : تعریف

12nشرطی نمونه تصادفی  x,x,.....,x به فرض ̂، مستقل از θباشد .  

12n اگر   :22مثال x,x,.....,x       متغیرهاي تصادفی برنولی با پارامتر یکسان θنـشان دهیـد کـه    .  باشند

آماره 
n
xˆ  که در آن n1 x.....xX  برآورد کننده کافی براي ،θاست .  

   

          










ˆnnˆnxnxxnxx1

n

1i

x
n1

i
x1x

1111x,.....,xf

1,0x;1;xf

iiii

ii

  

X یک متغیر دو جمله اي با پارامترهاي n و θاست لذا :  
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,n;xb
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  . بستگی نداردθکه به

 نشان دهید که آماره      :23مثال 321 x3x2x
6
1y        براي بـرآورد پـارامتر θ  امعـه برنـولی،     ي ج

  .کافی نیست

باید نشان دهیم       
 yg

y,x,x,xfyx,x,xf 321
321    123 به ازاي برخی مقادیر x,x,x  مـستقل از θ 

1x,1x,0xبنابراین حالت خاصی را در نظر می گیریم که در آن . نیست 123  بطوري که   

 
   

 
   
















 







 









 22

2321

11
1

1,0,0f0,1,1f
0,1,1f

2
1yp

2
1y,0x,1x,1xP

2
1y0,1,1f

  . بستگی داردθکه به 

 است اگر و فقط اگر چگالی یـا توزیـع احتمـال تـوام           θ یک برآوردکننده کافی پارامتر      ارهآم: قضیه

  نمونه تصادفی را بتوان تجزیه کرد بطوري که

     n1n1 x,....,xh.,ˆg;x,....,xf   

که در آن  ,ˆg تنها به ̂ و θ بستگی دارد و  n1 x,....,xh به θبستگی ندارد .  
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  . است2 جامعه نرمال یا واریانس معلوم µ یک برآورد کننده کافی x نشان دهید که :24مثال

 

     

 










 


















































































 
2

i
2

i

xx.
2
11n

n
x

2
1

n1

22
i

2
i

2x
2
1n

n21

e.
2

1
n

1e
2
n;x,.....,xf

xnxxx

e.
2

1,x,....,x,xf

  

 بـستگی دارد و دومـین   ،، و به میانگین جامعهxکه در آن اولین عامل سمت راست تنها به برآورد   

 2جامعـه نرمـال بـا واریـانس معلـوم       یک برآورد کننده کافی     xبنابراین  . نیست عامل شامل   

  .است
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