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پيشگفتار 
واژه رياضيات که معادل کلمه لاتين (Mathematics) است. در زبان يونانی به مجموعه ای 

از دانستنی های عمومی اطلاق می شد که کسب آن برای همه افراد تحصيل کرده لازم و ضروری تلقی 

شده است. افلاطون فيلسوف مشهور يونانی را باور بر اين بود که مطالعه رياضيات عالی ترين زمينه را 

برای تعليم ذهن فراهم می آورد. کاوش های باستان شناسی نشانگر آن است که حتی در تمدن های اوليه 

انسان ها با شمارش و مقدماتی از علم حساب آشنايی داشته و از آن بهره برده اند. امروزه با پيشرفت 

تمدن صنعتی هر شهروند می بايست با مقدماتی از رياضيات مشتمل بر علم حساب و هندسه مقدماتی 

آشنايی داشته باشد. 

در سطحی پيشرفته تر دانش آموزان و دانشجويان می بايست با مباحث ديگری از رياضيات آشنا 

شده تا درک بهتری از ساير دروس خود داشته باشند.در اين ميان، درس حساب ديفرانسيل و انتگرال 

جايگاه ويژه ای دارد. حساب و هندسه ابزارهای مفيدی برای توصيف روابط بين کميت های ايستا و 

استاتيک می باشند؛ لکن درگير مفاهيمی که بتواند به توصيف تغييرات کميت ها کمک کند نمی باشند. 

حساب ديفرانسيل و انتگرال، در واقع اعمالی هستند که برای سنجش راه های مرتبط با تغييرات کميت ها 

ابداع شده اند. حساب ديفرانسيل و انتگرال که تحت نام حسابان نيز از آن ياد می شود، ابزارهای لازم 

را برای مطالعه و بررسی حرکت ها به صورت کمی فراهم می کنند. از منظر تاريخی نيز، کشف حسابان به 

دنبال مطالعه رصد حرکت سياره ها توسط فيزيکدانان و منجمان اتفاق افتاده است.

فيزيکدان  يافته های  درخصوص  را  مطالعاتی  و  پژوهش ها  آلمانی  رياضيدان  کپلر١  يوهانس 

نام تيخوبراهه٢ در قرن هفدهم ميلادی انجام داد به دنبال اين مطالعات، نيوتن و لايبنيتز  به  دانمارکی 

همزمان توانستند با کشف حساب ديفرانسيل و انتگرال به تبيين حرکت سيارات نايل شوند. در واقع 

بخش اعظمی از رياضيات به طور مستقيم يا غيرمستقيم درنتيجه مطالعه حرکت اجسام و اجرام سماوی 

رشد و توسعه يافته است. حرکت جزء ذاتی اشياء به شمار می رود. 

ديگری  و  (مشتق گيری)  ديفرانسيل گيری  يکی  که  می باشد  عمل  دو  بر  مشتمل  حسابان 

Techo Brahe ــ٢                                    Yohand Kepler ــ١



انتگرال گيری ناميده می شوند. همانند جمع و تفريق که مغلوب يکديگرند. کاری که مشتق گيری می کند 

تعريف  حد  نام  به  جديدتری  عمل  برحسب  انتگرال گيری  و  مشتق گيری  برمی گرداند.  انتگرال گيری 

يک  هيچ  گاتفريدلايبنيتز٢  و  نيوتن١  اسحاق  يعنی  علم،  اين  واضعان  که  است  درحالی  اين  می شوند. 

از آنان، از مفهوم حد در صورت بندی مشتق و انتگرال استفاده نکرده اند. در واقع مفهوم حد، بعد 

از کشف و ابداع حسابان معرفی و توسعه يافته است. اين مفهوم به دنبال نابسامانی هايی که در برخی 

موارد در مسير استفاده و توسعه حسابان پديد آمد توسط رياضيدان آلمانی به نام کرال و ايراشتراس 

صورت بندی و تعريف گرديد. وقتی وايراشتراس مفاهيم حسابان را بر پايه مفهوم حد تعريف کرد همه 

بی دقتی ها و به هم ريختگی حسابان رخت بربست. 

حساب ديفرانسيل و انتگرال تا آنجا مورد نياز دانش آموزان و دانشجويان است که در فهرست 

دروس دانشگاهی از آن به عنوان رياضی عمومی و يا رياضيات پايه ياد می کنند: رياضياتی که نه تنها در 

رشته های علوم محض نظير فيزيک، شيمی، زيست شناسی مطالعه می شود بلکه تقريباً در همه حيطه های 

علمی ديگر نظير آمار، رايانه، اقتصاد و امور مالی، کشاورزی و مهندسی پزشکی و همه رشته های علوم 

انسانی به عنوان يک درس پايه و اساسی تحصيل می گردد. 

اين درس را  انتگرال هسته اصلی و شالوده محتوايی  در کتاب حاضر مفاهيم حد، مشتق و 

تشکيل می دهند. محتوای درس براساس برنامه و محتوای مصوب شورای برنامه ريزی رياضی دوره 

متوسطه تدوين گرديده است. 

دارد.  ارجحيت  آموزش  بر  يادگيری  فعال  تدريس  اصول  و  روش شناسی  لحاظ  به  می دانيم 

بنابراين ارائه مطالب و مباحث درس به شيوه حل مسأله و با رويکرد فعاليت محور ساماندهی شده اند. 

آموزش به صورت ضعيف و ناکارآمد آن فرايندی است که به شکل يک طرفه و تحميلی از 

سوی معلم به دانش آموزان انتقال می يابد. در حالی که يادگيری فعاليت محور فرايندی است که در بستر 

اموری هدايت شده با مشارکت دانش آموزان اتفاق می افتد و طی آن آنها ضمن کار و فعاليت کلاسی 

به درک بهتر مفاهيم نايل شده و بانحوه شکل گيری و صورت بندی موضوع علمی نايل می شوند. از 

همه همکاران و دبيران محترم رياضی انتظار می رود تا سعی وافر نموده تا کلاس درس آنان به کلاسی 

فعال تبديل گردد و از اين طريق استعدادهای خدادادی دانش آموزان رشد و تعالی يافته و در نتيجه 

درک درستی از رياضيات پيدا کرده و بتوانند از آن در ساير موارد علمی و کاربردی استفاده بهتری 

داشته باشند. 

                    تهران ــ شهريور ١٣٩٠
 مؤلفين

Gotfred Liebniz ــ٢           Izak Newton ــ١ 
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٠ـ١ـ اعداد حقيقی و خط حقيقی
می دانيم که حسابان بر خواص دستگاه اعداد حقيقی استوار است. منظورمان از دستگاه اعداد 

حقيقی، مجموعه اعداد حقيقی، اعمال جمع و ضرب اين مجموعه و خواص جبری آن است. اعداد 

حقيقی اعدادی هستند که بتوان آنها را به صورت اعشاری بيان کرد. برای نمونه هريک از اعداد ذيل 

يک عدد حقيقی است.
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جبر اعداد حقيقی 
در اين فصل به مرور  مهمّ ترين مطالبی می پردازيم در مباحث حساب ديفرانسيل و انتگرال 
بدان محتاج هستيم ، اين مطالب مشتمل بر مروری مجدّد بر خواص اعداد حقيقی است که دانش 
آموزان از دوره دبستان به بعد با آن آشنا شده اند ، چنانچه شما در مطالعه حسابان و دروس پيش 
از آن به اندازه کافی با اين مباحث آشنا شده باشيد، می توانيد آنها را به سرعت مرور کنيد، با اين 
حال بايد يادآوری کنيم که تسلط بر اين مفاهيم، به ويژه خواص ترتيبی اعداد لازمه و پيش شرط 

درک بهتر و مؤثر مفاهيم و مباحث اين درس می باشد. 
در واقع درک علمی اين درس، که خود مقدمه دروس عالی تر رياضيات نظير آناليز رياضی 
با  شدن  آشنا  ديگری  و  نابرابری ها  خواص  بر  تسلط  يکی  است،  استوار  مهمّ  مؤلفه  دو  بر  است، 
شيوه های اين درس که مبتنی بر روش های تجزيه و تحليل و ترکيب منطق وار داده و نتايج آنها 

است. 

فصل  صفر

/3 14159

يادآوری مفاهيم پايه



حساب ديفرانسيل و انتگرال ٢

در هر حالت، منظور از سه نقطه «…» آن است که دنباله ارقام هميشه ادامه دارد. البته وقتی 

دنباله ارقام تکراری و از جايی به بعد هميشه برابر صفر باشند از نوشتن آنها صرف نظر می گردد. 
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امّا برای سه عدد بعدی چنين نيست. تفاوت اساسی در باب اين اعداد وجود دارد، برای سه تای 

2 و  اولی الگوی تکرار ارقام بديهی و روشن است و دنباله ارقام  بر ما معلوم می باشد، ليکن برای 

π هيچ الگوی شناخته شده ای برای روند تکرار ارقام وجود ندارد. سه عدد نخست را گويا و دوتای 

2 و π را گنگ يا اصم می ناميم. بنابراين اعداد حقيقی به دو دسته بزرگ يعنی اعداد گويا  آخر يعنی 

و اعداد گنگ تقسيم می شوند. نکته جالب تر آن است که هردو دسته به گونه ای بسيار فشرده و در کنار 

هم باهم به نوعی تنيده شده اند. 

به زبان هندسی، اعداد حقيقی را می توانيم به صورت نقاط يک خط مستقيم نشان دهيم. چنين خط 

مستقيمی را خط حقيقی يا محور حقيقی می ناميم. هر عدد حقيقی، چه گويا و چه گنگ، متناظر نقطه ای بر اين 

خط است و برعکس هر نقطه اين خط نظير يک و تنها يک عدد حقيقی است. (شکل زير) 

�2 �1 1 2 3 40 1
3

2

خواص اعداد حقيقی را می توان در سه رده دسته بندی کرد، (١) خواص جبری (٢) خواص 

ترتيب، (٣) خواص مربوط به پيوستاری اعداد حقيقی. 

آشنايی  اعداد حقيقی  با خواص جبری  ابتدايی  از دوره  شما در طول تحصيلات خود، حتی 

داريد. امّا بايد گفت که اين آشنايی شما بيشتر جنبه تجربی داشته تا صورت رياضی! چرا؟

برای نمونه، شما می دانيد که مثلاً جمع اعداد خاصيت جابه جايی دارد. 

٢ + ٣ = ٣ + ٢  

 -١ - ٤ = (١-) + ٤ = ٤ + ١  

( ) ( )1 1
2 3 2 3

2 2
و يا آنکه  

امّا برقراری اين گونه تساوی ها از راه تجربه حاصل شده است. در واقع تساوی های موردی 

را  اعداد  خواص  اين گونه  وقتی  امّا  است.  نداشته  استدلال  و  برهان  به  نياز  فوق  تساوی های  مانند 

بخواهيم در قالب يک کليّت و به شکل يک حکم کلی رياضی بيان کنيم ديگر با تجربه درستی آنها بر ما 

معلوم نخواهد شد. چرا؟ 



٣

حروف  از  استفاده  محتاج  به ناچار  داريم.  بيان  را  تساوی هايی  چنين  کلی  صورت  است  بهتر 

خواهيم شد. 

 a + b = b + a   همواره  

يا آنکه بگوييم 

   a + b = b + a ، b و a  برای هر دو عدد  

به زبان عادی منظورمان اين است که برای هر دو عدد حقيقی a و b ، حاصل جمع a با b با 

حاصل جمع b با a برابر است. به عبارت «برای هر دو عدد حقيقی a و b» توجه کنيد. اگر ما برای يکصد 

زوج از اعداد حقيقی يا يک ميليون زوج از اعداد a و  b، حاصل دوطرف را حساب کرده و متوجه درستی 

تساوی ها شويم، درستی حکم کلی را محقق نساخته ايم. دليل آن نامتناهی بودن و يا به اصطلاح عاميانه 

بی پايان بودن مجموعه اعداد حقيقی است. يکصد سال، يک ميليون سال و يا چند ميليارد سال که وقت 

صرف کنيم و تجربه کنيم ادعايمان محقق نمی شود زيرا مجموعه اعداد حقيقی بی پايان و نامتناهی است. 

زياد ناراحت نباشيد! ظاهراً راه حل ساده ای وجود دارد و آن وضع تئوری وار مجموعه اعداد حقيقی به 

صورت سامان يافته می باشد که آن را دستگاه اعداد حقيقی می ناميم. اين راه حل ساده از اين قراراست که 

وقتی برای درستی يک حکم نتوانيم دليلی مستدل و منطقی اقامه کنيم و يا آنکه به عللی اصولاً نخواهيم 

دليلی بياوريم، آن حکم را تحت عنوان اصل موضوع (اصل) مطرح می کنيم. بنابراين اصل موضوع 

حکم يا گزاره ای است که آن را بدون دليل و برهان می پذيريم. البته شواهد تجربی برای بسياری از موارد 

الهام بخش رياضيدانان و واضح کننده تئوری ها در انتخاب اصل های آن تئوری است. خلاصه کلام آنکه 

شما تاکنون با خواص جبری اعداد حقيقی به صورت تجربی آشنا شده ايد، چنين خواصی مدعی اند که 

اعداد حقيقی را می توان باهم جمع کرد و حاصل عددی حقيقی خواهد بود. اعداد حقيقی را می توان باهم 

ضرب کرد و حاصل عددی حقيقی است. همچنين قواعد معمول حساب، از جمله دو قاعده فوق الاشاره، 

برقرارند. اينک برخی از اين احکام را در قالب اصل موضوع (اصل) بيان می داريم. 

مجموعه اعداد حقيقی را در مابقی اين کتاب به R نشان می دهيم. 

٠ـ٢ـ اصل های جمعی 
(ج ١) در R يک عمل دوتايی وجود دارد که آن را جمع می ناميم. اين عمل که در واقع يک تابع 

است با نماد + نشان داده می شود. مقدار اين تابع را به ازای زوج مرتب (a , b) به a + b نشان می دهيم 

که در آن b , a و a + b اعداد حقيقی اند. لذا حاصل عمل جمع بر هر زوج از اعداد حقيقی خود يک 
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عدد حقيقی است. 

x + y = y + x داريم y و x (ج٢) برای هر دو عدد حقيقی

اين اصل را خاصيت جابه جايی جمع می ناميم. 

(x + y) + z = x + (y + z) :داريم z و y و x (ج٣) برای هر سه عدد حقيقی

اين اصل را خاصيت شرکت پذيری R می ناميم. 

(ج ٤) وجود عضو همانی جمع، R شامل عددی است به نام ٠ (صفر)، به طوری که به ازای هر 

x + ٠ = x ،x عدد حقيقی

(ج ٥) وجود عضو قرينه، به ازای هر عدد حقيقی x، عضوی از R مانند y وجود دارد به طوری 

x + y = که ٠

به دست  را  اعداد حقيقی  مجموعه  از  ديگری  می توانيم خواص  اصل،  پنج  اين  از  استفاده  با 

به   R مجموعه اعداد حقيقی يعنی  با يک دستگاه جبری سروکار داريم،  آوريم، اکنون در واقع ما 

انضمام يک عمل دوتايی که در اصل های فوق صدق می کند. اين دستگاه جبری را همچنانکه 
 R قبلاً نيز گفته ايم دستگاه اعداد حقيقی می ناميم اينک به عنوان نمونه برخی نتايج منطقی را در باب

اثبات می کنيم. 

مثال :  ثابت کنيد عضو صفر از R منحصر به فرد است. 
  حل :  فرض کنيم O١ و O٢ هردو نقش صفر يعنی عضو همانی جمع R را داشته باشند در اين 

 O١ = O١ + O٢ (Oبا توجه به همانی بودن ٢) صورت  

 = O٢ + O( با توجه به خاصيت جابه جايی) ١  

= O٢ (Oبا توجه به همانی بودن ١)  

شما نيز می توانيد برخی از خواص اعداد حقيقی را ثابت کنيد. 

 مثال : ثابت کنيد عضو قرينه هر عدد حقيقی منحصر به فرد است. 
برهان :  فرض کنيم y١ و y٢ هردو قرينه عدد حقيقی x باشند. در اين صورت 

y٢ = y(با توجه به ج ٤)           ٠ + ٢  

= y٢ + (x + y١)     (با توجه به ج ٥)  

 = (y٢ + x) + y(با توجه به ج ٣)     ١  

 = ٠ + y(با توجه به ج ٥)               ١  

= y(با توجه به ج ٢ و ج ٣)                      ١                                                             



٥

معمولاً قرينه عدد حقيقی x را با نماد x- و همچنين حاصل جمع x + (-y) را به شکل ساده 

x - y می نويسيم و آن را تفاضل x و y می ناميم. 

به عنوان مثال ديگری از خواص اعداد حقيقی به مثال زير توجه می کنيم. 

-(x + y) = -x - y مثال : برای هردو عدد حقيقی x و y ثابت کنيد .  
 حل :  منظور از (x + y)- قرينه x + y است. پس بايد نشان دهيم که: 

(x + y) + (-x -y) = ٠  

داريم: 

x + y + (-x -y) = (y + x) + (-x -y)    (جابه جايی جمع)  

= y + [(x - x) -y]    (شرکت پذيری)  

= y + (٠ - y)  

= y + (-y)  

= ٠  

تمرين در کلاس 
-(-x) = x ، x ١ــ ثابت کنيد برای هر عدد حقيقی

٢ــ برای هر سه عدد حقيقی z, y, x اگر x + z = y + z آنگاه x = y (قانون حذف) 

٠ ـ٣ـ ضرب اعداد حقيقی
از تجربياتمان می دانيم که ضرب دو عدد حقيقی، عددی حقيقی است. اين ويژگی را به عنوان 

يک اصل می پذيريم، به علاوه برخی از ويژگی های ديگر اعداد حقيقی را در رابطه با عمل ضرب نيز به 

xy = yx، y و x عنوان اصل می پذيريم از آن جمله  برای هر دو عدد حقيقی

x(yz) = (xy)z ، z و y و x برای هر سه عدد حقيقی  

عددی به نام يک (با نِماد ١) وجود دارد به قسمی که ٠ ≠ ١ و برای هر عدد حقيقی x، برای هر 

عدد حقيقی غيرصفر مانند x، عددی حقيقی مانند y وجود دارد به قسمی که y را وارون x می ناميم.

xy = ١  
در رابطه با عمل جمع، خاصيت زير، به عنوان خاصيت توزيع پذيری ضرب روی جمع برقرار 

است

                x(y + z) = xy + xz      (٭)
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البته منظورمان حکم کلی است وگرنه در باب اعداد خاص، بارها درستی (٭) را تجربه کرده ايم. 

به طور کلی وقتی حکمی مانند (٭) برحسب حروف بيان می شود منظور حکم کلی است. در واقع (٭) 

صورت ساده تر حکم زير است. 

x(y + z) = xy + xz ، z و  y  و x برای هر سه عدد حقيقی  

اکنون، با داشتن اين احکام می توانيم برخی ديگر از ويژگی های ضرب R را ثابت کنيم. 

 مثال :  وارون هر عدد حقيقی (غيرصفر) منحصر به فرد است. 
   حل :   فرض کنيم y١ و y٢ هر دو وارون x باشند، پس 

xy١ = ١      ,      xy١ = ٢  

می نويسيم: 

y١ = y١ * ١ = y١ (xy٢) = (y١x)y٢ = (xy١)y١ = ٢y٢ = y٢  

نشان  نيز   
x
1 با  را   x وارون  گاهی  دهيم،  نشان   x-١ نِماد  با  را   x وارون  داريم  حق  بنابراين 

می دهيم. 

 مثال :  وارون وارون x برابر x است، به زبان نِمادی 
(x-١)-١ = x  

   حل :  بايد نشان دهيم ١ = x(١-x) تا طبق تعريف، x نقش وارون ١-x را داشته باشد، امّا اين 
تساوی خود طبق تعريف وارون برقرار است. 

x در واقع حاصل تقسيم 
y

x می نويسيم، 
y

.x را به شکل ساده تر 
y
1 قرارداد: حاصل ضرب 

x بر y می باشد. 

، يا  2
0

 ،1
0

تذکر مهمّ: بايد توجه داشت که عدد ٠ وارون ندارد، بنابراين نوشتن عبارت هايی نظير 
x و کلاً کسرهايی با مخرج صفر بی معنی بوده و از آن بايد مؤکداً احتراز گردد. تفسيرهای غلطی 

0
1 می شود ناشی از عدم توجه کسانی است که با 

0
که درخصوص اين گونه عبارت ها از قبيل اينکه 

فرايند مفهوم سازی و صورت بندی تئوری رياضی آشنايی کافی ندارند. 

 (به معنی حدی)، امّا بايد گفت که اين 
x
lim

x20

1 البته در بخش های بعد خواهيد ديد که مثلاً 

1 جايگزين کرده و از اين غلط 
0

 را با 
x2

1 تساوی تنها به مفهوم حدی برقرار است تا آنکه در حدگيری 

فاحش استفاده کنيم و آن را برابر ∞ قلمداد نماييم! 
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تمرين در کلاس 
 x(y - z) = xy - xz ، z و y , x ١ــ ثابت کنيد برای هر سه عدد حقيقی

٢ــ ثابت کنيد هرگاه ٠ = xy آنگاه ٠ = x يا ٠ = y و عکس اين حکم برقرار است. 

 y و x ٣ ــ برای هر دو عدد حقيقی 

x (-y) = (-x) y = -(x  y) (الف

(-x)(-y) = xy (ب

٠  ـ٤ـ بسط اعشاری اعداد گويا
بسط اعشاری يک عدد گويا، يک عدد اعشاری پايان پذير نظير 

/ , /3 3
1 5 0 75

2 4
 

و يا يک بسط اعشاری پايان ناپذير متناوب ساده يا مرکب است نظير

 / ... /2
0 666 0 6

3
  بسط اعشاری متناوب ساده 

/ ... /5
0 8333 0 83

6
بسط اعشاری متناوب مرکب   

در بسط اعشاری متناوب ساده و يا مرکب، دسته ارقامی که مرتب تکرار می شوند را دوره گردش 

عدد نامند. و بالای ارقامی که دوره گردش اند خط کشيده شده است و تعدادی رقم که بين دوره گردش 

و مميز قرار دارند ارقام غيرگردش ناميده می شوند. 

/ , /7 1
0 538461 0 001785142

13 56  

 نتيجه : اگر يک بسط اعشاری متناوب (ساده يا مرکب) داشته باشيد، می توانيد از فرمول زير، 
کسر يا عدد گويای مساوی آن را به دست آوريد. 

فرض کنيد am...a١a٢ ارقام غيرگردش و bn...b١b٢ ارقام دورهٔ گردش عدد باشند، در اين 

صورت 

(١)
m n m

m n
a a a b b b a a a/ a a a b b b 1 2 1 2 1 2

1 1 1 20
99 900 0

 

مثال های زير، نحوه استفاده از فرمول (١) را نشان می دهند. 

/ /6 2 1785 1 446
0 6 0 01785

9 3 99900 24975  

n تا نه m تا صفر
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هر عدد حقيقی که بسط اعشاری آن، پايان ناپذير ولی متناوب نباشد، گنگ يا اصم ناميده می شود. 

 بنابراين اعداد گنگ، اعدادی هستند که بسط اعشاری آنها بی پايان است ولی متناوب نيستند مانند:

/ ...2 1 414213562  

/ عدد پی ...3 141592653  

e عدد نپر  / ...2 7182818284  

 
b
a a و 

b
a و ab و  b قضيه ١: اگر a عددی گويا و غيرصفر باشد و b عددی گنگ، اعداد 

گنگ هستند. 

همان طور که می دانيد در مجموعه اعداد گويا، هر دو عدد گويا را باهم جمع يا تفريق و يا درهم 

به عمل جمع و  گوييم مجموعه اعداد گويا، نسبت  ضرب کنيم حاصل عددی است گويا (اصطلاحاً 

ضرب و تفريق بسته است) و امّا مجموعهٔ اعداد گنگ نسبت به هيچ يک از اعمال جمع، تفريق، ضرب 

و تقسيم بسته نيست زيرا: 

 3 2 18 3 و  2 و 2 3 2 و  3 2 عددی گنگ است و بنابر قضيه ١، اعداد 

گنگ هستند ولی

( ) ( ) Q3 2 3 2 6   

( )( ) Q3 2 3 2 7  

 Q18
3

2  

٠ ـ ٥ ـ تقريب اعداد گنگ 
می دانيم که بسط اعشاری هر عدد گنگ به صورت کسری اعشاری با ارقام نامتناهی و بی پايان 

2 و π (عدد  است که در آن اين ارقام طبق هيچ ضابطه و نظم معينی رخ می دهند. به لحاظ تاريخی 

2 در رابطه با محاسبه طول قطر يک مربع به ضلع واحد  ارشميدس) مشهورترين اعداد گنگ اند. 

ابوريحان بيرونی

اصم کَر بُوَد زيرا جواب ندهد ، جوينده را الاّ به تقريب 

مثل 10 که برای آن هرگز نتوان عددی يافت که اگر آن 

را در خود زنی ١٠ بُوَد. 
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پديدار گشت و π توسط ارشميدس به عنوان ثابت دايره کشف گرديد. همه دواير موجود در عالم، چه 

کوچک و چه بزرگ، درگير عدد π هستند، بدين معنی که نسبت محيط هر دايره بر طول قطر آن عددی 

است که به π نشان داده می شود. قرار دادن حرف π برای چنين عددی خود مبين اين واقعيت است 

که اين عدد گويا نيست. در طول تاريخ رياضی محاسبه جزء اعشاری π، يعنی شناخت ارقام اعشاری 

آن، يکی از جذاب ترين فعاليت های رياضی به شمار رفته است، علت اين امر را می توانيم درچند جهت 

مطرح کنيم. مثلاً استفاده از π در محاسبه مساحت و محيط دايره . 

داشتن تقريبات بهتر π برای استفاده در محاسبات دقيق تر نجومی است، به هر حال ارقام اعشاری 

π بی هيچ نظمی ادامه دارد و بشر طالب آن است که تا آنجا که برايش مقدور است، اين ارقام را شناسايی 

کند. 

در رياضيات عالی به صورتی تئوريک ثابت می شود که π گنگ است.

محاسبات ارقام اعشاری π طی چندين قرن گذشته مؤيد اين نتيجه مهم است و لذا می توان ادعا 

کرد که قدرت تئوری پردازی رياضی مبتنی بر پيش بينی پديده های رياضی با تجربيات پيچيده محاسباتی 

سازگاری تام و تمام دارد و اين يکی از زيبايی های علوم رياضی است. ذيلاً به اختصار محاسبه و توليد 

ارقام اعشاری π را به لحاظ تاريخی جهت آشنايی مرور می کنيم: ارشميدس، که در قرن سوم قبل از 

ميلاد می زيسته، نشان داد که:
223 22

7 7
  

وی اين امر را با استفاده از ٩٦ ضلعی های منتظم ثابت کرد که درون دايره به شعاع واحد محاط 

می شدند. 

سپس پتولمی١ در قرن سوّم بعد از ميلاد، با استفاده از ٣٦٠ضلعی منتظم مقدار ...٣/١٤١٦٦٦ 

را برای π به دست آورد که تا سه رقم اعشار صحيح می باشد در سال ٢٦٣ بعد از ميلاد ليوهوی٢ با 

آمده عدد  به دست  مقادير  ميانگين  و محاسبه  منتظم  و يک ١٩٢ ضلعی  منتظم  از ٩٦ ضلعی  استفاده 

٣/١٤١٨٦٤ را برای π به دست آورد که خطای اين تقريب کمتر از ٠/٠١ می باشد. 

Liu Hui ــ ٢                                              Ptolemy ــ١
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غياث الدين جمشيد كاشانی
 

به جای  ايرانی،  مسلمان  رياضيدان  کاشانی 

محاسبه π به محاسبه π ٢ پرداخته است. روش کاشانی 

محيط  تقريبی  محاسبه  و  منتظم  چندضلعی های  درج 

آنها و سپس استخراج نسبت اين محيط به شعاع دايره 

يک هشت ضلعی  هرگاه  مثال  برای  است  بوده  مربوطه 

طول  و  کنيم  محاط   r شعاع  به  دايره  درون  را  منتظم 

ضلع اين هشت ضلعی را L بناميم، نسبت مربوطه برابر 

L خواهد بود. 
r
8

2

π ٢ را تا ١٦ رقم دقيقاً محاسبه کرده است و اين محاسبه بسيار  کاشانی ارقام 

دقت  است.  آمده  به دست  او  از  قبل  که  است  بوده   π ارقام  محاسبه  از  دقيقتر  بسيار 

محاسبات کاشانی به گونه ای است که تا ٢٠٠ سال بعد از او توسط هيچ کس از او پيشی 

نگرفته بود و فقط لودوف ١ توانست ٢٠٠ سال بعد از او عدد π را تا ٢٠٠ رقم اعشار 

 است، به عبارت ديگر 
9

1

60
محاسبه کند. ماکزيمم خطای کاشانی در محاسبه کمتر از 

٢ π حداکثر خطای محاسبه / 17 669 92 10 10

و اين بدان معنی است که کاشانی عدد π ٢ را تا ١٦ رقم اعشار بعد از مميز دقيقاً 

به دست آورده است که با محاسبات رايانه های امروزی تطابق دارد! 

منتظم  ضلعی   ١٠١٨×٢×٣ يک  محيط  محاسبه  با  را  دقت  مقدار  اين  کاشانی 

به دست آورده است و در دوره بعد، که با پيشرفت حسابان پيشرفته (آناليز رياضی) اتفاق 

افتاد محاسبه ارقام اعشاری π با استفاده از فرمول های آناليزی ميسر گرديد، همچنين 

tan را به دست آورد.  ( ) tan ( )1 11 3
2 8

7 79
لئونارداويلر فرمول 

اين  گرديد.  شروع   ١٩٦١ سال  از  رايانه  از  استفاده  با   π محاسبه  روش های 

تئوری های  از  استفاده  با  را   π محاسبه   روش های  کارآمدترين  و  مؤثرترين  روش ها 

رياضی و حساب گرهای فوق مدرن عرضه می کنند. 

Ludolph van culen ــ١

L

r

O
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١ ــ در مدّت نگارش اين کتاب ارقام اعشاری π با استفاده از سوپر رايانه ها تا بيش از ٣٠٠٠ ميليارد رقم توسط 

محققين ژاپنی محاسبه شده است. 

٢ ــ داستان محاسبه ارقام π را صرفاً جهت آشنايی شما آورده ايم تا متوجه شويد که چگونه محاسبات تکنولوژی 

پيشرفته با نظريه های رياضی همخوانی دارد و اين يکی از قوّت های بارز نظريه پردازی رياضيات است که در حالی با استفاده 

از تئوری های جبری و آناليز ثابت می کنند π گنگ است، محاسبه ارقام آن با استفاده از سوپر رايانه ها نيز مؤيد اين حقيقت 

رياضی است. 

در اولين پروژه تحقيقاتی تحت نام پروژه گوتنبرگ اعشار π را تا يک ميليون رقم 

محاسبه کردند. سپس ياساما کانادا از دانشگاه توکيو توانست تعداد ١٢٤١١٠٠٠٠٠٠٠٠ 

رقم اعشار از π را با دقت به دست آورد. اين محاسبه در سال ٢٠٠٢ توسط يک سوپر 

در  پذيرفت.  می داد، صورت  انجام  ثانيه  هر  در  را  تريليون عمل   ٢ که  هيتاچی،  رايانه 

نام T2kopen Supercomputer ادعا  به  دسامبر  ٢٠٠٩ يک سوپر کامپيوتر  ژاپنی 

کرده است که عدد π را تا ٢٦٠٠ ميليارد رقم اعشار طی ٧٣ ساعت و ٣٦ دقيقه به دست 

آورده است. باز هم در اين ارقام هيچ گونه نظم و قاعده ای حاکم نيست١. 

اين نکته را بايد متذکر شويم که تا هر تعداد از ارقام π که محاسبه شود و بقيه 

ارقام را ناديده بگيريم در واقع با تقريبی از π به شکل يک عدد گويا دست يافته ايم. البته 

با مقدار واقعی π به شکل همه ارقام اعشاری آن هرگز کار نخواهيم کرد که اين امری 

غيرممکن است. اين رويه برای کار عملی با ساير اعداد گنگ نيز مرسوم است. در واقع 

با تقريبات اعداد گنگ در عمل کار خواهد شد. 

کاشانی معتقد بود که مقدار واقعی عدد π را فقط خدا می داند. در واقع کاشانی با 

شهودی الهام گونه دريافته بود که π عددی گنگ است. امّا اثبات گنگ بودن π قرن ها 

بعد انجام گرفت٢.

غياث الدين جمشيد کاشانی  ،  رياضيدان و منجم ايرانی
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 ـ٦ ـ ترتيب و نامساوی ها   ٠
يکی از خواص مهمّ اعداد حقيقی مرتب بودن آنها است. 

تعريف ترتيب خط حقيقی: هرگاه a و b اعداد حقيقی باشند، آنگاه a کوچکتر از b است اگر 

 a يعنی a ≤ b نشان می دهيم. علامت (b > a يا) a < b مثبت باشد. اين ترتيب را با نامساوی b - a

 b کوچکتر يا مساوی
a b

x
a b�

عبارت b بزرگتر از a است. هم ارز a کوچکتر از b است. خواص زيرا اغلب در نامساوی ها به 

کار می روند. اگر > را با ≥ و < را با ≤ عوض کنيم، خواص مشابهی به دست می آيند. 

خواص نامساوی ها 
. a < c آنگاه ،b < c و a < b ١) هرگاه

.a + c < b + d آنگاه ، c < d و a < b ٢) هرگاه

.a + c < b + c عددی حقيقی باشد، آنگاه c و a < b ٣) هرگاه

 .ac < bc آنگاه ،c > و ٠ a < b ٤) هرگاه

 .ac > bc آنگاه ،c < و ٠ a < b ٥) هرگاه

.[⇔ به معنی هم ارزی است.] a b
a b
1 1 ٦) (اگر a و b مثبت باشند) 

 .a < b ⇔ a٢ < b٢ (مثبت باشند b و a اگر) (٧

 تبصره :  توجه کنيد که نامساوی ها با ضرب در عددی منفی تغيير جهت می دهد. مثلاً، هرگاه
 ،-٣x > ٣-. اين ويژگی در تقسيم بر عددی منفی نيز صادق است. مثلاً، هرگاه ٩x > -آنگاه ١٥ ،x < ٥  

 .x < -آنگاه ٣

اگر سه عدد حقيقی c، b ، a چنان باشند که a < b و b < c، می گوييم b بين a و c است و 

 .a < b < c می نويسيم

٠  ـ ٧ ـ بازه های اعداد 
در حساب ديفرانسيل و انتگرال اغلب تعيين مثبت، صفر يا منفی بودن عبارات اهميت دارد مثلاً 

y که متغير y را برحسب متغير x بيان می کند، چون جذر يک عدد منفی در  x24 برای معادله 

R بی معنی است، بايد برای حقيقی بودن y شرط (x٢ - ٤ نامنفی است) ٠ ≤ x٢ - ٤ اعمال شود. اين 



١٣

شرط معادل عبارت زير است. 

-٢ ≤ x ≤ ٢ (بين ٢- و ٢ است x)  

در نتيجه، مجموعهٔ اعداد نموده شده با x بازه ای است با نقاط انتهايی ٢± بر خط حقيقی (شکل زير) 

�2

x � �2 x �2

x�� 24 x� 24

x

2

0

x�� 24

x� � �2 2

را  متغير  که يک  اعدادی  يعنی مجموعهٔ  زيرمجموعه های خط حقيقی  اغلب  فوق  نظير شکل 

نمايش می دهند بازه يا اجتماعی از بازه ها می باشند. 

بازه ها چند نوع اند، که هريک نمادی خاص خود دارد. 

 b و کوچکتر از a مجموعهٔ تمام اعدادحقيقی بزرگتر از (a, b) = {x: a < x < b} مثلاً، بازهٔ باز

است، که در آن a و b نقاط انتهايی بازه نام دارند و اين نقاط انتهايی در بازهٔ باز قرار ندارند. 

بازه هايی که شامل نقاط انتهايی خود باشند بازه بسته نام داشته و با نماد {x: a ≤ x ≤ b} = [a, b] نموده 

می شوند. در جدول (١) نه بازهٔ اصلی روی خط حقيقی نموده شده اند. که چهارتای اوّل را بازه های 

کراندار و پنج تای ديگر را بازه های بی کران می نامند.

جدول (١)  
نمودار روی خط نماد مجموعه نماد بازه نام 

{x: a < x < b}(a, b)بازهٔ باز 

{x: a ≤ x ≤ b}[a, b]بازهٔ بسته 

بازه های نيم باز
[a, b)

(a, b]

{x: a ≤ x < b

{x: a < x ≤ b}

بازه های نامتناهی

(-∞, a]

(-∞, a)

(b, +∞)

[b, +∞)

(-∞ , +∞)

{x: x ≤ a}

{x: x < a}

{x: b < x}

{x: b ≤ x}

{x :عددی حقيقی استx}

 تبصره :  علائم ∞+ و ∞- نمايش اعدادی حقيقی نبوده و فقط با آنها می توان شرايط بی کران 
را خلاصه تر بيان کرد. 

a b
x( )

a b
x[ ]

a b
x[ )

a b
x( ]

a b
x]

a b
x)

a b
x(

a b
x[

a b
x

منفی است نامنفی است منفی است
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 b از راست بی کران است. زيرا شامل همهٔ اعداد حقيقی بزرگتر يا مساوی [b, +∞) مثلاً بازه

است. 

مثال : با فرض اينکه فشار هوا يک آتمسفر است بازه هايی از خط حقيقی را توصيف کنيد که 
نظير برُد دمای (به درجهٔ سلسيوس) آب در دو حالت زير باشند. 

حل :  الف) مايع  ب) بخار 
 (١٠٠ ,٠) = {x: ٠ < x < ١٠٠} ٔالف) چون آب در شرايط مايع دمايی بيش از °٠ و کمتر از °١٠٠ دارد بازه

را مثل شکل زير قسمت (الف)، خواهيم داشت. 

 [١٠٠, +∞) = {x: ١٠٠ ≤ x} ب) چون آب در شرايط گاز (بخار) دمايی بزرگتر يا مساوی °١٠٠ دارد بازه

را مثل شکل  زير  قسمت  (ب) خواهيم  داشت.

7525 100500 x

400200 300100
[

x

الف) برد دمای آب

ب) برد دمای بخار

a به اين بازه تعلق  b
2

بازه متقارن: فرض کنيم (a, b) يک بازه باشد. معلوم است که عدد 
دارد (چرا؟) اين نقطه را نقطه ميانی بازه می ناميم زيرا فاصله آن تا نقاط انتهايی a و b يکسان است. 

a b xa b�
2

هرگاه ٠ < δ، بازه (δ + δ , x٠ - x٠) بازه ای با نقطه ميانی x٠ و شعاع δ است. چنين بازه هايی را 

بازه متقارن نيز می ناميم. 

اغلب دانستن اينکه نقطهٔ x از خط حقيقی چقدر تا مبدأ فاصله دارد مهم است. همان طور که 

شکل زير نشان داده، اوّلين حدس ممکن است x باشد. 

0 x

x

x

فاصله   ،x  =  -٥ اگر  مثلاً  زير)  (شکل  است   -x بلکه  نيست   x فاصله   ،x < ٠ اگر  امّا 

٥ = (٥-)- = x- می باشد. توضيح اينکه فاصله هميشه عددی نامنفی است. 

0 x x

x�

  x >تا ٠ وقتی ٠ x فاصلۀ

  x <تا ٠ وقتی ٠ x فاصلۀ
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x2 می توان برحسب حالات، چنين نوشت:  برای بيان مقدار 
x                                                                            اگر , x

x
x , x

2 0

0                                                                             اگر 

علامت ديگر استفاده از |x| است که در تعريف زير دقيقاً عرضه شده است. 

٠   ـ ٨ ـ قدر مطلق 
xهرگاه x ∈ R، قدر مطلق x عبارت است از:        اگر , x

| x | x
x , x

2 0

0 اگر   

مثال :  با استفاده از دو قسمت تعريف، قدر مطلق ٥- را بيابيد. 
| | ( )25 5 25 5 حل :  

قضايای زير چند خاصيت مفيد قدر مطلق را بيان می دارند. 

قضيه (اَعمال با قدر مطلق): هرگاه a و b اعداد حقيقی بوده و n عدد صحيح مثبتی باشد، 
آنگاه خواص زير برقرار می باشند. 

    |an| = |a|n (٣                         aa , b
b b

0 (٢                         |a.b| = |a||b| (١

اثبات به عهده دانش آموز. 

قضيه (نامساوی ها و قدرمطلق): هرگاه a و b اعدادی حقيقی بوده و k مثبت باشد، خواص 
زير برقرار می باشند. 

-|a| ≤ a ≤ |a| (١

.-k ≤ a ≤ k اگر و فقط اگر |a| ≤ k (٢

 .a ≤ -k يا a ≥ k اگر و فقط اگر |a| ≥ k (٣

|a + b| ≤ |a| + |b| :٤) نامساوی مثلثی

خواص ٢ و ٣ در صورت تعويض ≥ با > نيز درست اند. اين احکام را برحسب > بنويسيد. 

برهان : خاصيت های ٢ و ٤ را ثابت کرده و اثبات دو خاصيت ديگر را به عنوان تمرين به 
عهده دانش آموز می گذاريم. 

برای برهان خاصيت ٢، فرض کنيد a| ≤ k|، چون |a| ≤ a ≤ |a|- نتيجه می شود

 -k ≤ -|a| ≤ a ≤ |a| ≤ k  

 -k ≤ a ≤ k  يعنی
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حال فرض کنيد k ≤ a ≤ k-، اگر  ٠ ≤ a| = a ≤ a ،a| و اگر ٠ ≥ a| = -a ≤ a، a| از اين رو 

 .|a| ≤ k در هر حالت

-(|a| + |b|) ≤ a + b ≤ |a| + |b| بنابراين -|b| ≤ b ≤ |b| و -|a| ≤ a ≤ |a| اثبات ٤) چون

 |a + b| ≤ |a| + |b| و بنابر قضيه

 b و a مثال :  نشان دهيد برای هر دو عدد حقيقی
|a| - |b| ≤ |a - b| ≤ |a| + |b|  

|a| = |a - b + b| ≤ |a - b| + |b|  حل :   طبق نامساوی مثلثی  
 |a| - |b| ≤ |a - b|       (١) پس  

از طرف ديگر طبق نامساوی مثلثی

|a - b| = |a + (-b)| ≤ |a| + |-b| = |a| + |b|   (٢)

|a| - |b| ≤ |a - b| ≤ |a| + |b| و از (١) و (٢) نتيجه می شود  

تمرين در کلاس
نامساوی مثلثی را برای سه عدد a١، a٢ و a٣ بيان و اثبات کنيد. آيا صورت کلی تری 

(برای n عدد) از اين نامساوی می توانيد بيان کنيد؟ 

 را حل کرده و مجموعه جواب آن را روی خط حقيقی نشان 
x x
5 2

1
١ــ نامعادله 

دهيد. 

٢ــ جواب نامعادله های زير را به صورت بازه و يا اجتماعی از بازه ها پيدا کنيد. 

٥x - ٣ - ٧ ≥ ٣x (ب   ٣x + الف) ٨ ≥ ٥

 
x

1
3

2
د)    xج) ٩ > ٢

٣ــ هريک از نامساوی های زير يک بازه را مشخص می سازد. اين بازه را بنويسيد. 

 x 1
2

2 2
پ)    |٢x + ب) ١ > |٥   |x - الف) ٢ ≥ |٢

|٢x + ث) ١ > |٥   |٣x - ت) ٢ > |٧

مسا ئل



١٧

 ( , )1 1
2 2

10 10
٤ــ جواب هايی از نابرابری ١> |٤ - x٢| را به دست آوريد که دربازه متقارن 

قرار داشته باشند. 

x2 را به دست آوريد که در بازه متقارن (٢،٤)  1
9

1000
٥ــ جواب هايی از نابرابری 

قرار داشته باشند.  

قرار   (٣  ,  +  ∞) بازه  در  که  آوريد  به دست  را   
x2 4

1 1

10
نابرابری  از  جواب هايی  ٦ــ 

دارند. 

متقارن بازه  در  که  آوريد  به دست  را   x2 1
9

100
نابرابری  از  جواب هايی  ٧ــ 

) قرار دارند. ,1 1
3 3

10 10
)

 |x| < Max {|a|, |b|} ثابت کنيد ،a < x < b ٨  ــ فرض کنيم

(منظور از Max، ماکسيمم مقدار مجموعه است) 

آيا عکس اين حکم درست است؟ 

 a = ٠ ثابت کنيد ٠ ≤ a < h ، h ٩ــ فرض کنيم برای هر عدد مثبت

١٠ــ ثابت کنيد در هر پنج ضلعی منتظم با طول ضلع a، نسبت طول قطر به طول ضلع، 

عددی گنگ است. (قضيه هيپاسوس) 

راهنمايی: ابتدا نشان دهيد دو مثلث ABE و FEA در شکل زير متشابه اند. 

3 عددی گنگ است.  ١١ــ ثابت کنيد 

١٢ــ ثابت کنيد log٣ گويا نيست. 

قائم  مثلث  رسم  کمک  (به  دهيد  نشان  اعداد  محور  روی  را   3 و   2 اعداد  ١٣ــ 

الزاويه).
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١ـ١ـ مقدمه
وقتی در يک برنامه تلويزيونی به حرکات و تکاپوی انبوهی از ماهی ها می نگريم، به اين فکر وادار 

می شويم که رشد جمعيت ماهی ها از چه مدل و رابطه ای پيروی می کند.

آيا می توانيم با توجه به شرايط زيست  محيطی و تغييرات آن رشد و زوال گونه خاصی از ماهی ها 

را پيش بينی کنيم؟ فرض کنيم مدل جمعيتی نوع خاصی از ماهی ها از رابطه

n
n

n

bpP
a p1  

پيروی کند که در آن  pn  جمعيت ماهی ها در سال nام،  ١+  Pn جمعيت ماهی ها در سال ١+nام و 

a و b دو عدد ثابت اند که به شرايط محيطی ماهی ها وابسته اند.

با استفاده از اين رابطه چنان چه جمعيت ماهی ها در سال اول، يعنی P١ معلوم باشد، جمعيت 

ماهی ها در سال دوم و سال های بعد به دست می آيد. يعنی اعداد

nP ,P ,P , ,P ,1 2 3  

حاصل می شوند که اصطلاحاً آن را دنباله می ناميم. مطالعه دنباله ها و خواص آنها موضوع اين 

فصل می باشد.

مسأله 
(الف) به نظر شما براساس مدل داده شده فوق تحت چه شرايطی جمعيت ماهی ها افزايش می يابد؟  

(ب) تحت چه شرايطی جمعيت ماهی ها کاهش يافته و جمعيت فنا می شود؟

در ادامه اين فصل با مطالعه مبحث دنباله ها و بررسی خواص آنها به اين پرسش ها پاسخ خواهيم 

داد. 

١فصل
دنباله ها



١٩

باشد،  معلوم   ،p١ يعنی  اول،  در سال  ماهی ها  داده شده چنان چه جمعيت  رابطه  از  استفاده  با 

جمعيت ماهی ها در سال دوم، يعنی p٢ به دست می آيد:
bpP

a p
1

2
1

                      (n  =١)  

مشابهاً با داشتن p٢، و قراردادن ٢=  n در فرمول p٣ به دست می آيد. با ادامه اين فرآيند، اعداد

nP ,P ,P , ,P ,1 2 3  

حاصل می شوند که اصطلاحاً آن را يک دنباله می ناميم، مطالعه دنباله ها و خواص آنها موضوع 

اين فصل می باشد.

١ـ٢  ـ دنباله های عددی
در سال های قبل با اعداد اعشاری و تبديل کسرهای گويا به اعداد اعشاری آشنا شده ايد. برای 

1 را بـه کسر اعشاری تبديل کنيم کافی است عدد ١ در صورت کسر را به عدد 
3

مثال برای آن که کسر 

٣ مخرج تقسيم کنيم در ابتدا عدد ٠/٣ حاصل می شود. اگر تقسيم را ادامه دهيم اعداد ٠/٣٣، ٠/٣٣٣ 

و نظاير اين ها به دست می آيند. چون باقيمانده هرگز صفر نمی شود اين اعشار همچنان ادامه دارند. آيا 

1 با اعداد به دست آمده برابر است؟
3

1 به دست آورده ايم که خطای اين 
3

1 را برابر ٠/٣ اختيارکنيم، مقداری تقريبی برای 
3

هرگاه 

تقريب کمتر از ٠/١ است: زيرا

/ /1
0 3 0 033

3
 

1 را برابر ٠/٣٣ اختيار کنيم، خطای تقريب از ٠/٠١ نيز کوچک تر 
3

و ٠/١>…٠/٠٣٣هرگاه 

1 را برابر ٠/٣٣٣ بگيريم، خطای تقريب از ٠/٠٠١ کوچک تر است. در 
3

است. به همين نحوه هرگاه 

1 را 
3

عمل و محاسبات کاربردی خطای تقريب را از پيش معين کرده و متناسب با آن مقدار تقريب 

به صورت اعشاری، با اعشار خاتمه يافته، مشخص می کنند.

مسأله 
ممکن است چنين به نظر رسد که برای آن که خطای تقريب را به صفر برسانيم بهتر است بنويسيم

/1
0 3333

3
 

امّا نوشتن کسر اعشاری با نمايش ٠/٣٣٣٣٠٠٠ که در آن رقم اعشاری ٣، برای هميشه ادامه 

دارد، چه معنا و مفهومی می تواند داشته باشد؟ برخی برای آنکه ٣ صدم و ٣ هزارم و … را تکرار نکنند 
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/1
0 3

3

 می نويسند. 

اگر منظورمان از نوشتن سه نقطه «…» به دنبال آخرين ٣ اين است که اين رقم تا ابد ادامه دارد 

چگونه می توانيم تساوی فوق را تفسير کنيم؟

در واقع دنباله ای از اعداد اعشاری به صورت
                        n بار ٣

٣...٠/٣٣٣ ,... ,٠/٣,٠/٣٣,٠/٣٣٣,...  

a١    a٢    a٣ , ..., an , ...  
                                                                                                                 n بار ٣

an=٣...٠/٣٣٣  ,  ... ,  a٠/٣٣=٢ ,  a٠/٣=١ در دست داريم که در آن   

a١ را جمله اول اين دنباله، a٢ را جمله دوم و در حالت کلی، an را جمله n ام اين دنباله يا جمله 

عمومی دنباله می ناميم.

تعريف  چگونه  رياضی  زبان  به  را  دنباله  يک  که  بفرماييد  احمد  شما  اکنون 

می کنيد؟

احمد: يک دنباله عددی مجموعه ای از اعداد است که اين اعداد با اعداد طبيعی 
شماره گذاری شده اند.

دبير: بسيار خوب. آيا می توانی به زبان دقيق تری دنباله را تعريف کنی؟
احمد: آری، هر دنباله عددی، يا به اختصار دنباله، تابعی است با دامنه مجموعه 

.R و هم دامنه مجموعه اعداد حقيقی N اعداد طبيعی

دبير: بسيار خوب. شما تعريف دقيق دنباله را ارايه داديد. می توان با علامات 
رياضی توضيح بيشتری بدهی؟

a:N→R    (١) احمد: فرض کنيم 
يک تابع، يعنی يک دنباله باشد، در اين صورت (١)a ، (٢)a(n) ،...،a مقادير 

تابع a بوده که اعدادی حقيقی اند. در موقعيت کاری با دنباله ها، به جای (١)a می نويسيم 

a١ ، به جای (٢)a می نويسيم a٢  و به طور کلی به جای a(n) می نويسيم  an. لذا نماد تابعی 

نمايش داده شده در (١) به صورت ساده تر زير نوشته می شود:

a١ , a٢ , ..., an , ...  

يت
فعال
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دبير: اکنون شما حسين دو دنباله ديگر نام ببريد.
حسين: اين پرسش ساده ای است؛ می توانم بنويسم:

, , , , , , ,
n

1 1 1 1 1
1

2 3 4 5
 (١)

n, , , , , ,
n

1 2 3 5

2 3 4 6 1
 (٢)

دبير: اکنون اين دنباله را در نظر بگيريد:

, , , , , , ,5 6 7 8
7 8 9

6 7 8 9
 (٣)

آيا می توانی جمله عمومی اين دنباله و يا شکل تابعی آن را بيان کنی؟

 5
6

حسين: آری، ٧ اولين جمله اين دنباله است، همين ٨- دومين و ٩ سومين و 
چهارمين جمله آن است. اگر نام اين دنباله را b بناميم، داريم   

b , b , b , b , b ,1 2 3 4 5
5 6

7 8 9
6 7

اما از شماره ٤ به بعد جملات دنباله، که همان مقادير تابع اند، منظم هستند، پس 

می نويسيم

n
nb , b , b , b , n

n1 2 37 8 9 4
1

 (٤)

دبير: فرق اين دنباله يا دنباله نموده شده در (٢) چيست؟
از  متفاوت اند.  هم  با  نخست  در سه جمله  فقط   (٢) و   (٣) دنباله های  حسين: 

شماره ٤ به بعد دو دنباله متحدند.

دبير: آيا می توانيم بگوييم اين دو دنباله يکی اند؟
حسين: خير؛ امّا تفاوت در سه جمله تأثيری کلی در اعداد دو دنباله ندارد.

خاطر  به  را  هندسی  تصاعد  هستد؟  خاطرتان  ديگر  آشنای  ازدنباله های  دبير: 
داريد؟

احمد: آری، می توانم چند مثال بزنم، برای نمونه يک تصاعد هندسی می سازم:
n, , , , , , ,

1

1 1 1 1 1
1

2 4 8 16 2
 

دبير: درست است. اين دنباله يک دنباله تصاعد هندسی است که قدر نسبت آن 

يت
فعال
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q است. جملات آن مرتب کوچک و کوچکتر می شوند زيرا قدر نسبت آن کوچکتر  1

2
از واحد است.

حسين: منظورتان از کوچکتر شدن چيست؟
دبير: منظورمان اين است که جملات دنباله به عدد صفر گرايش دارند، اصطلاحاً 

گوييم حد دنباله برابر صفر است.

n ولو n خيلی بزرگ باشد، هرگز برابر صفر  1

1

2
حسين: اما هر کسر به شکل 

نمی شود.

دبير: آری درست است. منظور از آن که حد دنباله برابر صفر است، اين نيست که 
جملات دنباله برابر صفر می شوند، بلکه خطای آنها تا صفر به دلخواه کوچک می گردد. 

اجازه دهيد به اين مبحث بعداً بپردازيم. فعلاً به تعاريف و مقدمات دنباله ادامه می دهيم.

نماد دنباله: وقتی با يک دنباله مانند
a١,  a٢, ... a٣ , ..., an , ...  

n و يا حتی مختصرتر  na
1

 و يا مختصراً 
nna

1
سر و کار داريم، آن را با نماد آکولاد يعنی 

 
nn 1

1       ,
    n

n
n 11

na نشان می دهيم. برای مثال، دنباله هايی را که قبلاً حسين نام برد با  با 

لذا جمله عمومی دنباله را در درون آکولاد قرا می دهيم و ١= n نشانگر آن است که  نشان می دهيم، 

شماره جملات از عدد طبيعی ١ شروع می شود.

البته هرگاه دنباله، فاقد ضابطه و قانون مشخص باشد. يعنی جمله عمومی آن را نتوانيم با فرمول 

na بيان کنيم، چاره ای نداريم جز آنکه جملات دنباله را يکی يکی و به دنبال 
n
1 ساده و معين مانند 

هم نام ببريم و از نماد دنباله نمی توانيم استفاده کنيم.

از اين نوع دنباله ها، می توانيم به دنباله اعدادی که نمايشگر عدد π است اشاره کنيم (يعنی اعداد 

آن به عدد π گرايش دارند).

٣/١٤٢٨ ,٣/١٤ ,٣, ...  

يا قانونی که بر طبق آن بتوان جملات دنباله را توليد کرد وجود  برای اين دنباله هيچ قاعده و 

ندارد (چرا؟).

يت
فعال
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نکته : ممکن است با يک توالی متناهی از اعداد سر و کار داشته باشيم. در اين صورت اين 
توالی را يک دنباله متناهی می ناميم، مانند

٢٠  ,  ...  ,٤ ,٣ ,٢ ,١  

, , , , ,1 1
5 5 2 3

3 4
 

که اولی دنباله ای متناهی با ٢٠ جمله و دومی دنباله ای متناهی با ٦ جمله می باشد. اما وقتی از 

يک دنباله بدون قيد نام برده می شود مرادمان يک دنباله نامتناهی است.

اکنون به ذکر مثال جالبی از دنباله ها می پردازيم که نظير تابع ثابت می باشد.

C, C, C, ... ,   C ,    ...                       عدد ثابتی باشد. دنباله C∈R مثال : فرض کنيم
که در آن هر جملهٔ آن برابر C، يعنی برای هر عدد طبيعی Cn = C ،n، دنباله ثابت C ناميده می شود 

, , , ,2 2 2 برای نمونه دنباله                                                                            

می باشد. 2 2 يعنی  دنباله ثابت 

 ـ ٣    ـ نمودار دنباله ها ١
يک دنباله را به دو صورت می توانيم نمايش دهيم. يک راه آن مشخص کردن جملات دنباله روی 

خط اعداد حقيقی است. برای نمونه دنباله اعداد زوج، يعنی ١=n{٢n} به صورت نقاطی روی محور 

اعداد نمايش داده می شود (شکل زير). 

62 840

a1 a2 a3 a4

راه دوّم نمايش دنباله با استفاده از صورت تابعی آن 

است، همانند يک تابع نقاط دنباله را در صفحه مختصات 

روبه رو  شکل  در   a٢n    =  ٢n دنباله  نمودار  می دهيم.  نشان 

نشان داده شده است.

31 20

a1

a2

a3

x

y

جملات دنباله ٢n  =    a٢n، يعنی اعداد طبيعی زوج با نقاط توپر روی محور اعداد حقيقی مشخص شده است.

وقتی با خط به معادله ٢x  =    f(x) مقايسه می کنيم، 
ضابطه  با  دنباله  نمودار  که  می کنيم  ملاحظه 
٢n  =   an به صورت نقاط مجزا و توپر روی اين 

خط قرار دارند.
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١ـ٤ـ انواع دنباله ها
در درس حسابان با انواع مهمّی از توابع آشنا شده ايد. مفاهيم تابع صعودی، نابع نزولی، تابع 

کراندار در حسابان از اهميت اساسی برخوردارند. اين مفاهيم را بار ديگر يادآوری می نماييم.

فرض کنيم A زيرمجموعه ای از مجموعه اعداد حقيقی باشد، تابع f را بر A صعودی می ناميم، 

درصورتی که همواره از x٢   >  x١ نتيجه  شود (x٢)  f  ≥      (x١)  f، همچنين تابع f را بر A از بالا کراندار ناميم 

f(x)      ≤    U ، x    ∈  A يافت شود به طوری که برای هر U درصورتی که عدد حقيقی

مفاهيم نزولی بودن و از پايين کراندار بودن مشابهاً تعريف می شوند تابع f را بر A کراندار می ناميم 

درصورتی که از بالا و از پايين کراندار باشد، يعنی عددی مثبت مانند U يافت شود به طوری که برای 

- U  ≤   f(x)      ≤    U     ، x    ∈  A هر

چون هر دنباله ماهيتاً يک تابع است، همين مفاهيم را می توانيد در مورد دنباله ها تکرار کنيد. 

در اين جا کار ساده تر است، زيرا دامنه هر دنباله مجموعه اعداد طبيعی است که به طور مرتب شده، از 

کوچک به بزرگ، در نظر گرفته می شود:

n n1 2 3 4 1                                                                     

n na a a a a a ,1 2 3 4 1  
na بخواهد صعودی باشد، چون ٢   >  ١، بايد a٢   >a١. همچنين چون ٣  >  ٢  پس هرگاه دنباله 

بايد داشته باشيم a٣     ≥  a٢ و به طور کلی  چون ١+n <   n، لازم است که  ١+an <  an، يعنی هرگاه از سمت 

چپ به جملات دنباله بنگريم، هر جمله بايد از جمله بعدی کوچکتر يا مساوی باشد.

برای دنباله نزولی وضعيت برعکس است، دنباله ای نزولی است که وقتی از چپ بدان می نگريم 

na صعودی است هرگاه برای  هر جمله از جمله بعدی بزرگتر يا مساوی است به عبارت ديگر دنباله

an + ١  ≥   an ،n نزولی است هرگاه برای هر nb هر n، ١+   an  ≤   an و دنباله 

هر دنباله که يا صعودی و يا نزولی باشد يک دنباله يکنوا ناميده می شود.

تمرين در کلاس
به دنباله های زير توجه کنيد.

٦٤ ,٣٢ ,٨,١٦ ,٤ ,٢ ,١, ... , n٢, ... الف) 

n, , , , , , ,1 1 1 1 1 1

3 9 27 81 243 3
ب) 



٢٥

n, , , , , , , ,
n

3 4 5 6 7 1
2

2 3 4 5 6
ج) 

nn, ( ) , ( ) , ( ) ,( ) , , ( ) ,
n

2 3 4 53 4 5 6 1
2

2 3 4 5
د) 

اکنون مشخص کنيد کدام دنباله صعودی و کداميک نزولی است.

نکته :  در بحث دنباله، از ويژگی های حسابی دنباله چنان است که با افزايش شماره جمله دنباله، 
مقدار جملات افزايش می يابد، يا آن که وقتی دنباله ای از بالا کراندار است، جملات دنباله از يک عدد 

ثابتی بزرگتر نخواهند شد.

بررسی و مطالعه رفتار دنباله ها و همچنين توابع در واقع پيش بينی رفتار آنها است.

دنباله نوسانی
به دنباله های زير توجه کنيد.

n, , , , , , , ( ) ,11 1 1 11 1 1 الف)   

n, , , , , ( ) ,1 1 1 1 1

2 4 8 16 2
ب) 

, , , , , ,2 3 4 5 6 7 ج) 

ويژگی اين دنباله ها چنان است که جملات آن يک درميان مثبت و منفی هستند. جملات دنباله 

(الف) همگی حول دو نقطه ١ و ١- گرد آمده اند و در واقع برابر ١ يا ١- هستند. جملات دنباله (ب) نيز 

حول يک عدد معين گرد آمده اند، درحالی که جملات دنباله (ج) فاقد چنين ويژگی هستند. هيچ يک از 

اين سه دنباله نه صعودی  اند و نه نزولی، پس يکنوا نيستند.

١ــ چهار دنباله زير را در نظر بگيريد:

    
n

n( ) 1
1

1 nn                               ب) 
1

1 الف) 

n

n
( )

1

1
1

2
                                د) 

n

n
n 11

  ج) 

ابتدا تعدادی از جملات هر دنباله را بنويسيد. اين که چه تعداد از جمله های نخست را 

مسا ئل
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انتخاب می کنيد به خودتان بستگی دارد. سپس مشخص کنيد که کداميک صعودی و کداميک 

نزولی اند. همچنين تجمع احتمالی جملات هر دنباله را حول يک عدد معين بررسی کنيد.

٢ــ يک دنباله بسازيد که کراندار باشد امّا صعودی نباشد.

٣ــ يک دنباله بسازيد که هم کراندار و هم نزولی باشد.

n برابر نيستند.
1 ٤ــ نشان دهيد که هيچ کدام از دو جمله از دنباله 

1 واقع باشند.
11

1 و 
10

٥  ــ ده عدد گويا معرفی کنيد که بين دو عدد 

1 واقع باشند.
11

1 و 
10

٦  ــ دنباله ای از اعداد گويا بسازيد که بين دو عدد 

را  و حدس خود  زده  را حدس  آنها  رفتار  زير  دنباله های  (اوليه)  بررسی جملات  با  ٧ــ 

توضيح دهيد.
n( )1 1 n                      ج) 

n

2

2
)n             ب)   )11

2
الف) 

n( )
n

11
1 )ncos            ز)  )

n2
)n                 هـ)   )

n
1

1 د)  

n  را در نظر می گيريم:
na

n 1
٨  ــ دنباله 

 

nb می ناميم؛ بنابراين،  اکنون ٥ جمله نخست آن را تعويض می کنيم و دنباله جديد را 

برای مثال،

b١=١, b٥  =  ٢, b١٠  =   ٣, b١٠  =  ٤, b١٥-  =  ٥  

را مقايسه کنيد. چه  nb ، na و برای ٦  ≤     n، قرار می دهيم bn = an. رفتار دو دنباله 

نتيجه کلی از اين بررسی عايدتان می شود؟ آن را بيان کنيد. 

cn:٣٤ ,٨,١٣,٢١   ,٥  ,١,١,٢,٣, ... ٩ــ دنباله  

را در نظر می گيريم. رابطه بين جملات متوالی اين دنباله را پيدا کنيد.

يک نمونه از دنباله هايی است که به دنباله های فيبونانچی١ معروف اند. nc

١ــ لئونادو فيبونانچی يک رياضيدان ايتاليايی بود که در رابطه با مطالعه زاد و ولد خرگوش ها و افزايش جمعيت آنها اين گونه 

دنباله ها را شناسايی کرده است. در واقع مدل افزايش جمعيت خرگوش ها را صورت بندی کرده است.

n, , , , , ,
n

1 2 3 4

2 3 4 5 1
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کراندار باشد، عدد مثبتی مانند M هست به قسمی که  na ١٠ــ ثابت کنيد هرگاه دنباله 

na و بالعکس. M  ،n برای هر

n را تا ٢ حساب کنيد. n از 
n
2

1
١١ــ برای چندين جمله اوليه، فاصله جملات دنباله 

n برقرار باشد.  /
n
2

2 0 0001
1

چه عددی بايد بزرگتر باشد تا نابرابری 

که  کنيد  تعريف  نوسانی  دنباله  دو  باشد،  کراندار  که  کنيد  تعريف  نوسانی  دنباله  يک  ١٢ــ 

کراندار نباشند.

پرسش های مفهومی
١ــ پرسش های زير را بررسی کنيد، اگر فکر می کنيد درست اند، آنها را توضيح دهيد و اگر فکر 

می کنيد نادرست اند مثالی ارائه دهيد.

الف) هرگاه n جمله نخست يک دنباله را تغيير دهيم در رفتار آن تغييری حاصل نمی شود.

nca نيز صعودی است. na دنباله ای صعودی و C عدد ثابتی باشد دنباله  ب) هرگاه 

nca نيز صعودی است. na دنباله ای نزولی و C عدد ثابتی باشد دنباله  ج) هرگاه 

nca نيز يکنوا است.  na دنباله ای يکنوا و C عدد ثابتی باشد دنباله  د) هرگاه 

 ـ ٥  ـ همگرايی دنباله ها ١
يا تجربه های  انديشه های کشف شده قبلی  انديشه های جديد رياضی در  از  سرچشمه بسياری 

گذشته نهفته است. با اين حال، در بيشتر موارد چنين سرچشمه هايی در لايه های زيرين مفاهيم مربوطه 

پنهان بوده و به آسانی نمی توان آنها را ملاحظه کرد. در واقع، ديدن و يافتن آنها نگاهی تيزبين و شجاعت 

در تفکر می خواهد؛ در بعضی موارد نيز ظرافت هايی ديده می شود ولی در بدو امر به نظر نمی رسد که 

انديشه جديد رياضی در ورای آنها وجود داشته باشد؟

کند و کاو  به  و  می گرديم  باز  دنباله ها  به  مربوط  توصيف های  و  بحث ها  به  نگرشی  چنين  با 

سرچشمه ها، ظرافت ها يا انديشه های نو می پردازيم.

تقسيم  دسته  دو  به  می توانيم  را  دنباله ها  کرده ايم  تعريف  که  مفهومی  يا  و  ويژگی  هر  برحسب 

کنيم:

دنباله های کراندار و دنباله های بيکران (کراندار نيستند).
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دنباله های يکنوا و دنباله هايی که يکنوا نيستند.

يک ويژگی ديگر در مجموعه دنباله های بررسی شده وجود دارد که کمتر خودنمايی می کند. 

برخی از دنباله ها اين ويژگی را دارند که جملات آن به يک عدد مشخص نزديک و نزديک تر می شوند و 

از روی نمودار نيز شهود می شود که به يک نقطه می گرايند. بنابراين معيار دسته بندی جديد را از اين 

دنباله هايی که جملات دنباله، به يک عدد معين می گرايند. و دنباله هايی که جملات آنها، به يک عدد معين 

نمی گرايند. برای مثال از دنباله های دسته اوّل به دنباله های زير توجّه می کنيم:

n( )1
2

)n           دنباله  )11
2

         دنباله 
n
1

1
              دنباله 

n
1 دنباله 

و به عنوان نمونه از دنباله های دسته دوّم، يعنی دنباله هايی که با افزايش شماره جمله دنباله، به يک 

عدد معين نمی گرايند، دنباله های زير را نام می بريم:
n( ) 11 ، دنباله  n2 1 ، دنباله اعداد فرد  n2 دنباله اعداد زوج 

 به صفر ميل می کند به عبارت ديگر جملات اين دنباله با افزايش 
n
1 ملاحظه می کنيم که دنباله 

شماره جمله ها، به طرز دلخواهی به عدد صفر نزديک و نزديکتر می شوند. همچنين با محاسبه جملات 

)n ملاحظه می کنيم که وقتی n بزرگ و بزرگتر می شود جملات اين دنباله به عدد ١  )11
2

دنباله 

نزديک و نزديکتر می شوند. برای آنکه اين مفهوم «نزديکی جملات دنباله به عدد ١» را به لحاظ رياضی 

واضح و روشن کنيم به نمودار اين دنباله بار ديگر دقت می کنيم.

قبل از اين، جدولی برای تعيين مقادير اين دنباله تنظيم می کنيم.

1 2 4 5 6 7

1 5 17 31 65 127

2 4 16 32 64 128n

n

a

هرگاه  پس  می شود.  عدد سنجيده  دو  آن  تفاضل  قدرمطلق  با  عدد  دو  نزديکی  ميزان  می دانيم 

)n را قرار دهيم: )11
2

، کافی است به جای an عبارت  na 1
1

5
بخواهيم 

n n
na ( ) ( )1 1

1 1 1
2 2

 

n به طور  32 8 2 5 )n پس هرگاه مثلاً  )1 2 5 )n کافی است  )1 1

2 5
حال برای آن که 

. n 3 قطع نامساوی (١) نيز برقرار است؛ در اين صورت بايد 

 1
5

در جدول نيز ملاحظه می کنيم که از شماره ٣ = n به بعد اختلاف جملات دنباله تا عدد ١ از 



٢٩

کوچکتر است. به نمودار اين دنباله نيز توجه می کنيم:

6
5

4
5

3 41

1

20

شکل بالا نقاط معرف جملات دنباله از جايی به بعد در درون نوار به مرکز ١=  y قرار دارند وقتی 

1 در نظر می گيريم مقادير جملات دنباله از مرتبه ٣ به بعد در اين 
5

نواری به مرکز خط ١=  y و به شعاع 

na ( , )4 6

5 5
، يعنی  na ( , )1 1

1 1
5 3

نوار قرار می گيريم؛ به زبان فنی تر هرگاه ٣  <  n، يعنی 

nn , a 9 1 1
3 1 1

8 8 5
 

nn , a 17 1 1
4 1 1

16 16 5
 

nn , a 31 1 1
5 1 1

32 32 5
 

nn , a 65 1 1
6 1 1

64 64 5
 

 برمی گرديم. می دانيم که بزرگ و بزرگتر شدن n جملات 
n
1 بار ديگر به دنباله

دنباله به عدد صفر می گرايند. اکنون از شما خواسته می شود که با محاسبات رياضی اين 

معنی را روشن تر سازيد. برای نمونه به يک مورد توجه می کنيم:

، از چه شماره و يا مرتبه ای به بعد اختلاف جملات دنباله تا صفر  na
n
1 هرگاه 

  کوچکتر است؟
1

100
از 

يت
فعال
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را پيدا کنيم. اين  na
n
1 1

0
100

در واقع می خواهيم جواب های نامساوی 

نامساوی معادل نامساوی ١٠٠  <   n می باشد، پس داريم.

nn a 1
100 0

100
برای مثال  

nn a 17 1 1
101 0 1

16 101 100
 

nn a 31 1 1
105 0 1

32 105 100
 

nn a 65 1 1
1000 0 1

64 1000 100
 

، مرتبه مربوطه را پيدا کنيد.  1

100
1 به جای 

1000
حال با اختيارکردن 

1 مرتبه مربوطه را پيدا کنيد.

1000
 به جای 

, ,
1

1000000
سپس با اختيارکردن 

1 مرتبه مربوطه را پيدا 

100
 به جای 

, , ,
1

1000000000
همچنين با اختيارکردن 

کنيد.

سؤال: آيا اين وضعيت برای همه اعداد کوچک نظير يک صد ميليونم، و يک ميلياردم برقرار 
است؟

   می پردازيم. برخی از مقادير 
n
1 نکته :  برای پاسخگويی به پرسش اخير به بررسی بيشتر دنباله 

اين دنباله را برای nهای بزرگ در جدول زير درج کرده ايم.

n , , , , , ,

, , , , , ,
n

6 8 9

6 8 9

10 100 1000 10 10 10

1 1 1 1 1 1 1

10 100 1000 10 10 10

 را نشان می دهد.
n
1 اين جدول برخی مقادير دنباله 

 کوچکتر 
n
1 با توجه به مقادير دنباله مشاهده می کنيم که هر اندازه n بزرگتر اختيار شود مقدار 

نزديکتر  و  نزديک  نقطه صفر  به  اعداد،  محور  روی  دنباله،  اين  مقادير  نمايش دهنده  نقاط  و  می شود 

می شوند.

يت
فعال
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 مثبت هستند و لذا نقاط متناظر اين مقادير 
n
1 از طرف ديگر می دانيم که همه مقادير دنباله 

روی محور حقيقی سمت راست مبداء، يعنی صفر، قرار دارند. می توان چنين تصور کرد که چون 

مقادير اين دنباله از صفر کمتر نمی شوند، عدد صفر مانند يک نقطه که مانع عبور نقاط دنباله به سمت 

چپ خودش است، ايستادگی می کند و نقاط دنباله هرگز به صفر نمی رسند گرچه به دلخواه به آن نزديک 

می شوند و گويی نقطه صفر حد نقاط اين دنباله است. بايد توجه کنيم که شهود بصری، در مواردی، 

 و نمودار هندسی نقاط آن روی محور اعداد به نظر 
n
1 با دقت رياضی تفاوت دارد؛ در مورد دنباله 

 برای n های بزرگ در نزديک های نقطه صفر به هم می چسبند و گويی 
n
1 می رسد که نقاط نمايش مقادير 

طولی پيوسته می سازند! در صورتی که اين شهود هندسی کاملاً نادرست است. زيرا هيچ دو نقطه ای از 

اين دنباله بر هم منطبق نيستند تا آن که طولی پيوسته به وجود آيد، مهم تر از اين می دانيم که در واقع بين 

هر دو کسر گويا بی شمار عدد حقيقی گويای ديگر وجود دارد.

با توجه به اين که فاصله دو نقطه روی محور با قدر مطلق تفاضل آن دو نقطه سنجش می شود، از 

منظر جبری و محاسباتی قدر مطلق تفاضل دو عدد، اختلاف و نزديکی آن دو عدد را مشخص می کند. 

بنابراين به جاست که مفاهيم مربوط به رفتار دنباله را با استفاده از نِماد و مفهوم قدرمطلق صورت بندی 

کنيم.

در حالت کلی هرگاه عددی را که تصور می شود جملات يک دنباله به آن می گرايند و يا حول آن 

تجمع می کنند «L» بناميم، آنگاه به آسانی می توانيم عبارت هايمان را به زبان رياضی برگردانيم:

na و يا فاصله  L na با مقدار حدی L به زبان رياضی می شود اختلاف جمله nام دنباله

na L جمله n ام دنباله تا نقطه حدی دنباله می شود 

، عبارت قدرمطلقی مربوطه به صورت زير است: na
n
1 در حالت خاص دنباله 

na L
n n
1 1

0
  

بايد  باشد، 
 n ,
1 1

1000000
بخواهيم  اگر  که  کرديم  ملاحظه  قبلی  فعاليت  انجام  در 

 کافی است مقادير n در نامساوی ١٠٩<   n صدق کنند.
n 9

1 1

10
١٠٠٠,٠٠٠>   n؛ و هرگاه بخواهيم 

 
 , , ,

1

100000000000
احمد: آيا می توان گفت که اختلاف جملات اين دنباله از عدد صفر از مقدار 

(يک صد ميلياردم) نيز کمتر می شود.

 n 1110 1 دبير: آری، کافی است که n را از ١٠٠،٠٠٠،٠٠٠،٠٠٠ بزرگتر بگيريم، مثلاً 
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n 11 11

1 1 1

10 1 10  
در اين صورت 

احمد: آيا اين وضعيت برای همه اعداد کوچک و کوچکتر از يکصد ميلياردم نيز صادق است؟
دبير: آری هر عدد کوچک (مانند ٠<  ε اپسيلن) که انتخاب کنيم ازشماره ای به بعد اختلاف 

11 اختيار شد.

1

10
جملات مربوطه از صفر کمتر از ε است که در مثال بالا 

امّا چون نمی توانيم اين وضعيت را برای همه اعداد کوچک نظير يک ميليونم، يک ميلياردم و 

يا يکصد ميلياردم امتحان کنيم به ناچار بايد متوسل به ε شويم (بخوانيد اپسيلن)

ε در واقع نماينده همه اعداد کوچک و مثبت است و چون در عمل دلخواه فرض می شود 

ما را از تجربه ها و محاسباتی که پايان ندارد بی نياز می سازد.

احمد: اين بسيار جالب است، امّا شماره جمله ها چگونه عددی خواهد شد؟
 برقرار 

n n
1 1

0 دبير: طبيعی است شماره جملات مربوطه که بايد برای آنها نامساوی 
هرگاه  يعنی  آمد،  به دست   M  =١٠١ ، 1

100
وقتی  نمونه  برای  بستگی خواهد داشت.   ε به  باشد 

،M نماينده شماره مربوطه است.
n
1 1

100
  ،n   ≥  ١٠١

، شماره مربوطه يعنی ١٠٠١=  M به دست آمد. 1

1000
وقتی 

 شماره مربوطه يعنی ١+ ١٠١١=  M به دست آمد، زيرا ديديم از اين شماره به 
11

1

10
وقتی 

… ،n  =٣+١٠١١ ، n  =٢+١٠١١، n  =مثلاً ١+١٠١١ n 1110 بعد، يعنی هرگاه 

n 11 11

1 1 1

10 1 10
 

n 11 11

1 1 1

10 2 10
 

n 11 11

1 1 1

10 3 10
 

 
n
1  ، n 1110 و به طورکلی برای هر n که 1
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 رياضی وارتر بيان کنيم، برای هر عدد 
n
1 اکنون می توانيم تجربه مان را در خصوص دنباله 

مثبت (ولو بسيار کوچک) ε فاصله an ها از صفر از شماره ای مانند M به بعد کمتر از ε می شود.

به عبارت دقيق تر

و بالاخره به  na 0   ،n ≥ M هست که هرگاه M عددی طبيعی مانند ،ε  >برای هر عدد ٠

na و عدد حقيقی مانند L که تصور می کنيم  اين مفهوم کليت داده و آن را برای هر دنباله دلخواه  

جملات دنباله به آن گرايش دارند، بيان می کنيم:

na  دارای حد L است، هرگاه برای هر عدد ٠<  ε، عددی طبيعی  تعريف    : گوييم دنباله
 na L مانند M وجود داشته باشد به طوری که برای هر عدد طبيعی n که n ≥ M، نابرابری 

برقرار باشد. 

 nn
lim a L na دارای حدی برابر L است» با نماد رياضی به شکل  اين جمله را که «دنباله 

نوشته و آن را چنين می خوانيم.

«حد دنباله an وقتی n به ∞ ميل می کند برابر L است»

را يک دنباله  na na   به L همگراست» و در اين صورت دنباله  يا آن که می گوييم « دنباله 

همگرا می ناميم.
na چنين عددی حقيقی مانند L که در تعريف فوق صدق می کند  وقتی برای دنباله ای مانند 

را يک دنباله واگرا می ناميم. na وجود نداشته باشد دنباله 

n را در نظر می گيريم، جملات اين دنباله يک درميان اعداد ١- 
n

( )
1

1 مثال :  دنباله 
و ١ را  اختيار می کنند. در واقع جملات اين دنباله به عنوان نقاط خط حقيقی روی دو نقطه ١- و ١ 

قرار گرفته و لذا به اين دو نقطه گرايش دارند. امّا معلوم است که اين دنباله همگرا نمی باشد، زيرا مقدار 

L می بايست يک عدد منحصر به فرد بوده و همه جملات به همين يک عدد گرايش کنند.

(به مقدار دلخواه)   L به فرد هرگز  با n  های  دنباله  اين  اختيار کنيم جملات   L  =  حال هرگاه ١

نزديک نمی شوند. همين وضعيت برای ١-  =  L نيز صادق است، پس يک عدد مشخص L که در تعريف 

همگرايی صدق کند وجود ندارد.



حساب ديفرانسيل و انتگرال ٣٤

تمرين در کلاس
١ــ توضيح دهيد که چرا دنباله  ١+  ٢n=  an همگرا نمی باشد.

,  را در نظر بگيريد، ابتدا ضابطه  , , , , , , , , ,1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

2 3 4 5 6
٢ــ دنباله 

اين دنباله را معلوم کنيد، سپس از اين دنباله دو دنباله استخراج کنيد که يکی همگرا و ديگری 

واگرا باشد.

چنين  می توان  را  دنباله ها  پيدا کردن حد  يا  و  همگرايی  تشخيص  به  مربوط  مسأله های   : نکته 
طبقه بندی کرد.

الف) مسأله هايی که در آنها از پيش همگرايی دنباله بررسی شده و از شما خواسته می شود تا 

مطابق تعريف تساوی حدی 

nn
lim a L  (١)

را محقق سازيد، برای اثبات (١) طبق تعريف می بايست نشان دهيم که حکم منطقی زير برقرار 

و درست است.

 ،n  ≥  M هر  برای  که  قسمی  به  هست   M مانند  طبيعی  عددی   ،ε  >٠ عدد  هر  برای   (٢)

 na L

در اثبات (٢)، ٠<  ε به عنوان يک عدد حقيقی مثبت معلوم مسأله است. 

همچنين در اينجا M به عنوان يک عدد طبيعی (شماره جملات مورد نظر) مجهول مسأله است. 

M را بايد چنان پيدا کنيم که در گزاره شرطی زير صدق کند:

na L اگر n عددی طبيعی و n ≥  M آنگاه   

 na L معنای اين گزاره شرطی آن است که از شماره M به بعد جملات دنباله در نامساوی 

صدق کرده و لذا در اطراف L تجمع می کنند.

na برقرار  L در مسائل مربوط به اجرای دستورالعمل فوق، چون می خواهيم نابرابری 

باشد و ε بر ما معلوم است. با اين نابرابری کار می کنيم تا بتوانيم به نحوی M را پيدا کنيم.

در  نيست.  معلوم  ما  بر   L آن در  که  به حد مسأله هايی است  مربوط  ب) دسته دوم مسأله های 

واقع در اين نوع مسأله ها از شما خواسته می شود با بررسی جملات دنباله چنانچه فکر می کنيد دنباله 
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ابتدا L را حدسيه سازی کنيد و سپس در صورت واقعيت امر و درست بودن  مورد نظر همگراست 

nn را ثابت کنيد.
lim a L حدسيه تان، مطابق بند الف تساوی حدی، 

ضمناً هميشه يادتان باشد که:

تسلط بر خواص نابرابری ها و درک درست حکم منطقی (٢)، که همان مفهوم حد است، 

از ملزومات اساسی حل مسأله های مربوط به همگرايی است.

n را بررسی کنيد.

n
( )

1

1
3

2
مثال : همگرايی دنباله 

عددی  چه  به  همگراست  اگر  و  واگرا  يا  همگراست  دنباله  اين  آيا  که  کنيم  معلوم  بايد   : حل   
همگراست؟

با اندکی کنکاش در مقادير اين دنباله ملاحظه می کنيم که جملات دنباله، برای n های به قدر کافی 

)n برای n  های بزرگ کوچک  )1
2

بزرگ، به عدد ٣ گرايش دارند. دليل اين امر آن است که مقدارهای 

و کوچکتر شده و مقدار آن به صفر نزديک می شوند.

.L  =  در اين جا ٣ ، n
n
lim ( ( ) )1

3 3
2

حدس: 

برهان :  فرض کنيم ٠<  ε  عدد دلخواهی باشد بايد Mی پيدا کنيم که

 n( )13 3
2

   ،  n ≥  M که n برای هر  (١)

n n( ) ( )1 1
3 3

2 2
داريم  

)n برقرار می گردد و همين  )1
2

<  ε درنتيجه بايد معلوم کنيم که از چه شماره ای به بعد نابرابری

n است. از طرفين  1
2 شماره مورد نظر مجهول M را به دست می دهد. اين نابرابری معادل نابرابری 

n log2
1 لگاريتم در پايه ٢ می گيريم 

log2 عددی طبيعی باشد، M را به صورت زير معرفی می کنيم.
1 چون معلوم نيست که 

M log2
1

1  
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و بدين ترتيب مجهول M به دست می آيد.

احمد: از کجا معلوم است که اين مقدار M در گزاره شرطی (١) صدق می کند؟
دبير: می توانيم M را آزمون نماييم، برای اين کار فرض کنيم n عددی طبيعی و n  ≥  M بايد 

نشان دهيم
n( ( ) )1

3 3
2

 (٢)

n M log2
1

، چون: 1 n
na ( )13

2
در اينجا 

n log2
1 ، پس  x x1  ،x و برای هر

 logn 2
1

1
2 2 درنتيجه:  

n
1

2
با معکوس کردن جملات، جهت نابرابری تغيير می کند: 

 

n( )1
2

و يا 

n n( ( ) ) ( )1 1
3 3 3

2 2
امّا  

يعنی برای هر n که n  ≥  M، نابرابری (٢) برقرار است.

محسن: نيازی به آزمايش M نيست زيرا برای يافتن M، همه عمليات برگشت پذيرند.
به  لزومی  بکنيد  توجه  نابرابری ها  با  کار  و  عمليات  برگشت پذيری  به  اگر  است،  دبير: درست 

آزمايش M به دست آمده نمی باشد.

n همگراست؟
na sin
2

na با ضابطه  مثال :  آيا دنباله 
 حل :  برخی مقادير اين دنباله رابررسی می کنيم.

n , a sin11 1
2

  

n , a sin22 0  

n , a sin3
3

3 1
2

 

n , a sin44 2 0  

n , a sin5
5

5 1
2
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با ادامه محاسبات ملاحظه می کنيم که مقدارهای اين دنباله منحصر به اعداد ١ و ٠ و ١- هستند 

پس اين دنباله نمی تواند همگرا بوده باشد.

احمد: بسياری از جملات دنباله برابر ١ بوده و لذا در ١ مجتمع می شوند، آيا ممکن نيست که 
دنباله همگرا به عدد ١ باشد.

دبير: خير. در اين مورد ساده ترين راه استفاده از نمودار دنباله است و کافی است بازه ای مانند 
را حول خط ١=  y در نظر بگيريم (شکل  1

2
به شعاع  به مرکز ١ و  ) يعنی نواری  , )1 1

1 1
2 2

زير)

3
2

1
2

3 4 5 61

1

20

a  �3 1

x

y

لذا  به صورت ٢k=  n در نظر گرفت و  هرچقدر M را بزرگ اختيار کنيم، n  ≥  M را می توان 

 ( , )1 1
1 1

2 2
٠=  �a٢k=sink يعنی تعداد زيادی از جملات که با شماره زوج هستند خارج از بازه 

قرار می گيرند.

بازه  لذا در  و  بوده  برابر ١  فرد هستند  با شماره  که  دنباله  از جملات  زيادی  تعداد  امّا  احمد: 
هستند. ( , )1 1

1 1
2 2

نظير  بايد  بيفتد  اتاق 
n

nlim sin 1
2

حدی  تساوی  بخواهد  اگر  امّا  است.  درست  دبير: 
 ،n  ≥  M هر  برای  که  شود  يافت   M طبيعی  عدد  تعريف  طبق   ، 1

2
اينجا  در  که   ( , )1 1

( na 1 na (و يا  ( , )1 1

توجه کنيد که اين يک حکم کلی است: برای هر n که n ≥  M بايد نابرابری برقرار باشد. درحالی 

na زيرا  1
1

2
که گفته شد هرچقدر که M را اختيار کنيم nهايی هست، ٢k=  n که n ≥  M امّا 

، و اين با تعريف همگرايی در تناقض است. na ( , )1 1
1 1

2 2
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اثبات   ε روش  به  را  خود  حدس  سپس  و  بزنيد  حدس  را   
n

n
n 1

1 دنباله  حد  ابتدا  ١ــ 

کنيد.

n يک دنباله همگرا باشد. همچنين فرض کنيم K عدد صحيح و ثابت  na
1

٢ــ فرض کنيم 

برای مثال هرگاه  n n kb a n را چنين تعريف می کنيم:  nb
1

است به قسمی که ١  ≤  n  +  k، دنباله 

nb چنين است: na باشد، دنباله  n دنباله  na ,a , a , , a , a ,1 2 3 1 ٢  =  k و 

n nb a ,b a , b a , , b a ,1 3 2 4 3 5 2  

a٣ , a٤ , a٥ , ... ,  an+٢ , ... يعنی  

 nn
lim b L nn و آنگاه 

lim a L n است. ثابت کنيد هرگاه  nb
1

همان دنباله 

n  که در آن a و b اعدادی ثابت اند. 
n

n

bPP
a P1 n يک دنباله همگرا و    nP

1
٣ــ فرض کنيم 

n را به دست آوريد. nP
1

با استفاده از مسأله ٧ حد دنباله 

٤ــ کداميک از دنباله های زير همگراست. آنهايی را که فکر می کنيد همگرا نيستند، واگرايی 

دنباله را توضيح دهيد.

n
log

n 1

1 nlog   د)  n
1

n         ج) 
n 1

3 n      ب) 

n
( ) 1

1

1

3
الف) 

کسانی که مفهوم حد دنباله و حد توابع را به درستی درک کنند رياضيات را بهتر درک 

 ـ ١٣٥٨). می کنند. (استاد دکتر غلامحسين مصاحب (١٣٨٤ـ

١ـ٦  ـ دنباله های واگرا به ∞ ±
دنباله های واگرا را به دو دسته می توان تقسيم بندی کرد:

که برای آنها هيچ عدد حقيقی، و ∞ ± يافت نمی شود به طوری که  n
n( )

1
1 دنباله هايی مانند 

nn
lim a L

مسا ئل
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بزرگ، حول يک عدد  برای nهای  دنباله،  nn گرچه جملات 
1

2 مانند  دنباله های واگرايی 

حقيقی تجمع ندارند، ليکن دنباله به نوعی خوشرفتار است!

ادعای ما از خوشرفتاری اين دنباله چيست؟

وقتی برای nهای بزرگ جملات دنباله را بررسی می کنيم (با مقدار دهی به n) ملاحظه می کنيم که 

مقادير جملات از هر عدد حقيقی که بخواهيم بزرگتر می شوند و اين يک نوع خوشرفتاريست!

n   >   ٢ کافی است ٥٠٠,٠٠٠n   >   مثلاً هرگاه بخواهيم ١٠٦

n   >   ٢ کافی است ٥٠,٠٠٠,٠٠٠n   >   هرگاه بخواهيم ١٠٦

عدد   از  بعد   ٥٠,٠٠٠,٠٠٠ شماره  از  دنباله  جملات  که  است  آن  شرطی  گزاره  اين  معنی 

که  می گيريم  نتيجه   n   >   ٥٠,٠٠٠,٠٠٠ از  زيرا  بزرگترند؟   ١٠٠,٠٠٠,٠٠٠ شده)  پيش تعيين  (از 

.٢n   >   ١٠٠,٠٠٠,٠٠٠

 

kn
2

به طورکلی فرض کنيم k عدد حقيقی کاملاً دلخواهی باشد برای آنکه ٢n   >   k کافی است 

kn اختيار کنيم زيرا واضح  1
2

و چون می خواهيم n طبيعی باشد (شماره جملات) کافی است که 

. k k
1

2 2
است که 

حال می توانيم تعريف خاصی از واگرايی ارايه دهيم.

واگرا به ∞ (يا ∞+) است هرگاه گزاره منطقی زير برقرار 
  

n na
1

تعريف   : گوييم دنباله 
باشد.

بـرای هر عدد حقيقی مثبت K، عددی طبيعی مانند M يافت شود به قسمتی که هرگاه 

.an >  k ، n ≥  M
. nn

lim a در اين صورت می نويسيم ∞ 

به زبان ساده واگرايی به ∞ دلالت بر آن دارد که جملات دنباله بزرگ و بزرگتر می شوند به نحوی 

که برای هر عدد حقيقی (بزرگ) k، از شماره ای به بعد همه جملات از k بزرگترند. 

 nn
lim a  ∞ اين است که هرگاه تساوی  ∞ حاصل می شود  به  از واگرايی  نکته ای که فوراً 

بزرگتر  و  بزرگ  بلکه  مثبت اند  تنها  نه  مثبت اند،  الزاماً  بعد  به  جايی  از  دنباله،  جملات  بيفتد،  اتفاق 

می شوند و به  صورتی مجازی می توان گفت که در حول و حوش ∞ گرد می آيند!
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نظر  از  ليکن  منفی اند،  بعد  به  جايی  از  دنباله،  جملات  که  است،  وقتی  فوق  وضعيت  مشابه 

قدرمطلقی بزرگ و بزرگتر می شوند.

nn هرگاه 
lim a n واگرا به ∞−  است و می نويسيم  na

1
تعريف    : گوييم دنباله 

گزاره زير برقرار باشد.

برای هر عدد حقيقی منفی K، عدد طبيعی مانند M وجود داشته باشد به طوری که هرگاه 

an <  k آنگاه n ≥  M

nn اتفاق افتد جملات دنباله می بايست از جايی به بعد منفی بوده و از 
lim a پس هرگاه 

نظر قدرمطلق بزرگ و بزرگتر شوند.

پرسش: آيا دنباله ای که جملات آن به صورت نوسانی مثبت و منفی می شوند می تواند واگرا به 
∞+ يا واگرا به ∞− باشد؟

تمرين در کلاس
 ابتدا با حدسيه سازی مشخص کنيد که کداميک از دنباله ها واگرا به ∞+ يا واگرا به ∞- 

است و سپس حدس خود را ثايت کنيد.

n
(n )

6
1

1
1

10
 (٣                  

n
n2

1
1000  (٢                  

n
n2

1
 (١

برای نمونه و راهنمايی به (١) می پردازيم

وقتی n مقادير بزرگ اختيار می کند، قطعاً n٢ نيز بزرگتر می شود، درنتيجه حدسمان اين 

(١)      
n
lim n2 است که 

برهان (١) : فرض کنيم ٠<  K عدد مثبت دلخواهی باشد. بايد نشان دهيم از شماره ای به 
بعد K <n٢، پس شماره ای مانند M است که هرگاه K ، n    ≥   M <n٢ در اينجا K معلوم مسأله است.

 M k n می باشد. می توانيم شماره M مجهول را 1 k امّا نامساوی k <n٢ معادل 

n k n پس  k اختيار کنيم. اکنون می توانيم حکم مسأله را آزمون نماييم: فرض کنيم 1
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n٢  >  K درنتيجه

an   =  n٢ > K و يا  

يک بار ديگر حل مسأله رابه اختصار مرور می کنيم. 

هر  برای  (٭)  کنيم  ثابت  می بايست  ادعا،  اين  اثبات  برای   ،
n
lim n2 که  داشتيم  ادعا 

عدد  ٠<   M ، Kيی هست که هرگاه k ، n    ≥   M  <    n٢ در اثبات (٭)، k معلوم و M مجهول است. M بايد 

n٢    >   k ، n    ≥   M چنان پيدا شود که برای هر

به  و  افتاديم  راه  ماست،  مطلوب  که   ،n٢    >   K نامساوی  از  نامساوی ها  خواص  از  استفاده  با 

به عنوان شماره مجهول رسيديم.
 
M k 1

يادتان باشد، که در حل مسأله های مربوط به حد دنباله ها:

استفاده از خواص نابرابری ها و درک صحيح گزاره های شرطی اگر … آنگاه در 

يادگيری حسابان نقش اساسی دارد.

n موجود نيست.
n

nlim ( )
n

2 1
1           ب) 

n

nlim
n

2 1 ١ــ ثابت کنيد الف) 

n n
lim

a
1

0 nn  آنگاه 
lim a ٢ــ ثابت کنيد هرگاه 

. nn
lim a . ثابت کنيد 

n n
lim

a
1

0 ٣ــ فرض کنيم همواره ٠< an و 

. nn
lim a . ثابت کنيد 

n n
lim

a
1

0 ٤ــ فرض کنيم همواره  ٠> an و 

 n
nc
n

2

2

3 1

2 7
 ، n

nb
n

2

2

1

6 1
  ، n

n na
n

25 3 11

2 1
٥  ــ فرض کنيم

دنباله هايی از اعداد باشند. ثابت کنيد.

 
nn

lim a  ، nn
lim b 0 ، nn

lim c 3

2  

مسا ئل
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١ـ٧ـ اصل موضوع تماميت
دارد.   R يعنی  حقيقی  اعداد  مجموعه  ويژگی های  با  تنگاتنگی  ارتباط  دنباله ها  حد  مطالعه 

پس از کشف نظريه حساب ديفرانسيل و انتگرل توسط دانشمندان آلمانی و انگليسی در قرن هفدهم 

نابسامانی هايی در برخی موارد و نتايج آن بروز کرد. رياضيدانان چندی در رفع اين نابسامانی ها تلاش 

کردند و سرانجام پس از طی بيش از يک قرن و ايراشتراس توانست به رفع آن نايل شود. و ايراشتراس 

دريافت که صورت بندی دقيق و منطقی بحث حساب ديفرانسيل و انتگرال بر شناخت عميق تر دستگاه 

اعداد حقيقی استوار است. اصل تماميت يکی از مهم ترين ويژگی های R است که دستگاه اعداد گويا، 

يعنی Q، فاقد آن است، گرچه Q همه خواص جبری و ترتيبی مربوط به R را داراست. در اين بخش 

قصدمان اين نيست تا نقص Q را بررسی کنيم، ليکن به دليل نياز به استفاده از اصل تماميت، اين اصل 

به لحاظ شهودی درکی ساده  بيان خواهيم کرد. اصل تماميت، همانند بيشتر اصول ديگر، گرچه  را 

دارد، امّا به لحا نظری اثبات آن ناممکن جلوه می کند.

 R ترتيبی روی رابطه  از  منبعث  که  بيان می کنيم   R زير مجموعه های باب  در  ويژگی  دو  ابتدا 

می باشند. در اينجا فرض می کنيم A يک زيرمجموعه ناتهی R باشد.

.x   ≤  u ،x∈A ناميم هرگاه برای هر A را يک کران بالای U تعريف ١: عدد حقيقی
a∈R را کوچکترين کران بالای A می ناميم هرگاه a يک کران بالای A بوده و برای هر کران 

a  ≤  U ،U مانند A بالای ديگر

مشابهاً می توانيم از پايين به مجموعه A نگاه کنيم:

.v   ≤  x ،x∈A ناميم هرگاه برای هر A را يک کران پايين V تعريف ٢: عدد حقيقی
a∈R را بزرگترين کران پايين A ناميم هرگاه b يک کران پايين A بوده و برای هر کران پايين 

.v   ≤ b, v مانند A ديگر

کوچکترين کران بالا را سوپريموم و بزرگترين کران پايين را اينفيموم می نامند.

دقت کنيد که تعريف ٢ چگونه از روی تعريف ١ ساخته شده است!

: در اين صورت ٣ يک کران بالای A است.  A ,1 2 برای مثال، فرض کنيم 

٣/٥ نيز يک کران بالای A است.

٢/٥ چطور؟ A چند کران بالا دارد؟

کوچکترين کران بالای A کدام است؟ آری ٢ =  a کوچکترين کران بالای A است.

 b و هم a است. در اين مثال هم A بزرگترين کران پايين b  = مشابهاً به آسانی معلوم است که ١
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به A تعلق دارند، امّا ممکن است کوچکترين کران بالا و يا بزرگترين کران پايين يک مجموعه به آن 

مجموعه تعلق نداشته باشند.

هرگاه (١,٢)   =   B (بازه باز) آنگاه کوچکترين کران بالای B برابر ٢ و بزرگترين کران پايين B نيز 

برابر ١ است درحالی که هيچ يک به B تعلق ندارند. (چرا؟) 

سؤال: آيا همهٔ زيرمجموعه های ناتهی R دارای کوچکترين کران بالا و بزرگترين کران پايين 
هستند؟ نظرتان را در مورد (∞ +  ,١]   =   A و (٢,∞ -)   =   B بيان کنيد.

تمرين در کلاس
الف) در مورد احکام زير فکر کنيد، می توانيد با مثال ها کار کنيد. اگر فکر می کنيد درست اند 

آنها را توضيح دهيد. و اگر فکر می کنيد نادرست اند، نيز توضيح دهيد.

١ــ هر مجموعه از بالا کراندار دارای کوچکترين کران بالا است.

٢ــ هر مجموعه از پايين کراندار دارای بزرگترين کران پايين است.

٣ــ هرگاه A يک مجموعه کراندار و ناتهی باشد هم کوچکترين کران بالا و هم بزرگترين 

کران پايين دارد.

نيز   A بالای  کران  U  يک  باشد،   B بالای  کران  يک   U∈B و   Q   ≠A  ⊆   B هرگاه  ٤ــ 

می باشد.

٥  ــ حکمی نظير ٤ در باب کران های پايين بيان کنيد.

اکنون اصل موضوع تماميت را بيان می کنيم، بايد توجه داشت «اصل موضوع» و يا اختصاراً 

«اصل» در رياضيات به گزاره ای گفته می شود که بدون اثبات پذيرفته می شود اصل موضوع 

تماميت در باب اعداد حقيقی.

يک مجموعه ناتهی از اعداد حقيقی که دارای کران بالا باشد، دارای کوچکترين کران بالا است.

اين اصل معادل است با اصل زير:

يک مجموعه ناتهی از اعداد حقيقی که دارای کران پايين باشد، دارای بزرگترين کران پايين است.
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اکنون با استفاده از اين اصل به اثبات مهمترين قضيهٔ اين فصل می پردازيم

 nn
lim a na يک دنباله صعودی و از بالا کراندار باشد در اين صورت  قضيه ١:  فرض کنيم 

وجود دارد. به عبارت ديگر هر دنباله صعودی و از بالا کراندار همگراست.

دنباله  جملات  عددی  مقادير  مجموعه   S يعنی   ، nS a | n N می دهيم  قرار   : برهان 
 S تماميت بنابر اصل موضوع  مانند K است.  بالايی  S  ≠    φ و S دارای کران  مورد بحث است پس 

که  می دهيم  نشان  می ناميم.   L را   S بالای  کران  کوچکترين  اين  بالاست.  کران  کوچکترين  دارای 

nn
lim a L

 S يک کران بالای L-  ε عدد دلخواهی باشد. پس ε   >حال فرض کنيم ٠ a n    ≥   L ،  nبرای هر

نيست، زيرا L -  ε <  L   و L کوچکترين کران بالای S فرض شده است.

a وجود دارد.
N
چون L  -   ε کران بالای S نيست، حداقل يک عضو S مانند 

.n   ≥    N حال برای هر .L -  ε <  a
N
به طوری که 

a 
n
    ≥     a

N  
>  L-  ε  

n   ≥    N که n درنتيجه برای هر  a 
n
   <    L از طرف ديگر

L -  ε <   an < L + ε  
،n   ≥    N يعنی برای هر

na L                  

، همچنان که ادعا شده است. nn
lim a L پس 

قضيه فوق يک زوج دارد که از تبديل مفاهيم موجود در قضيه به مفاهيم زوج آن به دست می آيد! 

آن را بيان می کنيم.

قضيه ٢ : هر دنباله نزولی و کراندار از پايين همگراست.

 همگراست.
n

sin
n 12

مثال :  ثابت کنيد دنباله 

 همگراست.
n

sin
n 12

مثال :  ثابت کنيد دنباله 

) داريم، معلوم است  , )0
2

y  به ويژه در بازه  sin
n2

حل :  با توجه به شناختی از رفتار تابع 
sin

n
0

2
 ،n که اين دنباله يک دنباله نزولی است. به علاوه برای هر
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پس عدد ٠ يک کران پايين اين دنباله است. بنابراين بر طبق قضيه ٢، اين دنباله همگراست.

تمرين در کلاس
١ــ ابتدا نشان دهيد که دنباله های زير همگرا هستند

n
1

1                          ب) 
n2

1
1

1
الف)  

سپس حد آنها را حساب کنيد.

na چنين تعريف شده است: ٢ــ دنباله 

n na , a a (n , , ,...)1 11 7 1 2 3  

الف) ثابت کنيد که اين دنباله همگراست.

 ب) حد اين دنباله را به دست آوريد.

اين بخش را با يک قضيه مهم به پايان می رسانيم که در حسابان و آناليز نقشی کليدی دارد.

قضيه : هر عدد حقيقی حد دنباله ای از اعداد گويا است.
اثبات : فرض کنيم u عدد حقيقی دلخواهی باشد. دو حالت وجود دارد.
(n∈N برای هر) ،un   =  u عددی گويا است. قرار می دهيم u :حالت اول

. nn
lim u u nu دنباله ای ثابت و متشکل از اعداد گويای U بوده و معلوم است که  پس 

حالت دوم: u عددی گنگ است، بسط اعشاری u را در نظر می گيريم.
nu u / u u u u0 1 2 3  

 u گنگ است بسط اعشاری u بوده و عددی صحيح است. چون u جزء صحيح u0که در آن

نامتناهی و البته نامنظم می باشد. قرار می دهيم.

 n n

r U / U
r U / U U

r U / U U U

1 0 1

2 0 1 2

0 1 2  

لذا هر rn عددی گويا است زيرا بسط اعشاری مختوم دارد: به علاوه 

n n n
n

u r / U U1 20 0 00 0
 n بار صفر 
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n
n n n kU r /U U110 1 درنتيجه  

n nU r 1
0

10   
و يا

 
n
1

10
 ،n  ≥  N ی هست که برای هرN ، ε  >به ازای عدد دلخواه ٠ ،

nn
lim 1

0
10

چون 

nn
lim r U n يعنی  nU r 1

10
 ،n  ≥  N  که n درنتيجه برای هر

يکی از کاربردهای اين قضيه، استفاده از آن برای تعريف توان اعداد به نمای گنگ است. فرض 

کنيم a عددی مثبت و x عددی گنگ باشد. بنابر قضيه فوق دنباله ای مانند {xn} از اعداد گويا هست 

، اينک توان ax را چنين تعريف می کنيم: nn
lim x x که 

nxx
n

a lim a  

چون توان اعداد گويا تعريف شده است، ax  (a به نمای عدد گنگ) تعريف شده است. قواعد 

آشنای توان که برای اعداد گويا برقرار است به توان های گنگ نيز منتقل می شود. فرض کنيم x و y دو 

، بنابراين: nn
lim y y عدد گنگ باشند، لذا دنباله ای از اعداد گويا مانند {yn} هست که 

n n n nx y x yx y
n n n

a . a ( lim a ) ( lim a ) lim (a a )  

n nx y
n
lim a           ( چون xn و yn گويا هستند)    

n nn
lim (x y )

a                                             

n nn n
lim x lim y

a                                         
x ya                                                         

 ـ  ٨   ـ يک دنبالۀ مهم ١

n

n
( ) : ,( ) ,( ) ,( ) ,( ) ,

n
2 3 4 5

1

1 3 4 5 6
1 2

2 3 4 5           
دنباله زير را درنظر می گيريم

اين دنباله هم به لحاظ کاربردی و همچنين از جنبه نظری اهميت فوق العاده دارد. چرا؟ ثابت 

می شود اين دنباله همگراست و هرگاه حد آن را e بناميم، يعنی
n

n
lim ( ) e

n
1

1

عدد حقيقی e به صورتی طبيعی، در بيشتر پديده های خلقت ظاهر می شود. دو دسته از مهم ترين 
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پديده ها فرآيندهای رشد و زوال هستند. در اولی کميت مورد مطالعه (نسبت به زمان) رشد می کند و 

در پديده دوم کميت مورد بحث رو به زوال دارد. برای مثال: وقتی تعداد اندکی باکتری را در محيطی 

مناسب قرار می دهيم، به شدت رشد کرده و پس از زمان اندکی تعداد آنها ٢، ٣ و يا صد برابر می شود. 

در حالی که هرگاه مقداری ماده راديواکتيويته مانند فلزهای اورانيوم، پلوتونيوم، و يا انشتانيوم را داشته 

باشيم، پس از مدتی مقدار آن کاهش يافته، يعنی بخشی از ماده زوال يافته و به عناصر ديگری مبدل 

می گردد. عدد e در چنين پديده هايی نقشی اساسی دارد، به گونه ای که در محاسبات مربوط به رشد و 

زوال به صورتی طبيعی بروز می کند. e در اقتصاد نيز مطرح می شود. از اين بابت لگاريتمی که پايه آن 

عدد e باشد لگاريتم طبيعی ناميده می شود. 

)n براساس اصل موضوع تماميت امکان پذير است ابتدا ثابت  )
n
1

1 اثبات همگرايی دنباله 

می کنيم که اين دنباله صعودی است، سپس ثابت می کنيم که اين دنباله از بالا کراندار است. مثلاً  برای 
n( )

n
1

1 4  ،n هر عدد طبيعی

ابتدا يک قضيه کمکی ثابت می کنيم

n صعودی است.
nb ( )

n
1

1 قضيه ٢ : دنباله {bn} با ضابطه 

n

n

b
b

1 1 ،n برهان ٭ : ثابت می کنيم برای هر

n n

n
n nn

( ) ( )b n n ( )
b n( ) ( )

n n

1 1

1

1

1 1
1 1 11 1 1

1 1
1 1

n
nn

nn ( ) ( )n n nn
n

1
12

2

1 11 1 1
1 1

n( ) ( )
nn

1
2

1 1
1 1

1

n n( )
n n

1
2 2

1 1
1 1

1 1
بنابرنامساوی برنولی: 

داريم

٭  برهان های ستاره دار (مربوط به قضايای ٢ و ٣ و٤) برای مطالعه آزاد و اختياری دانش آموزان است.
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nn

n

b n( ) ( ) ( )( )
b n nn n

11
2 2

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1                               
      بنابراين

n

n

b ( )( )
b n n

1 1 1
1 1 1

1

n صعودی است
na ( )

n
1

1 قضيه ٣ : دنباله {an} با ضابطه: 

، داريم n

n

a
a

1 1  ،n برهان ٭ : کافی است ثابت کنيم برای هر
n

n

n
nn

( )a n n ( )
a n( )

n n

1
1

1

1 1
1 1 11 1 1

1 1
1 1

n nn

n

a n n( ) ( ) ( ) ( )
a n n(n ) (n )

2
1 11

2 2

2 1 1 1
1 1 1

1 1

n

n

a n( )( )
a n(n )

1
2

1 1
1 1 1

1                                          
(بنابر نامساوی برنولی)

 .an>٢ ،n≥صعودی است پس برای هر ٢ {an} و دنباله aچون ٢=١

n از بالا کراندار است.
na ( )

n
1

1 قضيه ٤ : دنباله {an} با ضابطه 

 b2
1
4

n صعودی است. چون 
nb ( )

n
1

1 برهان ٭ : بنابر قضيه (٢) دنباله {bn} با ضابطه 

n n na b a 1
4

 ،n از اينجا نتيجه می گيريم که برای هر ، nb 1
4

 ،n پس برای هر

n n n
n na b ( ) ( ) ( )

n n n2
1 1 1

1 1 1 امّا 1

an<و يا  ٤ na 1
1

4
در نتيجه 

 ١ قضيه  طبق  پس  است  کراندار  بالا  از  و  صعودی   n
na ( )

n
1

1 دنباله  نتيجه١:   
همگراست.
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. n
n
lim ( ) e

n
1

1 a} را e می ناميم، يعنی 
n
 نتيجه ٢ : حد دنباله {

٢≤ e ≤يعنی ٤ 
nn

lim a2 4 ضمناً برای هر n، ٤>an>٢، لذا 

 .٢<e<است و ٣ {a
n
و ثابت می شود که عدد ٣ نيز يک کران بالای دنباله {

)n نزولی است )
n

11
1 مثال :  ثابت کنيد که دنباله 

، داريم:          n

n

a
a 1

1 nحل : کافی است ثابت کنيم که 

n
nn

( )a n
a ( )

n

1

21

1
1

1
1

1

         

n

nn ( )
n(n )

n n n

1

1

1
1 1 1 1

1
1 1 121 1 1
1 1 1

  

و امّا طبق نامساوی برنولی داريم:

n n n( )
n(n ) n(n ) n(n )

1
2

1 1 1 1
1 1 1 1

2 2 11

n

n

a ( )
a n ( )

n
1

1 1
1 1

11 1
1                                                          

            بنابراين

n

n

a
a 1

1 و يا        

تمرين در کلاس
١ــ حد دنباله های زير را حدس بزنيد.

n
na ( )

n
21

1
  

n
nb ( )

n
31

1
               

n

nc ( )
n

21
1

[(a) ] (a) راهنمايی: از قاعده توان های مکرر استفاده کنيد:           
٢ــ از ماشين حساب و يا رايانه خود استفاده کرده و عدد e را تا ١٠ رقم اعشار به دست آوريد.

٣ــ حاصل ١٠٠(٠/٠١+١) را به دست آوريد و با عدد e مقايسه کنيد.
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کارهای  که  آلمانی  مشهور  رياضيدان   :(Leonard Euler) اويلر  لئونارد 
زيادی در زمينه های مختلف رياضيات از جمله جبر، آناليز، توپولوژی و هندسه انجام 

داده است. اويلر رياضيدانی بسيار پرکار بوده است با بيش از ٥٧٠ کتاب و مقاله در عالمَ 

رياضيات در زمان حيات خود به رشته تحرير درآورده است. برخی هم او را سودمندترين 

رياضيدان همه قرون و اعصار دانسته اند. 

، که آن را عدد نِپِر می نامند به افتخار  n
n
lim ( )

n
1

1 انتخاب حرف e برای عدد

اويلر از حرف اوّل اويلر (Euler) اقتباس شده است.

 ـ ٩  ـ جبر دنباله ها ١
دنباله های عددی، را می توان همانند اعداد با هم جمع يا تفريق کرد و دنباله جديدی به نام مجموع 

دنباله  و  کرد  درهم ضرب  می توان  را  عددی  دنباله  دو  همچنين  آورد.  به دست  دنباله)  (دو  تفاضل  يا 

جديدی به نام دنباله حاصلضرب به دست آورد. در مورد تقسيم نيز تحت شرايطی می توان دو دنباله را 

برهم تقسيم کرد.

و   {an+bn} دنباله های  اين صورت  در  باشند،  دنباله  دو   {bn} و   {an} کنيم  فرض  تعريف: 
 bn و an همان حاصل جمع عددی {an+bn} ام دنبالهn را خواهيم داشت، جمله {anbn} و {an-bn}

است.

همگرايی دنباله های {an} و {bn} به آسانی به همگرايی دنباله های به دست آمده منتقل می شود.

قضيه ٥ : فرض کنيم {an} و {bn} دو دنباله همگرا باشند. در اين صورت 
الف) دنباله های {an±bn}، {an .bn}، {c.an} (c عددی ثابت) همگرا هستند، به علاوه

n n n nn n n
lim a b lim a . lim b n و  n n nn n n

lim (a b ) lim a lim b

nnn
n n nn

lim aalim
b lim b

n نيز همگراست و  

n

a
b

nn ، دنباله 
lim b 0 ب) هرگاه 

 ، n nn n
lim a lim b L قضيه ٦   (قضيه فشردگی)    : فرض کنيم {an} و {bn} دو دنباله و 

خواندنی
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 {cn} در اين صورت دنباله an≤cn≤bn ،n دنباله ای باشد به قسمی که برای هر {cn} همچنين فرض کنيم

. nn
lim c L نيز همگراست و 

nn از شماره ای 
lim b L برهان :  فرض کنيم ٠<ε عدد مفروض دلخواهی باشد. چون 

 (١)      |bn-L|< ε به بعد Nمانند ١

  (٢)      |an-L|< ε به بعد Nاز شماره ای مانند ٢ nn
lim a L همچنين چون 

حال فرض کنيم {N٢  , N١}N=Max، و n عدد طبيعی دلخواهی باشد که n  ≥  N، پس برای هر 

bn< L+ε .روابط (١)، (٢) با هم برقرارند و داريم ،n  ≥  Nو ٢ n  ≥  N١

L-ε < an (چرا؟)

 ،n≥N که n لذا برای هر ،an≤cn≤bn ،n امّا برای هر

L-ε < cn< L+ε

nn
lim c L يعنی cn-L|<ε|، در نتيجه 

kn که در آن k عددی طبيعی است در همگرايی دنباله های زير 
lim

n
1

0 مثال :  می دانيم 
بحث کنيد.

cosn
n

ب)   n n
n n

2

2

2 1

5 3
الف) 

n n n n
n n

n n

2 2

2

2

1 1
2

2 1
1 35 3 5

حل :  (الف) داريم    

n n n n
lim ( ) lim lim lim

n nn n2 2

1 1 1 1
2 2

    
امّا

=٢=٠-٠-٢

n n n n
lim ( ) lim lim lim

n nn n2 2

1 3 1 1
5 5 3

=٥=٠-٠+٥

n

n nlim
n n

2

2

2 1 2
55 3 در نتيجه               
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 ،n ١- در نتيجه برای هر عدد طبيعی≤cosx≤(ب) می دانيم همواره ١

cos n
n n n
1 1

n

cosnlim
n

0  پس 
n n
lim lim

n n
1 1

0 چون 

مسا ئل
در هر يک از تمرين های زير مشخص کنيد که آيا دنباله موردنظر 

الف) (از بالا يا پايين) کراندار است.

ب) جملات دنباله مثبت يا منفی اند.

ج) صعودی يا نزولی و يا نوسانی اند.

د) همگرا يا واگراست؛ و اگر واگراست به ∞+ و يا واگرا به ∞- و يا هيچ يک.

  
   

n( )
n
1

4 n               ٣ــ 
n2
2

1
n      ٢ــ 

n

2

2

5

1
١ــ 

    sin n
n

   ٦  ــ 
            

n
n

2 1 ٥  ــ 
                

sin
n
1  ٤ــ 

n( )n cos
n
1 ٩ــ 

          

nnsin
2

           ٨   ــ 
 

nn cos
2

٧ــ 

؟
n
lim n 1 . آيا از اين می توان نتيجه گرفت که 

n
lim n ١٠ــ ثابت کنيد 

١١ــ همگرايی، واگرايی و واگرايی به ∞+ يا ∞- دنباله های زير را بررسی کنيد.

n
n 1

n           ج)  n( )
n
1

1 n       ب) 
n

2 1 الف) 

 ١٠٠ an = ٤٥٢ +an داشته باشيم n يک دنباله همگرا و برای هر {an} ١٢ــ فرض کنيم

حد اين دنباله را پيدا کنيد.

 ، n
n

n

bpp
a p1 ١٣ــ فرض کنيم دنباله {pn} همگرا و a و b دو عدد ثابت باشند به قسمی که 
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حد دنباله {pn} را حساب کنيد.

n( )
n

21
1     , 

    

n

( )
n

21
1 ١٤ــ حد دنباله های روبه رو را به دست آوريد.      

با مقادير مثبت همگرا   {an} دنباله) nn
lim a از اين قضيه که هرگاه  راهنمايی: 

باشند،  همگرا  دنباله  دو   {bn} و   {an} يعنی   nn
lim b و  باشد)   α مثبت  عدد  به 

کنيد  استفاده   nnn
lim bb

n nn n
lim (a ) ( lim a ) و  همگراست  نيز   n

n

b
a

 دنباله 

(٠<      α  و β دو عدد حقيقی اند.)
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٢ـ١ـ مقدمه
فرايند گذر از رياضيات مقدماتی به حسابان

رشد و توسعهٔ بخش وسيعی از حسابان ريشه در دو مسألهٔ هندسی دارد:

بر  مماس  خط های  کردن  پيدا  و  (صفحه)  سطح  يک  ناحيه های  از  مساحت هايی  کردن  پيدا 

بنيادی از  منحنی ها. در اين بخش نشان می دهيم هر دو مسأله به طور تنگاتنگی براساس يک مفهوم 

حسابان که به عنوان «حد» شناخته شده قابل بيان می باشند.

مسألۀ خط مماس و مساحت: حسابان حول دو مسألهٔ بنيادی زير متمرکز است:

٢فصل

T

o x

y

A(x ,y )0 0

y f (x)

a

S

bo x

y

y f (x)

 A(xو ٠ y٠) و نقطه f ١ــ مسألۀ مماس: تابع
بر  روی نمودار آن داده شده است،  معادله خط مماس 

نمودار f در نقطه A را پيدا کنيد.(شکل روبه رو)

است.  داده شده   f تابع  مسألۀ مساحت:  ٢ــ 
مساحت ناحيهٔ بين نمودار f و بازهٔ [a , b] و محور xها 

را پيدا کنيد. (شکل روبه رو) 

حد و پيوستگی

خط مماس
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از منظر سنتی و تاريخی آن بخش از حساب که از مسألهٔ مماس برآمده است «حساب ديفرانسيل» 

ناميده  انتگرال»  «حساب  است  برآمده  مساحت  مسأله  از  که  حسابان  از  بخش  آن  و  می شود  ناميده 

می شود. کشف رابطه بين اين دو حساب که تحت عنوان قضيه اساسی عرضه می گردد باعث شده است 

که تفکيک ميان اين دو، دشوار بوده و مطالعه هر دو مسأله تحت عنوان حساب ديفرانسيل و انتگرال 

انجام گيرد.

برای حل کردن مسأله های مماس و مساحت لازم است درک و فهم دقيق تری از مفاهيم «خط 

مماس» و «مساحت» داشته باشيم.

مسألهٔ  مطالعه  و  بررسی  پرداخته،  حد  مفهوم  و  مماس  خط  تبيين  و  توضيح  به  فصل  اين  در 

مساحت را به فصل ٤ واگذار می کنيم.

٢ـ٢ـ خط های مماس و حد
در هندسه مسطحه، يک خط بر دايره مماس است، هرگاه آن خط دايره را دقيقاً در يک نقطه 

زير  (شکل  نيست  صادق  منحنی ها  ديگر  انواع  برای  تعريف  اين  الف).  قسمت  زير  (شکل  کند  قطع 

قسمت ب). خطی که دقيقاً در يک نقطه منحنی را قطع می کند، مماس نيست. در شکل زير قسمت (پ) 

اين خط بر منحنی مماس است در حالی که منحنی را بيش از يک بار قطع کرده است.

(پ)(ب)(الف)

برای اينکه تعريف مفهوم خط مماس را برای منحنی هايی غير از دايره بيان کنيم، بايد با روشی 

ديگر خط های مماس را درنظر بگيريم. 

 A نقطهٔ دلخواه و متمايز با B درنظر می گيريم. اگر x-y را روی يک منحنی در صفحه A ٔنقطه

روی منحنی باشد، به خطی که از نطقهٔ A و B می گذرد، خط قاطع می گوييم (شکل صفحهٔ بعد قسمت 

الف). شهود ما پيشنهاد می کند که اگر نقطهٔ B را روی منحنی به سوی A حرکت دهيم، خط قاطع به 

سوی يک حالت «حدی» دوران می کند (شکل صفحهٔ بعد قسمت ب). خط T که اين حالت (مکان) 

حدی را اشغال می کند، را به عنوان خط مماس در نقطه A درنظر می گيريم.
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(پ)  قسمت  زير  شکل  از  که  همان گونه 

معلوم است، اين مفهوم جديد از يک خط مماس با 

مفهوم معمولی که برای دايره به کار می رود منطبق 

و سازگار است.

o x

y

B

A

T

o x

y

(الف)

(ب) (پ)

٢ـ٣ـ مفهوم حد ـ فرايند حد
پيدايش  موجب  در صفحه،  ناحيه  يک  مساحت  مسألهٔ  و  مماس  مسألهٔ خط  بررسی  و  مطالعه 

شهودی و تقريبی مفهوم رياضی جديدی به نام «حد» شد. تلاش های بعدی بر روی دقيق کردن مفهوم 

و  آن  از  نتايج حاصل  بررسی  و  مطالعه  گرديد. سپس  متمرکز  رياضيات  در  آن  يافتن  رسميت  و  حد 

کاربردهای آن در رياضيات و در علوم ديگر  در دستور کار قرار گرفت. خيلی زود مشخص گرديد 

پيدايش  بسيار،  مسائل  حل  باعث  مساحت  مسأله  و  مماس  خط  مسأله  حل  از  فراتر  حد  مفهوم  که 

انديشه های رياضی بسيار و به طور کلی رشد و توسعه وسيع رياضيات گرديد.

يکی از نقش آفرينی های اساسی مفهوم حد که موجب کاربردهای وسيع و حل مسائل بسياری 

در حوزه های علمی ديگر شد، بررسی رفتار تابع است. بسياری از پديده های طبيعی و فيزيکی، بسياری 

از مسأله های واقعی پس از صورت بندی رياضی به صورت يک تابع درمی آيد.

بنابراين بررسی رفتار تابع، دربرگيرنده بسياری از پديده های طبيعی، فيزيکی، اقتصادی، زيستی 

به صورت  مفهوم حد  مطالعه  و  بررسی  به  اين بخش  در  می باشد.  مربوطه  واقعی  و … و حل مسائل 

شهودی و تقريبی می پردازيم.

خطوط قاطع

خطوط قاطع
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يت
فعال

sin و دو دنباله {n(٠/١)} و {n(٠/١)-} را درنظر می گيريم، (مقادير  xf (x)
x

برای شروع تابع 

x برحسب راديان است).

الف) سه جملهٔ اوّل هر کدام از دنباله های بالا را بنويسيد و حدس بزنيد هر کدام از دو 

دنباله به چه عددی همگرا هستند؟

ب) جدول زير را تکميل کنيد.

         x از راست به عدد … نزديک می شود      x از چپ به عدد … نزديک می شود
        

٠/١-٠/٠١-٠/٠٠١-٠/١٠x

٠/٩٩٩٩٩٠/٩٩٩٩٠/٩٩٨٣?٠/٩٩٨٣f  (x)

            f(x) به عدد … نزديک می شود           f(x) به عدد … نزديک می شود
       

به صورت  نشده است  تعريف   x=که در ٠ sin xf (x)
x

تابع  نمودار  فعاليت  اين  در 

شکل زير است:

0 x

y

1

� �2 �� �2�0 x

y

1

� �2 �� �2�

نتايج به دست آمده از جدول بالا را از روی نمودار تابع f بررسی نماييد.

تمرين در کلاس

xf را درنظر می گيريم. (x)
x

3 1
1

تابع  

١ــ پنج جملهٔ اوّل هر کدام از دنباله های {١-n(٠/١)-١}  و  {١-n(٠/١)+١} را بنويسيد و حدس 

بزنيد هر کدام از دو دنباله به چه عددی همگرا هستند؟
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٢ــ جدول زير را تکميل کنيد.

x از چپ به عدد … نزديک می شود x از راست به عدد … نزديک می شود  

١١/١١/٠١١/٠٠١١/٠٠٠١١٠/٩٩٩٩٠/٩٩٩٠/٩٩٠/٩٠x

٢/٩٩٧٠٠١٢/٩٧٠١٢/٩٧١١?٣٣/٣١٣/٠٣٠١٣/٠٠٣٠٠١f  (x)

     f(x) به عدد … نزديک می شود   f(x) به عدد … نزديک می شود

٣ــ نمودار تابع f را در صفحهٔ مختصات رسم کنيد و سپس به کمک نمودار تابع حدس بزنيد 

که اگر x با مقادير بزرگ تر از ١ به ١ نزديک شود و همچنين x را با مقادير کوچک تر از ١ به ١ نزديک 

کنيم، f(x) به چه عددی نزديک خواهد شد؟

در تمرين و فعاليت بالا با تابعی روبه رو بوديم که متغير x (در دامنه تابع) به عددی مانند � نزديک 

را  مفهوم  اين  نزديک می شوند؟  به عدد خاصی  تابع  مقدارهای  آيا  که  بود  اين سؤال مطرح  و  می شد 

حدگيری از تابع در نقطه a می نامند (فرايند حد)

از فعاليت بالا نتيجه می گيريم، وقتی متغير x (در دامنه f) بسيار بسيار به صفر نزديک باشد (با مقادير 

بزرگ تر از صفر و يا کوچک تر از صفر)،  مقدارهای f(x) به ١ نزديک هستند. ميزان نزديک بودن آنها به ١، 

بستگی به ميزان نزديک بودن x به صفر دارد. در حقيقت، به نظر می رسد که می توانيم مقدارهای f(x) را هر 

چقدر که بخواهيم به ١ نزديک کنيم، به شرطی که x را به اندازه کافی به صفر نزديک کرده باشيم و اين را چنين 

می گوييم «حد تابع f وقتی که x به صفر ميل می کند برابر ١ است» و می نويسيم:

x

sin xlim
x0

1

همچنين از تمرين در کلاس نتيجه می گيريم، وقتی متغير x (در دامنه f) بسيار بسيار نزديک به 

ميزان  هستند.  نزديک   ٣ به   f(x) مقدارهای   ،(١ از  يا کوچک تر  و   ١ از  بزرگ تر  مقادير  (با  باشد   ١

نظر می رسد که  به  به ١ دارد. در حقيقت،    x بودن نزديک  ميزان  به  به ٣، بستگی  آنها  بودن  نزديک 

می توانيم مقدارهای f(x) را هر چقدر که بخواهيم به ٣ نزديک کنيم، به شرطی که x را به اندازه کافی 

به ١ نزديک کرده باشيم و اين را چنين می گوييم «حد تابع f وقتی که x به ١ ميل می کند برابر ٣ است» 

و می نويسيم:

x

xlim
x

3

1

1
3

1
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به   f تابع دلخواه  برای يک  در تمرين و فعاليت صفحات قبل مفهومی بررسی شد که می توان 

صورت زير تشريح کرد.

فرض کنيد نمودار تابع دلخواه f در حوالی ٠=x به شکل زير باشد.

0 x

y

1

x1 x1x2x

x2

x1

با مشاهده نمودار f اگر مقدارهای x که همان مقدارهای دنباله دلخواه {xn} هستند، همگرا به 

صفر باشند، دنباله {f(xn)} به ١ همگراست و نيز اگر متغير x (x عضو دامنه f) با مقدارهای بزرگ تر و 

کوچک تر از صفر به صفر ميل کند f(x) به ١ ميل می کند.

در حالت کلی از نمادگذاری زير استفاده می کنيم:

فرض می کنيم مجموعهٔ D که زير مجموعه ای است از مجموعه اعداد حقيقی، 

دامنه تابع f باشد. اگر مقدار f(x) ميل کند به عدد L، وقتی که x (عضو D) به a ميل کند. 

x a
lim f (x) L می نويسيم 

و می خوانيم «حد f(x) وقتی x به a ميل می کند برابر L  است».

به a ميل می کند» x ≠ a می باشد و اختلاف x و a کوچک و   x» تذکر: وقتی می گوييم که
 a در يک همسايگی چپ يا راست (يا هر دو) نقطه  f کوچک تر می شود، فرض بر اين است که تابع

تعريف  شده باشد.

f نمودار
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تمرين در کلاس

دنباله های  اوّل  جملهٔ  چهار  ازای  به   xf (x)
x 1 1

تابع   مقادير  وضعيت  و  ويژگی ها 

{n(٠/١)} و {n(٠/١)-} را در نزديکی ٠=x با تنظيم جدول و رسم نمودار تابع توصيف کنيد و سپس 
 را تخمين بزنيد.

x
lim f (x)

0

حدودی که وجود ندارند.

| و دنباله های {١-n(٠/١)} و {١-n(٠/١)-} را درنظر می گيريم. x |f (x)
x

تابع 

الف) پنج جملهٔ اوّل دنباله های داده شده را بنويسيد.

ب) جدول زير را برای تابع f تکميل کنيد.

  x با مقادير بزرگ تر از صفر به صفر نزديک می شود        x با مقادير کوچک تر از صفر به صفر نزديک می شود

 
١-٠/١-٠/٠١-٠/٠٠١-٠/٠٠٠١-١٠/١٠/٠١٠/٠٠١٠/٠٠٠١٠x

| x |f (x)
x

                       f(x) به عدد … نزديک می شود   f(x) به عدد … نزديک می شود
            

| که در زير آمده است توضيح  x |f (x)
x

تابع  به دست آمده خود را روی نمودار  نتايج  پ) 

دهيد.

يت
فعال

0
x

y

1

�1

 وجود دارد؟
x

| x |lim
x0

ت) آيا 
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در حالت کلی:
الف) در يک تابع f اگر متغير x (در دامنه f) با مقادير بزرگ تر از عددی مانند a به a نزديک شود 

L ميل کند گفته می شود تابع f در نقطهٔ a حد راست دارد و مقدار اين 
١
و مقادير f(x) به عددی مانند 

L است و می نويسيم:
١
حد 

x a
lim f (x) L1

L را حد راست تابع f در a می ناميم.
١

x

| x |lim
x0

1 بنابراين از اين فعاليت نتيجه می گيريم:              

ب) در يک تابع f اگر متغير x (در دامنه f) با مقادير کوچک تر از عددی مانند a به a نزديک 

L نزديک شود گوييم تابع f در نقطهٔ a  حد چپ دارد و مقدار اين 
٢
شود و مقادير f(x) به عددی مانند 

L است و می نويسيم: 
٢
حد 

x a
lim f (x) L2

x

| x |lim
x0

بنابراين از فعاليت نتيجه می گيريم: 1

تمرين در کلاس

و   
x
lim f (x)

1
مقادير  سپس  و  کنيد  رسم   [٠,٢) بازه  در  را   f(x)=x+[x] تابع  نمودار  ابتدا 

 وجود دارد؟
x
lim f (x)

1
 را تخمين بزنيد. آيا 

x
lim f (x)

1

طرح يک مسأله

تابع  رفتار  گوييم  اصطلاحاً  کنيد.  بررسی  را   
x
lim sin

x0
و   

x
lim sin

x0
حدهای  وجود 

f را در مجاورت ٠=x بررسی می کنيم. (x) sin
x

ميل  صفر  به  صفر  از  بزرگ تر  مقادير  با  که  می گيريم  نظر  در  دنباله هايی  اوّل  حد  مورد  در 

می کنند.

دنباله  اين  مقادير  ازای  در  را  تابع  مقادير  به صفر است.  na همگرا 
n
1 دنباله  ١ــ می دانيم 

محاسبه می کنيم. (جدول ١)
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(جدول ١)

…
1
4

1
3

1
2

١an

…sin٤πsin٣πsin٢πsinπf(an)

سپس جملات دنباله {f(an)} همگی برابر صفر بوده و اين دنباله به صفر همگرا است.

دنباله  اوّليه  جملات  می گيريم،  درنظر   nb
n
2

4 1
عمومی  جمله  با  را   {bn} دنباله  ٢ــ 

مقادير  اين  ازای  به  است.  صفر  به  همگرا  دنباله  اين  که  می دانيم  و  بوده   , , , ,2 2 2 2

5 9 13 17

جدول(٢) را تشکيل می دهيم:
(جدول ٢)

…
2
17

2
13

2
9

2
5bn

…١١١١f(bn)

پس دنباله {f(bn)} دنباله ثابت ١ بوده و همگرا به عدد ١ می باشد.

, که به صفر همگراست در نظر می گيريم.  , , ,2 2 2 2
3 7 11 15

٣ــ دنباله {cn} را با مقادير 

مشابهاً جدول (٣) را برای مقادير تابع به ازای اين xها محاسبه می کنيم:

(جدول ٣)

…
2
15

2
11

2
7

2
3cn

…-١-١-١-١f(cn)

پس دنباله {f(cn)} به عدد ١- همگراست.

حالی که  در   nn
lim f (c ) 1 و   nn

lim f (b ) 1 و   nn
lim f (a ) 0 که  می کنيم  ملاحظه 

يعنی دنباله های به دست آمده برای مقادير تابع به يک عدد ثابت و  n n nn n n
lim a lim b lim c 0
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مشخص همگرا نيستند در حالی که همه دنباله های عدد انتخاب شده به صفر همگرا بودند.

همگرايند،  به صفر  از صفر  مقادير کوچک تر  با  که  دنباله هايی  انتخاب  با  فوق  مشابه وضعيت 

 را بررسی کنيد.
x
lim f (x)

0
وجود يا عدم وجود 

nb را به کار گيريد.
n
2

4 1
na و 

n
1 برای نمونه می توانيد دنباله های 

با استفاده از ماشين حساب های علمی و يا رايانه ملاحظه می کنيم که نمودار تابع f به شکل زير 

می باشد.

x0

y

1 2�2 �1
�

1
2

1
2

y  �1

y 1

ملاحظه می کنيم که مقادير تابع در مجاورت ٠=x  بين دو عدد ثابت ١ و ١- کم و زياد می شوند، 

در اين صورت گفته می شود تابع در مجاورت ٠=x رفتاری نوسانی دارد و نيز نمودار تابع به صورت 

موج های فشرده تری به محور y گرايش دارند.

بازه  بر   f نمودار  قرينه   (-∞ ,٠) بازه  بر   f نمودار  است  فرد  تابعی   ، f (x) sin
x

تابع  چون 

(∞+, ٠) نسبت به محور y است.

 وجود 
x
limsin

x0
پرسش: براساس اطلاعات به دست آمده در جدول های (١) و (٢) و (٣) آيا 

دارد؟

٢ـ٤ـ حد بی نهايت
 مسأله : تصويری از يک شیء که در مقابل آينه مقعر قرار گرفته روی پرده افتاده است، با 

 (p>f  ) اين فرض که فاصله شیء از آينه بزرگ تر از فاصله کانونی
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١ــ رابطه بزرگ نمايی آينه مقعر (m) را بر حسب p و f به دست آوريد.

٢ــ وضعيت m را وقتی که p به f نزديک می شود بررسی کنيد.

و  کانونی  فاصله   f اگر  فعاليت  اين  در 

p فاصله جسم تا آينه و q فاصله تصوير تا آينه 

در  بزرگ نمايی  روبه رو)،  (شکل  شود  فرض 

آينه مقعر برابر است با :

 A Bm
AB

 يا 
qm
p  

١ــ همان طور که در فيزيک ياد گرفته ايد، داريم:

p q f
1 1 1                                                                                 (١)  

در رابطه (١) به جای mp ،q را قرار می دهيم تا رابطه (٢) به دست آيد.

  fm
p f                                                                              

(٢)

٢ــ در رابطه (٢) فاصله کانونی (  f) ثابت است و فاصله شیء تا آينه متغير است و مقدار 

.p مقدار تابعی است  برحسب متغير (m) بزرگ نمايی

اکنون اگر p با مقدارهای بزرگ تر از f به f  نزديک و نزديک تر شود، آنگاه m (بزرگ نمايی) 

بزرگ و بزرگ تر خواهد شد.

 p نزديک کردن  از  حقيقت  در 

می توان   ،f f به  از  بزرگ تر  مقادير  به 

بزرگ  را   m بخواهيم  که  هرچقدر 

بی کران   m (مقدارهای  کنيم  انتخاب 

افزايش می يابند) و از نمادگذاری

p f

flim
p f
استفاده می کنيم.

پرسش: نمادگذاری بالا را به 
کمک شکل روبه رو توصيف کنيد. 

…=  AnBn= … = A٢B٢ = A١B١ طول شیء

يت
فعال

�

� طول تصوير
طول شيیءِ

2 1

2 1

�
2

�
1

�
2�

1

آينه مقعر
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که  را   f (x)
x
1 تابع 

درنظر  است،   R-{٠} آن  دامنه 

در  را  تابع  اين  نمودار  می گيريم. 

حسابان ديده ايد (شکل روبه رو). يت
xفعال

y

o

x

y

o

ملاحظه می کنيم که وقتی x با مقادير بزرگ تر  از صفر (از سمت راست صفر) به صفر نزديک 

که  بگيريم  درنظر  را  دنباله ای  هرگاه  دنباله ها  زبان  به  می شوند.  بزرگ  دلخواه  به  تابع  مقادير  می شود 

که  می دانيم  و  می آيد  دست  به   nf (a ) f ( ) n
n
1 دنباله   na

n
1 دنباله  مانند  کند  ميل  صفر  به 

x
lim

x0

1 nn پس 
lim f (a )

مشابهاً از روی نمودار می بينيم که وقتی x با مقادير کوچک تر از صفر (از سمت چپ صفر) به 

صفر نزديک می شود، مقادير تابع که همگی منفی اند، از هر عددی کوچک تر می شوند. به زبان دنباله ها، 

هرگاه بخواهيم x از سمت چپ به صفر ميل کند، بايد دنباله هايی را درنظر بگيريم که با مقادير منفی به 

، در اين صورت مثلاً f  (an)=-n به دست آمده و  nb
n2
1 na و يا 

n
1 صفر ميل کنند، مانند دنباله 

 
x
lim

x0

1 ، بنابراين:   nn
lim f (a )

f در صفر حد ندارد. (x)
x
1 از اين بررسی نتيجه می گيريم که تابع 

درنظر  را   f (x)
x2
1 تابع  اکنون 

منحنی  يک  تابع  اين  نمودار  می گيريم. 

مجاورت  در  که   x محور  بالای  است 

صفرشاخه های آن به گونه ای مماس وار به 

محور y نزديک می شوند (شکل روبه رو).
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برای آنکه رفتار تابع را در مجاورت صفر بررسی کنيم، به عبارت ديگر در خصوص وجود يا 

عدم وجود حد تابع در صفر مطالعه کنيم، دنباله هايی رادرنظر می گيريم که به صفر ميل کنند (مقادير دنباله 

، در اين صورت: nb
n
1 na و 

n
1 عضو دامنه f)، مانند 

nn n
lim f (a ) lim n2 nn و  n

lim f (b ) lim n2

توجه داريم که مقادير دنباله {an} از راست و مقادير دنباله {bn} از چپ به صفر ميل می کنند. 

x
lim

x20

1
 و 

x
lim

x20

1 بنابراين:                                                                    

در نتيجه اصطلاحاً می گوييم تابع f در نقطه ٠=a دارای حد نامتناهی و يا حد بی کران است. 

، باز هم چنين توصيف می کنيم که تابع f در نقطه a دارای حد نامتناهی است.
x a
lim f (x) وقتی 

 استفاده می کنيم، گوييم f در a دارای حد ∞+ 
x a
lim f (x) حالت کلی: وقتی از نماد 

 x به دلخواه بزرگ و بزرگ تر می شوند، به شرط آن که متغير f(x) است و اين بدان معنی است که مقادير

(عضو دامنه f) به قدر کافی به a نزديک شود. به زبان دنباله ها اين وقتی اتفاق می افتد که برای هر دنباله 

. nn
lim f (a )  ،an→a که  f با مقادير عضو دامنه {an}

تمرين در کلاس 

x
lim( )

x20

1 نشان دهيد که 

f و دنباله های {١-n(٠/١)+١} و {١-n(٠/١)-١} را درنظر  (x)
(x )2

1

1
تابع 

می گيريم:

١ــ پنج جملهٔ اوّل دنباله های بالا را بنويسيد.

٢ــ جدول زير را برای تابع f تکميل کنيد.

-١/١  -١/٠١  -١/٠٠١  -١/٠٠٠١←١→١/٠٠٠١  ١/٠٠١  ١/٠١  ١/١x

f  (x)←؟→

نزديک  خاصی  عدد  به  می شود،  نزديک   ١ به   x وقتی   f(x) مقدارهای  آيا  ٣ــ 

يت
فعال



٦٧

f در شکل زير توضيح  (x)
(x )2

1

1
می شوند؟ جواب خود را از روی نمودار تابع 

دهيد.

0

x
x x

y

1

x

يت
فعال

اين فعاليت به ما نشان می دهد، وقتی x به ١ نزديک می شود، ٢(١-x) به صفر نزديک خواهد 

 x بسيار کوچک منفی می شود. در حقيقت به نظر می رسد که می توان با نزديک کردن 
(x )2

1

1
شد و 

به اندازه کافی به ١، مقدارهای f  (x) را به دلخواه با مقادير منفی کوچک و کوچک تر کرد (مقدارهای 

f  (x) بی کران کاهش  می يابند).

 وجود ندارد.
x
lim

(x )21

1

1
در نتيجه مقدارهای f  (x) به هيچ عدد ميل نمی کند. بنابراين 

 
x
lim

(x )21

1

1
نمادگذاری  از  آمده  اين فعاليت پيش  برای نشان دادن وضعيتی که در 

استفاده می کنيم.

 استفاده می کنيم، گوييم f در a دارای حد ∞ - است.
x a
lim f (x) حالت کلی: وقتی از نماد 

و اين بدان معنی است که مقادير f(x) با مقدارهای منفی کوچک و کوچک تر می شوند (مقادير 

 a به قدر کافی به (f عضو دامنه) x با مقادير منفی کاهش می يابند) به شرط آن که متغير f(x) بی کران 

 f با مقادير عضو دامنه {a
n
نزديک شود. به زبان دنباله ها، اين وقتی اتفاق می افتد که برای هر دنباله {

. nn
lim f (a )  ،a

n
→a که

تمرين در کلاس       

x
lim

(x )21

1

1
نشان دهيد که 



حساب ديفرانسيل و انتگرال ٦٨

 ـ ٥  ـ حد در بی نهايت ٢
تا اينجا رفتار تابع را در حول و حوش عددی حقيقی مانند a مورد مطالعه قرار داده ايم، به عبارت 

دقيق تر وجود يا عدم وجود حد تابع را در نقطه مشخص a بررسی کرده ايم. در اين بخش علاقه منديم تا 

رفتار تابع را برای مقادير بسيار بزرگ x و يا برای مقادير بسيار کوچک ولی از حيث قدرمطلق بزرگ، 

مورد مطالعه قرار دهيم. رفتار تابع را برای xهای بزرگ و بی کران مثبت، حد در ∞+ و رفتار تابع را 

 f (x)
x
1 برای xهای بزرگ و با علامت منفی (بی کران منفی) حد در ∞- ناميده می شود. به مثال تابع 

که نمودار آن نيز در صفحهٔ ٦٥ کتاب ملاحظه گرديد برمی گرديم. وقتی x مقادير بزرگ و بزرگ تر را 

تابع  مقادير  می کند،  تغيير  به اصطلاح  مثبت روی خط حقيقی  يعنی در جهت xهای  می کند،  اختيار 

کوچک و کوچک تر شده و از هر عدد مشخصی کوچک تر می شوند. به لحاظ شهودی، همچنان که در 

شکل نمايان است نمودار اين تابع در سمت راست و برای xهای بزرگ رفته رفته به محور x نزديک تر 

می شود يعنی فاصله نقاط اين شاخهٔ نمودار از محور x، کوچک و کوچک تر می شود.

با ابزار دنباله نيز می توانيم مسأله را بهتر بررسی کنيم، منتهی چون مرادمان حد در ∞+ است، بايد 

 an=n با ضابطه {an} دنباله ها را چنان اختيار کنيم که به ∞+ واگرا باشند. برای نمونه فرض کنيم دنباله

x
lim

x
1

0  پس می گوييم 
n
lim

n
1

0 n و می دانيم 
n

f (a )
a n
1 1 يک چنين دنباله ای باشد پس 

و  بزرگ  قدرمطلق  لحاظ  از  ولی  دارند  منفی  xها علامت  يعنی  می کنند،  ميل   -∞ به  xها  وقتی  مشابهاً 

بزرگ تر می شوند. بنابراين دنباله ها را طوری بايد اختيار کنيم که به ∞- واگرا باشند. برای نمونه هرگاه با 

 ،
x
lim

x
1

0 nn پس 
lim f (a ) n و می دانيم که 0

n
f (a )

a n2
1 1

1
دنباله n٢-١=an کار کنيم، 

و اين واقعيتی است که از نمودار نيز به خوبی مشهود است.

، منظورمان آن است که مقادير f(x) را هرچقدر 
x
lim f (x) L حالت کلی: وقتی می نويسيم 

که بخواهيم به L نزديک کنيم به شرط آنکه xهای عضو دامنه f به قدر کافی بزرگ باشند.

تمرين در کلاس

 را حدس بزنيد.
x

xlim
x 1

دبير: 

محسن اين گونه مسأله را بررسی کرده است:



٦٩

 با مقادير بزرگ و بزرگ تر x سرو کار 
x

xlim
x 1

در رابطه با حدسيه سازی 

 x+ناچيز است. پس اگر ١ x داريم. پس عدد ١ و يا هر  عدد ثابت ديگری، در مقابل

x تقريب می گردند، بنابراين مقادير 
x

1 مخرج کسر را با x تقريب کنيم، مقادير تابع با 

که  می زنيم  نتيجه حدس  در  هستند.   ١ نزديک  عددهايی  بزرگ،  xهای  برای  تابع  اين 

x

xlim
x

1
1

آيا استدلال و تفکر شهودی محسن درست است؟

می توانيد دنباله های {an} و {bn} با ضابطه های an=n و ١+bn=n٢ را که هر دو 

به ∞+ واگراهستند، محک بزنيد.

 چگونه فکر می کنيد؟
x

xlim
x 1

در مورد مقدار 

و  نزديک   L به   f  (x) آنگاه  کوچک تر  شود،  و  منفی کوچک  مقادير  با   x هرگاه  کلی:  حالت 
 و گوييم حد تابع f در ∞- برابر L  است.

x
lim f (x) L نزديک تر می شود، می نويسيم 

توجه داشته باشيد که وقتی x مقادير منفی را اختيار کند، برای آن که مرتب کوچک تر شود بايد 

قدرمطلق آن بزرگ تر گردد.

تمرين در کلاس

 را در صورت وجود، حدس بزنيد.
x

xlim
x2 1  

 و
x

xlim
x2 1  

١ــ مقدارهای

٢ــ نمودار تابع f در شکل زير نشان داده شده است:

حدهای زير را حدس بزنيد.

x
lim f (x)

2
الف) 

x
lim f (x)

2
ب) 

x
lim f (x) پ)  

x
lim f (x) ت) 

o x

y

1

1 2

2
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xf و دنباله {an} با ضابطه ١٠n- =an را درنظر بگيريد. (x)
x
1 ٣ــ تابع  

الف) وقتی x مقادير اين دنباله را طبق جدول زير اختيار کند f  (x) را محاسبه کنيد.

-١٠-١٠٠-١٠٠٠-١٠٠٠٠an

f(an)

 وجود دارد؟
x
lim f (x) ب) آيا 

نمودار   به  توجه  با  را  خود  جواب 

آمده  روبه رو  شکل  در  که   xf (x)
x
1

( xf (x)
x x
1 1

1 کنيد.( توجيه  نيز 

ox

y

x

1

�1

x

١ــ با استفاده از نمودار f که در زير داده شده است، مقدار هريک از عبارت های زير را، در 

صورت وجود، مشخص کنيد. اگر اين مقدار وجود ندارد توضيح دهيد که چرا وجود ندارد. 

 
x
lim f (x)

1
الف) 

x
lim f (x)

0
ب) 

 
x
lim f (x)

2
پ) 

x
lim f (x)

4
ت) 

مسا ئل

x

y

1

10

2

2

3

3

4

4
�1

�1

�2

�2
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٢ــ تابع هِوی سايد (Heaviside) به صورت زير تعريف می شود: 

, t
H(t)

, t
1 0

0 0  

از اين تابع در مدارهای الکتريکی برای نشان دادن هجوم ناگهانی جريان الکتريکی، يا ولتاژ، در 

لحظه زدن کليد استفاده می شود. 

الف) نمودار تابع هوی سايد را رسم کنيد. 

 را مشخص کنيد. 
t
lim H(t)

0
 و 

t
lim H(t)

0
ب) مقدار عبارت های 

٣ــ تابع علامت (يا تابع signum) به صورت زير تعريف می شود: 

, x
xsgn(x) , x
x

, x

1 0

1 0

0 تعريف نشده 

الف) نمودار تابع علامت را رسم کنيد.                           

 را مشخص کنيد. 
x
lim sgn(x)

0
 و 

x
lim sgn(x)

0
ب) مقدار عبارت های 

٤ــ نمودار تابع f (x) = [x] + [-x] را رسم نموده و حدهای زير را مشخص کنيد. 

 
x
lim f (x)

1
الف) 

 
x
lim f (x)

1
ب) 

x
lim f (x)

1
پ) 

، (به ازای هر a عضو R ؟ 
x a
lim f (x) آيا می توان نوشت: 1

xf در بازه [١,١-]، مقدار هريک از عبارت های زير را، در  (x)
[x]

٥ــ با رسم نمودار تابع 

صورت وجود، مشخص کنيد. 
 

x

xlim
[x]0

                           ب) 
x

xlim
[x]0

الف) 

([ ] علامت جزءِ صحيح است.) 

 را پيدا کنيد.
x

sin xlim
x0

٦ــ مقدار 
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٢ـ٦ـ مفهوم رياضی حد
g(x) در مجاورت ٠ = x (به ازای  sin

x
همان طور که در فعاليت بخش اوّل بررسی شد، تابع 

 ،{xn} و {cn} و {bn} و {an} دارای رفتاری نوسانی است و به ازای دنباله های همگرا به صفر (x ≠ ٠

 همگرا می شوند 
1

2
دنباله های {g(an)} و {g(bn)} و {g(cn)} و {g(xn)} به ترتيب به ٠ و ١ و ١- و 

ثابتی ميل نمی کند  به سمت يک عدد   g(x) به صفر مقدارهای به ازای هر دنباله دلخواه همگرا  يعنی 

 وجود ندارد. 
x
lim sin

x0
بنابراين 

g(x) جلوی حد داشتن آن را  sin
x

البته نبايد اين ذهنيت به وجود آيد که فقط نوسان های 

f در مجاورت ٠ = x خواهيم  (x) x sin
x

 ،x ≠ می گيرند. زيرا با بررسی وضعيت تابع ٠ x = در ٠

g(x) دارای نوسان است، امّا در اينجا نوسان ها به وسيلهٔ عامل ميرايی  sin
x ديد اين تابع مانند تابع 

x، مستهلک می شوند. برای يادگيری بهتر مفاهيم «عامل ميرايی x» و «مستهلک شدن نوسان ها» ابتدا 

g(x) به کار برديم، با تابع  sin
x

جدول های زير را به کمک دنباله های فعاليت بخش اوّل که برای تابع 

f تنظيم می کنيم.  (x) x sin
x

 ،x ≠ ٠

(٥)n

n

x a

f (a )

1 1 1 1
1

2 3 4 5
0 0 0 0 0 0  

(٦)

n

n

x b

f (b )

2 2 2 2 2

5 9 13 17 21
2 2 2 2 2

0
5 9 13 17 21  

(٧)

n

n

x c

f (c )

2 2 2 2 2

3 7 11 15 19
2 2 2 2 2

0
3 7 11 15 19  

(٨)

n

n

x x

f (x )

6 6 6 6 6

13 25 37 49 61
3 3 3 3 3

0
13 25 37 49 61  



٧٣

با مشاهدهٔ جدول های ٥ و ٦ و ٧ و ٨ معلوم می شود که با نزديک کردن x (مقدار دنباله) به صفر، 

می توان هرچقدر که بخواهيم f (x) را به صفر نزديک کنيم و عاملی که باعث شده به ازای هر دنباله 

همگرا به صفر نظير {an} و {bn} و {cn} و {xn} و …، f (x) به صفر ميل کند همان عامل «x» است 

sin ضرب شده و f (x) را به وجود آورده است. 
x

که در 

sin و
x

1 1 ،x ≠ از طرفی به ازای هر ٠ 

x xsin x
x

 ،x > ٠

x xsin x
x

 ، x < ٠

از اين رو در هر حالت f (x) بين y = x و y = -x قرار می گيرد و چون تابع f زوج است نمودار 

f و  y = x و  (x) x sin
x

f نسبت به محور y تقارن دارد و حد مشترک توابع  (x) x sin
x

تابع 

y = -x  وقتی ٠ → x، مساوی صفر است. 

y

x1
2

2
3

1
3

1
4

1 2�
2
3

�2 �1

y xy x �

f (x) x sin
x

نمودار 
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. در 
x
lim xsin

x0
f به طور شهودی نشان داده شد که 0 (x) x sin

x
با بررسی رفتار تابع 

 وجود ندارد، از اين رو برای طرح مفاهيم حد و اثبات قضايايی در باب حدود، 
x
lim sin

x0
حالی که 

تعريف حد را با رويکرد دقيق رياضی بيان می کنيم. 

توضيح اينکه در اين بخش با تابع هايی سروکار داريم مانند f:D → R که دامنهٔ آن D، زيرمجموعه ای 

از R  (مجموعهٔ اعداد حقيقی) است. در اين کتاب وقتی از حد تابع f در نقطهٔ x=a صحبت می کنيم فرض 

بر اين است که تابع f در يک همسايگی چپ يا راست ( يا هر دو) نقطه a تعريف شده باشد. 

تعريف   : فرض کنيم D زيرمجموعه ای از R  و  f:D → R يک تابع باشد، در 
 ،

x a
lim f (x) L اين صورت، گوييم حد تابع f در a، عدد حقيقی L است و می نويسيم، 

 {f (an)} دنباله ،(an ≠ a) همگراست a که به {an} مانند f هرگاه به ازای هر دنباله از نقاط دامنه

به L همگرا باشد. 

دقت کنيد چون حد دنباله {f (an)} در صورت وجود يکتا است، حد تابع f در نقطه a نيز در 

 نشان می دهيم. 
x a
lim f (x) صورت وجود يکتا است که آن را با 

 
x

xlim
x

2

1

1
2

1
مثال :  به کمک تعريف ثابت کنيد: 

f (x) = x + داريم١ x ≠ نامعين است و برای هر ١ x = به ازای ١ (x )(x )f (x)
x
1 1

1
حل :  تابع 

و برای هر دنباله {an} که ١ ≠ an و همگرا به ١ داريم: 

n nn n
lim f (a ) lim (a )1 1 1 2  

بنابراين
x
lim f (x)

1
2

  
 تمرين در کلاس

به کمک تعريف ثابت کنيد: 

 
x a x a
lim x a , lim c c ١ــ c عدد ثابت، 

 
x a
lim x a2 2                                  ٣ــ 

x
lim xsin

x0
٢ــ 0

 (a ≥ زوج باشد، ٠ n اگر) عددی است طبيعی n ، n n

x a
lim x a ٤ــ 
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f در نقطه ٠ = x حد ندارد. (x) sin
x

 مسأله : به کمک تعريف ثابت کنيد تابع 
در فعاليت زير نشان می دهيم تابع f در ٠ = x حد ندارد: 

١ــ دو دنباله به نام های {an} و {bn} مثال بزنيد که هردو مخالف صفر اند ولی به عدد صفر 

همگرا باشند. 

٢ــ دنباله های {f (an)} و {f (bn)}  به چه عددی همگرا هستند؟ 

 وجود دارد؟ 
x
lim sin

x0
٣ــ آيا 

در فعاليت بالا 

nb هردو مخالف صفرند 
n

1
1

2
2

na و {bn} با ضابطه 
n
1 ١ــ دنباله های {an} با ضابطه 

ولی به صفر همگرا هستند. 

nn n n
lim f (a ) lim sin n lim 0 0 ٢ــ  

nn n n
lim f (b ) lim sin( n ) lim2 1 1

2  

٣ــ چون حد دنباله در صورت وجود يکتا است و در اين فعاليت 

 وجود ندارد. 
x
lim sin

x0
n بنابراين طبق تعريف (١)،  nn n

lim f (a ) lim f (b )

تمرين در کلاس
ثابت کنيد: 

 وجود ندارد. 
x
lim cos

x0

1 ١ــ 

x در نقطه صفر دارای حد نيست. , xf (x)
x , x

2 0

1 0
٢ــ تابع f با ضابطه 

قضيه صفحهٔ بعد محاسبه حد بسياری از توابع را بدون مراجعه مستقيم به تعريف (١) امکان پذير 

می سازد. 

يت
فعال
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که  باشند  تابع هايی   f و   g:D → R و  باشد    R از  زيرمجموعه ای   D کنيم  فرض   :  ١ قضيه 
 در اين صورت 

x a x a
lim f (x) L , lim g(x) L1 2

 
x a
lim (f g)(x) L L1 2 الف) 

x a
lim (f g)(x) L L1 2 ب) 

، c عددی ثابت است. 
x a
lim (cf )(x) cL1 پ) 

 
x a
lim (f .g)(x) L .L1 2

ت) 

x a

Llim f g (x)
L
1

2

ث) اگر ٠ ≠ L٢ آنگاه 

نتيجه :  با استفاده از استقراءِ رياضی از قضيه (١) نتيجه می شود: 

n nx a x a x a
lim (f (x) f (x) f (x)) lim f (x) lim f (x)1 2 1

 
n nx a x a x a x a

lim (f (x)f (x) f (x)) lim f (x) lim f (x) lim f (x)1 2 1 2  

مثال : نشان دهيد: 
 n n

x a
lim x a الف) 

 
x a
lim P(x) P(a) ب) اگر P(x) يک چندجمله ای دلخواه باشد آنگاه 

پ) اگر P(x) و Q(x) دوچندجمله ای دلخواه باشند و ٠ ≠ Q(a) آنگاه: 

x a

P(x) P(a)lim
Q(x) Q(a) حل :  

n n n
x a x a x a x a
lim x ( lim x) ( lim x) ( lim x) a الف)  

ب) اگر a٠ + ... + ١-١xn-P(x) = anxn + an آنگاه طبق قسمت الف و قسمت پ قضيه (١) 

nداريم:  n
n nx a x a x a x a

lim P(x) a lim x a lim x lim a1
1 0

 

= anan + an-١an-١ + ... + a٠ = P(a)  

پ) طبق قسمت (ث) قضيه (١) و قسمت (ب) مثال (٢) داريم: 
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x a

x a
x a

lim P(x)P(x) P(a)lim
Q(x) lim Q(x) Q(a)

 

اثبات قضيه (١)
 

nn
lim f (a ) L1

دنباله دلخواه {an}، همگرا به a را که an ≠ a است درنظرمی گيريم چون 

nn پس: 
lim g(a ) L2 و 

n n n nn n n
lim (f (a ) g(a ) lim f (a ) lim g(a ) L L1 2

 

x a
lim (f g)(x) L L1 2

 
در نتيجه

 

n nn n
lim cf (a ) c lim f (a ) cL1

 

n n n nn n n
lim f (a )g(a ) lim f (a ) lim g(a ) L L1 2

 

x a x a
lim cf (x) cL , lim (f .g)(x) L L1 1 2

 
در نتيجه 

nnn
n n nn

lim f (a ) Lf (a )lim , L
g(a ) lim g(a ) L

1
2

2

0

 

x a

Lf (x)lim , L
g(x) L

1
2

2

0
در نتيجه  

تمرين در کلاس 
١ــ به کمک قضيه (١) ثابت کنيد: 

x a
lim (f (x) L) 0  اگر و تنها اگر 

x a
lim f (x) L

٢ــ به کمک قضيه (١) ثابت کنيد: 

  
x

xlim
x

2

2

4
1 3

ب)    
x
lim x2

2
9 36 الف) 

x
lim(x )(x x)2 2

1
1 4 پ) 
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٢ـ٧ـ قضيه فشردگی
در بعضی مواقع برای محاسبهٔ حد يک تابع، مقايسهٔ آن تابع با دو تابع که دارای حد معلوم هستند 

مفيد می باشد (هرسه تابع بايد در حوالی يک نقطه باهم مقايسه شوند). 

 x ≠ به ازای ٠ f (x) x sin
x
1 برای مثال در شکل (١) اين بخش مشاهده می شود نمودار تابع 

همواره بين نمودارهای دو تابع g(x) = x و h(x) = -x قرار دارد و با توجه به شکل (١) اگر x به صفر 

 ميل کند، هر دو تابع g(x) = x و h(x) = -x به صفر ميل می کنند و به طور شهودی نتيجه می شود که اگر

 ٠ → x آنگاه f (x)، که بين g(x) و h(x) فشرده شده است به صفر ميل می کند. اين ايده محتوای قضيه 

زير موسوم به قضيه فشردگی است.

(a خــود  در  احتمالاً  a،(بـه   جز  شامل  بــازی  بــازهٔ  در   x هـر  ازای  بــه  قضيه ٢  :    هرگــاه    

 
x a
lim f (x) L  آنگاه: 

x a x a
lim h(x) L lim g(x) h(x) ≤ f (x) ≤ g(x) و نيز 

توصيف قضيهٔ فشردگی، که گاهی آن را قضيه ساندويج هم می نامند، در شکل زير آورده شده 

است. 

طبق اين قضيه اگر f (x) در نزديکی a بين 

 g و h فشرده شده باشد و اگر حدهای g(x) و h(x)

در a برابر با L باشد، آنگاه تابع f در a حدی برابر 

با L دارد. 

x
lim x sin

x
2

0

1
0 مثال : نشان دهيد 

حل :  ابتدا توجه کنيد که نمی توان نوشت: 
 

x x x
lim x sin lim x lim sin

x x
2 2

0 0 0

1 1

توجه  (با  ندارد  وجود   
x
lim sin

x0

1 زيرا 

 sin
x
1

1 1 که  اين  به علت  ولی   (١ مسأله  به 

پس همان طور که در شکل زير هم مشاهده می شود 

 x x sin x
x

2 2 21

x

y

g
f

ah

0

y

x

y x 2

y x � 2
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 پس طبق قضيه فشردگی نتيجه می گيريم: 
x x
lim x lim( x)2 2

0 0
و می دانيم 0

 
x
lim x sin

x
2

0

1
0  

 اثبات قضيه فشردگی: بايد نشان دهيم که برای هر دنباله دلخواه {an} که همگرا به a است و
 an ≠ a، دنباله {f (an)} به L همگراست. 

و امّا برای هر دنباله {an} که به a همگراست، به ازای n های به اندازه کافی بزرگ، an در يک همسايگی 

 n nn n
lim h(a ) lim g(a ) L محذوف a قرار می گيرد. بنابراين: h(an) ≤ f (an) ≤ g(an) و 

nn (شکل بالا را مشاهده کنيد) 
lim f (a ) L پس طبق قضيه فشردگی در دنباله ها داريم: 

.
x a
lim f (x) L بنابراين 

 A را بر مجموعه f باشد، آنگاه تابع f زيرمجموعه ای از دامنه A تعريف   : اگر
کراندار می ناميم، در صورتی که عدد مثبتی مانند M يافت شود به طوری که برای هر 

|f (x)| ≤ M، x ∈ A

 ،x ∈ Df هر   ازای  به  زيرا  است.  کراندار  دامنه اش  در   f (x) sin
x
1 تابع  الف)   : مثال 

sin
x
1

1

ب) تابع f (x) = [x] بر مجموعه {١ > x > ١- , x ∈ R} = A کراندار است زيرا به ازای 

|f (x)| ≤ يا صفراست و يا ١- يعنی ١ f (x)، x ∈ A هر

تمرين در کلاس 
f در دامنه اش کراندار است.  (x) x21 نشان دهيد تابع 

x

y

10

�1
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f در نقطه صفر حد ندارد ولی  (x) sin
x

يادآوری: همان طور که قبلاً نشان داده شد تابع 
g(x) (شکل (١) را مشاهده کنيد) که  xsin

x
در دامنه اش کراندار است و با مشاهده نمودار تابع 

.
x
lim xsin

x0
بين دو تابع y = x و y = -x فشرده شده است. معلوم می شود که 0

و از اين ايده می توان قضيه زير را بيان کرد، که در محاسبه حد بعضی از توابع به کار می رود. 

 و تابع g در يک همسايگی محذوف a کراندار باشد. آنگاه 
x a
lim f (x) قضيه ٣ : اگر 0

x a
lim f (x)g(x) 0  

مثال : بنابر قضيه (٣) داريم: 
١) 

x
lim(x ) sin

x
2

1

1
1 0

1
 

g(x) کراندار است.  sin
x
1

1
sin يعنی تابع 

x
1

1 1
1

 و 
x
lim(x )2

1
1 زيرا: 0

٢) 
x
lim x x2

0
0  

 r = در يک همسايگی محذوف صفر و به شعاع مثلاً ١ g(x) = [x] و تابع 
x
lim x2

0
زيرا: 0

کراندار است. 

اثبات قضيه (٣): طبق تعريف حد به ازای هر دنباله {an} که همگرا به a باشد و an ≠ a داريم 
 M کراندار است عدد مثبتی مانند a که در يک همسايگی محذوف g و برای تابع nn

lim f (a ) 0

وجود دارد که g(an)| ≤ M| پس طبق قضيه فشردگی نتيجه می شود که دنباله {f (an) g(an)} همگرا به 

x a
lim f (x)g(x) صفر است. بنابراين 0

تمرين در کلاس 

x a
lim f (x) ، آنگاه 0

x a
lim f (x) ١ــ نشان دهيد که اگر 0

x
lim f (x)

0
٢ــ اگر به ازای هر ٠ ≠ x داشته باشيم x٢ + ٣ ≥ f (x) ≥ x٢-٣، مطلوب است 

 
x
lim xD(x)

0
D(x) داده شده است. ثابت کنيد 0

1

0
   

x گويا،
x اصم،٣ــ تابع ديريکله با ضابطه 
                                    

يادداشت
در حالت کلی قاعده زير درست است که در بخش پيوستگی تابع مرکب توضيح داده می شود. 
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n که در اينجا n عددی است  n
x a x a
lim f (x) lim f (x) قاعده ريشه گيری: 

 (
x a
lim f (x) L 0 طبيعی (اگر n زوج باشد، فرض می کنيم 

مثال : طبق قاعده ريشه گيری داريم: 
١) 

x

xlim
x23

2 1 1

25 53 2
 

٢) 
x

xlim
x

33
25

6 1 1

27 32
 

تمرين در کلاس 

 را به دست آوريد. 
x

xlim
x

4
21

15

2 1
مقدار 

٢ـ ٨ ـ حدهای يک طرفه 
و   

x a
lim f (x) L1 اگر  يعنی  يکتاست،  تابع  حد  شد،  بيان  حد  تعريف  از  بعد  همان طورکه 

L١ = Lآنگاه ٢ 
x a
lim f (x) L2

با وجود اين که تابعی مانند f فقط می تواند يک حد در نقطهٔ مفروض داشته باشد، گاهی لازم 

با   x که  وقتی  يا  و  می کند  ميل   a به   a از  بزرگتر  مقدارهای  با   x وقتی  را  توابعی  رفتار  بتوانيم  است 

مقدارهای کوچکتر از a به a ميل می کند، توصيف کنيم. 

همچنين ممکن است f (x)، با نزديک شدن x به a از دوجهت راست و چپ به دو مقدار متفاوت 

ميل کند. (الف، ب در شکل زير) و يا اينکه تابع به ازای xهای کوچکتر از a و يا بزرگتراز a، تعريف 

نشده باشد (پ، ت در شکل زير). 

 f (x) را، حد راست f (x) ميل کند حد a (از سمت راست) به a با مقادير بزرگتر از x در حالتی که

و حد f (x)، وقتی x با مقادير کوچکتر از a (از سمت چپ) به a ميل کند حد چپ f (x) ناميده می شود 

 و حد چپ تابع y = f (x) در نقطه a را با 
x a
lim f (x) و حد راست تابع y = f (x) در نقطه a را با نماد 

 نشان می دهيم. 
x a
lim f (x) نماد 
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با اين توضيح ها دو تعريف زير را بيان می کنيم. همچنين در حد راست تابع f  در نقطه a فرض بر 

اين است که تابع در يک همسايگی راست a تعريف شده و برای حد چپ لازم است تابع در يک  همسايگی 

چپ a تعريف شده باشد. 

تعريف   : گوييم تابع y = f (x) در نقطه a دارای حد راست L است و می نويسيم 
 a به  که   {an} مانند   f دامنه  عضوهای  از  دنباله  هر  ازای  به  هرگاه   ،

x a
lim f (x) L

nn
lim f (a ) L همگراست و an > a داشته باشيم: 

 را درنظر بگيريد. به کمک تعريف حد راست ثابت کنيد 
x , x

f (x)
x , x2

2 1 1

1 1
مثال : تابع 

.
x
lim f (x)

1
2

f (x)

f (x)

xxx

y

a

L2

L1

y f (x)

f (x)

f (x)

xxx

y

a

L2

L1

y f (x)

o

f (x)

xx

y

a

L1

o

f (x)

xx

y

ao

L2

(الف) (ب)

(پ)((ت)
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حل : فرض کنيد {an} دنباله ای دلخواه و همگرا به ١ باشد (١ ≠ an) که مقادير آن همگی از 
١ بزرگتر باشند آنگاه: 

n nn n
lim f (a ) lim (a )2 1 1 1 2  

x
lim f (x)

1
2 پس طبق تعريف 

تمرين در کلاس 

x

x
lim

x0
1 به کمک تعريف حد راست ثابت کنيد: 

تابع y = f (x) در نقطه a دارای حد چپ L است و می نويسيم  تعريف   : گوييم 
 a به  که   {an} مانند   f دامنه  عضوهای  از  دنباله  هر  ازای  به  هرگاه   ،

x a
lim f (x) L

nn
lim f (a ) L همگراست و an < a داشته باشيم: 

 را به کمک تعريف حد 
x
lim f (x)

1
x را درنظر گرفته و  , x

f (x)
x , x2

2 1 1

1 1
مثال : تابع 
چپ به دست آوريد.

حل : فرض کنيد {an} دنباله ای دلخواه و همگرا به ١ باشد (١ ≠ an) که مقادير آن همگی از 
١ کوچکتر باشند آنگاه: 

n nn n
lim f (a ) lim ( a )2 1 2 1 1

 

x
lim f (x)

1
پس طبق تعريف 1

تمرين در کلاس 
 L موجود و مساوی عدد حقيقی 

x a
lim f (x)  و 

x a
lim f (x) به کمک تعريف ثابت کنيد که اگر 

 موجود و مساوی L است. 
x a
lim f (x) باشند آنگاه 

نکته : کليه قضايايی که در اين بخش بررسی شدند، با تغييرات جزئی و بديهی در مورد حدهای 
يک طرفه نيز برقرار هستند. 
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 است. 
x
1  جزءِ صحيح 

x
1 ، که در آن،

x
lim x

x0

1
مثال : ثابت کنيد: 1

x داريم:  , S
x
1

0 حل : می دانيم به ازای هر عدد حقيقیS، S ≥ [S] > ١ - S  و با انتخاب 

( )
x x x
1 1 1

1 1
 

رابطه (١) را برای دو حالت زير درنظر می گيريم. 

١x) طرفين نامساوی های (١) را در ٠ < x ضرب می کنيم.  x
x
1

1 1
 

x
lim x

x0

1
، بنابر قضيه فشردگی داريم: 1

x
lim ( x)

0
1  و 1

x
lim

0
1 چون 1

٢) طرفين نامساوی های (١) را در ٠ > x ضرب می کنيم. 

x x
x
1

1 1
 

، بنابراين طبق قضيه فشردگی داريم:
x
lim ( x)

0
1  و 1

x
lim

0
1 چون 1

x
lim x

x0

1
1

  

x
lim x

x0

1
در نتيجه 1

تمرين در کلاس 

 موجود نيست. 
x

x
lim

x0
نشان دهيد: 

يادآوری: در حسابان ديده ايد که اگر x برحسب راديان باشد نامساوی های زير به ازای xهايی 
، برقرارند  x0

2
sinکه  xcos x

x
1

  (١)

نتيجه : نامساوی |sinx| ≤ |x| به ازای هر x (برحسب راديان) برقرار است. 
، x0

2
برهان  :  نامساوی   بـه     ازای   ٠=x     می شود  ٠≥٠ که اين هم درست  است   و     به    ازای 
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x نيز واضح است که برقرار است زيرا 
2

نامساوی به خاطر (١) برقرار می باشد و نامساوی به ازای 

|sinx| ≤ ١

مثال : به کمک تعريف حد ثابت کنيد: 
 

x a
lim sin x sin a اگر a يک عدد حقيقی باشد، آنگاه 

اثبات : دنباله دلخواه {an} که همگرا به a است و برای هر عدد طبيعی an ≠ a ، n را درنظر 
بگيريد، در اين صورت 

n n n
n n

a a a a a asin a sin a sin cos sin a a2 2
2 2 2  

 nn
lim sin a sin a بنابراين 

 
x a
lim sin x sin a در نتيجه طبق تعريف حد، 

تمرين در کلاس  
 

x a
lim cos x cosa ١ــ ثابت کنيد: 

 
x a

a k , lim tan x tan a
2

٢ــ ثابت کنيد: الف) 

 (k عدد صحيح است) 
x a

a k , lim cot x cot a ب) 

 ـ ٩  ـ محاسبه يک حد مهم  ٢
 (x برحسب 

x

sin xlim
x0

در بخش قبل با جدول و نمودار به صورت شهودی نتيجه گرفتيم که 1

راديان) 

 را ثابت می کنيم.
x

sin xlim
x0

اکنون به کمک قضيه فشردگی درستی تساوی 1

sin xcos x
x

1 ، x0
2

 و برای هرx که 
x
lim cos x cos

0
0 اثبات: می دانيم 1

sin x cos x
x

0 1 1
و يا  

 پس بنابر قضيه فشردگی داريم:
x
lim ( cos x)

0
1 1 1  و 0

x
lim

0
0 از طرفی 0

x

sin xlim ( )
x0

1 0
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x

sin xlim
x0

در نتيجه: 1

(a,b ≠ ٠) .بيابيد x → را وقتی ٠ sin axf (x)
bx

مثال : حد تابع 
حل : 

x x x t

sin ax a sin ax a sin ax a sin tlim lim lim lim
bx b ax b ax b t0 0 0 0  

 
t

sin tlim
t0

زيرا، وقتی ٠ → x ،٠ → t = ax و امّا 1

x

sin ax alim
bx b0  

در نتيجه 

sin(sin را وقتی ٠ → x بيابيد.  x)f (x)
x

مثال : حد تابع 
 که در اين تساوی ٠ ≠ x و ٠ ≠ sinx بنابراين 

x
lim sin x

0
حل :    می دانيم 0

x x t x

sin(sin x) sin(sin x) sin x sin t sin xA lim lim lim lim
x sin x x t x0 0 0 0

1
 

  t = sinx → داريم ٠ x → زيرا اگر ٠

تمرين در کلاس 
 را حساب کنيد. 

x

tan xlim
x0

2

3
مقدار 

برای  وقت  آن   
x a x a
lim f (x) lim g(x) 0 اگر  حدود:  از  بعضی  محاسبۀ  روش های 

 نمی توان از قضيه حد خارج قسمت استفاده کرد. 
x a

f (x)lim
g(x)

محاسبه 

f را از طريق حذف عامل مخالف صفر مشترک در صورت و مخرج  (x)y
g(x)

بلکه بايد تابع 

کسر (با عمل تجزيه و گويا کردن صورت يا مخرج کسر) با تابعی ساده تر مانند y = h(x) که حدشان برابر 

f و در حالت  (x) h(x) , x a
g

است، عوض کرد. اين کار به اين دليل درست است که به ازای

کلی نتيجهٔ زير درست است. 
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به   
x a x a

f (x)lim lim h(x)
g(x)

صورت  اين  در   ، f (x) h(x) , x a
g

اگر 

شرط آنکه حدها وجود داشته باشند. 

 را بيابيد. 
x

x xlim
x

2

2

2 5 2

2
مثال : 

يا و   x ≠ -٢ ازای   به  بنابراين   
x x
lim ( x x ) lim (x )2

2 2
2 5 2 2 0 چون   : حل 

 ٠ ≠ ٢ + x داريم: 
x x (x )( x ) x

x (x )

22 5 2 2 2 1
2 1

2 2  

در نتيجه
x x

x xlim lim ( x )
x

2

2 2

2 5 2
2 1 4 1 3

2   

تمرين در کلاس 
 

x

xlim
x

3

21

1

1
مطلوب است محاسبه 

 را بيابيد. 
x

xlim
x

2

20 9 3
مثال : مقدار 

 x ≠ به صفر ميل کند، صورت و مخرج کسر به صفر ميل می کنند بنابراين به ازای ٠ x حل :  اگر
داريم: 

x x ( x ) x ( x ) x
xx ( x )( x )

2 2 2 2 2
2

22 2 2

9 3 9 3
3 9

9 99 3 9 3 9 3  

در نتيجه
x x

xlim lim ( x )
x

2
2

20 0
3 9 3 9 6

9 3  

 تمرين در کلاس
 را بيابيد. 

x

xlim
x

2

31

1

1
مقدار 
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 را بيابيد. 
x

cos xlim
sin x

3

2

1 مثال : مقدار 
 x ≠ π ميل کند، صورت و مخرج کسر به صفر ميل می کنند پس به ازای π به x حل : وقتی

(حد را در يک همسايگی محذوف π حساب می کنيم) 

cos x ( cos x)( cos x cos x) cos x cos x
( cos x)( cos x) cos xsin x

3 2 2

2

1 1 1 1

1 1 1  

عامل ٠ ≠ (cosx +١) از صورت و مخرج ساده شده است زيرا x ≠ π است. 

در نتيجه
x x

cos x cos x cos xlim lim
cos x ( )sin x

3 2

2

1 1 1 1 1 3

1 1 1 2   

تمرين در کلاس
 را محاسبه کنيد. 

x

sin xlim
cos x2

2

1  مقدار 

١ــ به کمک تعريف دنباله ای حد، ثابت کنيد 

x

xlim
x

2

3

9
6

3
ب)    

x
lim x3

2
8 الف) 

  
x a
lim x a , a ت) 0   

x
lim x

1
1 پ) 0

x

lim x x2

1
2

ث) 0

 وجود داشته باشد، 
x a
lim (f (x) g(x)) ٢ــ الف) دو تابع به نام های f و g مثال بزنيد که 

x a
lim g(x)  وجود داشته باشد نه 

x a
lim f (x) ولی نه 

نه  ولی  باشد،   وجود داشته 
x a
lim f (x)g(x) که  بزنيد  مثال   g و  f نام های  به  تابع  دو  ب) 

 
x a
lim g(x)  وجود داشته باشد، نه 

x a
lim f (x)

مسا ئل
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٣ــ با استفاده از قضايای حد، حدهای زير را در صورت وجود حساب کنيد:

 
x

xlim
x4

4

2
ب)    

x

(x )lim
x

2

0

3 9 الف) 

x
lim ( x x x )

0
1 2 ت)    

x
lim tan x cot x

0
پ) 

، عددی مخالف صفر 
x

x xlim
x ax22

1 4 1

2 4
٤ــ آيا عددی مانند a وجود دارد که مقدار 

باشد؟ مقدار a و مقدار اين حد را پيدا کنيد. 

x

ax blim
x0

2
٥ــ عددهای a و b را چنان انتخاب کنيد که 1

 را حساب کنيد. 
x

x x
lim

x0

3 1 3 1 ٦ــ 

 را حساب کنيد. 
x
lim ( x )

x x0

1 1
1 ٧ــ 

 را حساب کنيد. 
x

x xlim ( )
x x x x2 20

3 4 2

2
٨ ــ 

 را بيابيد.
x
lim sin x(cot x cot x)

0
4 2 ٩ــ مقدار 

 را بيابيد. 
x

cos x
lim

x1
2
1 2

١٠ــ مقدار 

xf در چند نقطه دارای حد است؟ (چرا؟) (x)
x

2

2

4 3

1
١١ــ تابع 

١٢ــ حدهای زير را بيابيد. 

x

tan xlim
sin x cos x

4

1 ب)    
x

cos xlim
x20

1 الف) 

 
x

xlim ( x ) tan
4
2

8
ت)    

x

cos x cos xlim
x20

3 پ) 

حل  راه  (می توانيد  بيابيد  را   
x
lim x cos

x
2

0

1 مقدار  فشردگی  قضيه  از  استفاده  با  ١٣ــ 

ساده تری برای اين مسأله، ارائه دهيد؟) 

عددی  چه  به   f ( )
n

1 1

3
دنباله   ، f (x) x x1

3
3

اينکه  فرض  با  ١٤ــ 

همگراست؟ 
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حدشان  شده،  داده  نقطهٔ  در  زير  تابع های  کنيد  ثابت  حد،  دنباله ای  تعريف  کمک  به  ١٥ــ 

موجود نيست. 

 x = در نقطهٔ ١ g(x) cos
x
1

1
ب)    x = در نقطهٔ ١ 

x
f (x)

x
1

1
الف) 

نقطه ای  هيچ  در  ديريکله)  (تابع  زير  تابع  کنيد،  ثابت  حد،  دنباله ای  تعريف  کمک  به  ١٦ــ 

دارای حد نيست.                                                                x گويا،

 
D(x)

0

1                                                                                            x گنگ،  

، دارای حد است  x 1

2
١٧ــ به کمک تعريف دنباله ای حد، نشان دهيد تابع زير در نقطهٔ 

xو مقدار حد را مشخص کنيد.                                             x گويا،
f (x)

x
2

3 1    x گنگ،

٢ ـ١٠ ـ پيوستگی تابع 

در  نمی تواند  است،  حرکت  حال  در  که  فيزيکی  متحرک  شیء،  يک  مقدمه: 
يک  را  متحرک  مسير  ما  لذا  شود.  ظاهر  ديگر  درجايی  دوباره  و  شده  ناپديد  يک جا 

خط راست يا يک منحنی يکپارچهٔ بدون سوراخ (حفره) و بدون هيچ بريدگی يا جهشی 

بخش،  اين  در  می گوييم.  «پيوسته»  را  منحنی هايی  يا  راست  خط  چنين  اين  می بينيم. 

می خواهيم اين مفهوم شهودی را به صورت رياضی بيان کرده و چند خاصيت نمودارها 

و منحنی های پيوسته را توصيف کنيم. 

اوّلين ايده ای که از کلمه پيوستگی به ذهن شما می رسد چيست؟ 

«مسلسل»، «به هم چسبيده»، «بدون بريدگی»: همهٔ اينها از کلمه پيوستگی به ذهن می رسد و 
به طور کلی تصور ذهنی ما از نمودار يک تابع پيوسته، يک خط راست يا يک منحنی صاف و هموار در 

صفحه مختصات است، اگرچه تابع هايی وجود دارد که در يک يا چند نقطه و يا در دامنه اش پيوسته اند 

ولی اطلاق کلمهٔ پيوسته به آنها دور از ذهن به نظر می رسد (مثالی ارائه می شود) و در اين بخش خواهيم 

ديد، توابع پيوسته آن گونه که احساس و درک شهودی اوّليهٔ ما بيانگر آن است، خيلی هم ساده نيستند، 

درواقع خيلی از توابع پيوسته هموار نيستند. 



٩١

در شکل زير رفتار توابع f١ و f٢ و f٣ و f٤ را در حوالی نقطه ١ = x بررسی کنيد. 

(مقدار تابع و حد تابع را در صورت وجود به دست آوريد) 

x , xf (x) x
, x

2

2

1
1

1
0 1

ب)   
x , x

f (x) x
, x

1

1 1
1

2 1

الف) 

 
, x

f (x) (x )
, x

2
4

1
1

1

1 1

ت)    
, x

f (x)
x , x3
1 1

1 1
 پ) 

، (١,٢,٣,٤ = n) در توابع داده شده برقرار  nx
lim f (x) f ( )

1
1 در فعاليت بالا ديديم که رابطه 

نيست و به طور شهودی ملاحظه می شود که اين توابع در نقطهٔ ١ = x دارای بريدگی و يا پرش هستند و 

می گوييم اين توابع در نقطه ١ = x ناپيوسته اند. در ساير نقاط وضعيت چگونه است؟ 

معلوم است که در هر نقطه به طول ١ ≠ x نمودار تابع های بالا بريدگی و يا پرشی ندارند که در اين 

حالت، گوييم در نقاط ١ ≠ x پيوسته اند. به زبان نمادی گوييم تابع f در نقطه x = a پيوسته است هرگاه 

يت
فعال

x

y

1

2
1

0

(الف)

x

y

10

(ب)

x

y

10

1

0 x

y

1

�

(ت)(پ)
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 اين امور ما را به تعريف زير می رساند. 
x a
lim f (x) f (a)

(يا  راست  يا  همسايگی چپ  يک  در  و   a نقطهٔ  در   f کنيدتابع  فرض  تعريف١   : 
هر دو) تعريف شده باشد. در اين صورت می گوييم تابع f در نقطهٔ a پيوسته است هرگاه 

شرايط زير برقرار باشد:  

 وجود داشته باشد. 
x a
lim f (x) الف) 

x a
lim f (x) f (a) ب) 

تبصره ١: البته شرط «ب» نيز به تنهايی پيوستگی تابع f را در a بيان می کند،
x a
lim f (x) f (a)  

چرا که سخن از اين عبارت متضمن وجود f (a)، وجود حد و تساوی مقدار حد با f (a) است. 

تبصره ٢: اگر تابع f در نقطه a عضو دامنه اش پيوسته نباشد، گوييم f در a ناپيوسته است. 

 در ٠ = x پيوسته 
x

, xf (x) x
m , x

0

0

مثال : آيا مقداری برای m يافت می شود که تابع 
باشد؟ 

 وجود ندارد. لذا m را هر 
x

x
lim

x0
، درنتيجه 

x

x
lim

x0
 و 1

x

x
lim

x0
1 حل :  می دانيم 

عددی که بگيريم، شرط (ب) در تعريف پيوستگی برقرار نيست و نمی توان تابع f را در ٠ = x پيوسته کرد. 

تمرين در کلاس

 را در ١ = x بررسی کنيد. 
x , xf (x) x

, x

2 1
1

1
4 1

پيوستگی تابع 

يا  داريم  سروکار  آنها  با  که  توابعی  اکثر  دامنه  آن:  دامنه  از  نقطه  هر  در  تابع  پيوستگی 
دامنه  درونی  نقطه  يک  را  دامنه  به  متعلق   c نقطه  هم،  از  جدا  بازهٔ  تعدادی  اجتماع  يا  هستند  بازه 

 f (x) x21 می ناميم هرگاه اين نقطه به بازهٔ بازی واقع در دامنه تعلق داشته باشد.مثلاً دامنه تابع 
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بازه بسته [١,١-] است که از نقاط درونی (١,١-) و نقطه انتهايی چپ ١- و نقطه انتهايی راست ١ 

پيوسته است هرگاه  به دامنه اش  نقطه درونی c متعلق  تابع f در  بنابراين می گوييم  تشکيل شده است. 

 
x c
lim f (x) f (c)

 در نقطه ٠ = x پيوسته است. 
sin x , x

f (x) x
, x

0

1 0
مثال : نشان دهيد تابع 

 پس تابع f در ٠ = x پيوسته 
x
lim f (x) f ( )

0
0 حل : ٠ = x نقطه درونی دامنه f است و 1

است. 

تمرين در کلاس

f در نقطهٔ ١ = x پيوسته است.  (x) x24  نشان دهيد تابع 

پيوستگی راست و چپ: ممکن است يک تابع در يک نقطه از دامنه اش پيوسته نباشد (شکل 
زير را ببينيد) 

، در اين حالت می گوييم تابع f در x = a پيوستگی چپ 
x a
lim f (x) f (a) در قسمت (الف) 

دارد،  راست  پيوستگی   x = b در   f تابع  می گوييم  که   
x b
lim f (x) f (b) (ب)  قسمت  در  و  دارد 

بنابراين تعريف زير را بيان می کنيم. 

x c
lim f (x) f (c) تعريف٢   : می گوييم f در c از راست پيوسته است هرگاه 

 
x c
lim f (x) f (c) می گوييم f در c از چپ پيوسته است هرگاه 

x

y

a0

f
g

b
x

y

0

(الف) (ب)
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مثال : تابع f(x) = [x] در هر عدد صحيح n از راست پيوسته است امّا از چپ ناپيوسته است. 
زيرا: 

x n x n
lim f (x) lim x n f (n)

 

x n x n
lim f (x) lim x n f (n)1 امّا  

تمرين در کلاس
پيوستگی تابع f (x) = [sinx] را در نقطه x = π بررسی کنيد. (پيوستگی راست و چپ) 

تعريف   : پيوستگی درنقاط انتهايی
١) اگر c يک نقطهٔ انتهايی چپ دامنه f باشد، می گوييم f در c پيوسته است هرگاه 

در c از راست پيوسته باشد. 

٢) اگر c يک نقطهٔ انتهايی راست دامنه f باشد می گوييم f در c پيوسته است هرگاه 

در c از چپ پيوسته باشد. 

برای درک بهتر اين تعريف به مثال زير توجه کنيد. 

f بازهٔ [١,١-] است، f در نقطهٔ انتهايی راست دامنه خود  (x) x21 مثال :  دامنه تابع 

x
lim f (x) f ( )

1
1 يعنی ١ پيوسته است زيرا در آنجا از چپ پيوسته است، زيرا به اين سبب که 0

پيوسته  راست  از  آنجا  در  زيرا  است  پيوسته   -١ يعنی  خود  دامنه  چپ  انتهايی  نقطهٔ  در   f و 

است: 
x ( )
limf (x) f ( )

1

1 0

 

البته f در هر نقطه درونی دامنه اش (١> x >١-) نيز پيوسته است يعنی اگر ١> c >١- آنگاه 

 (شکل زير نمودار f است) 
x c
lim f (x) c f (c)21

پرسش: آيا تابع f در هر نقطه از دامنه اش پيوسته است؟ 
x

y

10�1

fنمودار
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تمرين در کلاس
f را در نقاط انتهايی دامنه آن بررسی کنيد.  (x) x x24 پيوستگی تابع 

پيوستگی روی بازه: می گوييم تابع f روی بازهٔ I پيوسته است هرگاه f در هر 
نقطهٔ I پيوسته باشد به ويژه می گوييم f تابعی پيوسته است هرگاه f در هر نقطهٔ دامنه اش 

پيوسته باشد. 

f را در دامنه اش يعنی (∞ + ,٠] بررسی کنيد.  (x) x مثال :پيوستگی تابع 
حل :  تابع f در نقطهٔ انتهايی چپ دامنه اش يعنی ٠ پيوسته است زيرا در آنجا از راست پيوسته 

x c
lim x c  همچنين f در هر نقطهٔ ٠ < c پيوسته است زيرا  

x
( lim x f ( ))

0
0 است 

تمرين در کلاس 

f را در دامنه اش بررسی کنيد.  (x)
x
1

1
پيوستگی تابع 

٢ـ١١ـ مفهوم پيوستگی تابع f در يک نقطه براساس همگرايی دنباله ها
تابع f را در نقطهٔ x=a عضو دامنه اش   پيوسته می ناميم، به شرطی که 

x a
lim f (x) f (a)

 
 (١)

البته برقراری رابطه (١) به طور ضمنی دو ويژگی زير را لازم دارد.

 وجود داشته باشد.
x a
lim f (x) ١ــ 

x a
lim f (x) f (a) ٢ــ 

با اين توضيح و تعريف حد تابع بر اساس همگرايی دنباله ها، می توان تعريف ديگری از پيوستگی 

تابع در يک نقطه را براساس همگرايی دنباله ها بيان کرد.
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تعريف   ٣   : فرض کنيم D دامنه تابع f زير مجموعه ای از R باشد، a∈D تابع f:D→ R در 
نقطهٔ a پيوسته است، هرگاه به ازای هر دنباله از نقاط D مانند {an} که به a همگراست، دنبالهٔ 

{f(an)} به f(a) همگرا باشد. 

محتوی اين تعريف اين است که پيوستگی تابع در يک نقطه هم ارز اين است که با دقيق تر کردن 

ورودی، می توان به خروجی های دلخواه دقيق دست يافت.

به کمک تعريف پيوستگی تابع در يک نقطه براساس همگرايی دنباله ها می توان پيوستگی مجموع، 

حاصل ضرب و خارج قسمت دو تابع پيوسته را نتيجه گرفت.

قضيه ١ : فرض کنيد D اشتراک دامنه تابع های f و g باشد و f و g هر دو در نقطه a پيوسته 
باشند و c عددی ثابت باشد آنگاه تابع های زير نيز در a پيوسته اند.

g(a)≠به شرطی که ٠ f
g

الف) f+g         ب) f-g        پ) cf        ت) f.g         ث) 

برهان : همهٔ حکم ها به سادگی از حکم های مشابه برای محاسبه حد مجموع و حاصل ضرب   و 
خارج قسمت در قضيه (١) نتيجه می شوند. 

برای نمونه قسمت (ث) را ثابت می کنيم.

به ازای هر دنباله دلخواه {xn} از نقاط D که همگرا به a است داريم: 

nn
lim f (x ) f (a) nn و 

lim g(x ) g(a)

بنابراين

n
n n

f (x ) f (a)lim
g(x ) g(a)

، g(a)≠٠

f در نقطهٔ a پيوسته است.
g

پس طبق تعريف (٣) تابع 

نکته : عکس اين قضيه همواره درست نيست.

g(x) در ٠=x حد ندارند و بنابراين در 
0

1
f و              (x)

1

0
مثال : تابع های           

(f.g)(x)=٠ ،x∈R پيوسته نيستند. امّا برای هر x=٠

x گويا،

x گنگ،
x گويا،

x گنگ،
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و اين تابع ثابت در هر نقطه اش، حد آن با مقدار تابع در آن نقطه برابر است، پس در تمام نقاط 

از جمله ٠=x پيوسته است.

 a در  آنها  مجموع  ولی  باشند  ناپيوسته   a نقطهٔ  در  دو  هر  که  بزنيد  مثال  تابع  دو 

پيوسته باشد.

 تابع هايی مانند تابع چند جمله ای و يا تابع کسری گويا، در هر نقطه از دامنه، حد 

تابع با مقدار تابع در آن نقطه برابر است و اين خود ايده ای است برای بيان قضيه زير

قضيه ٢ :
الف) هر چند جمله ای همه جا پيوسته است يعنی روی (∞+ , ∞-)=R پيوسته است.

ب) هر تابع گويا در هر نقطه از دامنه اش پيوسته است.

برهان : 
الف) هر چند جمله ای تابعی است به شکل 

P(x) = anxn+an-١xn-١ + …+ a١x+a٠

که در آن a٠ و a١ و … و ١-an و an عددهايی ثابت اند

می دانيم

x c
lim a a0 0

m m
x c
lim x c  ، m=١,٢,٣, … , n 

بنابر قسمت (پ)  نتيجه  در  پيوسته  تابعی است   f(x)= xm تابع  که  آن است  به معنی  تساوی   اين 

قضيه (١) g(x)=axm نيز تابعی است پيوسته. چون P(x) مجموع تابع هايی پيوسته نظير g(x)=axm و 

تابعی ثابت است بنابر قسمت الف قضيه (١) نتيجه می شود تابع چند جمله ای در R پيوسته است.

P(x)f که در آن P(x) و Q(x) چند جمله ای اند و  (x)
Q(x)

ب) هر تابع گويا تابعی است به شکل 

دامنه f مجموعه {٠≠x∈R | Q(x)}=D است.

از طرفی بنابر قسمت الف قضيه (٢)، P(x) و Q(x) در همه جا پيوسته اند در نتيجه طبق قسمت 

(ث) قضيه (١) تابع f در تمام نقاط دامنه اش پيوسته است.

يت
فعال
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x روی چه بازه هايی پيوسته است؟ x xf (x)
x

3 2

2

2 1

1
مثال : تابع 

حل : دامنه f، مجموعهٔ {١+, ١-}-D=IR، بنابراين طبق قضيه (١) تابع f به جز در نقاطی که 
مخرج آن صفر می شود، همه جا پيوسته است در نتيجه تابع روی بازه های زير پيوسته است.

 (∞+,١) و (١,١-) و (١-,∞-)

تمرين در کلاس

xf روی چه بازه هايی پيوسته است؟ (x)
x x x2

2 1
3 1

 تابع 

٢ـ١٢ـ پيوستگی توابع مثلثاتی
در حدهای مثلثاتی ثابت شده است که

x a
lim sin x sin a  و 

x a
lim cos x cosa

 a ٔدر هر نقطه g(x)=cosx و f(x)=sinx تابع های a ٔبنابراين طبق تعريف پيوستگی تابع در نقطه

 cos xcot x
sin x

sin بجز در نقاطی که ٠=cosx پيوسته است و تابع  xtan x
cos x

پيوسته اند در نتيجه تابع 

بجز در نقاطی که ٠=sinx پيوسته است.

(k∈z) x k
2

توضيح : در نقاطی ٠=cosx که 
(k∈z) x=kπ که sinx=و در نقاطی ٠

،  (٠)f را چنان تعريف کنيد که تابع f در ٠=x پيوسته  sin xf (x)
cos x

2

1
مثال : فرض کنيد 

باشد.

 
x x x

sin x ( cos x)( cos x)lim f (x) lim lim
cos x ( cos x)

2

0 0 0

1 1
1 1

حل : 
 
وقتی x به صفر ميل می کند داريم ٠≠(cosx-١) پس

x x
lim f (x) lim( cos x)

0 0
1 1 1 2

با انتخاب ٢=(٠)f تابع f در صفر پيوسته می شود.
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تمرين در کلاس 

tan در چه نقاطی پيوسته است؟ xf (x)
sin x1

تابع 

به اين ترتيب با اتکا به قضيه (١) می توان با عمليات جبری از تابع های پيوسته داده شده، تابع های 

پيوسته جديدی ساخت و علاوه بر اين، روش ديگر، برای توليد تابع های پيوسته، ترکيب تابع های پيوسته 

است.

اين کار بنابر قضيه زير ميسر است.

، آنگاه 
x a
lim g(x) b قضيه ٣ : اگر تابع f در b پيوسته باشد و 

x a
lim f (g(x)) f (b)

x a x a
lim f (g(x)) f ( lim g(x)) به عبارت ديگر   

در حقيقت قضيه (٣) بيانگر آن است که وقتی x به a نزديک شود، g(x) به b نزديک می شود و 

x a
lim f (g(x)) f (b) چون f در b پيوسته است، وقتی g(x) به b ميل می کند آن وقت 

همچنين در اين قضيه می توان نماد حد را به درون نماد تابع برُد، به شرطی که تابع پيوسته باشد 

و حد وجود داشته باشد.

به عبارت ديگر در اين قضيه تعويض و جابه جا کردن نماد «f» با نماد «lim» مجاز است.

 بنابراين طبق قضيه (٣) 
x a
lim g(x) b مثال : می دانيم تابع |f(x)=|x همه جا پيوسته است. و 

داريم:

x a x a
lim f (g(x)) f ( lim g(x)) f (b) | b |

از قضيه (٣) نتيجه می گيريم که ترکيب دو تابع پيوسته، خود تابعی پيوسته است.

 a در نقطه fog پيوسته باشد، آنگاه تابع g(a) در f و تابع a در نقطه g و به بيان دقيق تر، اگر تابع

پيوسته است.

xy همه جا پيوسته است. 
x x

3
2

2

1
مثال : نشان دهيد تابع 
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حل : مخرج کسر زير راديکال همواره مخالف صفر است (٠>٤-١=Δ) بنابراين تابع گويای 

xg(x) همه جا پيوسته است.
x x2

2

1

(
x a
lim f (x) a3 f همواره پيوسته است ( (x) x3 از طرفی تابع 

xf همه جا پيوسته است. (g(x))
x x

3
2

2

1
پس ترکيب دو تابع پيوسته f و g يعنی تابع 

تمرين در کلاس 

f در چه نقاطی ناپيوسته است؟ (x) tan x  تابع 

همان طور که در مقدمه پيوستگی تابع، گفته شد، تابع هايی وجود دارد که در يک يا چند نقطه از 

دامنه شان پيوسته اند ولی اطلاق کلمهٔ پيوسته به آنها دور از ذهن به نظر می رسد.

مثال : تابع f:R→ R را به صورت زير تعريف می کنيم.

x
f (x)

x2     

  x گويا،

                                                                   x گنگ،  

نقاطی از تابع f را تعيين کنيد که تابع در آن نقاط پيوسته باشد.

حل : می دانيد که در هر بازهٔ باز 
وجود  گويا  اعداد  هم  حقيقی  اعداد  از 

نقاط  بنابراين  گنگ،  اعداد  هم  و  دارد 

تابع f يا روی خط y=x (وقتی که x گويا 

 x وقتی که) y=٢-x باشد) و يا روی خط

اصم باشد) قرار دارند.

صورت  به  نمودار  مشاهده  با 

نقطه چين تابع در شکل روبه رو هر چقدر 

به نقطهٔ (١و١) نزديک تر شويم نقطه چين ها 

x

y

0 1 2

y x y x �2
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به هم متراکم تر خواهند شد. و به نظر می رسد که تابع در ١=x حد دارد و برای اثبات درستی حدس 

خود، از تعريف حد به شرح زير استفاده می کنيم.

فرض کنيد a∈R، {an} دنباله ای دلخواه از اعداد حقيقی باشد به طوری که an→a و زير دنبالهٔ 

{bn} که همهٔ جملات آن از اعداد گويا و زير دنبالهٔ {cn} که همهٔ جملات آن از اعداد گنگ تشکيل 

شده است را انتخاب می کنيم.

f(bn)=bn , f(cn)=٢-cn

بنابراين 

nn
lim f (b ) a

 
, nn

lim f (c ) a2

nn و 
lim f (a ) 1 nn موجود باشد آن است که a-٢=a يا ١=a پس 

lim f (a ) شرط اينکه 

در نتيجه دنباله {f(an)} به ١=(١)  f همگراست و تابع f در نقطهٔ ١=x پيوسته است.

توضيح اينکه برای حل مثال بالا از قضيه زير استفاده شده است. 

قضيه : اگر دنباله {an} همگرا به a باشد، هر زير دنبالهٔ آن همگرا به a است و بالعکس.

مانند  به ١ همگراست، هر زير دنباله آن  n که 
na

n 1
با ضابطه   {an} به عنوان مثال دنباله

(
n

nlim
n
2 1

1
2 1 1

 و 
n

nlim
n
2

1
2 1

{a٢n} و {١-a٢n} نيز به ١ همگراست (

تمرين در کلاس  

xf در نقطهٔ ٠=x پيوسته است. (x)
2

0
  

 x گويا،
ثابت کنيد تابع  

                      x گنگ،
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١ــ نقاط ناپيوستگی تابع f را پيدا کنيد.

 

x ,x
f (x) x

x ,x

2

2

1
1

1

1

 

=   f   (x)داده شده است. مقدار a را چنان انتخاب کنيد 
 

x , x
x

a , x

3 8 2
0

0
٢ــ تابع 

که تابع در ٠=x پيوسته باشد.

 در ٠=x پيوسته است.
| x | | x |, x

f (x) x
a ,x

0

0

٣ــ به ازای چه مقدار a، تابع 

٤ــ عددهای a و b را چنان انتخاب کنيد که تابع f در نقطه ٠=x پيوسته باشد.

a [x] ,x
f (x) b ,x

sin x ,x
cos x

0

0

0
1

xf در چه نقاطی ناپيوسته است؟ (x) [ ]
2

٥ ــ تابع 

2, مشخص کنيد. 2 f را در بازهٔ  (x) sin x ٦  ــ نقاط پيوستگی تابع 

٧ــ اگر تابع f در نقطه ای پيوسته باشد، ثابت کنيد تابع |  f| نيز در آن نقطه پيوسته است. آيا 

عکس اين مطلب نيز درست است؟ 

٨   ــ دو تابع مثال بزنيد که هر دو در يک نقطه ناپيوسته باشند ولی مجموع آنها در آن نقطه 

پيوسته باشد.

٩ــ دو تابع مثال بزنيد که هر دو در يک نقطه ناپيوسته باشند ولی ضرب آنها در آن نقطه 

پيوسته باشد.

١٠ــ با برهان خلف، ثابت کنيد:

اگر تابع f در نقطهٔ a پيوسته و تابع g در نقطهٔ a ناپيوسته باشد آنگاه f+g در a ناپيوسته است.

مسا ئل
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 R روی   f(x) = [x] sinπx تابع  کنيد  ثابت  پيوستگی  و  حد  قضايای  از  استفاده  با   ١١ــ 

پيوسته است.

١٢ــ تابع [x٢]=f(x) روی بازه (k+٢,٢] پيوسته است، بزرگ ترين مقدار k  را بيابيد.

 در چند نقطه از دامنه اش ناپيوسته است؟
, x | x |

f (x)
x ,x | x |

2

2

4

2
١٣ــ تابع 

xf در چند نقطه از دامنه اش پيوسته است؟ (x)
x3

4 3

1 1
١٤ــ تابع 

f را در بازهٔ [٢,٥] رسم کرده و مشخص  (x) [x] x sin( [x])
2

١٥ــ نمودار تابع 

کنيد، تابع در چند نقطه از اين بازه ناپيوسته است.

 را روی R  بررسی کنيد.
x ,x | x |

f (x)
| x |, x | x |

2 2

2

2

2 2
١٦ــ پيوستگی تابع 

 R روی f(x)=(x٢-bx+a)sgn(x٢+x-٢) را چنان انتخاب کنيد که تابع b و a ١٧ــ عددهای 

 پيوسته باشد. (sgn تابع علامت است)

٢ـ١٣ـ ويژگی های مهّم تابع های پيوسته
بيشتر ويژگی های تابع های پيوسته ناشی از اين خصوصيت شهودی آنها است که نمودار تابع 

پيوسته بر يک بازه به صورتی ملموس دارای اتصال و يکپارچگی است.

اکنون فرض کنيد تابع f بر بازه [a,b] پيوسته باشد.

و مقدار آن در a مثبت و مقدار آن در b  منفی باشد، 

بايد حداقل، در يک نقطه از اين بازه مانند c مقدار صفر را 

اختيار کند.

و  (هموار  است،  پيوسته   [a,b] بازه  بر   f تابع  چون 

 A(a,f(a)) نقطه  از  گذر  در  است  ناچار  است)  يکپارچه 

بالای محور x به نقطه B(b,f(b)) پايين محور x حداقل در يک جا، محور x را قطع کند. (شکل بالا 

را ببينيد)

xc

B

b

y

a0

A
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طبق اين ويژگی «اتصال و يکپارچگی» تابع، قضيه زير را بيان می کنيم.

قضيه٤ : (قضيه بولزانو) اگر تابع f در بازه بستهٔ [a,b] پيوسته و ٠>   f(a)f(b)آنگاه حداقل، 
f(c) =وجود دارد که ٠ (a,b) در بازهٔ باز c يک عدد مانند

مثال : با استفاده از قضيه برلزانو ثابت کنيد معادله ٠=٣-x+x٤ ريشه ای در بازه (١,٢) دارد.
حل : تابع ٣-x+f(x)=x٤ را درنظر می گيريم, می دانيم که تابع چند جمله f که در هر نقطه از 
R يا بازه (∞+,∞-) پيوسته است پس در بازه [١,٢] نيز پيوسته است از طرفی  ٠>(٢)f (١)f  (چرا؟) 

بنابراين طبق قضيه بولزانو دست کم يک عدد c در بازه باز (١,٢) وجود دارد که ٠=f(c) يعنی c ريشه 

معادله  ٠=٣-x+x٤ است.

تمرين در کلاس
 نشان دهيد معادله ٠=x-cosx، ريشه ای در بازه (٠,١) دارد.

 .g(x)=f(x)-k و (f(a)<f(b)) ،f(b) و f(a) عددی بين k پيوسته و [a,b] در بازه f مثال : اگر تابع
g(c)=که ٠ c∈(a,b) نشان دهيد، وجود دارد

حل : طبق فرض داريم ٠>g(a)=f(a)-k و ٠<g(b)=f(b)-k و تابع g در بازه [a,b] پيوسته 
است. (چرا؟) پس بنابر قضيه بولزانو وجود دارد c∈(a,b) که ٠=g(c) و يا f(c)=k ايده مثال فوق قضيهٔ 

مقدار ميانی است که در زير بيان می شود.

قضيه٥ : (قضيهٔ مقدار ميانی): فرض کنيد f روی بازهٔ بسته [a,b] پيوسته باشد و k عددی بين 
.f(c)=k وجود دارد که [a,b] در بازه c باشد، در اين صورت حداقل يک عدد مانند f(b) و f(a)

 f(x) ،را بگيرد b و  a همهٔ مقادير بين x اگر ،f قضيه مقدار ميانی می گويد که برای تابع پيوسته

افراد را درنظر  به عنوان مثال ساده ای از اين قضيه، قد  بين f(a) و f(b)  را بگيرد.  بايد همهٔ مقادير 

بگيريم. فرض کنيد قد پسر بچه ای در ١٣ سالگی ١٥٠ سانتی متر و در ١٤ سالگی ١٦٥ سانتی متر باشد 

پس به ازای هر قد h سانتی متر بين ١٥٠ سانتی متر و ١٦٥ سانتی متر بايد زمانی چون t باشد که قدش 

درست h سانتی متر بوده است. اين امر معقول به نظر می رسد زيرا می دانيم رشد افراد پيوسته است 

و قد نمی تواند جهشی ناگهانی داشته باشد قضيه مقدار ميانی وجود حداقل يک عدد c در بازهٔ بسته 
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f (a)

f (b)

x

y

a0 b

y k

c2c1 c3

[a,b] را تضمين می کند، البته ممکن است بيش از يک عدد مـانند c که f(c)=k وجود داشته باشد 

(شکل زير را ببنيد)

بين خط های   y  =k بالا نشان می دهد خط افقی تعبير هندسی قضيه مقدار ميانی: شکل 
و  پيوستگی  هم  به  ريسمان  يک  مانند  و  بريدگی  بدون   f نمودار  چون  می باشد.   y=f (b) و   y=f (a)

يکپارچگی دارد، برای رفتن از نقطهٔ (a,f (a)) به نقطهٔ (b,f (b)) بايد خط y=k را قطع کند.

و در شکل بالا خط y=k نمودار f را در سه نقطه c١ وc٢ و c٣ قطع کرده است.

مثال : نشان دهيد که خط ٢=y نمودار تابع x+٢(٣-x)٢(١-x)=f(x) را قطع می کند.
حل : چون تابع چند جمله ای f در بازه (∞+,∞-) پيوسته است پس f در بازه [١,٣] نيز پيوسته 

f(٣) =و ٣ f(١)=است. از طرفی ١

بنابراين طبق قضيه مقدار ميانی خط ٢=y که بين خطوط ١=y و ٣=y قرار دارد نمودار f را 

قطع می کند.

تمرين در کلاس

xf در بازه [٢,٢-] مقدار ٥ را می تواند داشته باشد؟ (x) sin x
3

4
4

 آيا تابع 

٢ـ١٤ـ پيوستگی تابع وارون يک تابع پيوسته
(f ٔدامنه D) باشد f مجموعه مقادير B={f(x):x∈D} تابع باشد و f:D→ R فرض کنيم

اگر f يک به يک باشد، به ازای هر عضو B مانند y يک و فقط يک x در D وجود دارد که 

f(x)=y

 f ١-  f   را وارون  تابع   ،f    -١(y)=x تعريف می شود که     f  -١:B→   R مانند تابعی  ترتيب،  اين  به 
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می ناميم و دو حکم زير درست اند.

f    -١(f(x))=x ،x∈D الف) به ازای هر

f  (f   -١(y))=y ،y∈B ب) به ازای هر

همان طور که در حسابان آموزش داده شده 

است، به خاطر اينکه ١-  f   نقش x و y نسبت به f را 

عوض می کند، نمودار ١-  f   قرينه نمودار f نسبت به 

خط y=x است (شکل روبه رو را ببينيد).

و   f(x)=sinx نمودارهای  شکل  اين  در 

(x)١-sin=(x)١-   f که نسبت به خط y=x قرينه اند، 

] يک به يک  , ]
2 2

ديده می شوند. تابع f دربازه 

و صعودی است همچنين تابع ١-  f در بازه [١,١-] 

يک به يک و صعودی می باشد.

 f(x)=cosx و در شکل روبه رو نمودارهای

و (x)١-sin=(x)١-   f که نسبت به خط y=x قرينه اند، 

ديده می شوند.

نزولی  و  يک  به  يک   [٠,π] بازه  در   f تابع 

است. همچنين تابع ١-  f   در بازه [١,١-] يک به يک 

و نزولی می باشد.

x1

y

f

f

�
�

2

�
�

2

�
2

�
2�1

�1

�1

y x

o

x1

1

y

o

f

�

�

2

�

�2

�1

y x

f �1

تمرين در کلاس
نمودار و دامنه تابع وارون، توابع زير را در صفحهٔ مختصات رسم کنيد.

g(x)=cotx ، ٠<x<π (ب  f(x)=tanx ، x
2 2

الف) 

در مثال های بالا مشاهده می شود وقتی تابع f يک به يک و پيوسته است، تابع وارون آن نيز يک 

به يک و پيوسته است و اين خود ايده ای است برای بيان قضيه زير که کاربرد مهمّی از قضيه مقدار 

ميانی است.
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   f  -است. اگر ١  D تابعی يک به يک و پيوسته باشد که دامنه آن بازه بسته f قضيه ٦ : فرض کنيد
با دامنه B، تابع وارون f باشد، آنگاه تابع ١-  f   در هر نقطه از B پيوسته است.

f است. چون تابع f تابعی است  (x) x1 3 مثال : می دانيم وارون تابع f(x)=x٣، تابع 
y نيز يک به يک و پيوسته است. x3 يک به يک پيوسته، پس تابع 

D يک به يک و پيوسته است. پس طبق قضيه  [ , ]
2 2

همچنين تابع f(x)=sinx با دامنه 

(٨) تابع (x)١-sin=(x)١-   f با دامنه [١,١-]=B يک به يک و پيوسته است.

ناپيوسته  از دامنه اش  نقطه  ١-  f در چند  تابع   ،
x , x

f (x)
x , x
1 1 2

2 4 3 4
١ــ فرض کنيد 

است، نمودار ١-  f را رسم کنيد.

٢ــ نشان دهيد که معادله ٠=١-x-x٣ در بازه [١,٢] جواب دارد.

٣ــ نشان دهيد معادله ٠=٢+x-٢x٣+x٤+x٥ در بازه [٢,٠-] دارای جواب است.

٤ــ ثابت کنيد معادلهٔ ٠=١+x+sinx-x٢ حداقل دو ريشه در بازه [π, π-] دارد.

٥ــ ثابت کنيد که اگر P(x) يک چند جمله ای از درجهٔ فرد باشد، آنگاه معادله ٠= P(x) حداقل 

دارای يک ريشه حقيقی است.

 ـ ١٥ـ حدهای نامتناهی (حد بی نهايت) ٢
(١) 

x a
lim f (x) L می دانيد در عبارت 

L عددی است حقيقی و چنين حدهايی را اصطلاحاً حدود متناهی نيز می نامند.

اکنون عبارت (١) را برای وقتی ∞+ يا ∞- جايگزين L می شوند، تعريف می کنيم. اين تعريف ها 

به لحاظ منطقی همان تعريف قبلی حد هستند، با اين تفاوت که نشانه نزديکی f(x)ها به ∞+، بزرگ شدن 

دلخواه آنها است و نيز نشانه نزديکی f(x)ها به ∞-، کوچک تر شدن دلخواه آنها است و در حقيقت 

يا کوچک  بزرگ  دلخواه  به  مقاديرشان  که  است  توابعی  رفتار  توصيف  برای  نمادگذاری سودمندی 

می شوند.

مسا ئل
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اين  به  زير)،  (شکل  نماييم  بررسی  يک  نزديکی  در  را   f (x)
(x )2

1

1
تابع  رفتار  هرگاه 

با   (x-١)٢ می شود،  نزديک   ١ به   ١ از  کوچک تر  يا  و  بزرگ تر  مقادير  با   x وقتی  که  می رسيم  نتيجه 

 بدون هيچ محدوديتی افزايش می يابد و يا 
(x )2

1

1
مقادير مثبت به صفر نزديک خواهد شد و مقدار 

 x به شرطی که (به ∞+ ميل می کندf(x) ) را می توان از هر عدد مثبتی بزرگ تر کرد f (x)
(x )2

1

1
 بزرگ تر از ١٠٠٠٠٠٠ باشد 

(x )2
1

1
را به اندازه کافی به ١ نزديک کنيم. به عنوان مثال اگر بخواهيم 

(x )2 1
1

1000000
 داريم:                 

(x )2
1

1000000
1

و يا 

| و يا  x | 1
1

1000
x1 1

1 1
1000 1000

(x )2 1
1

1000000             
| آنگاه: x | 1

0 1
1000

يعنی اگر 

(x )2
1

1000000
1                                                                       

و يا 

يعنی اگر بخواهيم f(x) بزرگ تر از عدد ١٠٠٠٠٠٠ باشد کافی است x در همسايگی محذوف 

 قرار گيرد.
1

1000
١ و به شعاع 

اين  از هر عدد مثبتی بزرگ تر شود. در  بنابراين در يک همسايگی محذوف١، f(x) می تواند 

 
x a
lim f (x) وضعيت گفته می شود، وقتی x به ١ ميل کند، f(x) به ∞+ ميل می کند و از نمادگذاری 

استفاده می کنيم.

 N=برای درک بهتر، مطلب بالا را روی نمودار تابع توضيح می دهيم. (در مثال بالا ١٠٠٠٠٠٠

( 1
1000

و 

برای هر خط افقی ٠<y=N يک همسايگی محذوف ١ و به شعاع ٠<δ ايجاد می شود که به 

x1

y

nf (x )

� �1 ��1nx

y N �0
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x} است 
n
x مقدار جمله nام دنباله {

n
f(x است (

n
)>N ،که در اين همسايگی صدق کند x

n
∈D

f
ازای هر 

که به ١ همگراست).

اکنون به صورت رسمی به تعريف حد نامتناهی (حد بی نهايت) می پردازيم.

تعريف   ١   : فرض کنيم تابع D زير مجموعه ای از R   و f:D→  R يک تابع باشد، در اين 
، هرگاه به ازای هر 

x a
lim f (x) صورت، گوييم حد تابع f در a، ∞+ است و می نويسيم 

 nn
lim f (x )  ،xn≠  a است و a که همگرا به {xn} مانند f دنباله از نقاط دامنه

x
lim

x20

1 مثال : به کمک تعريف ثابت کنيد: 
حل : به ازای هر دنباله {xn}، (٠≠xn) همگرا به صفر، دنباله {f(xn)} واگرا به ∞+ است (چرا؟)

f را در نزديکی ١ بررسی نماييم (شکل زير) به اين نتيجه می رسيم  (x)
(x )2

1

1
اگر رفتار تابع 

از  کوچک تر  يا  و  بزرگ تر  مقادير  با   x وقتی  که 

 بدون هيچ 
(x )2

1

1
١  به  ١ نزديک می شود، مقدار 

محدوديتی و بـا مقادير منفی کـاهش مـی يابد. 

منفی  عدد  هر  از  می توان  را   f(x) يا  و 

کوچک تر کرد (f(x) به ∞- ميل می کند) به شرطی 

که x به اندازه کافی به ١ نزديک شود.

 ،x=١ مجاورت  در  را  تابع  وضعيت  اين 

 N روی نمودار تابع توضيح می دهيم. فرض کنيد

يک عدد مثبت دلخواه است با رسم هر خط افقی 

y=-N در شکل روبه رو يک همسايگی محذوف ١ 

 x
n
∈D

f
و به شعاع ٠<δ ايجاد می شود که برای هر 

 f(x
n
)<-N ،که در اين همسايگی صدق کند

x} است که 
n
x مقدار جملهٔ nام دنباله {

n
)

به ١ همگراست)

اکنون به صورت رسمی به تعريف حدنامتناهی 

(حد منهای بی نهايت) می پردازيم.

y

f (x)

1 xx

x

y

nf (x )

� �1 ��1nx

y N �
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تعريف   ٢   : فرض کنيد D زيرمجموعه ای از R   (مجموعه اعداد حقيقی)، دامنه تابع f باشد. 
 اگر به ازای هر دنباله از نقاط 

x a
lim f (x) گوييم حد تابع f در a، ∞- است و می نويسيم 

nn
lim f (x )  ،xn≠a است و a که همگرا به {xn} مانند f دامنه

x
lim

(x )22

1

2
مثال : به کمک تعريف (٢) ثابت کنيد                                      

حل : برای هر دنباله دلخواه {xn} که همگرا به ٢ است و ٢≠xn داريم 

nn n n
lim f (x ) lim

(x )2
1

2

زيرا وقتی دنباله {xn} به ٢ همگرا باشد، دنباله {٢(٢-xn)} با مقادير مثبت به صفر همگراست 

بنابراين دنباله {f(xn)} به ∞- واگراست.

 ــ١
x a
lim f (x)  ــ٢ 

x a
lim f (x)

                           
                        عبارت های

 ــ٣
x a
lim f (x)  ــ٤ 

x a
lim f (x)

مشابه تعريف های ١ و ٢، قابل تعريف هستند. به عنوان مثال عبارت (٢) به معنی آن است که: اگر 

x a
lim f (x) nn آنگاه 

lim f (x )  ،xn>a که a همگرا به {xn} به ازای هر دنباله

تمرين در کلاس
 عبارت های ١ و ٣ و ٤ را مشابه تعريف ١ و ٢ تعريف کنيد.

٢ـ١٦ـ حد توابع کسری و مجانب قائم
با توجه به تعريف و مثال های حدهای مثبت بی نهايت و منفی بی نهايت مشخص می شود که در يک 

تابع کسری وقتی x به a ميل کند و حد مخرج کسر صفر و حد صورت کسر عددی مخالف صفر باشد، 

حد تابع کسری ∞+ يا ∞- است و اين خود يک ايده ای است برای مطرح کردن قضيه مهّم صفحه بعد
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x a
lim g(x)  و 0

x a
lim f (x) L 0 قضيه   ١   : فرض کنيد: 

الف) اگر ٠< L و g(x) در يک همسايگی محذوف a  مثبت باشد آنگاه:

x a

f (x)lim
g(x)

ب) اگر ٠<  L و g(x) در يک همسايگی محذوف a منفی باشد آنگاه:

x a

f (x)lim
g(x)

پ) اگر ٠>L و g(x) در يک همسايگی محذوف a منفی باشد آنگاه:

x a

f (x)lim
g(x)

ت) اگر ٠>L و g(x) در يک همسايگی محذوف a مثبت باشد آنگاه:

x a

f (x)lim
g(x)

توضيح اينکه اين قضيه برای حدود يک طرفه (چپ يا راست) نيز برقرار است.

به مثال های زير  بيشتر آشنا شويم  نامتناهی  به کاربرد قضيه (١) در محاسبه حدود  اينکه  برای 

توجه کنيد.

مثال : حدهای نامتناهی زير را مشخص کنيد.

x

x xlim
x x

2

21

1

3 4
        ب) 

x

xlim
x20

1 الف) 

حل : 
الف) وقتی ٠→x، حد صورت کسر  و حد مخرج کسر صفر است و مخرج کسر يعنی x٢ در يک 

 
x

xlim
x20

1 همسايگی محذوف صفر مثبت است بنابراين طبق قسمت الف قضيه (١) داريم: 

ب) وقتی x با مقادير بزرگ تر از ١ به ١ ميل کند، حد صورت کسر ٣ است و حد مخرج کسر 

يعنی (٤+x)(١-x) صفر است و مخرج کسر به ازای ١>x، مثلاً در بازه باز (١,δ-١) منفی است بنابراين 

طبق قسمت ب قضيه (١) داريم:

x

x xlim
x x

2

21

1

3 4
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تمرين در کلاس
 

حدهای زير را حدس زده و با استفاده از قضيه (١) جواب حد را پيدا کنيد.

x
lim cot x

0
٤ــ   

x

lim tan x

2

      ٣ــ 
x

[x]lim
x21

1

1
       ٢ــ 

x ( )

xlim
x2

1
2

١ــ 

و   
x a
lim f (x) و   

x a
lim f (x) عبارت های  توصيف  به  تابع:  قائم  مجانب 

 در شکل زير 
x a
lim f (x)  و 

x a
lim f (x)  و 

x a
lim f (x)  و 

x a
lim f (x)

توجه می کنيم.

x

y

a
0

limf (x)  ��

x

y

a 0

limf (x)  ��

x

y

a
0

limf (x)  ��
x a� x a� x a��

x

y

a
0

limf (x)  ��

x

y

a
0

limf (x)  ��

x

y

a
0

limf (x)  ��

x a�� x a�� x a��



١١٣

در نمودارهای شکل صفحهٔ قبل ديده می شود که تابع f در x=a تعريف نشده است و وقتی x از 

هر دو طرف و يا از طرف راست و يا از طرف چپ به a ميل کند، f(x) بی کران افزايش يا کاهش می يابد 

و اين خود ايده ای است برای مطرح کردن مجانب قائم تابع که در رسم نمودارها بسيار مفيد است.

تعريف   ٣   : خط x=a را مجانب قائم نمودار تابع f می نامند، هرگاه حداقل يکی از حکم های 
زير درست باشد.

 ــ١
x a
lim f (x)   ــ٢          

x a
lim f (x)  ــ٣ 

x a
lim f (x)

 ــ٤
x a
lim f (x)  ـ ٥            ـ

x a
lim f (x)  ـ ٦   ـ

x a
lim f (x)

مثلاً خط x=a مجانب قائم هر يک از شش حالت نشان داده شده در شکل های صفحهٔ قبل 

 
x
lim f (x)

1
f است زيرا  (x)

(x )2
1

1
مثال :  خط ١=x مجانب قائم تابع 

تمرين در کلاس
f را در صورت وجود به دست آوريد. (x)

x x
1 1

1
١ــ مجانب های تابع 

٢ــ مجانب های قائم تابع های زير را به دست آوريد.

g(x)=tanx ،-π  ≤   x  ≤  π (ب     xf (x)
x2

1

1
الف) 

٢ـ١٧ـ حد در بی نهايت و مجانب افقی
تاکنون برای بررسی رفتار تابع f در نزديکی نقطه مانند x=a، از «حد» استفاده کرده ايم و در آنجا 

x  را به سمت a ميل می داديم

x 1�

x

y

0 1



حساب ديفرانسيل و انتگرال ١١٤

امّا هرگاه تابع f در بازه هايی مانند (∞+,c) و يا (c,∞-) تعريف شده باشد، علاقه منديم که بدانيم، 

اگر x به دلخواه بزرگ (مثبت) و يا کوچک (منفی) می شود، و به بيان ديگر وقتی x به سمت ∞+ و يا به 

سمت ∞- ميل می کند، چه بر سر   f(x) می  آيد.

دانستن رفتار انتهايی تابع برای رسم نمودار آن بسيار مفيد است.

فرض کنيد f تابعی باشد که در بازه ای مانند (∞+,c) تعريف شده و L عددی  تعريف   ٤   : 
حقيقی باشد. می گوييم حد تابع f وقتی x به ∞+ ميل می کند برابر L است و می نويسيم

x
lim f (x) L

 L به  {f(xn)} دنباله ،+∞ به  نقاط دامنه f مانند {xn}، واگرا  به ازای هر دنباله از  هرگاه 

همگرا باشد.

تمرين در کلاس

 تعريف مشابه برای حد در منفی بی نهايت را فرمول بندی کنيد.

مثال :  ثابت کنيد، اگر  r يک عدد گويای مثبت باشد آنگاه: 

rx
lim

x
1

ب) 0   rx
lim

x
1

الف) 0

حل : 

n r
n

f (x )
(x )
1 الف) برای هر دنباله دلخواه {xn} که واگرا به ∞+ است داريم:         

rx
lim

x
1

دنباله {f(xn)} همگرا به صفر است (چرا؟) پس             0

n r
n

f (x )
(x )
1 ب) برای هر دنباله دلخواه {xn} که واگرا به ∞- است داريم:            

 rx
lim

x
1

nn (چرا؟) بنابر اين 0
lim f (x ) 0 و 

 ثابت کرديم در مورد حد در بی نهايت نيز برقرارند
x a
lim f (x) تذکر: اگر قوانينی که در مورد 



١١٥

 آنگاه: 
x
lim f (x) L2  و 

x
lim f (x) L1 مثلاً اگر 

 ــ١
x
lim f (x) g(x) L L1 2  ــ٢                

x
lim f (x)g(x) L L1 2

 ــ٣
x
lim cf (x) cL1  ــ٤   c يک عدد ثابت، 

x

Lf (x)lim
g(x) L

1

2

،(L٠≠٢) 

 ـ ٥  ـ
x
lim c c

اين قوانين برای وقتی که x به ∞- ميل کند نيز برقرارند.

بديهی است که نتايج قضيه های ١ و ٢و ٣ بخش دوّم با تغييرات جزئی در مورد حد در بی نهايت 

نيز برقرارند. (چرا؟)

 را حساب کنيد.
x

x xlim
x x

2

2

2 5 1

3
مثال : مقدار 

حل :  وقتی x بزرگ می شود، بديهی است که صورت و مخرج کسر هر دو بزرگ می شوند، 
در نتيجه معلوم نيست چه بر سر مقادير اين کسر می آيد بنابراين از معلومات جبری مان کمک می گيريم و 

تابع کسری را به شکل ديگری می نويسيم.

تقسيم می کنيم،  از x که در مخرج وجود دارد  توانی  بزرگ ترين  بر  ابتدا صورت و مخرج را 

(چون مقدارهای بزرگ x برای محاسبه اين حد به کار می روند پس می توان فرض کرد ٠≠x) در اين 

کسر بزرگ ترين توان x در مخرج x٢ است، در نتيجه:

x x x

x x
x x xx xlim lim lim

x x x x
xx

2

2 2 2

2 2

2

2 5 1 5 1
2

2 5 1
13 3 3

x

x

lim ( )
x x

lim ( )
x

2

5 1
2

1
3

x x x

x x

lim lim lim
x x

lim lim
x

2
1 1

2 5

1
3

2 0 0 2
3 0 3
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 را حساب کنيد.
x
lim ( x x x)2 مثال : 

x و x هر دو بزرگ اند و بسيار دشوار است که بدانيم چه  x2 حل : وقتی x بزرگ است، 
بر سر تفاضل آنها می آيد، لذا ابتدا از جبرمقدماتی استفاده می کنيم و تابع را به شکل ديگری می نويسيم. 

برای اين کار صورت و مخرج را (می توانيم فرض کنيم که مخرج تابع ١ است) در مزدوج صورت يعنی 

) ضرب می کنيم. x x x)2 0

x x

x x x ( x x x)( x x x)lim ( ) lim
( x x x)

2 2 2

21 1

x

xlim
x x x2

x

xlim (| x | x,x )
x x

x

0
1

1

x
lim

x

1

1
1 1

1 1
21 0 1

تمرين در کلاس
١ــ مطلوبست محاسبه:

x
lim cos

x
1           پ) 

x

xlim
x

23 1
2 3

      ب) 
  x

x xlim
x x

3

3

5 1

2
الف) 

 را پيدا کنيد.
x
lim f (x) x آنگاه  x xf (x)

x x

2

2

2 1 2 3  ،x>٢ــ اگر به ازای هر ١٠



١١٧

مجانب افقی
f به شکل زير است. در نمودار تابع f، وقتی x با مقادير مثبت بی کران  (x)

x
1 نمودار تابع 

افزايش و يا با مقادير منفی بی کران کاهش يابد، f(x) به ترتيب با مقادير مثبت يا منفی به صفر نزديک 

می شود و به عبارت ديگر نمودار تابع در بی نهايت دور مثبت يا منفی به خط افقی ٠=y بسيار نزديک 

می شود و اين توصيف، خود ايده ای است برای تعريف مجانب افقی.

x

f (x)

x

y

0

y
x


1

 
x
lim f (x) L تعريف ٥   : خط y=L را مجانب افقی نمودار تابع f می نامند به شرطی که 

x
lim f (x) L يا 

f است که در شکل زير نشان داده شده  (x)
x
1

1 مثال : خط ١=y مجانب افقی تابع 
است، زيرا

x
lim ( )

x
1

1 1

y 1�

x

y

0

y را به دست آوريد.
x
1

1 پرسش: خط مجانب قائم تابع 

نمودار
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تمرين در کلاس

 مجانب های افقی تابع های زير را به دست آوريد.
xy ــ١

x
2 1

2
xy ــ٢        

x2 1
sin ــ٣          xy

x

 ـ ١٨ـ حد بی نهايت در بی نهايت و مجانب مايل ٢
 در تابع f(x)=x٣ وقتی x بزرگ می شود، x٣ هم بزرگ می شود، مثلاً، 

١٠٠٠ ١٠٠ ١٠x

١٠٠٠٠٠٠٠٠٠ ١٠٠٠٠٠٠ ١٠٠٠x٣

با بزرگ گرفتن x به اندازه کافی، x٣ را به هر اندازه دلخواه بزرگ کنيم و  در واقع می توانيم 

x
lim f (x) می نويسيم 

و به طور مشابه، وقتی x کوچک منفی می شود، x٣ هم کوچک منفی می شود و می نويسيم

x
lim x3

درستی اين حکم های حدی را می توان به صورت شهودی از روی نمودار  تابع f(x)=x٣  حدس زد.

0

y

x

اکنون به صورت رسمی به تعريف حد بی نهايت در بی نهايت می پردازيم.

f (x)   x 3 نمودار



١١٩

 هرگاه به ازای هر دنباله از نقاط دامنه f مانند 
x
lim f (x) می نويسيم  تعريف  ٦   : 

{xn} واگرا به ∞+، دنباله {f(xn)} واگرا به ∞+ باشد.

تمرين در کلاس
 

x
lim f (x)  و 

x
lim f (x)  و 

x
lim f (x)  با توجه به تعريف ٦، نمادهای 

را به طور مشابه تعريف کنيد.

، (c عدد ثابت منفی)
x
lim cx2 مثال : به کمک تعريف ثابت کنيد:                   

حل : به ازای هر دنباله دلخواه {xn} از دامنه تابع f(x)=cx٢ که واگرا به ∞- است داريم

n nf (x ) cx2

n{x واگرا به ∞+ است) }2 می دانيد که دنباله {f (xn)} واگرا به ∞- است (٠>c و دنباله 

x
lim cx2 بنابراين                                                                                   

 را محاسبه کنيد.
x
lim ( x x)2 1 مثال : 

x x
lim ( x x) lim (| x | x)

x
2

2

1
1 1

حل :                                        

x
lim x( )

x2
1

1 1
                             

x
lim x2

تذکر مهمّ: همواره نمی توان از قاعده های حدگيری برای حدهای نامتناهی استفاده کرد. زيرا 
∞+ و يا ∞- عدد نيستند.

x x x
lim x x lim x lim x3 3

                             
مثلاً نوشتن اينکه

غلط است (∞- ∞+ را نمی توان تعريف کرد) با اين وجود، می توان نوشت 
x x
lim x x lim x(x )3 2 1
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زيرا x و ١-x٢ هر دو به دلخواه بزرگ می شوند در نتيجه حاصل ضرب آنها نيز بزرگ می شود

و يا نوشتن اينکه:
x

x
x

lim ( x )xlim
x lim (x )

2 12 1
1 1

غلط است ( را نمی توان تعريف کرد) و برای محاسبه اين حد می نويسيم (صورت و مخرج 

x x

x xlim lim
x

x

1
22 1 2

11 11

 
کسر بر ٠>x تقسيم شده است)

مجانب مايل: خط L به معادله y=mx+b (٠≠m) و تابع y=f(x) را درنظر می گيريم. چنانچه 
شود  نزديک  صفر  به   x→-∞ يا   x→+∞ وقتی  L؛  مستقيم  خط  تا   A(x , f  (x)) متغير  نقطه  فاصلهٔ 

(شکل های الف و ب را در زير ببينيد) آنگاه خط L مجانب مايل نمودار f ناميده می شود.

y

x0

H

A

f

y

x

H
A

0 x

(ب)(الف)

به   L به خط نامتناهی (-∞ يا   تبصره : به بيان نادقيق اگر نمودار تابع f در دور دست ها (∞+ 
دلخواه نزديک شود، خط L يک مجانب f خواهد بود.

تعريف    : خط ٠≠y=mx+b ،m مجانب مايل نمودار تابع f است، هرگاه حداقل يکی از 
شرايط زير برقرار باشد.

x
lim [f (x) (mx b)]                ب) 0

x
lim [f (x) (mx b)] الف) 0



١٢١

x را (در صورت وجود) به دست آوريد. xf (x)
x x

3 2

2

3 1

1
مثال : مجانب مايل تابع 

حل : چون درجه صورت يعنی ٣ بزرگ تر از درجه مخرج کسر است ابتدا عبارت صورت را 
بر مخرج تقسيم می کنيم.

 
xf (x) x

x x2

5 3
4

1
در نتيجه 

برای  نتيجه  (همين   
x
lim [f (x) (x )]4 0 پس  (چرا؟)   

x

xlim
x x2

5 3
0

1
چون 

حالت ∞-→x نيز درست است)

بنابراين خط ٤-y=x مجانب مايل تابع f می باشد.

پرسش: با توجه به راه حل مثال بالا، آيا می توان نتيجه گرفت يک تابع کسری گويا با چه شرايطی 
مجانب مايل دارد؟ و سپس راه حلی کوتاه برای محاسبه مجانب مايل تابع کسری گويا بيان کنيد.

مسأله: فرض کنيد خط y=mx+b مجانب مايل تابع y=f(x) است. مقادير m و b را حساب 
کنيد.

١ــ فاصله نقطه متغير A(x,f(x)) تا خط١ ٠=y-mx-b  را به دست آوريد.

 b و m باشد. مقادير y-mx-b=تا خط ٠ A(x,f(x)) فاصله نقطه h(x) ٢ــ اگر

x
lim h(x)  يا 0

x
lim h(x) را چنان تعيين کنيد که                             0

پس از انجام فعاليت بالا نتيجه می گيريم که اگر خط y=mx+b مجانب مايل تابع 

x

f (x)m lim
x

 يا 
x

f (x)m lim
x

y=f(x) باشد آنگاه:                           

x
b lim [f (x) mx]  يا 

x
b lim [f (x) mx]

x x x x
x x x x

x x
x x

x

3 2 2

3 2

2

2

3 1 1

4

4 1

4 4 4

5 3

| ax by c |d
a b

1 1
2 2

M(x از خط ٠=ax+by+c برابر است با 
١
,y

١
١ــ فاصله نقطه (

يت
فعال
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f را وقتی ∞+→x  به دست آوريد. (x) x x22 3 مثال : معادله مجانب مايل تابع 
حل : بنابر دستورالعمل های بالا داريم

x x x

f (x) x xm lim lim lim ( )
x x x

2

2

2 3 3
2 1 3

x x
b lim (f (x) mx) lim ( x x x)22 3 3

x x

x xb lim ( x x) lim
x x

2 2
2

2

3
3 0

3

  بنابراين خط ٣x=y مجانب مايل تابع است.

تمرين در کلاس 
در مثال بالا معادله مجانب مايل را وقتی ∞-→x ، به دست آوريد.

مسائل مجانب ها: 
الف) معادله مجانب های مايل و افقی تابع های زير را به دست آوريد.

xy ــ١
x

2

2 1
y ــ٢                  x x x2 2

x ــ٣ xy
x

3

2

1

3
y ــ٤                  x x x24 1

y را حساب کنيد. x x2 4 ب) اندازه زاويه بين دو خط مجانب مايل تابع 



١٢٣

١ــ حدهای زير را به دست آوريد.

x
lim cot x                      پ) 

x

[x]lim
x2

2
2

          ب) 
x

xlim
x

2

2

4
2

الف) 

[x]

x

( )lim
x

1

22

1

4
ج)   

x

xlim
x x24

2

2 8
               ث) 

x

lim tan x
3
2

ت) 

x
lim( )

x x20

1 1                  ح) 
x

tan xlim
cot x

2

چ) 

m جرم 
٠
 که در آن 

mm
v
c

0
2

21

٢ــ در نظريهٔ نسبيت جرم ذره ای با سرعت V برابر است با 

سکون ذره است و c سرعت نور وقتی که -V→c چه اتفاقی می افتد؟

٣ــ حدود زير را محاسبه کنيد.

x

x xlim
x

2

2

5 1

2 1
ب)   

x

xlim
x
2 1

3
الف) 

x
lim (x x x )2 2 ت)   

x

xlim
x x2

2 1

3 1
پ) 

x

x xlim [ ]
x x

2

2

1

3
ج)   

x
lim ( x x x x )2 23 3 ث) 

x
lim ( x x x)3 3 28 2 2 ح)   

x

x tan xlim
x

1

2
چ) 

x
lim (sin x sin x )1 د)   

x

x xlim
x x

2

2

1

3
خ) 

٤ــ حدود زير را پيدا کنيد.

x

x xlim
x x

2

2

1

2 1
                 ب) 

x

x xlim
x x

3

2

2 1

1
الف) 

 و g در يک همسايگی محذوف a کراندار باشد آنگاه 
x a
lim f (x) ٥  ــ ثابت کنيد که اگر 

 را پيدا کنيد.
x
lim ( [x])

x0

1  و سپس 
x a
lim(f (x) g(x))

مسا ئل
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٣ـ١ـ آهنگ تغيير و خط مماس
است  ديگر  کميتی  به  کميت  يک  تغيير  دربارهٔ  که  ديفرانسيل  حساب  مطالعهٔ  به  فصل  اين  در 

می پردازيم. مفهوم اصلی حساب ديفرانسيل، مشتق است که تعميم سرعت و شيب خط مماس است که 

سال گذشته در حسابان آموزش داده شده است.

به  منجر  هردو  متحرک  يک  سرعت  يافتن  و  منحنی  بر  مماس  خط  پيدا کردن  مسألهٔ  می دانيد 

يافتن يک نوع حد می شوند که اين حد خاص را مشتق می نامند و خواهيم ديد که می توان آن را در هر 

شاخه ای از علم ومهندسی به آهنگ تغيير تعبير کرد.

مسألۀ خط مماس: وقتی می گوييم يک خط بر يک منحنی در يک نقطه مماس است به چه 
معنی است؟ 

در دايره مـی تــوان خط مماس در نقطهٔ A را خط عمود بــر خط شعاع در نقطه A بيان کـرد 

(شکل زير).

٣فصل
مشتق و کاربرد آن

C

A

0

y

x
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ولی مسأله برای يک منحنی، کلی مشکل تر است مثلاً، در شکل زير قسمت (الف) خط مماس 

چگونه تعريف می شود؟

و امّا مسألهٔ يافتن خط مماس در نقطهٔ A به مسأله يافتن شيب خط مماس در A منجر می شود. 

B، می گذرد تقريب زد 
١
اين شيب را می توان با شيب خطی که از نقطهٔ A و نقطهٔ ديگری از منحنی مثلاً 

(قسمت ب شکل بالا) يک چنين خط را خط قاطع می ناميم.

B نقطهٔ ديگری از نمودار f باشد، شيب 
١
(a  +Δx  ,     f    (a  +Δx))  نقطهٔ تماس و A(a  ,   f  (a)) هرگاه

خط قاطع که از دو نقطهٔ A و B١ می گذرد عبارت است از: 

AB
f (a x) f (a)m

x1
 

خارج قسمت تفاضلی می ناميم. Δx را تغيير x و صورت کسر  طرف راست اين تساوی را 

Δy  =  f  (a  +Δx)  -  f(a) را تغيير y می ناميم.

زيبايی اين روند در آن است که با انتخاب دنباله ای از نقاط که به نقطهٔ تماس نزديک می شوند 

(قسمت ب شکل بالا)، می توان تقريبات دقيق تری به شيب خط مماس به دست آورد. 

تعريف       خط مماس : اگر f بر بازهٔ بازی شامل a تعريف شده و حد زير 

x

f (a x) f (a)lim m
x0

 

موجود باشد، آنگاه خطی که از نقطهٔ (a,  f (a))گذشته و به شيب m می باشد، خط مماس بر 

نمودار f در نقطهٔ (a,  f (a)) ناميده می شود.

اغلب شيب خط مماس بر نمودار f در نقطهٔ (a,  f (a)) را شيب نمودار f در x  =  a می گوييم.

f

A

0

y

x0

y

x

2

1

(ب)(الف)
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مثال : معادله خط مماس بر نمودار f  (x) =  x٢ را در نقطهٔ (١,١) A پيدا کنيد.

x x

f ( x) f ( ) ( x)lim lim
x x

2

0 0

1 1 1 1 حل :  

   
x

x( x )lim
x0

2
2 شيب خط مماس                     

بنابراين معاله خط مماس می شود:

  y-٢  =   ١(x  -١)    يا    y   =  ٢x  -١  

يادداشت: تعريف ما از خط مماس بر يک نمودار خط مماس قائم را در بر نمی گيرد.
برای خطوط مماس قائم تعريف زير را می آوريم.

 (a,  f (a)) که از x  =  a آنگاه خط ،
x

f (a x) f (a)lim
x0

اگر f در a پيوسته بوده و 

می گذرد، خط مماس قائم بر نمودار f است (شکل زير را ببينيد).

0

y

x

x   a

f (a)

�1

x 1�x 1���

0

y

x1

c   باشد،  , d يادداشت: اگر دامنهٔ f بازهٔ بسته  
آنگاه تعريف خط مماس قائم را با توجه به پيوستگی f در 

نقاط انتهايی c و d طوری تعميم می دهيم که نقاط انتهايی 

را در بر گيرد.

مماس  خطوط   ،x  =  ±  خطوط   ١ مثال،  به عنوان 

f هستند.  (x) x21 قائم بر منحنی 
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تمرين در کلاس 

f می باشد.  (x) x3 1  نشان دهيد خط ١    =  x، مماس قائم بر منحنی 

٣ـ٢ـ مشتق تابع
همان طور که گفته شد و نيز در حسابان ديده ايد، برای پيدا کردن شيب خط مماس و سرعت يک 

متحرک به يک نوع از حد برمی خوريم. در حقيقت، حدهايی به صورت 

x

f (a x) f (a)lim
x0

 

هنگام محاسبه آهنگ تغيير در بسياری از شاخه های علوم و مهندسی نظير سرعت واکنش در 

شيمی يا سرعت ذره در فيزيک و يا هزينه نهايی در اقتصاد پيش می آيند.

چون به اين نوع از حد، بسيار زياد برمی خوريم، به اين نوع حد نام خاصی داده اند و برای آن از 

نمادگذاری خاصی استفاده می کنند.

 x  =  a در f است. در اين صورت مشتق تابع f نقطه درونی از دامنه a تعريف      : فرض کنيد
́ f نشان می دهيم، برابر است با  (a) که آن را به

x

f (a x) f (a)f (a) lim
x0

 

به شرطی که اين حد وجود داشته باشد.

Δx  =   x  -  a آنگاه x  =    a    + Δx  اگر فرض کنيم

بديهی است که وقتی Δx به صفر ميل کند، x هم به a ميل می کند.

بنابراين

x a

f (x) f (a)f (a) lim
x a

 

فرايند يافتن مشتق يک تابع مشتق گيری نام دارد. گوييم تابع f در x مشتق پذير 

است. اگر مشتق آن در x موجود باشد و بر بازهٔ باز I مشتق پذير است اگر در هر نقطه از 

اين بازه مشتق پذير باشد.
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مثال : مشتق تابع f با ضابطه ١+  x  +  f (x)  =   x٢ را به وسيلهٔ فرايند حد در (x , f  (x)) بيابيد.
حل :  توجه داشته باشيم که x ضمن حدگيری (وقتی٠→  Δx) ثابت گرفته می شود. بنابراين 

x

f (x x) f (x)f (x) lim
x0

 

x

(x x) x x (x x )lim
x

2 2

0

1 1               

x

x( x x )lim
x0

2 1                                                  

x2 1                                                                             

́ f شيب خط مماس بر منحنی f است. (x) ، x∈Df توضيح اينکه به ازای هر

تمرين در کلاس 
f به وسيلهٔ فرايند حد به ازای ٠<  x بيابيد و با استفاده  (x) x ́  f را برای تابع f با ضابطه   (x)

از نتيجه به دست  آمده، شيب خط مماس در نقطهٔ (١,١) را به دست آوريد.

y را در نقطهٔ (١,١) بيابيد. (با محاسبه  x ١ــ معادلات خط های مماس و قائم بر منحنی 

شيب مماس به کمک تعريف)

y را که در آنها خط مماس بر خط ٢x  =  y عمود است بيابيد. 
x
1 ٢ــ نقاطی از منحنی 

(با محاسبه شيب مماس به کمک تعريف)

٣ــ آيا تابع های زير در نقطهٔ مشخص شده خط مماس دارند؟

اگر پاسخ مثبت است معادلهٔ خط مماس را بيابيد.

x  =در ٠ g(x) sin x ب)    x  =در ٠ f  (x)  =sinx (الف

مسا ئل
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٤ــ آيا تابع های زير در نقطهٔ مشخص  شده خط مماس دارند؟

اگر پاسخ مثبت است معادلهٔ خط مماس را بيابيد.

x  =در ١ g(x) x2 1 ب)   x  =در ١ f  (x)  =|x|  (الف

x  =در ٠ t  (x)   = xsgn(x)  (ت                                        x  =در ٠ e(x) x3 پ) 

 تابع علامت)
, x

sgn(x) , x
, x

1 0

0 0

1 0

راهنمايی: (

٣ـ٣ـ آهنگ تغيير
پيرامون  تغيير پديده های دنيای  تعبير تغييرات و آهنگ  در اين بخش چند مثال برای نمايش و 

می آوريم.

طبيعی است که مانند سرعت يک شيئی متحرک، تغيير را وابسته به زمان تلقی کنيم، ولی لزومی 

ندارد که خود را تا اين اندازه مقيد سازيم. تغيير نسبت به متغيرهايی غير از زمان را نيز می توان به همان 

تغييرات کوچکی در مقدار دارو  بداند چه  يک پزشک می خواهد  قرار داد. مثلاً  بررسی  ترتيب مورد 

می تواند واکنش بدن را به آن دارو برانگيزد، و يا اقتصاد دانی می خواهد نحوهٔ تغيير سرمايه گذاری خارجی 

در کشور معينی را نسبت به نوسانات موجود در نرخ های بهرهٔ رايج در آن کشور را مورد مطالعه قرار دهد. 

همهٔ اين مسائل را می توان برحسب آهنگ تغيير يک تابع نسبت به يک متغير فرمول بندی کرد.

مثال : فرض کنيم ٦t+٥t٢  -s  =f  (t)  =  t٣ معادله حرکت (رابطهٔ بين مکان و زمان) ذره ای باشد 
که روی خطی راست حرکت می کند و مکان ذره در زمان های ١=  t و Δt+  ١ =   t مشخص است در اين 

صورت اندازه جابجايی اين ذره برابر است با

ΔS  =f  (١+Δt  )  -f  (١)= Δt(Δt٢-٢Δt-١)  

 (Δt) از تقسيم اندازه جابجايی بر مدّت جابجايی ،[١  ,  ١ +  Δt] و در بازهٔ زمانی

آهنگ متوسط: تغيير مکان ذره به دست می آيد، که آن را عموماً سرعت متوسط ذره در فاصله 
زمانی ١=t تا Δt+  ١=  t نيز می نامند، يعنی

S t t
t

2 2 1  
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هرچه Δt کوچکتر شود اين سرعت متوسط به سرعت ذره در حول و حوش لحظه ١=  t نزديکتر 

 Δt می گردد که در اين حالت آن را سرعت لحظه ای می نامند، در واقع سرعت لحظه ای وقتی است که

به صفر ميل کند، يعنی

t  =حد = سرعت لحظه ای در لحظه ١ S
t

    

                                              Δt  →٠

بدين ترتيب سرعت لحظه ای را آهنگ لحظه ای تغيير مکان ذره در لحظه ١=  t نيز می نامند و با 

استفاده از نمادگذاری رياضی به شکل زير نوشته می شود:

t

dS Slim
dt t0

 

براساس مثال بالا و اين نمادگذاری می توان ايده اصلی اين بخش را معرفی کرد. 

تعريف      :
بازه [a   ,   a   + Δx] عبارت  به x روی  تابع f نسبت  آهنگ متوسط تغيير  الف) 

است از 
f (a x) f (a)

x
 

ب) آهنگ آنی تغيير تابع f نسبت به x در x= a عبارت است از 

x

f (a x) f (a)f (a) lim
x0

 

مشروط بر اينکه اين حد وجود داشته باشد.

برحسب قرارداد وقتی متغير x بيانگر زمان باشد به جای کلمه « آنی» واژه «لحظه ای» را به کار 

می بريم و اغلب با حذف واژه «آنی» و يا «لحظه ای» وقتی می گوييم آهنگ تغيير، مقصودمان آهنگ 

آنی يا لحظه ای تغيير است.

ويژگی ضريب زاويۀ يک خط: اگر از نقطه ای بر خطی با ضريب زاويهٔ m، يک واحد به 
سمت راست حرکت کنيم، در اين صورت بايد m واحد در جهت محور y حرکت نماييم تا به روی 
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خـط بـازگرديـم.

A
A

A

بنابراين می توانيم شيب خط را اين طور تعريف کنيم:

افزايش يا کاهش عرض نقطه شروع (A) را وقتی که طول آن را يک واحد در جهت مثبت محور 

x افزايش دهيم، شيب خط می ناميم.

 f  (x)   = xبا ضابطه ٣  f تابع تغيير  رابطه بين آهنگ تغيير و مسأله مماس: می دانيم آهنگ 
وقتی که ٢=  x است برابر است با

f´  (x)  =٣x٢  

f´  (٢)  =١٢  

در شکل زير به تعبير هندسی عدد ١٢ می پردازيم.

وقتی   ،x  =٢ نقطهٔ  در  يعنی   f´(٢)  =١٢

يک واحد به ٢=  x اضافه شود تقريباً ١٢ واحد 

بنابراين   f   (٢)  =  ٨ امّا   و  می شود  اضافه   y به 

مقدار تابع (y) در نقطه ٣=  x تقريباً ٢٠=  ١٢+    ٨   

است. ولی مقدار واقعی y در نقطه ٣ می شود 

.f   (٣)  =  ٢٧

x1

1

12

8

27

y

2 3

�

0

نقطه شروعنقطه شروع
نقطه شروع

خط
خط

m مثبتm صفرm منفیخط
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مثال : اگر هوا را به داخل بالونی بدميم، آهنگ تغيير حجم بالون، وقتی که شعاع آن ١٥سانتی متر 
است، چقدر است؟

حل : اگر V حجم بالون کروی شکل و r شعاع بالون باشد، آهنگ تغيير حجم نسبت به شعاع 
عبارت است از 

dV d ( r ) r
dr dr

3 24
4

3
 

وقتی r برابر ١٥ سانتی متر است، حجم بالون با آهنگ ٩٠٠π  = ٢٢٥ * ٤π سانتی مترمکعب بر 

سانتی متر تغيير می کند و به عبارت ديگر، وقتی که شعاع بالون ١٥ سانتی متر است، اگر يک واحد (يک 

سانتی متر) ديگر به شعاع اضافه شود تقريباً ٩٠٠π سانتی مترمکعب به حجم بالون افزوده می گردد.

تمرين در کلاس 

حجم آب يک منبع آب، t دقيقه پس از شروع تخليه، برحسب ليتر برابر است با:

V(t)  =٢٥٠(١٦-t)٢  

آهنگ لحظه ای تخليه آب بعد از ٤ دقيقه، چقدر است و آن را توصيف کنيد.

 x کل مبلغی باشد که کارخانه ای برای توليد C(x) آهنگ تغيير در علم اقتصاد: فرض کنيد
C را 

x
واحد از يک نوع کالا، هزينه می کند. تابع C   را تابع هزينه می نامند. اقتصاد  دانان مقدار حد 

وقتی که ٠→  Δx، يعنی آهنگ لحظه ای تغيير هزينه نسبت به تعداد کالای توليد شده را هزينه نهايی 

توليد می نامند.

چون معمولاً مقدارهای x عددهايی صحيح اند، ممکن است بی معنی باشد که Δx را به ٠ ميل 

دهيم. بنابراين هزينه نهايی توليد را سهواً به عنوان هزينه اضافی لازم برای توليد يک واحد ديگر از 

ΔC  =    C  (  x+١)  -  C  (  x  ) محصول تعريف می کنند. يعنی

برای بهتر فهميدن اين مطلب، رابطه بين آهنگ تغيير و مسأله مماس را دوباره بخوانيد. 

مثال : هزينه ساخت x يخچال c  (  x  ) تومان است که در آن 
 C  (  x  )  = ٤٠٠٠٠٠+  ٨٠٠٠٠٠٠x   -  ٥٠٠x٢  
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می باشد. هزينه توليد   ١٠١  امين يخچال چقدر است و معنی آن را توضيح دهيد.

 C´  (  x  )  = ١٠٠٠-  ٤٠٠٠٠٠x      حل :  هزينه نهايی
C´  (  ١٠٠  )  = ٣٠٠٠٠٠  =  ١٠٠٠٠٠-  ٤٠٠٠٠٠  

يعنی وقتی کارخانه ١٠٠ يخچال توليد کرده و بخواهد ١٠١ امين يخچال را توليد کند تقريباً 

٣٠٠٠٠٠ تومان هزينه می کند. 

تمرين در کلاس 

يک کارخانه پارچه بافی، طاقه هايی از پارچه ای به عرض ثابت توليد می کند. هزينه توليد x متر 

از اين پارچه  C(x) تومان است.

الف) معنی  C´(  x  ) چيست؟

ب) معنی  ٩٠٠= (  ١٠٠٠  )´C چيست؟

١ــ حجم يک مکعب به طول ضلع x عبارت است از V=  x٣، آهنگ تغيير حجم مکعب 

نسبت به x را وقتی ٤=  x است بيابيد.

٢ــ آهنگ تغيير مساحت دايره را نسبت به قطر آن بيابيد.

آنفلوانزا در يک منطقه شيوع پيدا کرده است و مسئولين ادارهٔ بهداری  ٣ــ فرض کنيد 

  P(t)  =٦٠t٢-t(برحسب روز از زمان شيوع) را برابر٣ t تعداد افراد مبتلا به بيماری در زمان

.٠≤   t  ≤  تخمين می زنند، با شرط اينکه   ٤٠

الف) آهنگ تغيير پخش آنفلوانزا را در ٣٠=    t پيدا کنيد.

ب) چه زمانی آهنگ پخش آنفلوانزا ٩٠٠ نفر در روز است؟

٤ــ فرض کنيد تابع هزينه توليد x واحد از محصولی ٣x-  ٠/٠٠x٣=  C(x) و سطح توليد 

روزانه ١٠٠ واحد است

الف) هزينهٔ افزايش توليد از ١٠٠ به ١٠١ واحد در روز چقدر است؟

ب) هزينهٔ نهايی در اين سطح توليد چقدر است؟

٥  ــ فرض کنيد که درآمد حاصل از توليد x واحد از محصولی ٣x-٠/١x٢=  R(x) ، درآمد 

نهايی «آهنگ آنی تغيير درآمد» را در سطح توليد ١٨٠٠ واحد حساب کنيد.

مسا ئل
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٣ـ٤ـ تابع مشتق
می دانيم که مشتق تابع f در نقطه ای ثابت مانند x٠ (در صورت وجود):

x x

f (x h) f (x )f (x ) lim
h0

0 0
0     (١)  

در اين بخش ديدگاه خود را تغيير می دهيم و می گذاريم x٠ تغيير کند. اگر در رابطه (١)، x٠ را 

با متغير x جايگزين کنيم، داريم

h

f (x h) f (x)f (x) lim
h0

      (٢)  

به ازای هر x  ای که اين حد وجود داشته باشد، x را به f´(x) نظير می کنيم. به اين ترتيب´f را 

می توانيم تابع جديدی در نظر بگيريم و آن را تابع مشتق f (مشتق f) بناميم و می دانيم تعبير هندسی مقدار 

´f به ازای x، يعنی f´(x)، شيب خط مماس بر نمودار f در نقطهٔ (x , f  (x)) است.

ناميدن تابع´f به مشتق f به خاطر اين است که به کمک حدگيری در رابطه (٢)، از f «مشتق» 

شده است. 

دامنه ´f مجموعه {f´(x) وجود دارد: x}است که زيرمجموعه ای از دامنه f است.

مثال : نمودار تابع f در شکل زير نشان داده شده است.با استفاده از آن نمودار تابع´f را به 
تقريب نشان دهيد.

A

x

y

0

 f´(x) مثبت است پس در اين جاها O قبل از نقطه f حل : شيب خط های مماس بر منحنی
مثبت است و خط مماس در نقطه O افقی است پس به ازای طول اين نقطه مقدار´f صفر است و بين 

 x زير محور f´منفی است و نمودار f´(x) شيب خط های مماس منفی است پس در اين جاها A و O

f نمودار
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است و خط مماس در نقطه A افقی است پس به ازای طول اين نقطه مقدار تابع´f صفر است درنتيجه 

 Á Ó و  نمودار ´f محور x را در نقاط 

Á با A هم طول اند) قطع می کند. Ó با O و  )

و  است  مثبت   f´(x) جاها  اين  در  پس  است  مثبت  مماس  خط های  شيب   A نقطه  از  بعد  و 

 f´است. بنابراين نمودار x بالای محور f´ نمودار

داد  نشان  روبه رو  شکل  به صورت  می توان  را 

دقت کنيد، نقطه´B   روی نمودار´f نقطه ای است 

هم طول با نقطهٔ B از نمودار f که بعداً در مورد آن 

xتوضيح خواهيم داد.

y

0
A�

�

�

x

y

0

تمرين در کلاس 

از  به شکل روبه رو است،   f تابع  نمودار   

رسم  آن را  و  زده  حدس  را   f´نمودار آن  روی 

کنيد.

مثال : اگر f  (x)   =  x٣، ضابطهٔ    y  =  f´(x) را پيدا کنيد.
حد  محاسبهٔ  ضمن  و  است  متغير   h که  فرض  اين  با  می کنيم،  استفاده   (٢) رابطهٔ  از   : حل 

مورد نظر x را موقتاً ثابت در نظر می گيريم.

h h

f (x h) f (x) (x h) xf (x) lim lim
h h

3 3

0 0
 

h

xlim
3

0

x h h x h x2 2 3 33 3

h
                                               

h

hlim
0

( x hx h )
h

2 23 3                                                                   

f´ نمودار

f نمودار
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h
lim( x hx h ) x2 2 2

0
3 3 3                                                             

f´(x)   =٣xبنابراين ٢

تمرين در کلاس 

،ضابطه تابع´f را به دست آورده و به کمک نمودار f، نمودار´f را رسم کنيد. f (x) x اگر

وجود   (
x x

f (x) f (x )lim
x x0

0

0

يا  (  و 
 h

f (x h) f (x )lim
h

0 0

0
وقتی  مشتق ناپذير:  نقاط 

داشته باشد می گوييم f در x٠ مشتق پذير است و يا f در x٠ مشتق دارد. در نقطه ای که f مشتق پذير 

نيست، می گوييم f مشتق ناپذير است و يا مشتق f وجود ندارد.

f را در نقطه ١=  x بررسی کنيد. (x) x2 1 مثال : مشتق پذيری تابع 

x x

xf (x) f ( )lim lim
x x

2

1 1

11

1 1
حل :   

 
x x x

x xlim lim lim (x )
x x

2 2

1 1 1

1 1
1 2

1 1
و امّا  

x x

x (x )lim lim
x x

2 2

1 1

1 1
2

1 1
 

در١=  x مشتق پذير نيست  f (x) x2 1 ملاحظه می کنيد که اين حد وجود ندارد بنابراين تابع

(و يا به عبارت ديگر در (١,٠) خط مماس وجود ندارد) نمودار تابع f در شکل زير نشان داده شده است.

در اين شکل مشاهده می شود وقتی B از سمت چپ به A ميل کند قاطع AB به خط مماس 

AZ ميل می کند که شيب آن ٢- است، در اين صورت 

می گوييم تابع f دارای مشتق چپ است.

قاطع  کند  ميل   A به  راست  سمت  از   B اگر  و 

AB به خط مماس At ميل می کند که شيب آن ٢ است، 

راست  مشتق  دارای   f تابع  می گوييم  صورت  اين  در 

است.
�1 0

y

xA 10

�
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در اين وضعيت نقطه A، يک نقطهٔ «گوشه» برای تابع f است. 

بنابراين اگر (  (x٠)  f  ,  x٠ )A يک نقطهٔ گوشه برای تابع f باشد و مشتق چپ يعنی 

x x

f (x) f (x )f (x ) lim
x x0

0
0

0

 

و مشتق راست يعنی

x x

f (x) f (x )f (x ) lim
x x0

0
0

0

 

 m f (x )1 0 وجود داشته ولی با هم نابرابر باشند، آنگاه يک مماس چپ در نقطهٔ A به شيب 

وجود دارد که معادلهٔ آن می شود

y m (x x ) f (x )1 0 0  

m وجود دارد f (x )2 0 و همين طور، در نقطه A يک مماس راست به شيب 

y m (x x ) f (x )2 0 0 به معادله:  

برای  θ نشان دهيم، دو حالت  به  نقطهٔ گوشه را  بين دو مماس چپ و راست در  اگر زاويه  و 

محاسبه θ در نظر می گيريم:

θ  =  آنگاه °٩٠ ،m١.m١) اگر   ١-  =  ٢

٢) اگر ١-    ≠ m٢.m١ آنگاه θ از رابطه زير به دست می آيد.
m mtan

m m
1 2

1 21
 

که در مثال بالا اندازه زاويه بين دو مماس چپ و راست (θ) از رابطه زير به دست می آيد. (چرا؟)

tan 2 2 4

1 4 3
 

تمرين در کلاس
الف) با محاسبه مشتق چپ و مشتق راست تابع |f(x)  =  |x   در نقطه ٠=  x  ، نشان دهيد مبدأ مختصات 

يک نقطهٔ گوشه برای f است و سپس اندازه زاويه ايجاد شده در نقطهٔ گوشه را به دست آوريد.

اندازه  ، می باشد و 
x , x

f (x)
x , x2

0

0
تابع  برای  ب) نشان دهيد مبدأ مختصات يک گوشه 

زاويه ايجاد شده در گوشه را به دست آوريد.
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f را در١=  x بررسی نماييد. (x) x3 1 مثال : مشتق پذيری تابع 
حل : تابع f در ١=  x پيوسته است (چرا؟) و 

x x x

f (x) f ( ) xlim lim lim
x x (x )

3

3 21 1 1

1 1 1

1 1 1  

طبق  امّا  و  نيست  مشتق پذير    x=در ١ تابع  بنابراين 

تعريف مماس قائم، تابع در نقطهٔ (١,٠) مماس قائم دارد به 

معادله ١=  x (شکل روبه رو را ببينيد)

با مشاهده شکل روبه رو قاطع AB به خط مماس به 

معادله ١=  x ميل می کند.

بنابراين تابع f که در نقطه  (  (  x٠)  f   ,    x٠  ) مماس قائم 

داشته باشد، در آن نقطه مشتق ناپذير است.

در سوّمين حالت، اگر تابع در نقطهٔ x٠   پيوسته نباشد، 

آن وقت در a مشتق پذير نيست. بنابراين در هر نقطهٔ ناپيوستگی f مشتق پذير نيست.

سه حالتی را که برای مشتق ناپذيری ذکر کرديم در شکل زير ديده می شوند.

0

y

xA

�

x

y

x00x

y

0 x0x

y

0 x0

(پ) ناپيوستگی داشتن (ب) مماس قائم داشتن (الف) گوشه داشتن 

تمرين در کلاس

f را در نظر بگيريد. (x) x
3 2 تابع 

الف) ثابت کنيد (٠)´f وجود ندارد.

ب) به ازای هر٠≠ f´(x)، x را پيدا کنيد (ضابطه تابع مشتق).

پ) نشان دهيد که تابع f در (٠,٠) مماس قائم دارد و نمودار f را رسم کنيد.

x=١
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يادداشت: اگر تابع f در نقطهٔ (  (  x٠)  f   ,    x٠  ) دارای مماس قائم با نموداری به شکل زير باشد در 
آن صورت، (  (  x٠)  f   ,    x٠  ) نقطهٔ بازگشتی تابع ناميده می شود. 

f

x

y

x00

y

x00 x

x x

f (x) f (x )lim
x x0

0

0  x x

f (x) f (x )lim
x x0

0

0

x x

f (x) f (x )lim
x x0

0

0  x x

f (x) f (x )lim
x x0

0

0

تابع  بازگشتی  نقطهٔ  مختصات  مبدأ  که  می شود  معلوم  بالا  کلاسی  تمرين  در  نمونه  عنوان  به 

f است. (x) x
3 2

 ـ٥  ـ نتايج اوّليۀ مشتق پذيری ٣
اگر بنا باشد مشتق هر تابعی را با استفاده از تعريف مشتق حساب کنيم کار محاسبه مشتق، دشوار 

و عذاب آور است. خوشبختانه راه آسانتری نيز هست و آنهم به دست  آوردن تعدادی قاعدهٔ مشتق گيری، 

اين قواعد ما را قادر می سازند تا مشتق ترکيب های پيچيدهٔ توابع را به آسانی از مشتق توابع مقدماتی 

xy را به دست 
x

2

21
که اين توابع را ساخته اند محاسبه کنيم، مثلاً قادر خواهيم بود مشتق تابع 

y را بدانيم. درنتيجه می توانيم ردهٔ بزرگی  x آوريم. با اين فرض که مشتق توابع مقدماتی y  =x٢  و 

از توابع مشتق را معرفی کنيم.

سپس به ذکر پاره ای از خواص ابتدايی مشتق و کاربردهای آن می پردازيم. و امّا برای اثبات 

بعضی از قواعد مشتق گيری، لازم است قضيه ای بديهی ولی بسيار مهمّ زير را بدانيم و صرف نظر از 

جزئيات، اين قضيه بيان می کند که اگر نمودار يک تابع در نقطه ای هموار (مشتق پذير) باشد، نمی تواند 

در آن نقطه ناپيوسته باشد.

يا 
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قضيه   ١   : اگر تابع f در a مشتق پذير باشد، آن وقت در a پيوسته است.
قضيه (١) نشان می دهد که مشتق پذيری در يک نقطه، پيوستگی در آن نقطه را نتيجه می دهد، 

امّا، عکس اين قضيه درست نيست. يعنی ممکن است يک تابع در يک نقطه پيوسته باشد ولی در آن 

نقطه مشتق پذير نباشد. مانند تابع |f  (x)  =|xکه در٠=  x پيوسته است ولی در اين نقطه مشتق پذير نيست 

( f ( )0 f و  1 ( )0 1 )

برهان قضيه (١) : چون f در a مشتق پذير است داريم:

h

f (a h) f (a)lim f (a)
h0

 

برای اثبات پيوستگی f در a بايد نشان دهيم که 

h
lim f (a h) f (a)

0
 

با استفاده از قضايا و قواعد حد، داريم

h h

f (a h) f (a)lim f (a h) lim(f (a) h)
h0 0

 

f (a) f (a) f (a)0                                                            

  x  =در ٠ (x ) , xf (x)
ax a b , x

31 0

0
مثال : مقادير a و b را به قسمی تعيين کنيد که تابع 

مشتق پذير باشد.

يعنی  باشد.  پيوسته   x  =در ٠ f  ابتدا لازم است  ،x  =در ٠ f تابع  برای مشتق پذير بودن   : حل 
تساوی های زير برقرار باشند.

x x
lim f (x) lim f (x) f ( )

0 0
0  

  ١=  a  +  b  =١  

  a  +  b  =و يا       ١              

f و امّا ( ) f ( )0 0 و با به اجرا گذاشتن شرط مشتق پذيری، بايد 

xx x

f (x) f ( ) (x )lim lim lim((x ) (x ) )
x x

3
2

00 0

0 1 1
1 1 1 3

0  

x x x

f (x) f ( ) ax a b axlim lim lim a
x x x0 0 0

0 1

0  

بنابراين با انتخاب ٣=  a و ٢-=  b  تابع f در ٠=  x  مشتق پذير است.
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تمرين در کلاس
تابع f در نقطهٔ a پيوسته است، ثابت کنيد تابع g  (x)  =  (x-a)f(x) در نقطهٔ a مشتق پذير است.

همان طورکه گفته شد، محاسبه مشتق توابع به کمک تعريف در بعضی از موارد بسيار دشوار 

است، لذا قضيه زير که محاسبه مشتق توابع را آسان می سازد، ارائه می شود.

قضيه   ٢   : هرگاه توابع f و g در نقطهٔ a مشتق پذير باشند و c يک عدد ثابت باشد.
f(g(a) همگی در نقطه a مشتق پذير هستند و  )

g
0 آن وقت توابع f+g و f.g و cf و 

(f  ±  g) ́(a)  =  f  ́ (a)  ±   g ́  (a) الف)  

(f  .  g) ́(a)  =  f  ́ (a)g(a)  +   g ́  (a).f(a) ب)  

(cf   ) ́(a)  =  cf  ́ (a)    (پ
f f (a)g(a) g (a) f (a)( ) (a)
g g (a)2

ت)  

در قسمت (الف) قاعده مجموع را می توان به مجموع هر تعدادی از تابع ها تعميم داد

مثال : معادلهٔ حرکت ذره ای ٣+   ٢t+ ٤t٢  -s  =  t٣ است. (s برحسب سانتی متر و t برحسب ثانيه است)
شتاب اين ذره را به عنوان تابعی از زمان پيدا کنيد. پس از گذشت ٣ ثانيه شتاب چقدر است. 

dsV(t) سرعت t t
dt

23 8 2 حل : 

dva(t) شتاب  t
dt

6 8  

پس از گذشت ٣ ثانيه شتاب برابر است با:

a (٣)  =١٠ cm  /s٢  

تمرين در کلاس
xy را در نقطه (٠/٢ ,٢) پيدا کنيد. 

x2 6
 معادله خط مماس بر منحنی 
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برهان قضيه (٢) : اثبات قسمت های (الف)، (ب)، (پ) قضيه (٢) در کتاب حسابان آموزش 
داده شده است. بنابراين به اثبات قسمت (ت) می پردازيم. 

f و a نقطه ای باشد که در آن f و g مشتق پذير باشند و٠  ≠  g  (a) خارج  (x)h(x)
g(x)

فرض کنيم 

قسمت تفاضلی مربوط به h در نقطهٔ a عبارت است از 

h(x) h(a) f (x) f (a) f (x)g(a) g(x)f (a)
x a x a g(x) g(a) x a g(x)g(a)

1 1  

اکنون با افزودن و کاستن f  (a)  g (a) در صورت کسر، داريم

h(x) h(a) g(a)f (x) f (a)g(a) f (a)g(a) f (a)g(x)
x a (x a)g(x)g(a)

 

   
g(a)(f (x) f (a)) f (a)(g(x) g(a))

(x a)g(x)g(a)
                           

f (x) f (a) g(x) g(a)g(a). f (a).
g(a)g(x) x a x a

1             

x a
lim g(x) g(a) چون تابع g در a مشتق پذير است، پس بنابر قضيه (١) در a پيوسته و درنتيجه 

h(x) و با استفاده از قوانين حد مجموع، حد حاصل ضرب  h(a)
x a

از اين رو با محاسبه حد کسر

و حد خارج قسمت نتيجه می شود

x a x a x a

h(x) h(a) f (x) f (a) g(x) g(a)lim g(a) lim f (a) lim
x a x a x ag (a)2

1  

و يا 
g(a) f (a) f (a)g (a)h (a)

g (a)2
 

تمرين در کلاس
 a ٔدر نقطه f.g مشتق پذير باشند، در اين صورت ثابت کنيد تابع a ٔدر نقطه g و f اگر تابع های

مشتق پذير است و 

(f .g) (a) f (a)g(a) f (a)g (a)  
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 ـ ٦  ـ مشتق توابع مثلثاتی ٣
همان طورکه می دانيد تابع های مثلثاتی سينوس و کسينوس در دامنهٔ تعريفشان پيوسته اند. اکنون 

بدست  آنها  مشتق  برای  دستورهايی  و  می کنيم  ثابت  تعريفشان  دامنهٔ  روی  را  توابع  اين  مشتق پذيری 

می آوريم و بنابر قضيه (٢) کافی است مشتق پذيری توابع سينوس و کسينوس ثابت شود زيرا دو تابع 

ديگر tan و cot به صورت خارج  قسمت اين دو تابع تعريف می شوند.

يادآور می شويم که در عبارات x ،cotx ،tanx ،cosx ،sinx برحسب راديان است. همچنين 

، (h برحسب راديان)
h

sin hlim
h0

 و 1
h

coshlim
h0

1
درفصل حد، نشان داديم که 0

d (x برحسب راديان است) (sin x) cos x
dx

اکنون ثابت می کنيم 

h

d sin(x h) sin x(sin x) lim
dx h0

برهان  : 
 

h

sin x cosh sinh cos x sin xlim
h0

                                         

h

sinh coshlim ( )cosx ( )sin x
h h0

1                                         

چون در محاسبهٔ حد وقتی h به صفر ميل کند، x را ثابت می گيريم، 

بنابراين

h h
lim sin x sin x , lim cos x cos x

0 0   

درنتيجه

h h

d sinh cosh(sin x) cos x lim sin x lim
dx h h0 0

1  

cos x (sin x)( ) cos x1 0  

تمرين در کلاس
d (cos x) sin x

dx
به طور مشابه ثابت کنيد: 
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dy
dx

مثال : اگر f(x)  =  tan  x، مطلوب است تعيين 

d داريم: (cos x) sin x
dx

d و  (sin x) cos x
dx

حل : چون 

dy d sin x cos x ( sin x)sin x cos x sin x( )
dx dx cos x cos x cos x cos x

2 2 2

2 2 2

1  

(f عضو دامنه x به ازای هر) dy tan x
dx

21 و يا 

تمرين در کلاس
dy را تعيين کنيد.

dx
 ،y  =  cot  x برای تابع

مثال : جسمی که به انتهای فنری متصل است 
به طور افقی روی سطحی صاف نوسان می کند (شکل 

روبه رو) معادلهٔ حرکت اين جسم ٦sint  =  x (t) است که 

در آن t برحسب ثانيه است و x برحسب سانتی متر

 t الف) سرعت و شتاب اين جسم را در لحظه

بدست آوريد.

t و جهت حرکت در اين زمان  2

3
ب) موقعيت، سرعت و شتاب جسم مورد نظر را در زمان 

چگونه است؟ 

حل : الف)
dxV(t) سرعت cos t

dt
6  

dva(t) شتاب sin t
dt

6  

x( ) sin cm2 2 3
6 6 3 3

3 3 2
ب)  

3 سانتی متری از نقطه سکون است. 3 در موقعيت 

xx

نقطۀ سکون 
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)V سرعت ) ( ) cm s2 1
6 3

3 2
 

چون سرعت منفی است، حرکت جسم به سمت چپ است.

a( ) cm s22 3
6 3 3

3 2
 

قاعدۀ توانی: يکی از فرمول های قابل توجه حسابان، فرمول
r rd (x ) rx

dx
1  

است، که به قاعدۀ توانی معروف است. وقتی با استفاده از تعريف مشتق مثال هايی مانند:

d (x ) x
dx

2 2
  

،
  

d (x ) x
dx

3 23   ،
 

d (x ) x
dx

4 34  

را حل می کنيد، فرمول بالا تداعی می شود، آنچه جالب است اين است که قاعده توانی برای هر عدد 

حقيقی r برقرار است. مثلاً، ثابت می کنيم 
d (x ) x

dx
2 32   ،

  

d (x ) x
dx

2 1
3 32

3
 

و يا در بحث نماهای گنگ ثابت می شود:
d (x ) x

dx
1  

اين قاعده طبعاً محدوديت هايی دارد، مثلاً در: 
d ( x ) x

dx

1 1
2 21

2
 

دامنه عبارت است از مجموعهٔ xهايی که مثبت اند.

با توجه به حالت های نمای r، قاعده توانی در چند مرحله ثابت می شود.

حالت اول: r  = n، که در آن n عدد صحيح نامنفی است.
 ، d (x ) x

dx
1 01 d و  (x ) x

dx
0 10 (...,٠,١,٢,٣=   n  ) ، وقتی ٠ =  n و١=  n، قاعده توانی می گويد 

.x ≠  وقتی ٠
 

d (x)
dx

d و 1 ( )
dx

1 يا ساده تر 0

از اين رو، در دامنه پذيرفته شده درست است. البته، هيچکس عملاً  از آن در اين حالات استفاده 

d بدون توسل به قاعدهٔ توانی (و در IR) برقرارند. (x)
dx

d و 1 ( )
dx

1 نمی کند، زيرا فرمول های 0

از اين رو، فرض کنيم ٢  ≤ n و f(x)  =  xn، در اين صورت
n n

h h

f (x h) f (x) (x h) xf (x) lim lim
h h0 0  
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n n n n n n

h

n(n )(x nx h x h nxh h ) x
lim

h

1 2 2 1

0

1
2

  

h

h
lim

0

n n n nn(n )(nx x h nxh h )

h

1 2 2 11
2

با حذف عامل ٠  ≠ h، همهٔ جملات باقی مانده جز جملهٔ اوّل دارای عامل h هستند درنتيجه وقتی                  

n nd (x ) nx
dx

1 ٠  → h خواهيم داشت:  

، x ≠  و ٠ m  = -n  >عدد صحيح منفی است. با انتخاب ٠ n که در آن ،r   = n :حالت دوّم
n m

mf (x) x x
x
1                

m داريم: md (x ) mx
dx

1 لذا بنابرقضيه ٢ (مشتق خارج قسمت) و 

m m
m m

m
x mxf (x) mx

(x )

1
1 2

2

0 1  

f ́ (x)  = n  xn-١  

بعدی)  بخش  (در  می شود  ثابت   
p
qf (x) x و   باشد 

 

p
q

گويای  عدد   r وقتی  سوم:  حالت 
pبه ازای هر x از دامنه تابع مشتق

qpf (x) x
q

1
 

. فعلاً نمی توانيم به اثبات 
 

d (x ) x
dx

حالت چهارم: وقتی که r عدد گنگی باشد، مثل 1
x را تعريف نکرده ايم. 2 آن بپردازيم زيرا هنوز علامتی مانند xπ و يا 

 ، f (x) x
3 2 مثال : فرض کنيد 

الف) دامنه تابع مشتق f را تعيين کنيد. 

ب) ضابطه تابع مشتق f را به دست آوريد.

حل : الف) قبلاً نمودار f به شکل روبه رو رسم شده و در مبدأ 
نقطه بازگشتی دارد، پس تابع f در ٠ =  x مشتق ناپذير است.

x

y

0

نمودار
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fD IR 0 بنابراين  

پ) به ازای هر x عضو دامنه تابع ´ f داريم.
d (x ) x x

dx

2 2 1
1

3 3 32 2

3 3
 

بنابراين 

f (x)
x3

2

3
 

تمرين در کلاس

 را به دست آوريد.
h

f ( h) f ( )lim
h

3 3

0

1 1 ، حاصل  f (x) x
9 2 با فرض اينکه 

مثال : يک تانک دشمن در صفحهٔ مختصات خودی روی منحنی x  -f(x) = x٢ حرکت می کند 
و يک بسيجی با (آر ــ پی ــ جی ــ ٧) در نقطه (٨   ,٤) منتظر شکار تانک است و زمان مطلوب وقتی 

است که مسير گلوله خط راستی مماس بر منحنی f باشد، نقطه مطلوب مسير تانک را تعيين کنيد. 

حل : فرض کنيد (a -a  ,   a٢) M نقطه مطلوب باشد. در اين صورت، ابتدا معادله خط مماس بر 
منحنی را در نقطهٔ M به دست می آوريم.

 f´(x)  =٢x - ١                                           

y-  ( a٢-  a)  =  f´ (a) (x-a)

y -   a٢+  a  =   (٢a-١) (x-a)

خط مماس از نقطه (٨  ,٤) می گذرد بنابراين

٨  - a٢ +  a  =  (٢a  -١)  (٤-a)   

 a٨-٢  a  +٠=١٢  

  a  =  يا  ٢   a  =  ٦

پس مسير موشک در نقطه (٢,٢) بر مسير تانک مماس است.

می توان   ،y   = x٢-  x منحنی  نقطهٔ  (٨  ,٤) Aخارج  از  که  می دهد  نشان  فوق  مثال  يادداشت: 
دو خط مماس به شيب های ٣=  (٢)´f  =  m١ و ١١=  (  ٦)´f  =  m٢ بر منحنی f رسم کرد، با نقاط تماس 

B (٣٠  ,٦) و M (٢  ,٢)

x

y

0
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يادداشت: به کمک قاعده های مشتق گيری 
و بدون مراجعه به تعريف مشتق علاوه بر خط های 

کنيم.  پيدا  هم  را  قائم  می توانيم خط های  مماس، 

نقطهٔ A خطی است  بر منحنی (C) در  خط قائم 
 A می گذرد و بر خط مماس بر منحنی در A که از

به زاويهٔ ميان  عمود است (در فيزيک بخش نور، 

است)  نياز  عدسی  بر  عمود  خط  و  نور  پرتوهای 

(شکل روبه رو را ببينيد).

تمرين در کلاس
)  را پيدا کنيد. , )10

2
cos در نقطهٔ  xy

sin x2
١ــ معادلهٔ خط های مماس و قائم بر منحنی 

٢ــ از نقطه (١-   ,٠) A دو خط مماس بر منحنی x  +f(x) = x٢ رسم شده است معادلات اين دو 

خط مماس را به دست آوريد.

 ـ   خط    ١+٢x= y       در     نقطهٔ     ١= x٠      بر     منحنی     پيوسته    y =f  (x)         مماس     است    مقدار  ٣ـ

 را حساب کنيد. 
x

f (x) f (x)lim
x

2

1

3 18

1

٣ـ٧ـ مشتق های مرتبه های بالاتر 
مشتق  دوبار  موقعيت  تابع  از  بايد  (مکان)،  موقعيت  تابع  از  شتاب،  تابع  آوردن  به دست  برای 

گرفت. 

S(t) (تابع موقعيت)

V(t) = S′(t) (تابع سرعت)

a(t) = V′(t) = S′′(t) (تابع شتاب)

a(t) را مشتق دوم s(t) ناميده و آن را با s′′(t) نشان می دهيم مشتق دوّم، مثالی است از مشتق 

مرتبه های بالاتر بنابراين اگر تابع مشتق يعنی ′   f مشتق پذير باشد، تابع مشتق ′   f را با ′′   f نشان داده و آن 

را مشتق مرتبه دوم (و يا مشتق دوّم) f می ناميم.

(c)

A

خط قائم

ط مماس
خ
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اين  در  و  داد  ادامه  را  مشتقات  از  مشتق گيری  می توان  دارد،  وجود  مشتق پذيری  که  آنجا  تا 

صورت، مشتق های مرتبه های بالاتر تابع y = f (x) را به صورت زير نسبت به x نشان می دهيم: 

 x
dy dy ,f (x) , , f (x) , D (y)
dx dx

  :f مشتق اوّل

x
d y dy ,f (x) , , f (x) , D (y)
dx dx

2 2
2

2 2   :f مشتق دوم

( ) ( )
x

d y dy ,f (x) , , f (x) , D (y)
dx dx

3 3
3 3 3

3 3
  :f مشتق سوم

                    .             .               .                    .           .                                                                          .             .               .                    .           .                                                                            .             .               .                    .           .                                                     
 

n n
(n) (n) n

xn n
d y dy ,f (x) , , f (x) , D (y)
dx dx

  :f ام n مشتق
مثال : اگر f (x) يک چندجمله ای درجهٔ n باشد، يعنی 

f (x) = a٠ + a١x + a٢x٢ + ... + anxn  

که در آن an ,١-an ,... ,a١ , a٠ ثابت هستند، (٠ ≠ an) مشتق n ام، f (x) را حساب کنيد. 

حل : چون تابع چندجمله ای درجه n، از هر مرتبه مشتق پذير است بنابراين:
f ′(x) = a٢ + ١a٢x+٣a٣x٤ + ٢a٤x٣ + ... + nanxn-١  

f ′′ (x) = ٢a٦ + ٢a٣x + ١٢a٤x٢ + ... + n(n-١)anxn-٢  

f (٣)(x) = ٦a٢٤ + ٣a٤x + ... + n(n-١)(n-٢)anxn-٣    .  .  .

f (n)(x) = n(n-١)(n-٢) × ... * ١ * ٢ * an = n!an  

f (k) (x) = ٠ ، k > n و برای هر

تمرين در کلاس 
مشتق چهارم تابع (٣+ x٢) (٢ + x٢)(١ + x٢) = f (x) را در ١ = x حساب کنيد. 

مثال : مشتق پذيری تابع |f (x) = |x و مشتق های مراتب بالاتر آن را روی R بررسی کنيد. 
xحل : می دانيم  , x

f (x)
x , x

0

0  
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x x

f (x) f ( ) xf ( ) lim lim
x x0 0

0
0 1

0
چون  

x x

f (x) f ( ) xf ( ) lim lim
x x0 0

0
0 1

0  

بنابراين تابع f در ٠ = x مشتق پذير نيست و 

, x
f (x) , x

, x

1 0

0

1 0  

  تعريف نشده

                                                                                          

0

x

y

1

�1

0
x

y

, x
f (x)

, x
0 0

0 0  

تابع ′′   f در ٠ = x تعريف نشده است. 

f ′′ (x) = ٠   ,   x ≠ ٠ و يا  

f (n) (x) = ٠ , x ≠ ٠   n ≥ و برای هر ٣

تمرين در کلاس 
 f (x) = |xفرض کنيد |٤ - ٢

الف) مشتق پذيری تابع f را در ٢ و ٢- = x بررسی نماييد. 

ب) ضابطه تابع مشتق و نمودار آن را رسم کنيد. 

پ) با تعيين ضابطه توابع ′′   f و (٣) f، ضابطهٔ مشتق n ام تابع f را به دست آوريد. 
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برای يافتن مشتق تابع های قطعه قطعه تعريف شده (نظير تابع قدرمطلق و تابع جزء صحيح) قضيه 

زير بسيار مؤثر است و حل مسأله را ساده تر می کند. 

قضيه   ٣  :
 

x x
lim f (x)

0

الف) اگر f روی بازه [a, x٠) پيوسته و روی بازهٔ باز (a, x٠) مشتق پذير بوده و 

وجود داشته باشد، آنگاه: 
x x

f (x ) lim f (x)
0

0
 

 وجود 
x x
lim f (x)

0

ب) اگر f روی بازه (b ,x٠] پيوسته و روی بازهٔ باز (b ,x٠) مشتق پذير بوده و 

داشته باشد، آنگاه: 
x x

f (x ) lim f (x)
0

0
 

مثال : مشتق چپ و مشتق راست تابع |٢- x| ٢ + |١- f (x) = |x را در ١ = x حساب کنيد. 
f (x) = -٣x + از بازه [١ ,٠) ،٥ x پيوسته است و برای هر IR روی f حل : تابع

f ′(x) = -از بازه (٠,١) ،٣ x پس برای هر

f (x) = -x + از بازه (٢ ,١] ،٣ x همچنين برای هر

f ′(x) = -از بازه (٢ ,١) ،١ x پس برای هر

x
f ( ) lim f (x)

1
1 3 بنابراين 

x
f ( ) lim f (x)

1
1 1

 

در نتيجه تابع در ١ = x مشتق پذير نيست. 

 تمرين در کلاس
مشتق چپ و مشتق راست تابع f با ضابطه [٣ + x٣]f (x) = x را در نقطهٔ ٠ = x را در صورت 

وجود به دست آوريد ([ ] نماد جزء صحيح است).
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، مقدارهای (١) f و (١)′ f را 
h

f ( h)lim
h0

1
3 ١ــ فرض کنيد تابع f در ١ = x مشتق پذير و 

به دست آوريد. 

 را بيابيد. 
h

f ( h)lim
h0

1 1 ، حاصل  x , | x |
f (x)

x , | x |

3

2

1

2 1 1
٢ــ فرض کنيد 

 x = π را در نقطه f مشتق چپ و مشتق راست تابع ، xf (x) sin x cos
2

٣ــ فرض کنيد 

حساب کنيد. 

٤ــ الف) ثابت کنيد: اگر f در a مشتق پذير باشد، حد زير موجود و برابر با f ′(a) است

 
h

f (a h) f (a h)lim f (a)
h0 2  

 a ٔب) نشان دهيد که اگر حد در قسمت الف وجود داشته باشد، لزومی ندارد که تابع در نقطه

مشتق پذير باشد. 

٥ــ نمودار هريک از تابع های قسمت های (الف) تا (ت) را به نمودار مشتقش در قسمت های (١) 

تا (٤) متناظر کنيد و ضمناً دليل انتخاب خود را بيان کنيد. 

مسا ئل

x

y

0x

y

0

x

y

0
x

y

0

ب)الف)

ت)پ)
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، حاصل عبارت (x + ١) ٢y′y + y٢ را به دست آوريد.  xy
x1

٦ــ فرض کنيد 

٧ــ جسمی به انتهای فنری آويزان است، آن را به اندازه ٥ سانتی 

متر پايين کشيده و در لحظه ٠ = t رهايش می کنيم (مطابق شکل رسم شده 

 جهت روبه پايين، جهت مثبت است) موقعيت اين جسم در زمان t از رابطه

 ٥cost = y = f (t) به دست می آيد. سرعت و شتاب اين جسم را در زمان 

تحليل  را  آمده حرکت جسم  به دست  نتايج  به کمک  کنيد و سپس  پيدا   t

کنيد. 

 را به دست آوريد. 
h

f ( h) f ( )lim
h0

1 1 ٨ــ فرض کنيد ١ + x - ٢x٤ - f (x) x٦، حاصل 

x

y

0

x

y

0

x

y

0

0

x

y

(٢)١

(٤)٣

y

0

5
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، f ′(x) را حساب کنيد.  xf (x) sgn(x x )
x

21
1 ٩ــ اگر 

 f ′′(١) = و ٤ f ′(١) = و ٣ f (١) = را چنان انتخاب کنيد که ٢ f ١٠ــ ضابطه تابع درجه دوّم

باشد. 

١١ــ نقطه ای روی نمودار تابع x + y = x٢ پيدا کنيد که در آن نقطه، خط مماس بر منحنی تابع، 

موازی قاطعی باشد که دو نقطه با طول های ١ = x و ٣ = x واقع بر منحنی تابع را به هم وصل کند. 

به دست   ( , )4
6

نقطه  در  را   sin xf (x)
sin x

1 2 تابع  منحنی  بر  مماس  خط  معادله  ١٢ــ 

آوريد. 

 x = در نقطه ١ x , x
f (x)

ax bx c , a

3

2

1

1
١٣ــ به ازای چه مقاديری از b، a و c تابع 

مشتق مرتبه دوّم دارد؟ 

١٤ــ الف) با محاسبه مشتق اوّل و دوم و سوم تابع f (x) = sinx، مشتق nام تابع f را حدس 

بزنيد و سپس درستی حدس خود را به استقراء ثابت کنيد. 

ب) با استفاده از قسمت الف، دستور مشتق n ام تابع f (x) = cosx را به دست آوريد. 

٣ـ ٨ ـ قاعدۀ زنجيری 
 f (x) x4 x و ١ + x٤ را بيابيم ولی هنوز نمی توانيم مشتق1 با وجود اينکه می توانيم مشتق 

را حساب کنيم. 

 u = g(x) = xو ١ + ٤ y f (u) u توجه کنيد که f تابعی ترکيبی است که اگر فرض کنيم

می توانيم بنويسيم:

y = f (x) = f (g(x))  
 f = fog يعنی

قاعدهٔ محاسبه مشتق تابع های f و g را می دانيم، در نتيجه دانستن قاعده ای که براساس آن بدانيم 

چگونه مشتق f = fog را برحسب مشتق های f و g پيدا کنيم، بسيار با اهميت است. و اين قاعده را 

قاعدۀ زنجيری می نامند. 
 f (u)

u
1 y برابر است با تابع مرکب y = f (g(x))، که در آن 

x2

1

1
اکنون فرض کنيد تابع 

هستند. f (u)
u2
1

 ،g′(x) = ٢x و اين توابع دارای مشتق های u = g(x) = xو ١ + ٢



١٥٥

 بنابر قاعدهٔ خارج قسمت (که حالت خاصی از قاعدهٔ زنجيری است) 
d d xf (g(x)) ( ) ( x) f (g(x))g (x)

dx dx x (x ) (x )2 2 2 2 2

1 2 1
2

1 1 1  

اين مثال می گويد مشتق تابع مرکب y = f (g(x)) برابر است با مشتق f به ازای g(x)، ضرب در 

مشتق g به ازای x، اين همان قاعدۀ زنجيری است. 

d f (g(x)) f (g(x))g (x)
dx  

طرح اين مثال ايده ای است برای بيان قضيه مشتق تابع مرکب (و يا قاعده زنجيری) 

قضيه   ١: قاعده زنجيری: اگر تابع g در نقطهٔ x و تابع f در نقطهٔ g(x) مشتق پذير باشند، آنگاه 
 (fog)′(x) = f ′(g(x)) g′ (x) مشتق پذير است و x در نقطه fog تابع مرکب

با استفاده از نمادگذاری لايبنيتس، اگر y = f (u)، که در آن u = g(x) آنگاه y = f (g(x)) و 

dy
du

آهنگ تغيير y نسبت به u عبارت است از 

du
dx

آهنگ تغيير u نسبت به x عبارت است از 

dy يعنی  du
du dx

بنابراين، آهنگ تغيير y = f (u) = f (g(x)) نسبت به x عبارت است از 

dy dy du ( )
dx du dx

1
 

dy در u = g(x) محاسبه شده است. 
du

که 

به نظر می رسد که برای رسيدن به رابطه (١)، نماد du را از صورت و مخرج حذف کرده ايم، ولی 

dy معرف خارج قسمت دو کميت نيست، بلکه کل آن معرف کميت 
du

اين کار معنی داری نيست زيرا 

واحدی به نام مشتق y نسبت به u است. 

بيان يک مثال فيزيکی از مشتق تابع مرکب: در شکل صفحه بعد مجموعه ای از چرخ 
دنده ها را می بينيد که چرخ دندهٔ دوم و سوم روی محور واحدی قرار دارند. وقتی محور اول می چرخد، 

محور دوّم را حرکت می دهد، و اين محور خود محور سوم (چرخ دنده ٤) را حرکت خواهد داد. فرض 

dy را 
dx

du و 
dx

dy و 
du

کنيم u ، y و  x تعداد دوران های محورهای اوّل، دوم، و سوم در دقيقه باشند. 
dy dy du
dx du dx

يافته و نشان دهيد 
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محور ١: y دوران در دقيقه 
محور ٢: u دوران در دقيقه 
محور ٣: x دوران در دقيقه 

حل. چون محيط چرخ دندهٔ دوم ٣ برابر 
محيط چرخ دندهٔ اول است (٣r١ = r٢ شعاع)، 

چرخ دندهٔ اول بايد ٣ دور بچرخد تا چرخ دندهٔ 

چرخ دندهٔ  همچنين  نمايد.  دوران  يک بار  دوم 

چهارم  چرخ دندهٔ  تا  بچرخد  دور   ٢ بايد  دوم 

 du
dx

2 dy و 
du

3 يک بار دوران نمايد و داريم 

با ادغام اين دو نتيجه معلوم می شود که محور اوّل بايد ٦ دور بچرخد تا محور سوم (چرخ دندهٔ ٤) 

dyيک بار دوران نمايد. در نتيجه  dy du( )( ) ( )( )
dx du dx

3 2 6
 

به عبارت ديگر، ميزان تغيير y نسبت به x حاصلضرب ميزان تغيير y نسبت به u در ميزان تغيير 

u نسبت به x است. 

f را با استفاده از قاعدهٔ زنجيری پيدا کنيد.  (x) x4 1 مثال : مشتق تابع 
f (x) = (fog)(x) = f (g(x)) می نويسيم که در آن  f را به شکل  حل اوّل : ابتدا ضابطه 

f و ٤x٣ = g′(x) پس بنابر قضيه ٤  (u)
u
1

2
f چون  (u) u ١ + u = g(x) = x٤ و

xf (x) f (g(x)) g (x) x
x x

3
3

4 4

1 2
4

2 1 1  

، آنگاه  y u حل دوم : با استفاده از تساوی (١) اگر فرض کنيم ١ + u = x٤ و 

 f ′(x) يا
 

dy dy du xx x
dx du dx u x x

3
3 3

4 4

1 1 2
4 4

2 2 1 1  

 
 تمرين در کلاس

nd را به دست آوريد.  (u )
dx

اگر n عدد حقيقی باشد و تابع u = g(x) مشتق پذير، آن وقت 

12

13

چرخ دنده ١
ده٢

خ دن
چر

چرخ دنده٤

ده٣
خ دن

چر محور ١

محور ٢
محور٣
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nd موردنظر است قاعدهٔ مهم زير به دست می آيد  (u )
dx

يادداشت: از فعاليت بالا که محاسبه 
و آن را قاعدهٔ توانی کلی می ناميم. 

n n nd du(u ) nu nu u
dx dx

1 1

 

مثال : از توابع زير مشتق بگيريد. 
 y = cos٣(x) (ب                                    y = sin(x٣) (الف

حل :
dyالف) فرض کنيد u = x٣ و y = sinu پس بنابر قاعده زنجيری  dy du

dx du dx  

dyدر نتيجه  (cos u) x x cos x
dx

2 2 33 3
 

ب) فرض کنيد u = cosx و y = u٣، پس بنابر قاعده توانی کلی 

dy u u cos x( sin x) sin x cos x
dx

2 2 23 3 3
 

تمرين در کلاس
فرض کنيد u = g(x) تابعی مشتق پذير باشد. 

الف) مشتق تابع های y = sinu و y = cosu را بيابيد. 

ب) مشتق تابع های y = tanu و y = cotu (با شرط اينکه tan و cot در u مشتق پذيرند) را بيابيد. 

٣ـ٩ـ مشتق گيری ضمنی 
اکثر توابعی که با آنها سروکار داريم، دارای معادله ای هستند که y (مقدار تابع) را به طور صريح 

برحسب متغير x بيان می کند مثلاً 
y sin x , y x x2 1  

 y = f (x) ،يا در حالت کلی

اما بعضی اوقات به معادلاتی نظير ٠ = ٤ - y٢ + ٦xy، x٢ = y٣ + x٣ برمی خوريم که y را به طور 

صريح برحسب متغير x به دست نمی دهند. البته در برخی موارد می توان چنين معادله هايی را حل کرد 

تا y را به طور صريح برحسب x به دست آورد مثلاً در معادله ٤ = y٢ + x٢ (معادله دايره ای به مرکز مبدأ 
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 ،x٢ + yدر نتيجه ٠ = ٤ - ٢ y x24 مختصات و به شعاع ٢ = R) جواب های y می شوند 

g(x) می باشد.  x24 f و  (x) x24 معادله ضمنی تابع های 

نمودارهای f و y نيم دايره های بالايی و پايينی دايرهٔ ٤ = y٢ + x٢ هستند. (شکل زير) 

�2 20

y

x�2 20

y

x�2 20

y

x

g(x) x24 y                   پ)  x24 الف) ٤ = y٢ + x٢                       ب) 

 y يافتن  برای   x٣ + y٦ = ٣xy معادله  کردن  حل 

سيستم های  (برای  نيست  ساده ای  کار   x متغير  برحسب 

امّا  نيست،  دشوار  کاری  چنين  کامپيوتری  جبری 

هرحال به  است)  پيچيده  خيلی  می آيد  به دست  که   عبارتی 

 ٦xy = y٣ + x٣ معادله يک منحنی است که آن را منحنی 

برگی دکارت می نامند. (شکل روبه رو) 
تابع  می توان چندين  دکارت  برگی  منحنی  اين  از  و 

 x٣ + y٦ = ٣xy تعريف کرد که معادله ضمنی آن توابع همان

است در شکل زير سه تا از آن تابع ها نشان داده شده اند. 

x

y

0

x

y

0 x

y

0 x

y

0

 x٣ + y٦ = ٣xy نمودار
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dy نيازی نداريم که y را برحسب متغير x پيدا کنيم، 
dx

درخور توجه است که برای پيدا کردن 

 x به جای اين کار از مشتق گيری ضمنی استفاده می کنيم، برای اين منظور از دوطرف معادله نسبت به

dyy را به دست می آوريم، با اين فرض که همواره معادلهٔ داده 
dx

مشتق می گيريم و از معادلهٔ حاصل 

شده، y را به طور ضمنی برحسب تابعی مشتق پذير از x تعريف می کند. 

dy را بيابيد. 
dx

 ،x٢ + yمثال : الف) اگر ٤ = ٢
) بيابيد.  , )1 3 ب) معادله مماس بر دايره ٤ = y٢ + x٢ را در نقطه 

حل : از طرفين معادله ٤ = y٢ + x٢ نسبت به x مشتق می گيريم. 
d d(x y ) ( )

dx dx
2 2 4

 
d d(x ) (y )

dx dx
2 2 0  

قابل توجه اين که y = f (x) تابعی است مشتق پذير و بنابر قاعده «توانی کلی» در مشتق تابع مرکب 

dداريم:  (y ) yy
dx

2 2
 

٢x + ٢yy′ = ٠ بنابراين  

اکنون از اين معادله ′y را پيدا می کنيم 
dy
dx

xy  يا   , (y )
y

0  

، مشتق تابع (نيم دايره بالايی) برابر است با  ( , )1 3 ب) در نقطه 

dy
dx

1 3

33 شيب مماس    

) می شود  , )1 3 بنابراين معادله خط مماس بر دايره در نقطه 

y (x )3
3 1

3 يا 

y x3 4 3

3 3   
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تمرين در کلاس 
dy را پيدا کنيد. 

dx
 ، cos y y sin x2 الف) اگر 

d را در نقطه (١،١) پيدا کنيد.  y
dx

2

2
 ،x + y١ + ٤ = y + x٢ + xyب) اگر ٢

) پيدا کنيد.  , )4 8

3 3
پ) معادله خط مماس بر منحنی ٦xy = y٣ + x٣ را در نقطه 

٣ـ١٠ـ مشتق تابع وارون 
فرض کنيد f تابعی يک به يک و مشتق پذير باشد. با يک رويکرد هندسی می توانيم تابع مشتق پذير 

 را تابعی بدانيم که نمودارش گوشه يا پيچ ندارد. در نتيجه نمودار ١-   f که قرينه نمودار f نسبت به خط

ندارد.  پيچ  يا  گوشه  است،   y = x  

به  نسبت   f  -١ که  داريم  انتظار  بنابراين 

ندارد.  پيچ  يا  گوشه  است،   y = x خط 

در  به جز  نيز   f  -١ که  داريم  انتظار  بنابراين 

مشتق پذير  قائم اند،  مماس ها  که  جاهايی 

يک  با  شهودی  به صورت  و  باشد. 

در  را   f  -١ مشتق  مقدار  هندسی  استدلال 

شکل  در  آوريد  به دست  شده  داده  نقطهٔ 

 f نمودار  روی   A (a, b) نقطه  (روبه رو) 

خط  به  نسبت   A قرينه   A′(b, a) نقطه  و 

می گيريم درنظر   f  -١ نمودار  روی   y = x 

 (f -١)′(b) = tanβ و f ′(a) = tanα 

شکل (٦) را درنظر گرفته و رابطهٔ بين f ′(a) و (b)′(١- f) را به دست آوريد. 

xT H

A

�"

y

fM

A�

f �1

2

1

يت
فعال
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نتيجه به دست آمده در اين فعاليت يک ايده ای است برای بيان قضيه بعدی. 

قضيه   : فرض کنيد I يک بازه و f: I →IR تابعی باشد که در نقاط درونی بازه I مشتق پذير و 
مشتق آن همه جا مثبت يا همه جا منفی است. در اين صورت تابع ١- f (وارون f) نيز در همهٔ نقاط درونی 

 b = f (a) که b مانند f -دامنه اش مشتق پذير است و به ازای هر نقطهٔ درونی از دامنه ١

(f ) (b)
f (a)

1 1  

بر  مماس  خط  يعنی   f ′(a) = ٠ اگر  يادداشت: 
نمودار f افقی باشد و به معادله y = b، آن وقت خط مماس 

در نقطه b از نمودار ١- f خطی است عمود بر محور x و 

به معادله x = b و در اين صورت تابع ١- f در نقطه b مشتق 

ندارد. (شکل روبه رو را ببينيد) 

مثال : فرض کنيد ١ + ٦x + ٣x٢ + ٢x٣ = f (x) مقدار (١) ′(١- f) را در صورت وجود پيدا 
کنيد. 

از پس   b  =  ١ و  (چرا؟)  است  مثبت  همه جا  آن  مشتق  و  مشتق پذير  همواره   f تابع    : حل 
 a = يعنی ٠ x = ٢ = ١ نتيجه می شود فقط ٠x٣ + ٣x٦ + ٢x + ١ 

f ′(x) = ٦x٦ + ٢x + ٦ = f ′(٠) = ٦  

f)بنابراين  ) ( )
f (e)

1 1 1
1

6  

 تمرين در کلاس
g(x) اگر ٢ = (١) f و 

f (x)1

1
١ــ فرض کنيد ١- f تابع وارون تابع مشتق پذير f باشد و 

f ،(٢) ′g را بيابيد.  ( ) 1
1

8
D درنظر بگيريد. مشتق تابع ١-sin = ١- f را به  ,

2 2
٢ــ تابع f (x) = sinx را با دامنه 

xb

b

0 H
A

y

f
A�

f �1

a

a
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ازای هر x، عضو بازهٔ باز (١،١-) بيابيد. 

٣ـ١١ـ مشتق توابع نمايی و لگاريتمی طبيعی 
به نظر منطقی است که  افزايش می يابد  با آهنگ يکنواخت ١٤درصد در سال  وقتی سرمايه ای 

انتظار داشته باشيم آهنگ رشد آن در هر لحظه با مقدار سرمايه در آن لحظه متناسب باشد و يا وقتی 

جمعيت يک جامعه با آهنگ يکنواخت ٣ درصد در سال افزايش می يابد، آهنگ رشد جمعيت متناسب 

با جمعيت است. اينها نمونه هايی از پديده ای موسوم به رشد نمايی می باشند. 

همانند رشد نمايی، می توان صحبت از زوال نمايی کرد مثلاً مقدار اورانيم راديواکتيو U٢٣٥ با 

آهنگی متناسب با مقدار موجود U٢٣٥ زوال می يابد. زوال اورانيم (يا به طور کلی عنصرهای راديواکتيو) 

نمونه ای از پديده ای به نام زوال نمايی است. 

اکثر مسائل رشد نمايی و زوال نمايی به مدل رياضی f (x) = ex می انجامد که برخی از خواص اين 

تابع را پيش از اين به وسيله مفهوم حد و پيوستگی بررسی کرده ايم. 

اکنون می خواهيم آهنگ تغيير تابع نمايی طبيعی f (x) = ex را بررسی کنيم و قاعده ای برای مشتق 

اين تابع بيابيم. 

مشتق تابع نمايی طبيعی: مشتق تابع f (x) = ex را با استفاده از تعريف مشتق پيدا می کنيم 
 x h x h

x
h h h

f (x h) f (x) e e ef (x) lim lim lime
h h h0 0 0

1

 

عامل ex به h بستگی ندارد، بنابراين می توانيم آن را به پيش از حد ببريم: 
h

x
h

ef (x) e lim ( )
h0

1
1

 

از تعريف e (عدد نِپِر) داريم: 
h

h
lim( h) e

1

0
1

 
h( h) e
1

1 از اين رابطه و مفهوم حد نتيجه می شود  
h hh(( h) ) e

1

1 و اين رابطه ايجاب می کند که  
h( h) e1 و يا  

xاين مقدار را در رابطه (١) جايگزين می کنيم  h x x
h

f (x) e lime e e
0

1
 

بنابراين                                              مشتق تابع نمايی طبيعی
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                                                  x xd (e ) e
dx

طبيعی نمايی  تابع  مشتق  تابع  نتيجه   در 

بيان هندسی شيب  با  و  می باشد  f (x) = ex خودش   

m 1�

x

y

A

0

1

x(x,e )

xm e

xy    e

خط مماس بر منحنی y = ex در هر نقطه برابر با مختص y همان نقطه است. (شکل روبه رو را ببينيد) 

x خط ٠ = y مجانب افقی y = ex است. 
x
lim e x و 

x
lim e 0 يادداشت: 

مثال : فرض کنيد u = g(x) تابعی مشتق پذير باشد، مشتق تابع y = eu را بيابيد. 
حل : با فرض u = g(x) و f (x) = ex و eu = (x)(fog)، بنابر قاعده زنجيری داريم: 

(fog)′(x) = f ′(g(x)) g′(x)  

چون f ′(x) = ex پس f ′(u) = eu، بنابراين 

u ud (e ) u e
dx  

تمرين در کلاس 
معادلهٔ خط مماس بر منحنی y = e٢xcosπx را در نقطهٔ (٠،١) پيدا کنيد. 

 y′′ + ٦y′ + ٨y = در معادلهٔ ديفرانسيل ٠ y = eλx را پيدا کنيد که به ازای آنها λ مثال : مقدارهايی از
صدق کند. 

(معادله ای که رابطه ای بين y و مشتقات اول يا بالاتر آن را بيان می کند، يک معادله ديفرانسيل 

ناميده می شود) .

y′ = λeλx حل :  
y′′ = λ٢eλx  

با جايگزين کردن ′y و  ′′y در معادله ديفرانسيل داريم: 

λ٢eλx + ٦ λeλx + ٨eλx = ٠  

نمودار

شيب
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eλx (λ٦ + ٢λ + ٨) = ٠  

λ٦ +٢λ + پس  ٠ = ٨ ،eλx  ≠ چون  ٠

   λ = -٤-,٢  

٢x-y = e و ٤x-y = e جواب های معادله ديفرانسيل ٠ = ٨y + ′٦y + ′′y می باشند. 

تابع لگاريتمی طبيعی: با توجه به ويژگی های f (x) = ex، تابع f پيوسته و يک به يک است 
بنابراين تابع وارون f موجود است و تابعی است پيوسته و يک به يک. 

وارون تابع y = ex را می توان به صورت x = ey نوشت (y تابع x، f تابع ١- f است و بالعکس) و 

در عبارت y، x = ey را لگاريتم x در پايهٔ e می خوانيم و با نماد y = Lnx نشان می دهيم و اين تابع را 

تابع لگاريتمی طبيعی می ناميم. 

 ،f تابع  وارون  تابع  نمودار  اينکه  به  توجه  با  و 

اوّل و سوم  نيمساز ربع  به  تابع f نسبت  قرينهٔ نمودار 

است، به سادگی می توان نمودار تابع y = Lnx را، به 

کمک نمودار y = ex رسم کرد. (شکل روبه رو) 

دامنهٔ تابع y = Lnx ،(∞ + , ٠) و برد آن R است 

 بنابراين 
xx

lim Lnx , lim Lnx
0

و 

خط ٠ = x مجانب قائم تابع y = Lnx است. 

مشتق تابع لگاريتمی طبيعی: تابع لگاريتم 
طبيعی y = Lnx را درنظر می گيريم. می دانيم که اين تابع مشتق پذير است، زيرا وارون، تابع مشتق پذير 

y = ex است. 

فرض کنيد y = Lnx ، در اين صورت x = ey اگر از طرفين معادله ey = x  نسبت به متغير x به 

صورت ضمنی مشتق بگيريم، به دست می آيد: 

y dye
dx

1
 

y
dy
dx xe

1 1

و يا  

x

y
f

0

xy    e

e
y x

f �1

y Lnx
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d (Lnx) ( )
dx x

1
1

در نتيجه  
تمرين در کلاس

 

فرض کنيد ٠ < u = g (x) تابعی مشتق پذير باشد، به کمک قاعده (١) و قاعدهٔ زنجيری ثابت 

dکنيد:  u(Lnu)
dx u  

مثال : اگر |f ′(x)، f (x) = Ln|x را پيدا کنيد. 
حل : دامنه تابع f ،{٠} - IR است پس 

Lnx , x
f (x)

Ln( x) , x
0

0  

بنابراين

, x
xf (x)

( ) , x
x x

1
0

1 1
1 0

 

f (x)
x
1  ، x ≠ در نتيجه به ازای هر ٠

dنتيجه مثال (٧) ارزش به خاطرسپردن را دارد:  (Ln | x |)
dx x

1

 
 تمرين در کلاس

١ــ اگر ٠ ≠ u = g(x) تابع مشتق پذيری باشد، به کمک نتيجه مثال ٧ و قاعده زنجيری نشان 

dدهيد:  u(Ln | u |)
dx u  

با استفاده از مشتق گيری  xy لگاريتم طبيعی بگيريد و  x ،x > ٢ــ از دوطرف تساوی ٠

dy را پيدا کنيد. 
dx

ضمنی، 

در يک آزمون رياضی مسأله ای به شرح زير مطرح شد. 

 .f (x) = Ln(Lnsinx) ٔبا ضابطه f مطلوب است مشتق تابع

اکثريت  که  شد  مشخص  آزمون  در  شرکت کننده  دانش آموزان  پاسخ نامه  تصحيح  جريان  در 
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دانش آموزان مسأله را به صورت زير حل کرده اند. 

u(x) = Ln(sinx) ⇒ f (x) = Ln(u(x))  

u (x) cos xf (x) , u (x)
u(x) sin x  cos x

cos xsin xf (x)
Ln(sin x) sin xLn(sin x)  

دسته ای ديگر از دانش آموزان که در اقليت بودند راه حل گروه اول را انجام ندادند و به شيوه ای 

کاملاً متفاوت با اين مسأله برخورد کرده بودند و پاسخی متفاوت به اين مسأله داده بودند. 

الف) راه حل گروه نخست دانش آموزان را تجزيه و تحليل کنيد. 

ب) سعی کنيد راه حل گروه دوم را حدس بزنيد! 

پ) مستقل از اين راه حل ها و با تفکر و انديشه خودتان اين مسأله را بررسی و 

حل کنيد. 

يت
فعال

مسا ئل
ت) چه نتايجی از بررسی و حل اين مسأله می توان گرفت؟ 

١ــ در هر مورد f ′(x) را پيدا کنيد. 

 f (x) (x x )3 2 21 ب)    
xf (x)

x
4

2 1
الف) 

 f (x) sin x3 ت)    f (x) = sin(cosx) (پ

 f (x) tan x cot x ث) 

، را تعيين کنيد که در آنها مماس بر منحنی  ( x )
4 4

 ،y = tan(٢x) ٢ــ نقاطی از منحنی

با خط ٤x = y موازی باشد. 

٣ــ ثابت کنيد: 

الف) اگر تابع f زوج و مشتق پذير باشد آنگاه تابع مشتقش فرد است. 
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ب) اگر تابع f فرد و مشتق پذير باشد آنگاه تابع مشتقش زوج است. 

٤ــ با فرض اينکه تابع f زوج و تابع g فرد و ٢ = (١)′ fو ٣ = (١)′g ، مقدار (١-)′(f + g) را 

حساب کنيد. 

٥ــ با فرض اين که تابع  f: R → R در R مشتق پذير از مرتبه دوم باشد و به ازای هر عدد حقيقی 

x ،(x٢ - ٢) g(x) = f و ٢ = (٢)′ f مقدار (٠)′′g را حساب کنيد. 

٦ــ اگر f تابعی چندجمله ای از درجه n و تابع ′ fof از درجه ١٢ باشد مقدار ٤n + n٢ را حساب 

کنيد. 

با  را   y = f (cotx) باضابطه  تابع  آنگاه مشتق   ،
h

f (x h) f (x)lim
h x20

1

1
اگر  ٧ــ 

x حساب کنيد.  0
2

شرط 

٨ــ معادله خط مماس بر منحنی y = sin(x°) در نقطه ای با طول °٤٥ = x را به دست آوريد. 

x راديان است) 
180

 نتيجه می شود، x مساوی 
D R
180

(از رابطه 

٩ــ با استفاده از استقرای رياضی ثابت کنيد، برای هر عدد صحيح مثبت n، تساوی های زير 

برقرارند: 
n

n
n

d nsin(ax) a sin(ax )
dx 2

الف) 

n
n

n
d ncos(ax) a cos(ax )

dx 2
ب) 

xf را در نقطه (٤،٢) به دست  (x)
x

2

1
١٠ــ معادله خط مماس بر نمودار تابع وارون، تابع 

آوريد. 

مقدار  ، f (x) f (x)29 و  است  مشتق پذير  و  وارون پذير   R در   f: R → R تابع   ١١ــ 

 (٤)′(١- f) را پيدا کنيد. 

)A را بيابيد و نشان دهيد  , )3 3

2 2
١٢ــ معادله خط مماس بر نمودار ٣xy = y٣ + x٣ در نقطه 

خط قائم بر منحنی در نقطه A از مبدأ مختصات می گذرد. 

 b و a .قطع می کند N و M را در نقاط x٢ + y٢ - xy -نمودار ٠ = ١ y = ax + b ١٣ــ خط

را چنان حساب کنيد که مماس در نقاط M و N خط عمود بر محور x باشد. 

١٤ــ در هر مورد f ′(x) را پيدا کنيد. 

 f (x) = Ln|xب) |١ - ٢   f (x) = etanx (الف
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 f (x) = Ln|cosx| (ت   f (x) = Ln|sinx| (پ

Lnxy را در نقطهٔ (١،٠) پيدا کنيد. 
x

١٥ــ معادله خط مماس بر منحنی 

را   (x هر عدد حقيقی  ازای  (به   ، n
n

xf (x) lim ( )
n

1 با ضابطه   f تابع  دوم  مشتق  ١٦ــ 

حساب کنيد. 

f (x) = x٢e-x٢ دارای مماس افقی است. 
١٧ــ در چه نقاطی نمودار 

١٨ــ مشتق تابع وارون، تابع f با ضابطه: ٣x + Lnx = f (x) را به دست آوريد. 

١٩ــ (مدلسازی يک بيماری همه گير) تعداد (y) افرادی که به يک ويروس بسيار مسری مبتلا 

 مدلسازی شده است که در آن t از لحظه بروز 
kt

Ly
Me1

شده اند به وسيله منحنی تدارکاتی 

بيماری، برحسب ماه اندازه گيری می شود. 

يافت.  افزايش  نفر  به ١٠٠٠  تعداد  اين  بعد،  ماه  يک  و  بود  نفر  مبتلايان ٢٠٠  تعداد  ابتدا  در 

سرانجام تعداد مبتلايان در عدد ١٠٠٠٠ ثابت ماند. پارامترهای L و M و K را تعيين کنيد و مشخص 

کنيد تعداد مبتلايان ٣ ماه بعد از بروز بيماری چند نفر هستند و آهنگ رشد در آن لحظه چقدر بوده 

است. 

٣ـ١٢ـ مقدارهای اکسترمم سراسری و مسائل بهينه سازی
با مسأله ای روبرو می شويم، تلاش می کنيم بهترين راه حل را برای آن  اغلب در زندگی وقتی 

مسأله پيدا کنيم. 

برای مثال يک کشاورز می خواهد ترکيبی از محصولات انتخاب کند که تا حدامکان توليدش 

بيشترين سود را داشته باشد. و يا يک پزشک علاقمند است که کمترين مقدار دارو را در طول درمان 

يک بيمار معين تجويز کند. 

همچنين يک کارخانه دار مايل است هزينه توزيع کالاهايش را به حداقل برساند. گاهی اوقات 

يک مسأله از اين نوع را می توان با نمادگذاری، رابطه ای (به شکل معادله) به عنوان ضابطه تابعی از 

يک متغير بيان کرد تا با استفاده از روش های حسابان با ماکسيمم کردن يا مينيمم کردن مقدار تابع روی 

يک مجموعهٔ خاص ابزار لازم برای حل اين مسأله فراهم شود. 
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به عنوان نمونه با طرح مسألهٔ ساختن يک جعبه درباز که در صنعت بسيار کاربرد دارد، شروع 

می کنيم. 

xx

xx

x

x

x

x

40

75

x

x�40 2

x�75  2

مثال : می خواهيم يک جعبهٔ درباز از يک قطعه مقوای ٧٥ × ٤٠ سانتی متر بسازيم با اين روش 
که مربع هايی با اندازه مساوی از چهارگوشهٔ اين مقوا برش می زنيم و جدا می کنيم (شکل زير). 

اکنون می خواهيم بدانيم طول ضلع اين مربع ها چقدر باشد تا جعبه ساخته شده بيشترين حجم 

ممکن را داشته باشد. 

برای مدل سازی اين مسأله نماد x را برای طول ضلع مربع هايی که بايد از چهارگوشه مقوا بريده 

شود انتخاب می کنيم (قسمت الف شکل بالا) و نماد V را برای حجم جعبه ای که می خواهيم بسازيم، 

درنظر می گيريم (قسمت ب شکل بالا). 

به بيان ديگر 

x : طول (برحسب سانتی متر) ضلع های مربع هايی که بايد بريده شود. 

V : حجم (برحسب سانتی متر مکعب) جعبه دربازی که ساخته می شود. 

چون از هر گوشه مقوا، يک مربع به ضلع x از هر گوشه مقوا برش می دهيم، ابعاد جعبهٔ در باز 

مطلوب عبارتند از x و (٢x - ٤٠) و (٢x - ٧٥)، (شکل فوق) 

بنابراين حجم اين جعبه که به شکل مکعب مستطيل است به صورت زير به دست می آيد. 

V = (٢ - ٤٠x)(٢-٧٥x) * x = ٤x٢٣٠ - ٣x٣٠٠٠ + ٢x           (١)  

متغير x در اين معادله با محدوديت های معينی روبرو است، زيرا به دليل اينکه x طول ضلع مربع 

است، نمی تواند منفی باشد. همچنين عرض مقوا ٤٠ سانتی متر است، پس x نمی تواند بيشتر از نصف 

آن باشد (چرا؟)

در نتيجه متغير x از معادله (١) بايد در رابطه  ٢٠ ≥ x ≥ ٠صدق کند (چرا؟)

 x بنابراين مسأله واقعی ما به يک مدل رياضی تبديل شد که در اين مدل رياضی بايد مقاديری از

را در بازه [٠,٢٠] پيدا کنيم که مقدار V در معادله (١) بيشترين مقدار ممکن را داشته باشد. 

(ب)(الف)
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می توان اين مسأله ها را به پيدا کردن مقدارهای ماکسيمم يا مينيمم تابع ها تبديل کرد. ابتدا توضيح 

می دهيم که منظورمان از مقدارهای ماکسيمم و مينيمم چيست؟ 

تعريف ١   : فرض کنيم D دامنه تابع f و نقطه c عضو دامنه باشد، می گوييم: 
الف) f (c) مقدار ماکسيمم (ماکسيمم سراسری يا مطلق) تابع f روی D است، 

 f (x) ≤ f (c) :داشته باشيم D عضو x به شرطی که به ازای هر

به  است،   D روی   f تابع  مطلق)  يا  سراسری  (مينيمم  مينيمم  مقدار   f   (c) ب) 

 f (c) ≤ f (x) :داشته باشيم D عضو x شرطی که به ازای هر

پ) f (c) مقدار اکسترمم مطلق تابع f روی D است که يا مقدار ماکسيمم مطلق 

و يا مقدار مينيمم مطلق تابع f روی D باشد. 

ماکسيمم  مقدار  (٣ــ١٢)،  کتاب  از  بخش  اين  در 

مطلق، مقدار مينيمم مطلق ، مقدار اکسترمم مطلق تابع رابه 

مقدار  و  تابع  مينيمم  مقدار  تابع،  ماکسيمم  مقدار  اختصار 

اکسترمم تابع بيان می کنيم.

 D = (٠, +∞) دامنه  با   f تابع  نمودار  روبه رو  شکل 

بازه در   f تابع  می دهد.  نشان  را   f (x) ( )
x
1 ضابطه   و 

 (∞+ ,٠) نه دارای مقدار ماکسيمم است و نه مقدار مينيمم 

زيرا برُد تابع مجموعه (∞+ ,٠) = R است و f (x) می تواند از هر عدد مثبتی بزرگتر شود (با نزديک کردن 

x مثبت به صفر) و f (x) با مقادير مثبت می تواند به صفر نزديک شود (با انتخاب xهای مثبت و بزرگ) 

 f (١) در بازه [١,٣] هم دارای ماکسيمم و هم دارای مينيمم است، مقدار ماکسيمم تابع f ازطرف ديگر تابع

f و در  ( ) 1
3

3
f است و امّا تابع f در بازه [١,٣) ، مقدار مينيمم آن  ( ) 1

3
3

١ = و مقدار مينيمم تابع 

x

y

1

1

2 30

1
21

3

يت
فعال

x

y

1 2 30x

y

1 2 30

f نمودارg نمودار
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يت
فعال

اين بازه مقدار ماکسيمم ندارد (چرا؟) 

در شکل زير نمودارهای توابع f و g را درنظر بگيريد. 

الف) پيوستگی توابع f و g را در بازه [١,٣] بررسی نماييد. 

ب) آيا توابع f و g در بازه [١,٣] دارای مقدار ماکسيمم و مقدار مينيمم هستند و اگر 

جواب مثبت است آن مقادير را مشخص کنيد. 

f در هر بازه بسته نظير بازه [١,٣] که پيوسته  (x) ( )
x
1 در مثال بالا ديديم که تابع f با ضابطه 

است دارای مقدار ماکسيمم و مقدار مينيمم است. 

همچنين در اين فعاليت تابع f در بازه بسته [١,٣] پيوسته است. و تابع در اين بازه دارای مقدار 

مينيمم و همچنين دارای مقدار ماکسيمم است. و اما تابع g در بازه [١,٣] ناپيوسته است (چرا؟) و در 

اين بازه مقدار ماکسيمم ندارد ولی مقدار مينيمم دارد. 

ديديم که برخی تابع ها مقدار اکسترمم دارند و برخی ندارند. اکنون می خواهيم به اين سؤال پاسخ 

دهيم که تحت چه شرايطی می توانيم تضمين کنيم تابع هم دارای ماکسيمم و هم دارای مينيمم است. 

در قضيهٔ زير شرط هايی را آورده ايم که به اعتبار آنها تابع هم مقدار ماکسيمم و هم مقدار مينيمم دارد. 

١ـ قضيه ١ (مقدار اکسترمم مطلق): اگر تابع f در بازه بستهٔ [a, b] پيوسته باشد، آن 
وقت در اين بازه هم مقدار ماکسيمم مطلق و هم مقدار مينيمم مطلق دارد. 

برای درک بهتر قضيه مقدار اکسترمم، شکل زير را درنظر بگيريد و به پرسش های زير جواب دهيد. 

بودن  مثبت  مينيمم دارد؟ در صورت  نقاطی  بسته [٣,٣-] در چه  بازه  f در  پيوسته  تابع  الف) 

�1�2�3 x

y

1 2 3

3

0

f نمودار
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جواب، مقدار مينيمم تابع را به دست آوريد. 

نقاطی ماکسيمم دارد؟ در صورت مثبت بودن  بازه بسته [٣,٣-] در چه  تابع پيوسته f در  ب) 

�1

x

y

1 2 30x

y

10

 [٠,٢] بسته  بازه  که  دامنه اش  در  تابع  اين  الف) 
است پيوسته نيست و مقدار ماکسيمم ندارد ولی 

f (٢) = -مقدار مينيمم دارد که برابر ١

باز  بازه  که  دامنه اش  در  تابع  اين  ب) 
(٠,١) است پيوسته است ونه ماکسيمم 

دارد و نه مينيمم

جواب، مقدار ماکسيمم تابع را به دست آوريد. 

 پرسش : آيا شرايط قضيه مقدار اکسترمم در نمودارهای شکل زير برقرار است (چرا؟)
 پرسش : می خواهيم بدانيم در چه نقاطی مقادير اکسترمم رخ می دهند؟ معمولاً مقادير اکسترمم 
يک تابع را در بازه ای مانند I از دامنهٔ آن جستجو می کنيم البته ممکن است بازه I شامل نقاط انتهايی 

خود باشد و نباشد. 

برای نمونه بازه I = [a, b] شامل هردو نقطهٔ انتهايی خود است. و بازه (I = [a, b فقط شامل 

نقطه انتهايی چپ خود می باشد و بازه I = (a, b) شامل نقطه انتهايی خود نيست. در سه حالت زير 

x

min

b

y

a

max

0
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مقادير اکسترمم تابع را بررسی می کنيم. 

حالت اوّل: وقتی که مقادير اکسترمم را در نقاط 
انتهايی بازه داشته باشيم. (شکل زير)

حالت دوّم: وقتی که مقادير اکسترمم را در نقاط 

x

min

b

y

a

max

c1 c20

x

min

b

y

a

max

c1 c20

درون بازه داشته باشيم و در آن نقاط مقدار مشتق صفر 

است.(شکل روبه رو) 

حالت سوم: وقتی که مقادير اکسترمم را در نقاط 
درون بازه داشته باشيم و در آن نقاط تابع مشتق پذير نباشد. 

(شکل روبه رو) که تابع در نقطهٔ c١ بازگشتی است و در نقطهٔ c٢ پرشی و ناپيوسته است. 

در سه حالت بالا نقاطی را مطرح کرديم که نقاط کليدی قضيه مقدار اکسترمم هستند.

نقطه ای از دامنه f در هر يک از حالت های دوم و سوم بالا که تابع مقدار اکسترمم داشت «نقطه 

بحرانی» تابع f می ناميم.

 f  ́(c)=می ناميم، هرگاه ٠ f را نقطه بحرانی تابع c∈Df تعريف ٢   : نقطهٔ درونی
و يا f  ́(c) موجود نباشد.

] بيابيد. , ]1
2

2
مثال : نقاط بحرانی تابع f با ضابطه ٣x٢+٢x٣-=f(x) را در بازه 

) مشتق پذير است و ٦x+٦x٢-=f  ́(x) که به ازای  , )1
2

2
حل :  تابع f به ازای هر x از بازهٔ باز 

) نقطه ای وجود ندارد که تابع f مشتق نداشته  , )1
2

2
٠=x و ١=x داريم ٠=(٠)́  f و ٠=(١)́  f و در بازه 

باشد. بنابراين تابع f در نقاط ١ و ٠ بحرانی است.
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تمرين در کلاس

f را در دامنه اش بيابيد. (x) x21 نقاط بحرانی تابع f با ضابطه 

بازه  بازه I تعريف شده و c نقطه درونی  تابع f روی  ٢ـ قضيه نقطه بحرانی: فرض کنيم 
I است، اگر f    (c) مقدار اکسترمم تابع، آنگاه بايد c نقطه بحرانی باشد يعنی c يکی از موارد زير باشد:

f  ́(c)=به طوری که ٠ ،I يک نقطهٔ درونی بازه c (الف

ب) c يک نقطهٔ درونی بازه I و f  ́(c) موجود نباشد.

 f  ́(c) و I نقطه درونی بازه c و I روی بازه f مقدار ماکسيمم f  (c) برهان : ابتدا فرض کنيم
موجود باشد.

ثابت می کنيم ٠=f  ́(c) است

 f  (x)-f  (c)≤و يا ٠ f(x)≤f(c) ،I در x است. پس برای هر f مقدار ماکسيمم f  (c) چون

fاگر x<c يا ٠> x-c آن وقت  (x) f (c)
x c

0

fو اگر x>c  آن وقت (x) f (c)
x c

0

و امّا f  ́(c) موجود است بنابراين

x c

f (x) f (c)lim f (c) f (c)
x c

0 (١)

(چرا؟)

x c

f (x) f (c)lim f (c) f (c)
x c

0  (٢)

(چرا؟)

f  ́(c)=از (١) و (٢) نتيجه می شود ٠

تمرين در کلاس
 در حالتی که f  (c) مقدار مينيمم تابع است، قضيه را ثابت کنيد.
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البته بايد توجه داشت که هر نقطه بحرانی لزوماً نقطه اکسترمم نيست.

به عنوان نمونه برای تابع f با ضابطه f(x)=x٣ داريم ٠=(٠)́  f پس ٠=x نقطه بحرانی تابع f است 

و اين تابع نه مقدار ماکسيمم و نه مقدار مينيمم دارد (شکل زير قسمت الف)

f است زيرا (٠)ʹ  f موجود نيست.  (x) x3 همچنين نقطه ٠=x نقطه بحرانی تابع f با ضابطه 

(شکل زير قسمت ب)

0

y

x

f (x) x 3

0

y

x

f (x) x 3

مسأله : چگونه می توانيم مقادير اکسترمم تابع را پيدا کنيم.
با استفاده از قضايای ١ و ٢ می توانيم مقادير اکسترمم تابع f را که روی بازه بسته I پيوسته است 

به شرح زير پيدا کنيم.

I روی بازه بسته f گام اوّل: پيدا کردن نقاط بحرانی
گام دوم: محاسبه مقدار f در هر يک از نقاط بحرانی و نقاط انتهايی در بازه بسته I و از بين 
مقادير به دست آمده، بزرگ ترين آنها مقدار ماکسيمم و کوچک ترين آنها مقدار مينيمم تابع f روی بازه 

بسته I می باشد.

 [ , ]1
2

2
بازه  روی  را   f(x)=-٢x٣+٣x٢ با ضابطه   f تابع  مينيمم  و  ماکسيمم  مقادير   : مثال 

بيابيد.

حل : در مثال (٢) نقاط بحرانی اين تابع را که عبارت اند از ١و ٠ به دست آورديم، و به ازای 
اين اعداد داريم:

(الف) (ب)
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   f  (٠)=و ٠ f  (١)=١    

مقادير تابع در نقاط انتهايی عبارتند از:

f ( )1 1
2

٤=(٢)f و     

بنابراين مقدار ماکسيمم تابع برابر ١ می باشد که 

x و ١=x رخ می دهد و ٤- مقدار مينيمم  1
2

در نقاط 

تابع است که در نقطهٔ ٢ اتفاق می افتد.

بازه  روی   f تابع  نمودار  روبه رو  شکل  در 

] رسم شده است. , ]1
2

2
�4

x

y

1

1

2

30
�

1
2

�

تمرين در کلاس
را  بيشترين مقدار ممکن   (V) کنيد که مقدار حجم مثال ١، مقدار x را چنان حساب  در 

داشته باشد.

قابل ذکر است که يکی از مهم ترين کاربردهای مشتق در مسائل «بهينه سازی» است که در آنها 

با فعاليت)، مثال هايی از اين نوع در زندگی  يا مينيمم گردد (مانند مثال ١ همراه  بايد ماکسيمم  کميتی 

روزمره فراوان است.

نرده  مثال : در شکل روبه رو يک 
به  زمين،  بر  قائم  به طور  و  متر   ٢ ارتفاع  به 

فاصلهٔ ١ متر از يک ديوار قائم قرار دارد. 

طول کوتاه ترين نردبانی را تعيين کنيد که از 

روی نردهٔ به ارتفاع ٢ متر گذشته و يک سر 

آن روی زمين و خارج نرده و سر ديگر آن 

مماس بر ديوار قائم باشد.

ديوار

٢ متر

١ متر

نردبان

نرده

زمين



١٧٧

حل : اندازهٔ زاويه AB (نردبان) با 
 (L) فرض می کنيم و طول نردبان θ زمين را

 را به صورت تابعی از θ به دست می  آوريم 

.(0
2

)

AB=BT + TA

 A HT در مثلث های قائم الزاويه 

TCB داريم: و 

sin
AT
2 cos و 

BT
1

بنابراين

L L( )
cos sin
1 2

sin cos sin cosL ( )
cos sin sin cos

3 3

2 2 2 2

2 2

L ( ) sin cos tan3 3 30 2 0 2 tan يا  3 2

tan که نقطهٔ بحرانی تابع L است. ( )1 3
0 2 و يا 

2
tan ( )1 3 2٠θ

+٠-Lʹ(θ)

+∞L(θ
٠
)+∞L(θ)

tan مقدار مينيمم L(θ) به دست می آيد. و اگر بخواهيم طول  ( )1 3
0 2 در نتيجه به ازای 

کوتاه ترين نردبان را حساب کنيم، به صورت زير عمل می کنيم:

tan
cos

2 3
2

1
1 1 4

cos
3

1

1 4

A
O H

T

B

C

O

B

C

�

�

2

1

نردبان

نرده

زمين

Min
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و 

sin tan .cos
3

3

2

1 4

) عبارت است از  , )0
2

در نتيجه، مقدار مينيمم مطلق L(θ) روی بازه 

L( ) /
3

3
0 3

2 1 4
1 4 4 16

2

بنابراين طول کوتاه ترين نردبانی که بتوان يک سر آن را از بالای نرده به ديوار تکيه داد و سر 

ديگرش بر زمين و خارج نرده باشد، تقريباً ٤/١٦ متر است.

تمرين در کلاس
مثلث  دارند،  يکسانی  محيط  که  متساوی الساقينی  مثلث های  همه  بين  در  که  دهيد  نشان 

متساوی الاضلاع دارای بيشترين مساحت است.

مثال : (مسأله کوتاه ترين مسير عنکبوت) مطابق 
اتاق  از سقف   S گوشه  در  عنکبوت  يک  روبه رو  شکل 

و  دارد  قرار  است  متر   ٣ آن  ضلع  هر  که  شکل  مکعب 

می خواهد يک سوسک که در گوشه مقابل او (A) روی 

کف اتاق خوابيده است را شکار کند. عنکبوت مجبور 

است روی سقف اتاق حرکت کند (نمی تواند پرواز کند) 

و سپس روی ديوارها يا کف اتاق راه برود، او می خواهد 

کوتاه ترين مسير برای شکار سوسک را پيدا کند. او را 

راهنمايی کنيد. فراموش نکنيد که معمولاً موجودات به طور 

غريزی کوتاه ترين مسير را انتخاب می کنند.

حل : به کمک مشتق و تعيين کمترين مسير فرض 
کنيم مسير عنکبوت از S به N و از N به A باشد

d=SN + NA طول مسير

A

S

A

S

B
N

Cx x�3
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اگر BN=x فرض کنيم، آنگاه x-٣=NC بنابراين

d(x) تابع طول مسير ( x) x2 23 9 9

( x) x x ( x)( x) xd (x)
( x) x ( x) x

2 2

2 2 2 2

3 9 9 32 3 2

2 9 3 2 9 9 3 9

d (x) x ( x) ( x) x2 20 9 3 3 9

 طرفين معادله را به توان ٢ رسانده و پس از ساده کردن و حذف جمله های مساوی از طرفين 

معادله داريم:

x x 3
2 3

2
نقطه بحرانی بازه (٣و٠)       

۳
3
2

٠x

+٠-dʹ(x)

( )3 1 23 5( )3 1 2d(x)

 3 5 بنابراين کوتاه ترين مسير وقتی است که N وسط ضلع BC باشد. مقدار مينيمم طول مسير 

است.

قابل ذکر است که اين مسأله با يک راه حل کوتاه و سادهٔ هندسی حل می شود. حل مسأله را از 

راه هندسی انجام دهيد.

مثال : می خواهيم در کره ای به شعاع R يک استوانه دوار قائم محاط کنيم که بزرگ ترين حجم 
را داشته باشد، در اين صورت شعاع قاعده و ارتفاع استوانه را بيابيد.

 h ارتفاع  و   r شعاع  دارای  موردنظر  استوانه  کنيم  فرض   : حل 
 KH وسط O و به علت تقارن مرکز کره نقطه AH=r و KH=h می باشد و

است. بنابراين 
hOH A : r R
2

2 2

4
و حجم استوانه برابر است با:

hV r h h(R )
2

2 2

4
، ٠≤     h    ≤  ٢R 

A

O

R

K

H
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تابع حجم استوانه را  نقاط بحرانی  بنابراين   ،V=باشد، ٠ h=٢R يا  h=واضح است که اگر ٠

برحسب متغير h در بازه (٢R, ٠) پيدا می کنيم.
h h RV (h) (R ) h
2 2

2 2
0

4 2 3
نقطه بحرانی   

۲R
R2
3

٠h

-٠+Vʹ(h)

٠R34

3 3
٠V(h)

Rr مقدار ماکسيمم  2

3
Rh و  2

3
بنابراين تابع حجم استوانه در بازه [٠,٢R] به ازای 

R34 است.

3 3
حجم آن 

مسا ئل بهينه سازی

١ــ مجموع دو عدد مثبت برابر ٩ است. بزرگ ترين مقدار ممکن برای حاصل ضرب آنها را 

پيدا کنيد.

٢ــ حاصل ضرب دو عدد مثبت برابر ٨ است. کمترين مقدار ممکن برای مجموع آنها را پيدا کنيد.

٣ــ مساحت بزرگ ترين مستطيلی را بيابيد که در نيم دايره ای به شعاع R محاط شده است و يک 

ضلع مستطيل روی قطر نيم دايره قرار دارد.

٤ــ (بهترين ديد از يک نقاشی ديواری) شخصی 

ارتفاع  به  ديواری  نقاشی  از يک  فاصله ای  بايد در چه 

٣ متر بايستد تا بهترين ديد را از آن داشته باشد (شکل 

روبه رو)، با اين فرض که پايين نقاشی ١ متر بالاتر از خط  

ديد شخص است.

٥  ــ قرار است محوطه ای مستطيل شکل برای نگهداری گوسفندها ساخته شود، يک طرف اين 

محوطه ديوار طويلی است که از قبل وجود داشته است و سه طرف ديگر آن را بايد نرده گذاری کنيم. اگر 

١٥٠ متر نرده در اختيار داشته باشيم، بيشترين مساحت ممکن برای محوطه مورد نظر چقدر است؟

�

x

٣ متر

١ متر
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تابع های صعودی اکيد و نزولی اکيد: با   مشاهده 
امتداد  در  نقطه ای  وقتی  روبه رو  شکل  در   f تابع  نمودار 

منحنی از A به C برود مقادير تابع با افزايش طول کاهش 

برود،   B به  C نقطه در امتداد منحنی از می يابند، و وقتی 

مقادير تابع با افزايش طول افزايش می يابند در اين صورت 

گوييم f بر بازهٔ [a, c] نزولی اکيد و بر بازه [c, b] صعودی 

اکيد است.

ذيلاً تعاريف تابع های صعودی اکيد و نزولی اکيد و تابع ثابت بر يک بازه را بيان می کنيم.

تعريف ٣   :
 ،I در xو ٢ xصعودی اکيد است، اگر برای هر دو عدد ١ I  روی بازه f الف) تابع

x١<x٢⇒ f(x١) < f(x٢)

 ،I در xو ٢ xنزولی اکيد است، اگر برای هر دو عدد ١ I روی بازه f ب) تابع

x١<x٢⇒ f(x١) >f(x٢)

 ،I در xو ٢ xثابت است، اگر برای هر دو عدد ١ I روی بازه f پ) تابع

f(x١)=f(x٢)

I=[a,b] .برای بهتر يادگيری تعريف بالا نمودارهای شکل زير را ببينيد

xb

y

a c

C

A
B

0

xb

y

a

A

B

f

0 xba0

y

A

B
f

xb

y

a

A Bf

0

f صعودی اکيد استf نزولی اکيد استf ثابت است

با توجه به تعريف بالا، تابع f روی بازه I اکيداً يکنواست، اگر روی بازه I يا صعودی اکيد و 

يا نزولی اکيد باشد.
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نمودار تابع f در شکل روبه رو را درنظر بگيريد.

الف) با رسم مماس هايی در نقاط مختلف نمودار 

f تعيين کنيد در چه بازه ای شيب مماس ها مثبت و در چه 

بازه ای شيب مماس ها منفی است.

ب) تعيين کنيد در چه بازه ای مشتق f مثبت است 

و در چه بازه ای مشتق f منفی است.

پ) از اينکه f  ′(x)، ميزان تغيير مقادير f(x) نسبت 

به x است، با درنظر گرفتن علامت f  ′ (x)، معلوم کنيد تابع f در چه بازه ای صعودی اکيد است 

و در چه بازه ای نزولی اکيد است.

نتايج به دست آمده در فعاليت بالا به ما کمک می کند که قضيه زير را بيان کنيم.

٣ـ قضيه ٣: فرض کنيم تابع f بر بازهٔ بسته [a,b] پيوسته و بر بازهٔ باز (a,b) مشتق پذير باشد. در 
اين صورت

́  f، آنگاه تابع f بر [a,b] صعودی اکيد است. (x)>٠ ،(a,b) در x الف) اگر به ازای هر

́  f، آنگاه تابع f، بر بازه [a,b] نزولی اکيد است. (x)<٠ ،(a,b) ٔدر بازه x ب) اگر به ازای هر

́  f، آنگاه تابع f بر بازه [a,b] ثابت است. (x)=٠ ،(a,b) ٔدر بازه x پ) اگر به ازای هر

اين قضيه به ما اجازه می دهد که بررسی کنيم، يک تابع در چه بازه هايی صعودی اکيد و در چه 

بازه هايی نزولی اکيد و در چه بازه ای ثابت است.

مثال : مشخص کنيد تابع f با ضابطه ٧+١٢x-٣x٢-٢x٣=f(x) در کجاها صعودی اکيد و در 
کجاها نزولی اکيد است.

حل : ابتدا مشتق تابع را حساب می کنيم:
f  ́(x)=٦x٦-٢x-٦=١٢(x+١)(x-٢)

عبارت f  ́(x) را تعيين علامت می کنيم:

+∞۲-١-∞x

+٠-٠+f  ́(x)

يت
فعال

x

y

c
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نزولی  بازه (٢, ١-)  تابع f در  طبق قضيه فوق 

اکيد و در هر يک از بازه های (١-, ∞-) و (∞+ ,٢) 

روبه رو  شکل  به   f نمودار  و  است  اکيد  صعودی 

است:

در نقاط ١- و ٢ که مشتق تابع صفر است خط 

مماس افقی است.

�4

x

y

20
�1

تمرين در کلاس

اکيد  نزولی  بازه ای  چه  در  و  اکيد  صعودی  بازه ای  چه  در   f (x) x3 2 ضابطه  با   f تابع   

است؟

٣ـ١٣ـ مشتق دوم و تقعر نمودار تابع
  A رسم شده اند. هر دوی اين نمودارها دو نقطه I در شکل زير نمودار دو تابع صعودی اکيد روی بازه

و B را بهم وصل می کنند. امّا متفاوت به نظر می  رسند زيرا نمودار f پايين خط های مماسی است که در نقاط 

مختلف f رسم شده اند و منحنی f را روی بازه I مقعر رو به پايين می ناميم. و امّا نمودار g بالای خط های 

مماسی است که در نقاط مختلف g رسم شده اند و منحنی g را روی بازه I مقعر رو به بالا می ناميم.

x

y

A

a b

f

B

0x

y

A

g

B

0

ب) مقعر رو به بالاالف) مقعر رو به پايين
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تعريف ٤   :
آنگاه نمودار f را  باشد  بالای همهٔ مماس هايش   I ٔبازه الف) اگر نمودار f روی 

مقعر رو به بالا می ناميم.
ب) اگر نمودار f روی بازهٔ I پايين همهٔ مماس هايش باشد، آنگاه نمودار f را مقعر 

رو به پايين می ناميم.

اکنون ببينيم مشتق دوم چه کمکی به مشخص کردن تقعر نمودار در يک بازه می کند.

با مشاهده شکل بالا به موارد زير پاسخ دهيد.

الف) در قسمت (الف) شکل بالا با حرکت از چپ به راست شيب مماس ها کم می شوند 

يا زياد و در نتيجه تابع ́  f (تابع مشتق) تابعی است نزولی اکيد يا صعودی اکيد.

ب) در قسمت (ب) شکل بالا با حرکت از چپ به راست شيب مماس ها کم می شوند يا 

زياد و در نتيجه تابع ́  f تابعی است نزولی اکيد يا صعودی اکيد.

̋  g را در بازه (a,b) تعيين کنيد. نتايج به دست آمده در فعاليت   (x) و f  ̋  (x) پ) علامت

بالا به ما کمک می کند که قضيه زير را بيان کنيم.

̋  f  به ازای هر x از بازهٔ باز I موجود باشد   (x)  ٤ـ قضيه تقعر: فرض کنيم
̋  f  آنگاه نمودار f روی بازه I تقعر رو به بالا دارد.  (x) >٠ ،I از x الف) اگر به ازای هر

̋  f  آنگاه نمودار f روی بازه I تقعر رو به پايين دارد.  (x) <٠ ،I از x ب) اگر به ازای هر

يا  اکيد  بازه هايی صعودی  f روی چه  (x) x x x3 21
3 4

3
با ضابطه   f تابع   : مثال 

نزولی اکيد است و روی چه بازه هايی نمودار f تقعر رو به بالا دارد يا مقعر رو به پايين است.

حل :
f  ́(x)=x٢-٢x-٣=(x+١)(x-٣)

f  ̋ (x)=٢x-٢=٢(x-١)

با تعيين علامت عبارت (٣-x)(١+x) معلوم می شود تابع f روی بازه [٣, ١-] نزولی اکيد و روی 

̋  f و تقعر  (x) <هر يک از بازه های [١-, ∞-) و (∞+, ٣] صعودی اکيد است. و روی بازه (١, ∞-)، ٠

يت
فعال
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̋  f و تقعر منحنی رو به بالا است . شکل زير  (x) >منحنی رو به پايين است و روی بازه (∞+, ١)، ٠

نمودار تابع f است.

�4

x

I

y

3

4

0�1 1

تمرين در کلاس

و روی چه  اکيد  نزولی  يا  اکيد  بازه هايی صعودی  xg(x) روی چه 
x21

با ضابطه   f تابع 

بازه هايی تقعر رو به بالا دارد يا مقعر رو به پايين است.

)I تغيير می کند، به طوری که روی بازه (١, ∞-)  , )11
3

در مثال (٩) جهت تقعر نمودار f در نقطه 

تقعر نمودار رو به پايين است و روی بازه (∞+, ١) تقعر رو به بالا است و خط مماس در نقطهٔ I  به معادله 

y می باشد چنين نقطه ای را نقطه عطف نمودار تابع می ناميم. x 13
4

3

تعريف ٥   : فرض کنيم تابع f در x=c پيوسته باشد 
در اين صورت نقطهٔ (c , f(c)) نقطۀ عطف نمودار تابع f است (يا تابع f در c نقطه 

عطف دارد) هرگاه دو شرط زير برقرار باشند:

الف) نمودار f در نقطهٔ (c , f(c)) خط مماس داشته باشد.

ب) تقعر f در نقطه (c , f(c)) از رو به بالا به رو به پايين (يا به عکس) تغيير نمايد.
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توجه داشته باشيد که از شرط (الف) نتيجه می شود که يا f در c مشتق پذير است يا نمودار آن در 

اين نقطه خط مماس قائم دارد (شکل زير)

0

y

xc

f (c)

x    c

0

y

xc

f (c)

́  m=fشيب خط مماس (c)  (الف ب) x=c مماس قائم 

از شرط (ب) نتيجه می شود که خط مماس بر نمودار تابع در c از نمودار عبور می کند. (شکل بالا)

̋  f در اين نقاط تغيير  (x) چون نقطهٔ عطف جايی است که تقعر نمودار تغيير می کند، بايد علامت

̋  f تعريف نشده است  (c) (شکل بالا قسمت الف) و يا f  ̋ (c) =نمايد. بنابراين در نقاط عطف تابع يا ٠

(قسمت ب شکل بالا)

تابع f در  ̋  f وجود نقطه عطف برای نمودار  (c) =امّا شرط ٠

c را نتيجه می دهد. به عنوان مثال در تابع f با ضابطه f  (x) =x٤ داريم 

̋  f در ٠ تغيير علامت نمی دهد و در  (x) ولی f  ̋ ̋  f و ٠= (٠) (x) =١٢x٢

دامنه اش تقعر آن رو به بالا است پس (٠,٠) نقطه عطف f نيست.

مثال : جهت تقعر نمودار تابع f با ضابطه ٤x٣-f(x)=x٤ را در 
دامنه اش بررسی نموده و نقاط عطف آن را به دست آوريد.

حل : 
f  ́(x)=٤x١٢-٣x٢

f  ̋ (x)=١٢x٢٤-٢x=١٢x(x-٢)

0

y

x

f

        −∞                 ٢                           ٠           +∞x
fʺ (x) علامت

جهت تقعر fروبه بالاروبه پايينروبه بالا
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٠=(٠)́  m=f شيب خط مماس بر منحنی f در 

نقطهٔ ٠ و ١٦-=(٢)́  m=f شيب خط مماس بر منحنی 

f در نقطهٔ ٢ 

مماس  خط   (١٦-,٢) و   (٠,٠) نقاط  در  چون 

نقاط جهت تقعر منحنی عوض  اين  وجود دارد و در 

می شود، لذا (٠,٠) و (١٦-,٢) نقاط عطف f هستند. و 

نمودار f به شکل روبه رو است.

x

y

40
2

تمرين در کلاس
f را در دامنه اش بررسی نموده و نقطه عطف  (x) x32  جهت تقعر نمودار تابع f با ضابطه 

آن را به دست آوريد.

٣ ـ١٤ـ ماکسيمم و مينيمم موضعی (نسبی)
می دانيد که مقدار ماکسيمم تابع (درصورت وجود) 

روی مجموعه D=[a,b] به عنوان دامنه، بزرگ ترين مقدار 

تابع روی مجموعه D است که آن را مقدار ماکسيمم (و يا 

مقدار ماکسيمم سراسری يا مطلق) می ناميم.

 f مقدار ماکسيمم مطلق f(a) ،در شکل روبه رو

روی بازه [a,b] است.

با توجه به مطالب بالا در مورد f(d) چه می توان 

گفت؟

اگر f(a) را به عنوان قهرمان دوی ١٠٠ متر در سراسر کشور ايران تصور کنيم، f(d) را می توان 

قهرمان دو ١٠٠ متر در يک منطقه از کشور تصور کرد و به زبان رياضی f(d) مقدار ماکسيمم موضعی 

(نسبی) تابع f در يک همسايگی به مرکز d ناميده می شود.

x

y

a0 bdc

f

e
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به طريق مشابه f  (e) مقدار مينيمم سراسری مجموعه D است و آن را مقدار مينيمم مطلق f روی 

مجموعه D نيز می گويند. و f  (c) مقدار مينيمم موضعی (نسبی) تابع f در يک همسايگی به مرکز c است 

بديهی است که f  (e) نيز مقدار مينيمم موضعی (نسبی) تابع f در يک همسايگی به مرکز e می باشد.

تعريف ٦   : فرض کنيم D دامنه تابع f که شامل نقطهٔ c است، می گوييم: 
 r>است، هرگاه عددی مانند ٠ f يک مقدار ماکسيمم موضعی تابع f(c) (الف

f(x)≤f(c) ،|x-c|<r و f متعلق به دامنه x وجود داشته باشد به طوری که به ازای هر

ب) f(c) يک مقدار مينيمم موضعی تابع f است، هرگاه عددی مانند ٠<r وجود 

f(x)≥f(c) ،|x-c|<r  و f متعلق به دامنه x داشته باشد به طوری که به ازای هر

پ) f(c) يک مقدار اکسترمم موضعی (نسبی) تابع f است که يا مقدار ماکسيمم 

موضعی و يا مقدار مينيمم موضعی تابع f باشد.

و امّا ببينيم در کجا مقدار اکسترمم موضعی رخ می دهد؟

 ،[a,b] فقط می تواند در نقاط بحرانی درون بازه f شکل بالا اين نکته را القا می کند که تابع

اکسترمم موضعی داشته باشد. به عبارت ديگر از بين نقاط بحرانی درون بازه، نقاط اکسترمم موضعی 

به دست می آيند ولی ادعا نمی کنيم که هر نقطه بحرانی، يک اکسترمم موضعی است. شکل زير قسمت 

(پ) اين را روشن می کند.

از شکل بالا معلوم است که در قسمت (الف) روی بازه (a,c) مشتق منفی است و روی بازه 

شيب (-)شيب (+)

شيب (٠)

شيب (٠)

شيب (+) شيب (-)
شيب (٠)

شيب (+)

شيب (+)

(پ) مقدار اکسترمم موضعی وجود ندارند(ب) ماکسيمم موضعی(الف) مينيمم موضعی

x

y

a0 bc x

y

a0 bc x

y

a0 bc
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(c,b) مشتق مثبت است و در نقطهٔ c مينيمم 

موضعی داريم و در قسمت (ب) که روی 

 (c,b) مشتق مثبت و روی بازه (a,c) بازه

ماکسيمم   c نقطهٔ  در  است  منفی  مشتق 

اکسترمم  نقاط  در  البته  و  داريم  موضعی 

موضعی شکل بالا، ٠=f  ́(c) است. و امّا 

نقاط  در  ندارد  لزومی  که  است  ذکر  قابل 

باشد  داشته  مشتق  تابع  موضعی  اکسترمم 

(شکل روبه رو را ببينيد).

در اين شکل، روی بازه (c,b) مشتق مثبت و روی بازه (d,c) مشتق منفی است و f  ́(c) موجود 

نيست (تابع در نقطه c بازگشتی است) و f  (c) مقدار مينيمم موضعی است. روی بازه (d,c) مشتق تابع 

منفی و روی بازه (a,d) مشتق مثبت است و f  (d) مقدار ماکسيمم موضعی است ضمن اينکه تابع در 

نقطهٔ d ناپيوسته و در نتيجه مشتق ندارد.

اين تجربيات مبنای آزمون زير است.

آزمون مشتق اوّل
پيوسته   c شامل   I=(a,b) باز  بازهٔ  بر  که  باشد   f تابع  بحرانی  نقطهٔ   c کنيم  فرض 

است. هرگاه بر اين بازه، جز احتمالاً در نقطه c، مشتق پذير باشد، در اين صورت:

 x و به ازای تمام مقادير f  ́(x)>٠ ،(a,c) در بازه x الف) اگر به ازای تمام مقادير

در بازه (c,b)، ٠>f  ́(x)، آنگاه f(c) يک مقدار ماکسيمم موضعی f است.

 x و به ازای تمام مقادير f  ́(x)<٠ ،(a,c) در بازه x ب) اگر به ازای تمام مقادير

در بازه (c,b)، ٠<f  ́(x)، آنگاه f(c) يک مقدار مينيمم موضعی f است.

́  f در c تغيير علامت ندهد آنگاه f(c)، نه مقدار مينيمم موضعی است و  پ) اگر 

نه مقدار ماکسيمم موضعی است.

x

f

y

a0 bd c



حساب ديفرانسيل و انتگرال ١٩٠

با تجسم کردن نمودارهای شکل های صفحه قبل و شکل زير به سادگی می توان آزمون مشتق 

اوّل را به خاطر سپرد.

́  fموجود نيستf(c) مقدار ماکسيمم موضعی  ( c) مقدار مينيمم موضعی f(c)اکسترمم موضعی ندارد

 ( , )2
6 3

f را روی بازه  (x) sin x3 2 مثال : مقادير اکسترمم موضعی تابع f با ضابطه 
پيدا کنيد.

حل :  
cos xf (x)
sin x3

2

3
 ، x≠٠

x يک نقطه بحرانی تابع 
2

) است، ٠=f  ́(x) پس  , )2
6 3

x که در بازهٔ 
2

به ازای 

f است و ٠=x ريشهٔ مخرج کسر f  ́(x) است پس (٠)́  f موجود نيست و ٠=x نقطهٔ بحرانی f است. 

) قرار دارد. , )2
6 3

که در بازه

) ، ٠<f  ́(x) بنابراين طبق  , )0
2

، ٠>f  ́(x) و برای هر x از بازه  ( , )0
6

به ازای هر x از بازه 

آزمون مشتق اوّل ٠=(٠)f   يک مقدار مينيمم موضعی تابع f است.

x

y

0 c x

y

0 c x

y

0 c

f (x)� �0

f (x)� �0
f (x)� �0 f (x)� �0 f (x)� �0

f (x)� �0

f (c)    0� 

f (c)    0� 

x

y

0 �
2

�
�

6
�

�
2

�2
3

برای  و   f  ́(x)>٠  ، ( , )0
2

بازه  از    x هر  ازای  به  چون 

اوّل  مشتق  آزمون  بنابر  پس   f  ́(x)<٠  ، ( , )2
2 3

بازه  از   x هر 

 f نمودار تابع f است.  f يک مقدار ماکسيمم موضعی  ( ) 1
2

] به شکل روبه رو است. , ]2
2 3

روی بازه 
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تمرين در کلاس
f را روی بازه  (x) x cos x3 2 مقدارهای ماکسيمم و مينيمم موضعی تابع f با ضابطه 

(٠,٢π) پيدا کنيد.

مقادير  برای  ساده ای  آزمون  انجام  برای  دوم  مشتق  از  می توان  گاهی  دوم:  مشتق  آزمون 
ماکسيمم و مينيمم موضعی استفاده کرد.

اين آزمون مبتنی بر اين است که اگر تابع f چنان باشد که ٠=  f  ́(c) و بازهٔ بازی شامل نقطه c باشد 

که نمودار f بر آن تقعر رو به بالا داشته باشد، f  (c) يک مقدار مينيمم موضعی f است و به همين نحو، 

اگر تابع f چنان باشد که ٠=  f  ́(c) و بازهٔ بازی شامل c باشد که نمودار f بر آن تقعر رو به پايين داشته 

باشد، f  (c) يک مقدار ماکسيمم موضعی f است. (شکل زير را ببينيد)

f  (x)�� �0

xbca

y

0 x

y

0

f  (x)�� �0

c

مينيمم موضعیماکسيمم موضعی

آزمون مشتق دوم برای اکسترمم های موضعی
فرض کنيم (c,f(c)) نقطهٔ بحرانی تابع f باشد که در آن ٠=  f  ́(c) و ́  f به ازای جميع 

̋  fوجود داشته و (c) موجود باشد. هرگاه c شامل ،I های بازهٔ بازx

̋  f، آنگاه f در c ماکسيمم موضعی دارد. (c)<الف) ٠

̋  f، آنگاه f در c مينيمم موضعی دارد. (c)>ب) ٠

مثال : به فرض آنکه f(x)=x٢e-x، با اِعمال آزمون مشتق اکسترمم های موضعی f را بيابيد و 
نمودار f را رسم کنيد.
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حل : ابتدا نقاط بحرانی f را به دست می آوريم:
f  ʹ(x)=٢xe-x -e-x*x٢=x(٢-x)e-x=٠⇒x=يا  ٠ x=٢

 I=(-∞,+∞) بازه  از   x هر  ازای  به   f  ́ و    f  ́(٢)  =٠ و   f  ́(٠)  =٠ که   c=٢ و ٠ بحرانی  نقاط 

موجود است.

f  ʺ(x)=(x٤-٢x+٢)e-x

پس   f  ̋  (٢)=-٢e-٠>٢ و  است   f موضعی  مينيمم  مقدار   f  (٠)=٠ پس   f  ̋ (٠)=٠<٢ چون 

٢-٤e=(٢)f مقدار ماکسيمم موضعی f است و نمودار f به شکل زير است.

A و B نقاط عطف f هستند.

x

y

A

B

0 �2 2 2 2 2�

تمرين در کلاس
 به فرض آنکه ٢x٣-f(x)=x٤، با اعمال آزمون مشتق دوم، مقادير اکسترمم های موضعی f را 

بيابيد و نمودار f را رسم کنيد.
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١ــ اگر تابع f دارای ماکزيمم مطلق بوده و |g(x)=|f(x) باشد، آيا g حتماً ماکزيمم مطلق دارد؟ 

برای پاسخ خود دليل بياوريد.

٢ــ نقاط بحرانی تابع f با ضابطه |١-f(x)=x|x٢ را پيدا کنيد.

f را پيدا کنيد. (x) | x | x3 21 ٣ــ نقاط بحرانی تابع f با ضابطه 

٤ــ نقاط بحرانی و نقاط اکسترمم مطلق توابع زير را به دست آوريد.

f(x)=x٣-٣x+١ ، x3
3

2
الف) 

f(x)=sin٢x+٢cosx ،٠≤x≤٢π (ب

٥  ــ ارتفاع يک توپ (به متر) در لحظهٔ t (به ثانيه) از تابع مکان به معادله ٥t٢-٣٠t=S(t) به دست 

می آيد. بازهٔ زمانی بازی را بيابيد که بر آن توپ به بالا می رود و بازهٔ زمانی بازی را بيابيد که بر آن توپ 

پايين می آيد. ارتفاع ماکسيمم توپ چقدر است؟

f را به کمک قضيه تقعر بررسی نموده و نقطه  (x) x3 1 ٦  ــ جهت تقعر منحنی f با ضابطه 

عطف تابع را در صورت وجود پيدا کنيد.

٧ــ به ازای چه مقاديری از a، تقعر منحنی f با ضابطه ٣x٢+ax٣+f(x)=x٤ همواره رو به بالا 

است.

٨   ــ نشان دهيد که نقطه عطف تابع f با ضابطه ٢(٦-x)f(x)=x وسط پاره خطی است که نقاط 

ماکسيمم و مينيمم موضعی تابع را به هم وصل می کند.

کنيد. چرا در  f بحث  (x) x x24 با ضابطه   f تابع  اکسترمم  مقادير  و  يکنوايی  ٩ــ در 

٢±=x مماس های عمود بر محور طول ها وجود دارند؟

١٠ــ غلظت c يک داروی شيميايی در جريان خون t ساعت پس از تزريق در ماهيچه مساوی 

tcاست با: 
t3

3

27
چه وقت غلظت ماکزيمم  است؟

١١ــ يک تابع چند جمله ای از درجه ٣ بيابيد که در (٤ ,٢) ماکسيمم نسبی، در (٢ ,٤) مينيمم 

نسبی، و در (٣ ,٣) نقطهٔ عطف داشته باشد.

مسا ئل
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تابع f است در مورد مقادير اکسترمم  ١٢ــ شکل مقابل نمودار 

نسبی ́  f (تابع مشتق f) بحث کنيد.

١٣ــ شکل مقابل نمودار تابع مشتق، تابع f  است 

تابع f چند نقطه عطف دارد؟ دليل خود را بيان کنيد.

١٤ــ تابع f با ضابطه f(x)=xex را در نظر بگيريد 

با استفاده از هر نوع اطلاعاتی که می توانيد از خود تابع 

و مشتق های اوّل و دوم آن به دست آوريد، نمودار f را 

رسم کنيد.

١٥ ــ نمودار تابع ́  f (تابع مشتق، تابع همواره پيوسته f) به شکل زير می باشد. تابع f در چه نقاطی 

ماکسيمم نسبی و يا مينيمم نسبی دارد؟ و نقاط عطف تابع f را در صورت وجود مشخص کنيد.

f

y

0

f �

x

1

f �

x

y

a0

1
2�

1
2

�1

x  2x  �2

نمودار

نمودار

نمودار
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 ـ ١٥ـ آهنگ های تغيير وابسته ٣
اگر هوا را به درون بالن بدميم و تغييرات حجم بالن را وابسته به تغيير شعاع بدانيم، وقتی که 

اندازه شعاع r٠ سانتی متر است و يک سانتی متر به شعاع بالن افزوده شود، آهنگ تغيير حجم بالن به 

صورت زير حساب می شود.

V(r) r34
3

Vʹ(r)=٤πr٢

وقتی اندازه شعاع بالن r٠ است و يک سانتی متر به شعاع بالن افزوده شود، آهنگ تغيير حجم 

r204 سانتی متر مکعب افزوده می شود)  r204 است. (به حجم بالن تقريباً  بالن 

در مثال بالا کميت حجم وابسته به کميت شعاع است، اکنون اگر کميت شعاع وابسته به زمان 

(متغير t) باشد،  آنگاه کميت حجم نيز به زمان وابسته خواهد شد.

بنابراين حجم و شعاع بالن دو کميت وابسته به هم هستند که نسبت به متغير سومی به نام زمان 

تغيير می کنند.

و امّا محاسبه مستقيم آهنگ افزايش حجم بالن از محاسبهٔ آهنگ افزايش شعاع بالن ساده تر 

است، لذا برای مطالعه پديده های طبيعی و مسائل واقعی مربوط به آهنگ های وابسته، ايده اين است که 

آهنگ تغيير کميتی را که حساب کردن آن ساده تر است، برحسب کميت ديگر حساب می کنيم.

و برای انجام اين عمل، معادله ای پيدا می کنيم که اين دو کميت را به هم مرتبط کند و سپس با 

استفاده از قاعدهٔ زنجيری از طرفين اين معادله نسبت به زمان مشتق می گيريم.

بررسی اين ايده را همراه با حل کردن مثال های زير توضيح می دهيم.

مثال : بالنی را از هوا پر می کنيم، به طوری که حجم آن با آهنگ ٨٠ سانتی متر مکعب بر ثانيه 
افزايش می يابد، وقتی شعاع بالن ٢٠ سانتی متر است، شعاع بالن با چه آهنگی افزايش می يابد؟

نمادگذاری  از  استفاده  و  مجهول  و  معلوم  تشخيص  و  مسأله  صورت  دقيق  خواندن    : حل 
مناسب. 

معلوم: آهنگ افزايش حجم هوا ٨٠ سانتی متر مکعب بر ثانيه است.
مجهول: آهنگ افزايش شعاع وقتی که شعاع ٢٠ سانتی متر است کميت های حجم و شعاع را 

با نماد رياضی می نويسيم.
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V حجم بالن و r شعاع آن

می دانيد که آهنگ تغيير، مشتق است و در اين مثال کميت های حجم و شعاع وابسته به زمان 

(t) هستند.

dvبنابراين: cm
dt s

3

80
 
 معلوم:

، وقتی که ٢٠cm =r است. dr
dt

مجهول: 
dr را به هم مربوط کنيم، ابتدا V و r را با دستور حجم کره به هم مربوط 

dt
dv و 

dt
برای اينکه 

می کنيم:
V r34

3

می گيريم  مشتق   t به  نسبت  معادله  اين  طرف  دو  از  کنيم  استفاده  مسأله  معلوم  از  اينکه  برای 

(مشتق گيری از سمت راست با استفاده از قاعده زنجيری انجام می شود)
dv drr
dt dt

24

dr
dt

80 4 400

dr /
dt

1
0 016

20

بنابراين شعاع بالن با آهنگی در حدود ٠/٠١٦ سانتی متر بر ثانيه افزايش می يابد.

برای اينکه به ظرافت های بيشتر در بررسی اين گونه مسائل پی ببريم، نياز به تجربه واقعی است 

که فعاليت زير اين فرصت را فراهم می کند.

تمرين در کلاس
مردی که قدش ١٨٠ سانتی متر است با سرعت ٠/٤ 

متر بر ثانيه روی زمين مسطحی به سمت تير چراغ برق قدم 

می زند. اگر لامپ چراغ برق از زمين ٤ متر ارتفاع داشته 

باشد طول سايه مرد وقتی که در فاصله ٢/٤ متری تير چراغ 

زمان  اين  در  می يابد؟  کاهش  چه سرعتی  با  دارد  قرار  برق 

سايه سر او با چه سرعتی حرکت می کند؟



١٩٧

همان گونه که در فعاليت (١) ديده شد، مدل سازی اين گونه مسأله ها از اهميت بالايی برخوردار 

است و نيازمند مهارت در استفاده از مشتق يا آهنگ تغيير است که در مثال بعدی فرصت را برای هر 

دو هدف فراهم می کند.

مثال : (دوربين راداری) پليس راهنمايی 
يک  از  و  است.  ايستاده  بزرگراهی  نزديک  در 

دوربين راداری برای ثبت سرعت های غيرمجاز 

استفاده می کند (شکل زير را ببينيد) و دوربين را 

به سمت اتومبيلی نشانه می رود که در همين لحظه 

با  او می گذرد. وقتی راستای دوربين  از جلوی 

ملاحظه  می سازد،   ٤٥° زاويه  بزرگراه  راستای 

می کند که فاصله بين اتومبيل و  دوربين با آهنگ 

٩٠ کيلومتر بر ساعت افزايش می يابد. اتومبيل با چه سرعتی در حرکت است؟

درنظر  مقابل  به صورت  را  شکل   : حل 
می توان   PAB قائم الزاويه  مثلث  در  می گيريم 

نوشت: 

x٢ +k٢ = y(١) ٢

 (t) زمان  به  نسبت   (١) رابطه  طرفين  از 

مشتق می گيريم.
dx dyx y
dt dt

2 0 2

 dy dyx y
dt dt   

و يا

y k 2 P سپس x=k و  B 45  ،PAB در مثلث قائم الزاويه

 dy km
hdt

90 طبق صورت مسأله دوربين رادار نشان می دهد که 

بنابراين 
dx k km

hdt k
2 90

90 2 127

پس سرعت اتومبيل در حدود ١٢٧ کيلومتر بر ساعت است.

x

y
k

p

A B

x

y
k

p

A B
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تمرين در کلاس
تلويزيون  مطابق شکل مقابل، يک دوربين 

مسير  يک  روی  پايان  خط  متری   ٥ در  (که  را 

مستقيم قرار دارد) نشان می دهد که دونده المپيک 

M راتعقيب می کند. 

وقتی دونده در ٥ متری خط پايان است با 

سرعت ١٠ متر بر ثانيه می دود. سرعت چرخش دوربين در اين لحظه چقدر است؟

برای يادگيری و تسلط بيشتر در حل مسائل آهنگ های وابسته مثال ديگری را مطرح می کنيم.

مثال : (چرخ و فلک) شخصی بر چرخ و فلکی به شعاع ١٠ متر سوار شده است که در هر دقيقه 
يک دور می زند. وقتی فاصلهٔ افقی آن شخص از خط قائم گذرنده از مرکز چرخ و فلک برابر ٥ متر 

است، سرعت بالا رفتن يا پايين آمدن آن شخص چقدر خواهد بود؟

حل : فرض کنيم M محل نشستن شخص روی چرخ و فلک 
مرکز  از  که  قائمی  خط  از   ،t لحظهٔ  در  افقی شخص  فاصله   x و  باشد 

می گذرد  و y ارتفاع نقطهٔ M از خط افقی که از مرکز می گذرد (طبق 

شکل رسم شده) و θ زاويه نشان داده شده در شکل باشد. 

در مثلث قائم الزاويه AHM داريم:

x=١٠cosθ و y=١٠sinθ

اکنون از دو طرف معادله ١٠sinθ=y نسبت به زمان (t) مشتق می گيريم.

dy dcos
dt dt

10  

و امّا بنابرصورت مسأله معلوم می شود:

d
dt

راديان بر دقيقه ٢π= دور بر دقيقه 1

cos 5 1
10 2

و در لحظه ای که، x برابر ٥ متر است، داريم 

dy m/ mindt
1

10 2 10 31 4
2

بنابراين 

x

y

H

M

A

m10

�
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يعنی در لحظه ای که x برابر ٥ متر است، سرعت بالا يا پايين رفتن حدود ٣١/٤ متر بر دقيقه است.

تمرين در کلاس
و  سانتی متر   ٢٠ ارتفاع  با  شکل  قيفی  ظرف 

که  است  گرفته  قرار  چنان  سانتی متر   ٩ قاعده  شعاع 

رأس آن در پايين است و ظرف به شکل مخروط دوار 

است. (شکل روبه رو)

فرض کنيد آب با سرعت ١/٨ سانتی متر مکعب 

بر ثانيه در اين ظرف ريخته شود آهنگ افزايش ارتفاع 

آب را وقتی ارتفاع آب ٦ سانتی متر است پيدا کنيد.

 ـ  ١٧٦٨) آناليز رياضی به اندازه خود طبيعت گسترده است (فوريه ١٨٢٠ـ

r

h

m20

cm9

مسا ئل
فاصله های  نسبت  اگر  می گردد،  نزديک  عدسی  به  ثانيه  بر  سانتی متر   ٨ با سرعت  ١ــ جسمی 

2 باشد، تصوير جسم با چه سرعتی و در کدام جهت تغيير می کند؟ (در 

2
جسم و تصوير آن از عدسی 

 برقرار است، که در آن s فاصلهٔ جسم از عدسی و S فاصلهٔ تصوير 
s S f
1 1 1 عدسی های نازک رابطه 

از عدسی و f فاصلهٔ کانونی عدسی است)

٢ــ مخزنی استوانه ای به شعاع ٣ متر را با آهنگ ٢ متر مکعب بر دقيقه از آب پر می کنند. ارتفاع 

آب با چه آهنگی بالا می آيد؟

 ٦٠ کره  قطر  که  لحظه ای  در  می شود.  بزرگ  ثانيه  بر  ميلی متر   ٣ آهنگ  با  کره ای  شعاع  ٣ــ 

ميلی متر است، حجم کره با چه آهنگی افزايش می يابد.
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٤ــ اگر ارتفاع بادبادک شما از زمين ٢٠ متر باشد و فاصله افقی آن از شما ٣٠ متر و با آهنگ 

٨ متر در دقيقه به طور افقی از شما دور شود طول ريسمان با چه آهنگی افزايش می يابد؟

بر ساعت وارد منبعی  با سرعت ٩ متر مکعب  ٥  ــ آب 

به شکل مخروطی است که  اين منبع  می شود که نشتی دارد. 

رأس آن به طرف پايين است و عمق آن ١٠ متر و قطر قاعده آن 

٥ متر است. وقتی عمق آب ٥ متر است، سطح آن با آهنگ ١٨ 

سانتی متر بر ساعت بالا می رود، در اين لحظه آب با چه آهنگی 

به خارج نشت می کند؟

r

h

m10

m2/5

٣ـ ١٦ـ رسم نمودار توابع
تاکنون نمودار توابعی به صورت خط راست و يا خط شکسته مانند نمودار تابع  |١-y =|xدر 

y را  x3 2 يا  y و  x
1 کتاب های  رياضی سال های قبل ديده ايد. نمودار توابعی نظيرy = x٣ و 

امّا مشکلی که در  ترسيم کنيم.  و  نقطه يابی در يک صفحه مختصات شطرنجی شناسايی  با  می توانيم 

اينجا وجود دارد، از پيش نمی توانيم رفتار اين گونه توابع را پيش بينی کنيم، در نتيجه فقط با افزايش 

نقاطی از صفحه که مختصات آنها در معادلهٔ اين توابع صدق می کند، شکل دقيق تری از نمودار ترسيم 

می گردد.(شکل زير را ببينيد)

0

y

xx

y

0

y
x


1

f

x

y

0

y x 3 2 y x 3
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رايايه ها با يافتن نقاط بيشتری از توابع نمودار نسبتاً دقيق تری از توابع مربوطه به دست می دهند.

اکنون که مفهوم مشتق و شگردهای مربوط به آن را در بخش های پيشين بيان کرديم، به کمک 

آن می توانيم به آسانی رفتار بسياری از توابع را مشخص کرده و حتی بدون رسم نمودار هندسی خواص 

آن را تعيين کنيم. برای نمونه با استفاده از حد تابع، پيوستگی، مجانب ها، مشتق و کاربرد آن، می توان 

نمودار هندسی توابع زير را با دقت بيشتری در صفحهٔ مختصات رسم کرد.

و   
x

lim x3 و  است  پيوسته  دامنه اش  نقاط  تمام  در   y = x٣ ضابطه  با   f تابع  الف) 

بر  مثبت اند و در ٠=x شيب مماس   ،x ≠نقاط ٠ تمام   و شيب های خط مماس  در 
x

lim x3

منحنی صفر است در نتيجه نمودار تابع در مبدأ بر محور طول ها مماس است.

 در بازه (∞+ , ٠) ،٠< ٦x= f ʹʹ (x)، پس تقعر منحنی در اين بازه رو به  بالا است و در بازه 

نقطه عطف  بنابراين (٠و٠)  پايين است  به  بازه رو  اين  تقعر منحنی در  (٠ , ∞-) ، ٠> f ʹʹ (x)، پس 

تابع است. (شکل زير قسمت الف)

 ،
x
lim x0

1  و
x
lim x0

1 و است  نشده  تعريف   x=٠ در   y x
1 ضابطه   با   f تابع  ب) 

تابع  افقی  مجانب   y=پس خط ٠  
x
lim x

1 0  ،  
x
lim x

1 0 و  است  تابع  قائم  مجانب   x=پس خط ٠

f و تقعر منحنی در اين بازه رو به بالا است در بازه ( ٠و  ∞-)، (x)
x3
2  است در بازه (∞+ , ٠)، 0

́ f و تقعر منحنی در اين بازه رو به پايين است (شکل بالا قسمت ب را ببينيد) ʹ (x) <٠  

و  
x

f (x) f ( )lim x
0

0
0

و  است  پيوسته   IR   در y x3 2 ضابطه  با   f تابع  پ) 

بازگشتی دارد و در اين نقطه تابع مشتق پذير 
 
 پس نمودار تابع در ٠=x نقطهٔ

x

f (x) f ( )lim x0

0
0

نيست و (٠و٠) نقطه مينيمم نسبی و در اين نقطه مينيمم مطلق خود را می گيرد.

(پ) نمودار(ب) نمودار(الف) نمودار

0

y

xx

y

0

f

x

y

0

y x 3
y

x


1y x 3 2
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، و تقعر منحنی در اين  بـازه  رو بـه  پايين است. و در     بازه f (x)
x x3
2 0

9
در بازه (٠ , ∞ -)،

(∞+ ,٠)،٠> f  ́ʹ(x)   و   تقعر   منحنی در اين بازه رو به پايين است.(شکل صفحهٔ قبل قسمت  پ    راببينيد.)

تاکنون اکثر موارد مربوط به رسم نمودارها را بررسی  کرده ايم: دامنه تابع، تقارن، حد و پيوستگی، 

مجانب ها، مشتق و مماس، نقاط ماکسيمم و مينيمم نسبی و مطلق، صعودی و نزولی بودن تابع در يک 

بازه، جهت تقعر و نقاط عطف منحنی. همهٔ اين اطلاعات را به شرح زير جمع بندی کرده تا بتوانيم با 

استفاده از آنها نمودار تابع را با دقت نسبتاً خوبی رسم کنيم.

الف) دامنه تابع را مشخص می کنيم. 

ب) تقارن

١) اگر تابع زوج باشد، نموار نسبت به محور y تقارن دارد. بنابراين کافی است ابتدا نمودار را 

به ازای  ٠ ≤ x رسم کنيم و سپس قرينهٔ آن را نسبت به محور y پيدا کنيم تا نمودار تابع کامل شود.

٢) اگر تابع فرد باشد،نمودار نسبت به مبدأ تقارن دارد. در اين حالت نمودار را به ازای٠ ≤ x رسم 

کرده و سپس قرينهٔ آن را نسبت به مبدأ مختصات پيدا می کنيم تا نمودار تابع کامل شود.

٣) اگر تابع f  متناوب و با دوره تناوب اصلی T باشد. ابتدا نمودار تابع را در يک دوره تناوب 

مثلاً در بازه [T,٠] يا [α , α+T] رسم می کنيم و اگر بدانيم نمودار تابع در بازه ای به طول T چه شکلی 

است، آن وقت می توانيم کل نمودار را با انتقال رسم کنيم. مانند شکل زير برای تابع f (x) =sinx با 

 T=٢π دوره تناوب اصلی

x

y

0� �2 ��
�2 �4

�

پ) نقطه برخورد با محورهای مختصات

ت) مجانب های قائم و افقی و مايل تابع را در صورت وجود پيدا می کنيم.

تعيين علامت استفاده  (با  می کنيم  پيدا  است،  نزولی  يا  آنها صعودی  در  تابع  که  بازه  هايی   ث) 

 f ʹ(x) در بازه های بدست آمده)

ج) نقاط ماکسيمم و مينيمم نسبی را پيدا می کنيم (نقاط بحرانی درون بازه را پيدا کرده و از آزمون 

مشتق اوّل استفاده کرده تا نقاط ماکسيمم و يا مينيمم نسبی تابع به دست آيند)
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چ) تقعر و نقطه های عطف تابع f را به کمک f ʹʹ (x) و آزمون تقعر مشخص می کنيم.

ح) تنظيم يک جدول به نام جدول رفتار تابع که کليه اعمال انجام شده در قسمت های بالا در آن 

درج شده باشد

خ) رسم نمودار تابع با استفاده از اطلاعات قسمت های الف تا چ و يا با استفاده از جدول رفتار تابع

مثال : جدول رفتار و نمودار تابع f با ضابطهٔ ٩x-٣x٣ = f (x) را رسم کنيد.
  (٠,٠)  ، limf (x) , limf (x)

x x
و است  حقيقی  اعداد  مجموعه  تابع  دامنه   : حل 

) نقاط برخورد نمودار  , )3 0 ) و   , )3 0 نقطه  برخورد نمودار تابع با محور y است و (٠ , ٠) و 

تابع با محور x هستند. از طرفی مشتق تابع برابر است با ٩ - ٩x٢ = f ʹ (x) به ازای  ١-> x ، ٠< f ʹ (x) و 

به ازای ١ >x>١-، ٠>f ʹ (x) و به ازای ١< x، ٠< f ʹ(x) در بازه هايی که ٠< f ʹ (x)، تابع صعودی 

اکيد است و در بازه هايی که ٠> f ʹ(x)، تابع نزولی اکيد است.

به  مثبت   از   x=  -١ تابع اند. چونʹ f در  بحرانی  نقاط  که   x=١ و   x=-داريم ١  f ʹ(x) =٠ با 

  f ʹمنفی تغيير علامت می دهد، لذا بنابر آزمون مشتق اوّل (٦ , ١-) نقطه ماکسيمم نسبی تابع است.و

بنابر آزمون مشتق اوّل، (٦- , ١) نقطه مينيمم  در ١=x از منفی به مثبت تغيير علامت می دهد، پس  

نسبی است.

مشتق دوم تابع f برابر است با 

f ʹʹ (x) =١٨x         

f ʹʹ (x) =٠ ،x=و به ازای ٠ f ʹʹ (x) <٠  ،x <و به ازای هر ٠ f ʹʹ (x) >٠ ،x >به ازای هر ٠

منحنی تابع در بازه (٠, ∞ -) تقعرش روبه پايين است. و در بازه (∞+ ,٠) تقعر منحنی رو به بالا است. 

و در نقطه (٠ ,٠)مماس وجود دارد با شيب ٩- = (٠)ʹ m = f پس (٠ ,٠) نقطه عطف منحنی است.

نتيجه محاسبات و اعمال فوق را در جدول رفتار تابع درج می کنيم.

x

y

y

y

1 0 1

0 0

0

6 0 6

Minنقطهٔ عطفMax
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با استفاده از جدول رفتار تابع، نمودار تابع را رسم می کنيم.

x

y

0�1
1 3� 3

تمرين در کلاس
جدول رفتار و نمودار تابع f با ضابطه ٧+٨x٢-f (x) = x٤ را رسم کنيد.

را رسم کنيد.
 

xf (x) x
1
2

مثال : جدول رفتار و نمودار تابع f با ضابطه 

حل : 
D

f
=IR-{٢}  الف: دامنه تابع

) و (٠ و ١-) نمودار تابع محورها را قطع می کند. , )10
2

ب) در نقاط 

پ) چون ٢=x ريشه مخرج کسر است، حدهای زير را حساب می کنيم.

x
limf (x)

2

و
 x
limf (x)

2

بنابراين ٢=x مجانب قائم تابع است.

 
x

limf (x) 1

 
و
 x
limf (x) چون 1
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پس خط ١=y مجانب افقی تابع است.

ت) مشتق تابع برابر است با:

f (x) , x
(x )2

3 2
2                 

به ازای هر x  از بازه های (٢, ∞ -) و (∞+ ,٢)، ٠ > f ʹ (x) تابع f در هر کدام از بازه های 

(٢, ∞ -) و (∞+ ,٢) نزولی است. 

ث) مشتق دوّم تابع f برابر است با 

f (x) , x
(x )3

6 2
2  

به ازای هر x از بازه (٢, ∞ -)، ٠> f ʹʹ (x) پس تقعر منحنی f در اين بازه رو به پايين است و 

برای هر x از بازه (∞+ ,٢)، ٠< f ʹʹ (x) پس تقعر منحنی f در اين بازه رو به بالا است.

ج) جدول رفتار تابع
x

y

y

y

1 0 2

11 0 1
2

+∞

−∞

چ) با استفاده از جدول رفتار تابع، نمودار تابع را رسم می کنيم.

x

y

0
�1

x  2

y  1 O�
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a تابع هموگرافيک  b
c d

ax را که ٠≠ c  و  by cx d
يادداشت: مانند تابع بالا، تابعی با ضابطه 

می ناميم و ʹo نقطه تلاقی مجانب ها مرکز تقارن نمودار تابع است. در مثال بالا (١ ,٢) ʹo  مرکز تقارن 

است.
 

xy x
1
2

نمودار تابع

تمرين در کلاس
xy را رسم کنيد. x

2  جدول رفتار و نمودار تابع 

را رسم کنيد. xf (x)
x

2

2 1
مثال : جدول رفتار و نمودار تابع 

حل :  
Df =IR-{-١ ,١} الف) دامنه تابع

ب) طول و عرض نقطه برخورد منحنی با محورها هر دو صفرند.

  

پ) چون ١± = x ريشه های مخرج کسر هستند، حدهای زير را حساب می کنيم.

 x x
limf (x) , limf (x)

1 1  

x ( ) x ( )
limf (x) , limf (x)

1 1  
بنابراين ١=x و ١-=x مجانب های قائم تابع هستند.

x
limf (x) 1  ، 

x
limf (x) 1 چون 

پس خط ١=y مجانب افقی تابع است.
xf (x)

(x )2 2
2

1
ت) 

بـه ازای ٠> x (١- ≠ x)، ٠< f ʹ(x) و بـــه ازای ٠< x  (١ ≠ x)،٠> f ʹ (x) در بــازه هـايی 

کـه٠< f ʹ(x)، تابع f صعودی اکيد است و در بازه هايی که ٠> f ʹ (x)، تابع f نزولی اکيد است.

ث) با ٠= f ʹ (x) داريم ٠= x پس تنها نقطه بحرانی ٠=x است.
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چون ́  f در ٠ از مثبت به منفی تغيير علامت می دهد، لذا بنا بر آزمون مشتق اوّل ٠= (٠) f، مقدار 

ماکسيمم نسبی است.

xf (x)
(x )

2

2 3
6 2

1
ج) مشتق دوّم تابع f برابر است با 

چون به ازای هر x، ٠< ٢+٦x٢ پس:

f ʹʹ (x) <داريم ٠ |x| <که١ x و به ازای هر f ʹʹ (x) >داريم ٠ |x| >که١ x به ازای هر

بنابراين منحنی تـابع (در بـازه هـای  (١-, ∞ -)و (∞+ ,١) تقعرش رو بـه بالا است و در بازه 

(١ ,١-) تقعر منحنی رو به پايين است. و تابع نقطه عطفی ندارد.

چ) جدول رفتار تابع                                                  

ح) نمودار تابع

x

y

0

x

y

y

y

1 0 1

0

1 0 1+∞

−∞ −∞

+∞

Max
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تمرين در کلاس
x را رسم کنيد. xy x

2 3
4

جدول رفتار نمودار تابع 

xf را رسم کنيد.  (x) e
1

مثال : جدول رفتار و نمودار تابع 

x است. پس برای مجانب های قائم حدهای چپ  x IR ,x 0  ،f حل :  الف) دامنه تابع
 t → + ∞ داريم ،x → وقتی که +٠ t

x
1 و راست تابع را وقتی ٠ → x حساب می کنيم با انتخاب 

در نتيجه: 
tx

tx
lim e lim e

1

0  
بنابراين ٠ = x مجانب قائم است. 

وقتی که  -٠ → x، داريم ∞ - → t در نتيجه: 
tx

tx
lim e lim e

1

0
0  

x
x
lim e e

1
0 1 ، x

x
lim e e

1
0 از طرفی ديگر 1

که اين هم نشان می دهد ١ = y مجانب افقی است. 

ب) مشتق تابع را با استفاده از قاعده زنجيری به دست می آوريم. 
xf (x) e

x

1

2

1
 

به ازای هر x از بازه های (∞+ ,٠) و (٠ , ∞-) ،٠ > f ′(x) پس تابع f در اين بازه ها نزولی اکيد 

است و هيچ نقطه بحرانی وجود ندارد، در نتيجه تابع f ماکسيمم يا مينيمم ندارد. 

پ) مشتق دوم تابع f برابر است با: 
x x

xx e ( ) e ( x) e ( x )xf (x)
x x

1 1
12

2

4 4

1
2

2 1

 
f (x) x 1

0
2  

f بنابراين تقعر منحنی  (x) 0 ، x 1

2
f و به ازای  (x) 0 ، (x ) x 1

0
2

به ازای 

) روبه پايين است.  , )1
2

) روبه بالا است. و تقعر منحنی روی بازه  , )0 ) و  , )1
0

2
در بازه های 

) نقطه عطف منحنی است. ,e )21

2
پس 
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ت) جدول رفتار تابع 

-∞            
1

2                   ٠                               +∞x

y´
y´́

+∞                           ١
١              e 2

               ٠
y

ث) با استفاده از جدول رفتار تابع، نمودار تابع را رسم می کنيم. 

x

y

0

�
1
2

y 1

x
lim f (x)

0
توجه کنيد که تابع در ٠ = x تعريف نشده است و امّا 0

 تمرين در کلاس
xf را رسم کنيد.  (x)

e
1

1
جدول رفتار و نمودار تابع 

xf را رسم کنيد.  (x)
(x )

3

21
مثال :  جدول رفتار و نمودار تابع 

حل :

 
x

xlim
(x )

3

21 1
الف) دامنه تابع تمام اعداد حقيقی به جز ١ = x، چون 
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بنابراين ١ = x مجانب قائم f است. 

 و f تابع کسری گويا است به طوری که درجه 
x
lim f (x)  و 

x
lim f (x) چون 

تقسيم  از  مايل دارد که  f مجانب  تابع  بنابراين  از درجه مخرج کسر است،  بيشتر  صورت يک واحد 

صورت بر مخرج کسر به دست می آيد. 

مجانب مايل 

x xx
x

x x x
x x
x x

x

2
3

3 2

2

2

2 1

2

2

2
2 4 2

3 2 ب) مشتق تابع f برابر است با 

،  x ≠ ٠                                            x (x x ) x (x )f (x)
(x ) (x )

2 2 2

4 3

4 3 3

1 1   

بازه  تابع اند و در  ) نقاط بحرانی  , )27
3

4
f داريم ٠ = x و ٣ = x پس (٠،٠) و  (x) 0 اگر 

f پس f نزولی اکيد و در بازه ( ∞+,٣) ، ٠ < f ′(x) پس f صعودی اکيد است و بنابر  (x) 0  ،(١،٣)

) نقطه مينيمم نسبی f است.  , )27
3

4
آزمون مشتق اول 

و در بازه های  (٠ , ∞-) و (٠،١)، ٠ < f ′(x) پس f صعودی اکيد است در نتيجه (٠,٠) نه نقطه 

ماکسيمم است و نه نقطهٔ مينيمم. 

پ) مشتق دوّم تابع f برابر است با 

، x ≠١     ( x x)(x ) (x ) (x x ) xf (x)
(x ) (x )

2 3 2 3 2

6 4

3 6 1 3 1 3 6

1 1  

به ازای ٠ = x ، ٠ = f ′′(x) است.

 f ′′(x) > لذا تقعر منحنی روبه پايين است. و در بازه (٠,١)، ٠ f ′′(x) < در بازه (٠ , ∞-) ،٠

پس تقعر منحنی روبه بالا است. 

و منحنی در (٠،٠) بر خط ٠ = y مماس است بنابراين (٠،٠) نقطه عطف منحنی است. 

ت) جدول رفتار 
x
y
y

y

0 1 3

0 0

0

27
0

4  
+∞ +∞ 

Min

+∞ 
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ث) با اطلاعات جدول رفتار تابع، نمودار آن را رسم می کنيم. 

x

y

0

27
4

3

 تمرين در کلاس
y  را رسم کنيد.  x x2 1 جدول رفتار و نمودار تابع 

f را تنظيم کرده و به کمک آن نمودار تابع را رسم  (x) tan ( )
x

1 1 مثال : جدول رفتار تابع 
کنيد. 

حل :
U داريم: 

x
1 IR است با انتخاب  0 الف) دامنه تابع 

Ux
lim f (x) lim tan (U)1

0 2  

Ux
lim f (x) lim tan (U)1

0 2  

 
x U
lim f (x) lim tan (U)1

0
) تعريف نشده است و امّا 0 , )0

4
) و  , )0

2
تابع f در نقاط 

 
x U
lim f (x) lim tan (U)1

0
و 0
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بنابراين خط ٠ = y مجانب افقی تابع است. 

y پس با استفاده از قاعده زنجيری مشتق تابع 
x2

1

1
ب) مشتق تابع (x)١-y = tan می شود 

f برابر است با:  (x) tan ( )
x

1 1
xf (x)

x
x

2

2

2

1
1

0
1 11

 

) نزولی اکيد است و نقطه بحرانی ندارد.  , )0 تابع در هريک از بازه (٠ , ∞-) و 

 xf (x)
( x )2 2

2

1
پ) مشتق دوّم تابع برابر است با:                                          

در بازه (٠ , ∞-) ،٠ > f ′′(x) و تقعر منحنی روبه پايين است. 

، ٠ < f ′′(x) پس تقعر منحنی روبه بالا است.  ( , )0 و در بازه 

ت) جدول رفتار تابع 

 تمرين در کلاس
y را رسم کنيد.  sin ( )

x
1 1  جدول رفتار و نمودار تابع f با ضابطه 

0
xx

y

�
�

2

�
2

ث) نمودار تابع به صورت زير است. 

x
y
y
y

0

0
2 2

٠
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١ــ جدول رفتار و نمودار توابع با ضابطه های زير را رسم کنيد. 

 
x xy

x x

2

2

2

2 3
ب)    x xy

x

2 4 8

2
الف) 

 y sin x cos x3 ، ٠ ≤ x ≤ ٢π  (ت   y x x x2 3 2 پ) 

sin xy
cos x

1

1
  ، ٠ ≤ x ≤ ٢π  (ث

x به صورت  axy
x b

2

2

1

2
٢ــ a و b را چنان اعدادی انتخاب کنيد که نمودار تابع f با ضابطه 

زير باشد. 

مسا ئل

x

y

0
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٤ـ١ـ مسأله مساحت 
فرمول های مربوط به مساحت چندضلعی ها، نظير مربع، مستطيل، مثلث و ذوزنقه از زمان های 

شروع تمدن های نخستين به خوبی شناخته شده بوده است. با اين حال، مسأله يافتن فرمولی برای بعضی 

نواحی که با مرزهای منحنی الخط هستند (که دايره ساده ترين آنهاست) برای رياضيدانان اوليه در خور 

مشکلاتی بوده است. 

اولين پيشرفت واقع بينانه محاسبه چنين مساحت هايی توسط رياضيدان يونانی به نام ارشميدس 

صورت گرفت. ارشميدس توانست مساحت ناحيه هايی با مرزهای محدود به قوس های دايره، سهمی، 

و ميخ و منحنی های ديگر را با استفاده از روش خارق العاده ای، که امروزه به روش اِفنا مشهور است، 

محاسبه کند. در چنين روشی برای محاسبه دايره از درج چندضلعی های منتظم در درون دايره استفاده 

می شود و تعداد اضلاع اين چندضلعی ها متوالياً زياد و زيادتر شده و به نحو نامحدودی افزايش می يابد 

(شکل ٤ــ١)

٤فصل
انتگرال

جدول و شکل ٤ــ١ــ هرچه تعداد اضلاع چندضلعی بيشتر شود مساحت چندضلعی به مساحت دايره نزديک و نزديک تر می گردد.

٣,١٣٩٥٢٥٩٧٦٤٧         ١٠٠

٣,١٤١٠٧٥٩٠٧٨١         ٢٠٠

٣,١٤١٣٦٢٩٨٢٥٠         ٣٠٠

٣,١٤١٤٦٣٤٦٢٣٦         ٤٠٠

٣,١٤١٥٠٩٩٧٠٨٤         ٥٠٠

٣,١٤١٥٧١٩٨٢٧٨         ١٠٠٠

٣,١٤١٥٨٧٤٨٥٨٨                ٢٠٠٠

٣,١٤١٥٩٠٣٥٦٨٣         ٣٠٠٠

٣,١٤١٥٩١٣٦١٦٦            ٤٠٠٠

٣,١٤١٥٩١٨٢٦٧٦            ٥٠٠٠

٣,١٤١٥٩٢٤٤٦٨٨         ١٠,٠٠٠
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ناحيه درون  به پرکردن  همچنان که تعداد اضلاع چنين چندضلعی هايی افزايش می يابد، چندضلعی 

دايره  متمايل شد و در نتيجه مساحت اين چندضلعی ها تقريب های بهتر و بهتری از مساحت دقيق دايره به 

دست می دهد. 

مساحت  نمايش  می کنيم  فرض  می کند،  کار  روش  اين  چگونه  که  کنيم  ملاحظه  آنکه  برای 

چندضلعی با n ضلع بوده باشد که درون دايره به شعاع واحد محاط شده است. 

جدول ٤ــ١ مقادير A(n) را برای انتخاب های مختلف n نشان می دهد. می بينيم که برای مقادير 

بزرگ n مساحت A(n) ظاهراً به عدد نزديک می گردد و اين چيزی است که انتظارش را داريم. اين 

تجربه به ما می گويد که برای مساحت دايره ای به شعاع ١، می توانيم روش افنا را معادل تساوی حدی  

ارزيابی کنيم.
n
lim A(n)  

اما يونانيان باستان از مفهوم «بينهايت» خوششان نمی آمد و لذا در بررسی های مربوط به رياضيات از آن 

احتراز می کردند؛ در نتيجه محاسبه مساحت با استفاده از روش افنا يک فرايند سرانگشتی به حساب می آمد. 

در واقع اين روش تا زمان نيوتن و لابنيتز باقی ماند ــ کسانی که روشی کلی برای محاسبه مساحت با استفاده 

ضمنی از مفهوم حد ارائه کردند. ما روش اين دانشمندان را در بررسی مسأله زير به کار خواهيم گرفت. 

مسأله مساحت : با داشتن تابع پيوسته و نامنفی f که بر بازه [a , b] تعريف شده 
است، مساحت بين نمودار f و بازه [a , b] بر محور x را پيدا کنيد (شکل ٤ــ٢)

پرسش: همچنان که در شکل ٤ــ١ ملاحظه می کنيم تعدادی چندضلعی منتظم در درون دايره به 
شعاع واحد محاسبه شده اند. در جدول سمت راست برای مقادير بزرگ n که تعداد اضلاع چندضلعی 

 n نشان داده شده است. آيا می توان گفت که وقتی A(n) را نشان می دهد، مساحت چندضلعی ها با نماد

بزرگ و بزرگ تر می شود مساحت n ضلعی محاطی با مساحت دايره برابر می گردد؟ 

به زبان دنباله ها، برای هر ٣ ≤ A(n)، n که مساحت n ضلعی است عددی است حقيقی. در 

نتيجه ١ = n{A(n)} دنباله ای از اعداد حقيقی است که جمله n ام آن مساحت n ضلعی منتظم محاط در 

درون دايره است. می دانيم که مساحت دايره π = ١ * π = S = πr٢ می باشد. آيا به زبان حدی می توانيم 

بگوييم که: 
n
lim A(n)  

يونانيان باستان از مفهوم «بی نهايت» خوششان نمی آمد و لذا در بررسی های مربوط به رياضيات 

فرآيند  يک  برايشان  افنا  روش  از  استفاده  با  مساحت  محاسبه  نتيجه  در  می کردند،  احتراز  آن  از 
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سرانگشتی به حساب می آمد. در واقع اين روش 

که  کسانی  ــ  ماند  باقی  لابينيتز  و  نيوتن  زمان  تا 

استفاده  با  مساحت  محاسبه  برای  کلی تر  روش 

ضمنی از مفهوم حد ارايه کردند. ما روش اين 

به کار  مساحت  مسأله  بررسی  در  را  دانشمندان 

خواهيم گرفت. 
a b0 x

y
y f (x)

شکل ٤ــ٢ــ ناحيه تحت نمودار
 x = b  و x = a و دو خط x محدود به محور f تابع

ما در اين فصل به مطالعه و بررسی مسأله مساحت می پردازيم و لذا اين طريق مفهوم مهمّ انتگرال 

معين را فرمول بندی خواهيم کرد. امّا ذکر اين نکته نيز جالب است که گرچه انتگرال در رابطه با مسأله 

مساحت مفهوم سازی شده است، لکن از اين مفهوم برای بررسی و مطالعه مسأله های ديگری در رياضيات، 

فيزيک و ساير علوم دقيقه استفاده می شود، نظير مسأله پتانسيل الکتريکی، مسأله کار انجام شده توسط 

نيروها، مطالعه و تعيين معادله مسير متحرک ها با استفاده از سرعت های داده شده و نظاير اين ها. 

نماد  و  متناهی  با مجموع های  است  بپردازيم لازم  بررسی مساحت  و  مطالعه  به  که  آن  از  قبل 

سيگما آشنا شويم. 

آن درگير  با  بعدی  در بخش  که  مطالعه مساحت ها  و  در محاسبه  نماد سيگما:  و  مجموع ها 
می شويم، با مجموع هايی متناهی از مقدارهای يک تابع سروکار خواهيم داست. در اين بخش برآنيم تا 

نماد مناسبی برای نمايش يک مجموع با تعداد متناهی جمله معرفی کنيم. همچنين به روش هايی برای 

نمايش يک  برای  (سيگما)   Σ نماد  از  بود.  محاسبه حاصل جمع چنين مجموع هايی محتاج خواهيم 

مجموع استفاده می کنيم. 

تعريف   ١   : نماد سيگما هرگاه m و n دو عدد صحيح m ≤ n و همچنين f تابعی باشد 
مقادير نشانگر حاصل جمع   Σ نماد  باشد،  تعريف شده   

n

i m
f (i) اعداد صحيح  بر   که 

   m ,  m + ١, m + ٢, ... , m

تابع f در اين اعداد می باشد:
n

i m
f (i) f (m) f (m ) f (n)1

 
با سيگمای سمت  داده شده  تأثير  تساوی بسط مجموع  اين  مجموع سمت راست 

چپ ناميده می شود. 
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i
i

5
2 2 2 2 2 2

1
1 2 3 4 5 55 مثال :                                                       

 را انديس جمع بندی می ناميم. 
n

i m
f (i) حرف i ظاهر شده در نماد 

، انديس i را با اعداد m ,... , ١+n, ..., m متوالياً جايگزين کرده 
n

i m
f (i) پس برای محاسبه 

و مقادير حاصله را جمع می کنيم. ملاحظه می کنيم که مقدار حاصل جمع به انديس جمع بندی بستگی 

ندارد؛ چرا که اين انديس در سمت راست تعريف وجود ندارد. 
n n

i m k m
f (i) f (k)   :k برای هر

k
k

5
2 2 2 2 2 2

1
1 2 3 4 5 55  

 به دو عدد جمع m و n بستگی تام دارد، اين دو عدد را حدود    
n

i m
f (i) لکن حاصل جمع 

جمع بندی می ناميم؛ m را حد پايين و n را حد بالا می ناميم. 

مثال : نمايش حاصل جمع ها با استفاده از نماد سيگما 

j
j

20

1
1 2 3 18 19 20

 
n

i n n

i
x x x x x x0 1 2 1

0  
n

m
n

i
1

1 1 1 1

 

k k

3

2

1 1 1 1 1 1 1

8 6 7 8 9 10 11  

نکته : در اکثر اوقات به جای استفاده از نماد تابعیf (i)  از يک متغير انديس دار مانند ai برای 
نمايش جمله iام يک حاصل جمع عمومی استفاده می کنيم: 

n

i m m m n
i m

a a a a a1 2
 

به خصوص وقتی تعداد جملات نامتناهی باشد. چنين مجموعی را يک سری نامتناهی می ناميم: 
n

i
i

a a a a1 2 3
1  

بار
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پس وقتی جمله ای به عنوان جمله آخر به دنبال سه نقطه … نمی آيد، بايد اين معنی را داشته باشد 

که جملات برای هميشه و به طور نامتناهی ادامه دارند. 

پرسش: اکنون اين پرسش پيش می آيد که وقتی تعداد جملات متناهی باشد، استفاده از نماد 
سيگما چه ويژگی هايی دارد؟ 

چون نماد سيگما تعميم عمل جمع به تعداد متناهی جمله است، پس ويژگی های اساسی عمل 

جمع را به ارث می برد. برای مثال، وقتی تعداد متناهی عدد را جمع می کنيم، ترتيب قرار گرفتن جملات 

تأثيری در مقدار حاصل جمع ندارد و يا آن که هرگاه همه جملات دارای عامل مشترک باشند، اين عامل 

مشترک را می توان از جملات جدا کرده و به صورت فاکتور ضرب در نماد سيگما لحاظ کرد همانند 

ca + cb = c(a + b) وقتی که تعداد جملات فقط ٢ جمله است:  

لذا قوانين اوليه حساب ويژگی هايی به نماد سيگما می دهد که اينک اهم آن را بيان می کنيم. 
n n n

i m i m i m
(Af (i) Bg(i)) A f (i) B g(i)

 
الف) 

که B، A اعدادی ثابت و مستقل از انديس i هستند. 

 دارای يک بسط هستند؛ در واقع هر يک برابر 
n

i o
f (i m)  و 

m n

i m
f (i) ب) دو عبارت 

f (m + n) + ... + (١ + m) f (m) + f هستند (امتحان کنيد!). پس
m n n

i m i o
f (i) f (i m) د)  

اين قانون را قانون لغزاندان انديس ها می ناميم. 

 بنويسيد. 
n

i
f (i)

1
 را به صورت 

i
i

17
2

3
1 مثال : 

حل : بايد در عبارت داده شده انديس های پايين و بالا را ٢ واحد کم کنيم تا انديس پايين از ١ 
شروع گردد؛ در عين حال به همان مقدار، يعنی ٢ واحد به انديس عبارت تحت Σ بايد اضافه کنيم: 

i i
i (i )

17 15
2 2

3 1
1 1 2

 
 (چرا؟)

n n m

i m i i
f (i) f (i) f (i)

1 1 1
نکته : ملاحظه کنيد که 

تمرين در کلاس 
 بنويسيد. 

n

i
f (i)

1
 را به صورت 

i a
f (b i)

12
3

1

اکنون شما عبارت 
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می شود  داده   
n

i
S i n

1
1 2 3 مانند  وقتی يک مجموع  محاسبه مجموع ها: 

که درگير تعداد زيادی جمله می باشد، داشتن فرمولی که مقدار اين مجموع را به شکلی بسته نشان دهد 

بسيار ضروری می باشد. 

منظورمان از شکل بسته چنين فرمولی آن است که از شکل بسط آن (شامل سه نقطه) استفاده 

 می باشد. 
n

i

n(n )S i
1

1

2
نشده باشد. برای مجموع بالا فرمول به صورت 

دانش آموزان، در اين مورد خاص، مشکلی ندارند. می توانيد به شکل زير عمل کنيد. 

S = ٣ + ٢ + ١ + ... + (n - ١) + n  

S = n + (n - ١) + (n - ٢) + ... + ١ + ٢  

دو  نوشته ايم.  به صورت عقب گرد  بار  به جلو هريک  معمولی  به صورت  بار  را يک  پس جمع 

رديف را همچنان که زير هم نوشته شده اند با هم جمع می کنيم: 

٢S = (n + ١) + (n + ١) + (n + ١) + ... + (n + ١) + (n + ١) = n(n + ١)  

فرمول S فوق الاشاره با تقسيم طرفين تساوی اخيری بر ٢ به دست می آيد. 

امّا هميشه محاسبه يک مجموع و يافتن فرمولی برای آن به اين آسانی نخواهد بود. اين مسأله 

يکی از مسأله های چالش برانگيز در مباحث رياضيات است. ليکن چنين فرمول هايی که در بخش بعدی 

بدان نياز داريم، فرمول هايی سرراست و ساده بوده که در قضيه بعدی گردآوری شده اند. 

قضيه   ١   : فرمول های جمع بندی 
n

i n
n

1
1 1 1 1 1 الف)  

n

i

n(n )i n
1

1
1 2 3

2
ب)  

n

i

n(n ) ( n )i n2 2 2 2 2

0

1 2 1
1 2 3

6
ج)  

nn
i n

i

rr r r r r , (r )
r

1 2 3 1

1

1
1 1

1
د)  

 برهان :
 الف) بديهی است حاصل جمع n بار عدد ١ برابر n است. يک راه حل برای (ب) قبلاً ارايه 

گرديد. برای اثبات (ج) n بار اتحاد زير را 

(k + ١)٣ - k٣ = ٣k٣ + ٢k + ١  
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به ازای هر k که k ≤ n ≥ ١ نوشته و جمع می کنيم. 

 

با استفاده از (ب) 

  

 
 از تساوی اخير به دست می آيد.

n

i
i2

1
در نتيجه به آسانی 

n

i

n(n )i (n ) n2 3

1

3 1
3 1 1

2   
n(n )n n n3 3 3 1

3 2
2  

n

i

n(n n ) n(n ) n(n )( n )i
2

2

1

3 2 1 1 2 1

3 2 6  

با آن آشنايی  با قدرنسبت r می باشد که از قبل  د) همان مجموع جملات يک تصاعد هندسی 

داريد. 

در برهان قسمت ج، قسمت های سمت چپ n تساوی را باهم جمع کرديم و هر 

جمله اول يک تساوی با جمله دوم تساوی بعدی حذف گرديد (به دليل قرينه بودن) و 

از همه جملات، فقط جمله اول تساوی n ام (آخر) و جمله دوم تساوی اول باقی ماندند 

که همان عبارت ١٣ - ٣(١ + n) سمت چپ، حاصل جمع  تساوی ظاهر گرديد. در واقع 

 (k + ١)٣ - kمی توانستيم از نماد سيگما استفاده کنيم: هر عبارت در سمت چپ به شکل کلی ٣

 است. اما حاصل 
n

k
((k ) k )3 3

1
1 است که در آن k ≤ n ≥ ١. پس جمع آن به شکل 

آن، با حذف جملات قرينه، برابر ١٣ - ٣(١ + n) شد. بنابراين: 
n

k
((k ) k ) (n )3 3 3 3

1
1 1 1

 
(١)

يت
فعال

n

i

k

k

k

k n n (n ) (n ) (n )

k n (n ) n n n

n(n )(n ) ( i ) n

3 3 2

2 3 2

3 3 2

3 3 2

3 3 2

3 2

1

1 2 1 3 1 3 1 1

2 3 2 3 2 3 2 1

3 4 3 3 3 3 3 1

1 1 3 1 3 1 1

1 3 3 1

3 1
1 1 3

2
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اين يک مثال از حالت کلی جمعی است که جمع تلسکوپی ناميده می شود. 

فرم جمع تلسکوپی به صورت کلی: 
n

i m
(f (i ) f (i)) f (n ) f (m)1 1  (٢)

می باشد، زيرا همه جملات آن به جز اولی و آخری حذف می شوند. قاعده جمع 

تلسکوپی را برخی قاعده ادغام نيز می نامند. 

 m ابتدا تساوی (١) را به استقراء ثابت کنيد. سپس (٢) را به استقراء ابتدا از

ثابت کنيد. 

n

k m
( k k )2

1
6 4 3 مثال : محاسبه کنيد: 

١≤  m  ≤  n که در آن

حل : از قواعد جمع بندی و فرمول های قضيه قبل استفاده می کنيم:
n n n n

k k k k
( k k ) k k2 2

1 1 1 1
6 4 3 6 4 3 1  

            

n(n )( n ) n(n ) n1 2 1 1
6 4 3

6 2
                          

n n n3 22 2                                                                
n n m

k m k k
( k k ) ( k k ) ( k k )2 2 2

1 1 1
6 4 3 6 4 3 6 4 3 بنابراين 

n n n m m m3 2 3 22 2 2 2                            

به دست می دهد.  را  از جمع ها  برخی  فرمولی  بسته  ميپل (Maple ) شکل  برنامه ريزی   : نکته 
برای مثال:

Sum(i ,i n);factor(%);4 100  

(n ) (n ) (n ) n5 4 31 1 1 1 1
1 1 1

2 2 3 30 30
 

n(n )( n )( n n )21
1 2 1 3 3 1

30
 

يت
فعال
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در تمرين های ٨  ــ١ جمع را بسط دهيد:

 ــ١
i

i
4

3

1
 ــ٢  

j

j
j

3100

1 1
 ــ٣ 

n

j
i

1
3

 ــ٤
in

i

( )
i

1

1

1

1
 ـ٥    ـ

in

i

( )
(i )23

2

2
 ـ٦   ـ

n

j

j
n

2

31

 ــ٧
k

n

nsin
k1 3

 ـ ٨    ـ
kn

k

e
nk2

 

به فرد  منحصر  جواب  که  می شويم  نِماد     ∑     بنويسيد.(متذکر  از  استفاده  با  را  زير  جمع های 

نمی باشد)

 ـ٩ ٩+٨+٧+٦+٥  ـ  ـ١٠       (٢٠٠ بار) ٢+ ... -٢+٢+٢+٢ ـ

٩٩٢-...+٥٢-٤٢+٣٢-٢٢  ــ١١  ـ١٢   ١٠٠x٩٩+ ... +٤x٣+٣x٢+٢x+١ ـ

xn  +...+x٣+x+x٢+١  ــ١٣  ـ١٤                                        x٢n+...+x٣-x+x٢-١ ـ

 ــ١٥ 
n( ) 1

2

1 1 1 1
1

4 9 16
 ــ ١٦ 

n
n1 2 3 4

2 4 8 16 2
      

٤ـ٢ـ مساحت به عنوان حد مجموع
به مطالعه و بررسی مشتق  بر يک منحنی خاص  تعريف حد، مماس  از  با استفاده  در فصل ٣ 

پرداختيم. در اينجا نيز بيشتر دوست داشتيم تا با استفاده از تعريفی از مساحت يک ناحيه در صفحه به 

مطالعه انتگرال بپردازيم. امّا ارائه تعريفی از مساحت بسيار مشکل تر از تعريفی برای مماس است.

بنابراين فرض می کنيم که منظورمان از مساحت به گونه ای ملموس بر ما معلوم بوده و از اين رو 

برخی از ويژگی های آن را يادآوری می شويم.

الف) مساحت يک ناحيه در صفحه عددی حقيقی و نامنفی برحسب واحدهای سطح (مربع ها) 

می باشد.

ب) مساحت يک مستطيل با عرض w و ارتفاع h برابر A=wh است.

ج) مساحت ناحيه های صفحه ای که برابر باشند يکی است.

د) هرگاه ناحيه S درون ناحيه R باشد، مساحت S کمتر از مساحت R است.

مسا ئل
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مجموع  برابر   R مساحت  باشد،  مجزا  ناحيه های  از  متناهی  اجتماعی   R ناحيه  هرگاه  هـ) 

مساحت های اين ناحيه های مجزا است.

با استفاده از اين ويژگی های شهودی مساحت می توانيم مساحت خيلی از اشکال هندسی را 

بررسی و يا محاسبه کنيم. شما در شکل های زير می توانيد بگوييد که نتيجه حاصله که درزير هر شکل 

نوشته شده است بر طبق کدام يک از ويژگی های (الف) ــ (هـ) می باشد. 

D C

A Bw

h

D C

A Bw

h

D C

A Bw

h

D C

A Bw

h

D� C�

شکل ٤ــ٣ــ ويژگی مساحت ها

ABC مساحت مثلث = 1
2

 wh ABC′D′ مساحت = w.hمساحت S < مساحت RABCD مساحت = w.h

مجموع مساحت مثلث ها مساوی مساحت چندضلعی

امّا فراتر از چند ضلعی ها نمی توان رفت، مگر آنکه از مفهوم حد کمک بگيريم. شما با مفهوم 

حد در سال قبل و همچنين در فصل ٢ اين کتاب به خوبی آشنا شده ايد. هرگاه يک مساحت دارای 

با استفاده از مساحت  مرزی منحنی وار بوده باشد، محاسبه ساده آن فقط می تواند به صورت تقريبی 

مثلث ها و مستطيل ها به دست آيد؛ محاسبه دقيق اين گونه مساحت ها محتاج محاسبه يک حد است.

دهيم  نشان  که  است  اين  قصدمان  بخش  اين  در  مساحت:  محاسبه  برای  مستطيل  روش 
چگونه می توان مساحت يک ناحيه مانند R را که تحت نمودار تابع پيوسته و نامنفی y=f  (x) و محدود 

به دو خط قائم x=b , x=a است به دست آوريم.

نقاط  با استفاده از  بازه جزء  به n زير  بازه [a ,b] را  به طرز زير عمل می کنيم.  اين کار  برای 

افرازی

a  =  x٠ <  x١ <  x٢  <  ...  <  xn-١ <  xn  =  b  

i را به Δxi نشان می دهيم:  ix , x1 (١+n) نقطه تقسيم می کنيم، طول بازه iام 

Δxi  =  xi  -  xi  -١     ,    (i=٣ ,٢ , ١, ... n)  

R
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i مستطيلی با عرض Δxi و ارتفاع f (xi) می سازيم. پس مساحت  ix , x1 بر روی هر بازه جز 

اين مستطيل برابر f  ( xi  )  Δxi می باشد. مجموع اين مساحت ها را تشکيل می دهيم.

Sn  = f  (x١) Δx١ + f  (x٢) Δx٢  +  ... +  f  ( xn  )  Δxn  
n

i i
i

f (x ) x
1

                                                                                              

& 1

1 2 3

& 2 & && 3

 0 �1 �1

شکل ٤ــ٤ــ حاصل جمع مساحت مستطيل ها برابر                       است.  

واقع است که Sn تقريبی از مساحت ناحيه R است و با افزايش n اين تقريب به مقدار واقعی 

مساحت R نزديک تر می شود، مشروط بر آنکه نقاط xn  =  b  >   ...  >  x٢  > a  <  x١  =  x٠ را چنان انتخاب 

کنيم که عرض Δxi ها نيز به صفر ميل کند.

کوچک تر  بازه  دو  به  بازه جزء،  يک  تقسيم  که  می کنيم  ملاحظه  بعدی،  در شکل  مثال،  برای 

خطای اين تقريب را، با کاهش قسمتی از مساحت تحت نمودار که مشمول در مستطيل ها شده است، 

کاهش می دهد (شکل ٤ــ٥).

در شکل ٤ــ٤ مستطيل های مربوطه را يک تابع نزولی سايه 

زده ايم، اگر تابع مان صعودی می بود، نوک بالايی اين مستطيل ها در 

بالای نمودار تابع قرار می گرفت.

در حالی که در شکل نشان داده شده (تابع نزولی) اين نوک ها 

در زير نمودار قرار دارد.

0



0



 شکل ٤ــ٥ــ استفاده از مستطيل ها بيشتر خطای محاسبه را کوچکتر می کند. 

n

i i
i

f (x ) x
1

New errorOld error
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بنابراين برای يافتن مساحت R معقول آن است که حد دنباله Sn را وقتی ∞→  n به دست آوريم 

(با اين شرط که طول بزرگترين Δxi ها نيز به صفر ميل کند).

nn مساحت
R lim S

نکته مهم: برای آنکه، درحد گيری Δxi ها همگی به صفر ميل کنند، اغلب اوقات مناسب تر آن 
است که عرض همه بازه های جز مساوی اختيار شوند. در اين صورت داريم:

i
b ax x

n
     ,

     
ix a i x a (b a)

n
1  

که در آن، چون همه Δxi ها را مساوی اختيار کرده ايم و طول مشترک را به Δx نشان داده ايم.

مساوی، به عنوان افراز منظم ياد خواهيم کرد.  از اين نوع تقسيم بازه، به بازه های جزء 
معلوم است که در مورد افرازهای منظم، وقتی ∞→  n  , ٠→  Δx و ديگر نيازی به شرط آن که طول 

بزرگترين بازه جزء به صفر ميل کند، نمی باشد.

محاسبه برخی مساحت ها: در اين بخش به عنوان نمونه به محاسبه تقريبی برخی مساحت ها با 
استفاده از روش فوق می پردازيم. ابتدا با ناحيه ای شروع می کنيم که مساحت آن را از قبل می دانيم و 

از اين راه بيشتر قانع می شويم که روش توصيف شده مان مقدار دقيق را به دست می دهد.

مثال : مساحت ناحيه ای را بيابيد که تحت خط مستقيم به معادله ١+y  =  x بوده و محدود به 
خطوط  ٠=x    ,  ٢=x می باشد.

حل : ناحيه مورد نظر در شکل زير هاشور زده شده است. اين ناحيه يک ذوزنقه است. به علاوه 
می دانيم که مساحت اين ناحيه ٤ واحد سطح است (چرا؟). اينک مساحت اين ناحيه را به عنوان حد 

مجموع مساحت مستطيل هايی که به روش فوق ساخته می شوند به روش زير می توانيد حساب کنيد.

١ــ بازه [٠,٢] را به n بازه جزء با طول مساوی تقسيم کنيد:

n
nx ,x ,x ,x ,x

n n n n0 1 2 3
2 4 6 2

0 2  

 i
ix

n
2

1 ٢ــ پس مقدار تابع ١+  f  (x)  =  x در نقطه دلخواه xi برابر است با          1

ix است.
n
2 i) دارای طولی برابر  ) i

n n
2 1 2 و بازه جزء i ام 

٣ــ ملاحظه می کنيم که وقتی ∞→  n  , ٠→  Δx مجموع مساحت های مستطيل های نشان داده 



حساب ديفرانسيل و انتگرال ٢٢٦

در شکل ٤ــ٦ را محاسبه کنيد.
n

n
i

iS ( )
n n1

2 2
1

 
n n

i i
i

n n 1 1

2 2
1

 
n(n )( ) n

n n
2 2 1

2  

n
n
1

2 2
 

0

 �1

2 4 6 2

0 2

 2

�

قضيه : بنابراين مساحت A با حدگيری از اين دنباله به دست می آيد. 
nn n

nA lim S lim ( )
n
1

2 2 2 2 4 واحد سطح  

 ،x=b>٠ ، x = ٠ ، y = و خطوط ٠ y = xمثال : مساحت ناحيه ای را که محدود به سهمی ٢
می باشد به دست آوريد. 

 ({Sn}n = دنباله ١) Sn برابر حد مجموع های A ،بناميم A حل : هرگاه مساحت ناحيه مورد بررسی را
مربوط به مساحات مستطيل های نشان داده شده در شکل ٤ــ٦ می باشد. با استفاده از افراز منظمی با ١ + n نقطه 

)ib است. بنابراين بنابر  )
n

b می شود. پس ارتفاع مستطيل i ام برابر 2
n

افرازی، طول هريک از بازه ای جز، برابر 

قضيه (ج)

n n

n
n i

ib b b b n(n )( n )S ( ) i
n n n n

3 3
2 2

3 31 1

1 2 1

6  

شکل ٤ــ٦

ناحيۀ مربوط به مثال ١

ناحيۀ مربوط به مثال ٢
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از اين رو مساحت موردنظر با حدگيری به دست می آيد: 

واحد سطح
nn n

(n )( n ) bA lim S lim b
n

3
3

2

1 2 1

36  

تمرين در کلاس 

١ــ وقتی k افزايش می يابد يافتن مساحت زير منحنی y = xk به مراتب مشکل و مشکل تر 

می گردد. در اين مورد شايد تقسيم بازه به زيربازه ای مساوی کمتر کارساز باشد. در عوض هرگاه 

طول بازه ای جزء را به نسبت يک تصاعد هندسی اختيار کنيم، کار محاسبه ساده تر خواهد شد. 

مثلاً اگر ٠ < b > a و مراد محاسبه مساحت زير منحنی محدود به x = a و x = b بوده باشد، 

x٠ = a, x١ = at, x٢ = at٢ , x٣ = at٣ , ... , xn = atn = b و nbt ( )
a

1

قرار می دهيم 

در اين صورت طول بازه i ام را (برحسب t و البته a و b) حساب کنيد و همانند مثال پيش دنباله 

 را به دست آورده 
k kb aA

k

1 1

1
Sn را به دست آورده و حدگيری نماييد. هرگاه جواب واحد سطح 

باشيد از حل اين مثال لذت ببريد، در غيراين صورت محاسبات خود را يک بار ديگر چک کنيد و يا از 

دبير درس برای راهنمايی کمک بخواهيد. 

٢ــ با استفاده از اتحاد ١ + ٤k + ٦k٢ + ٤k٣ = k٤ - ٤(١ + k) و قاعده تلسکوپی نشان دهيد 

 
k

i

k(k )i ( )3 2

1

1

2
که 

 x = b > ٠, x = ٠, y = و خطوط ٠ y = x٣ــ مساحت ناحيه ای را که محدود به نمودار ٣

می باشد به دست آوريد. 

امّا همه علوم دقيق (علوم محض)  به نظر باطل نما جلوه کند،  گرچه ممکن است 

تحت تسلط ايدهٔ تقريب هستند. (برتراندراسل ــ رياضی دان انگليسی) 

يک پرسش اساسی
به لحاظ هندسی کاملاً مشهود است که مساحت تحت نمودار تابع f به شکل نمودار f بستگی 
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دارد. نمودار هر تابع در واقع رفتار هندسی مقادير تابع را نمايان می سازد. 

پس مقدار مساحت در مرحله اول به تابع موردنظر بستگی دارد. درمرحله بعد البته مقدار مساحت 

به بازه [a ,b] که تابع در آن تعريف شده است، يعنی خطوط x = a و  x = b  که مرزهای عمودی ناحيه 

را می سازند نيز بستگی خواهد داشت. برای آنکه بيشتر وارد جزئيات جبری مسأله شويم، به مثال ٢ 

 x = b و x = و خطوط ٠ y = xمراجعه می کنيم. ملاحظه کرديم که مساحت ناحيه محدود به نمودار ٢

 bA
3

3
(يعنی بازه [b , ٠]) برابر است با:  

پس هرگاه بخواهيم مساحت محدود به نمودار y = x٢ را با پايه ٠ = x حساب کنيم، اين مساحت 
xA(x)
3

3
برابر  

 y = xچه رابطه ای با تابع ٢ A(x) خواهد شد. حال سؤال اساسی در اين جا چنين است که مدل

دارد؟ 

همين سؤال را در مورد مثال ١ نيز می توان مطرح کرد. در اين جا ١ + f (x) = x و برای محاسبه 

مساحت آن بر بازه [b , ٠] (به جای [٠,٢] در مثال) داريم: 

n
b b nbx , x , x , , x b
n n n0 1 2

2
0

 

i i
ibf (x ) x
n

1 1 داريم:  
n

n
i

ib bS ( )
n n1

1
بنابراين: 

n n

i i

b b i
n n 1 1

1
 

b b n(n ) n
n n

1

2  

(n ) b b
n

21

2  

nn n n

b nA(b) lim S lim lim b
n

2 1

2
و با حدگيری به دست می آوريم:  

b b
2

2

 

و هرگاه بخواهيم به جای بازه بازه را منظور کنيم مساحت موردنظر به عنوان تابعی از x به دست 



٢٢٩

xA(x)خواهد آمد:   x
2

2  

برای هريک از توابع f، مساحت A(x) محصور به نمودار f و بازه [x , ١-] را به دست 

آوريد. سپس مشتق تابع A يعنی A′(x) را محاسبه کرده و با تابع f مقايسه کنيد. 

 f (x) = ٢x + ج) ٣   f (x) = x + ب) ١   f (x) = الف) ٢

برای راهنمايی نمودار تابع f و بازه [x , ١-] در هر مورد در شکل زير نشان داده شده 

است. 

0



A

شکل ٤ــ٧ــ وقتی a ثابت باشد A(x) به x بستگی خواهد داشت.

يت
فعال

مسا ئل
در  که  را  نواحی  اين درس مساحت   ٢ و   ١ مثال های  همانند  مناسب  افرازهای  از  استفاده  با 

تمرين های ٧ــ١ آمده اند محاسبه کنيد: 

. x = تا ١ x = از ٠ y = بالای ٠ ،y = ٣x ١ــ ناحيه تحت

. x = تا ٣ x = از ٠ y = بالای ٠ ،y = ٢x + ٢ــ ناحيه تحت ١

. x = تا ٣ x = از ١ y = بالای ٠ ،y = ٢x - ٣ــ ناحيه تحت ١

. x =تا ٢ x = -از ١ y = بالای ٠ ،y = ٣x + ٤ــ ناحيه تحت ٤

2

�1

 �1

�1

 � 32

�1

شکل ٤ــ ٨
A(x) يک ذوزنقه است                              A(x) يک مثلث است                              A(x) يک مستطيل است

(الف)  (ب) (ج)
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. x = تا ٣ x = از ١ y = بالای ٠ ،y = x٥ــ ناحيه تحت ٢

. x = a > تا ٠ x = از ٠ y = بالای ٠ ،y = x٦ــ ناحيه تحت ١ + ٢

. x = تا ٢ x = -از ١ y = بالای ٠ ،y = x٢ + ٢x + ٧ــ ناحيه تحت ٣

باشيد که مساحت همواره  به خاطر داشته  تمرين های ١١ــ ٨ مساحت ها را محاسبه کنيد.  در 

عددی مثبت خواهد بود. 

 . y = زير ٠ y = x٨  ــ ناحيه بالای ١- ٢

.x = تا ٤ x = از ٢ y = زير ٠ ،y = ١ - x ٩ــ ناحيه بالای

.y = زير ٠ ،y = x٢ - ٢x ١٠ــ ناحيه بالای

.y = بالای ١ y = ٤ - x١١ــ ناحيه تحت ١ + ٢

١٢ــ مساحت ناحيه محدود بــه y = x٣ را کــه بــالای مـحــور x بــوده و بين خـطوط ٠ = x و 

 استفاده کنيد.) 
n

i

n (n )i
2 2

3

1

1

4
٠ < x = b. است به دست آوريد (راهنمايی از فرمول 

y را که بالای ٠ = y و محدود به ٠ < x = a و 
x
1

١٣ــ مساحت تحت منحنی به معادله 

x = b > a است به دست آوريد. 

٤ـ٣ـ انتگرال معين 
هدفمان در اين بخش تعميم آن چيزی است که در بخش قبلی برای محاسبه مساحت ها به کار 

برديم. با استفاده از چنين تعميمی مفهوم انتگرال معين تابعی مانند f را که بر بازه I تعريف شده است 

به  و حدگيری   {Sn} دنباله  تشکيل  و  مستطيل ها  روش  از  استفاده  با  قبلی  دربخش  می کنيم.  تعريف 

از يک  از دو راه وارد می شويم:  برای محاسبه مساحت  اين بخش  پرداختيم. در  محاسبه مساحت 

طريق مستطيل های کوچک را طوری انتخاب می کنيم که همگی زير نمودار f واقع شوند و در طريق 

ديگر مستطيل های کوچک را طوری می گيريم که همگی بالای نمودار f قرار گيرند. اين روش به ما اين 

امکان را می دهد که با تقريبات نقصانی و همچنين تقريبات اضافی به مساحت تحت نمودار نگاه کنيم. 

در سرتاسر اين بخش فرض می کنيم که تابع f کراندار باشد امّا به اين فرض که مقادير f نامنفی باشند 

 [a , b] بر بازه f نيازی نخواهيم داشت. در واقع از ايده اوليه محاسبه مساحت عدول کرده و به تابع

عددی وابسته خواهيم کرد که انتگرال معين f بر بازه [a , b] ناميده خواهد شد. در اين جا، گرچه هنوز 

شهود و نگرش هندسی کمک ساز خواهد بود اما استدلال و فرايند جبری نقش مهم تری را عهده دار 

خواهد بود؛ و اين چاشنی تعميم در رياضيات است که به تجربه و جبر نقش اساسی تری می دهد تا با 
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موارد مجردتر بهتر و مؤثرتر برخورد گردد. 

 {x
٠
 , x

١
, x

٢
, ..., x

n-١
 , x

n
فرض کنيم P افرازی از بازه [a , b] باشد. بنابراين P مجموعه ای از اعداد {

x] است به افراز 
i-١

, x
i
x. عدد n که نشانگر تعداد بازه های جزء [

n
 = b , x

٠
 = a , x

i-١
 < x

i
است که در آن 

P بستگی دارد. درشت ترين افراز. 

بازه [a , b] افرازی است که فقط شامل يک بازه جزء يعنی خود بازه [a , b] است. در اين 

 n برابر ١ است. هرچه تعداد نقاط افراز بيشتر باشد، افراز ظريف تر خواهد بود و عدد n  صورت عدد

 Δxi = xi - xi-افزايش خواهد يافت. ضمناً يادآوری می کنيم که عدد ١

x] نيز است، پس ماکسيمم و 
i-١

, x
i
طول بازه جزء i ام می باشد. چون تابع f بر هر بازه جزء [

x] است که برای 
i-١

, x
i
مينيمم (مطلق) خود را در اين بازه اختيار می کند. يعنی نقاطی مانند Ii و Ui از [

f (Li) ≤ f (x) ≤ f (ui) و xi-١ ≤ x ≤ xi هر

هرگاه ٠ ≤ f (x) بر [a , b]، آنگاه f (Li)Δxi و  f (ui)Δxi نشانگر مساحت مستطيل های با قاعده 

x] بوده که نوک مستطيل اول زير نمودار f و نوک مستطيل دوم بالای نمودار f قرار 
i-١

, x
i
(عرض) [

x] محدود به نمودار تابع f از Ai بناميم،  
i-١

, x
i
دارند (شکل ٤ــ٩) به عبارت ديگر هرگاه ناحيه با قاعده [

f (Ii)Δxi نمايشگر مساحت مستطيلی است که درون Ai محاط شده، در حالی که  f (ui)Δxi نمايشگر  

مساحت مستطيلی است که محيط بر Ai می باشد. به زبان جبری: 

f (Li)Δxi ≤ Ai ≤ f (ui)Δxi   (١)

هرگاه f مقادير منفی نيز اختيار کند آنگاه  f (Li)Δxi و يا  f (ui)Δxi و يا هردوی آنها ممکن است 

 x منفی باشند، در چنين صورتی اين عبارت ها نمايشگر قرينه مساحت مستطيلی هستند که زير محور

واقع است، در هر صورت که f همواره مقادير نامنفی اختيار کند و يا مقادير منفی نيز بگيرد نامساوی 

f (Li) ≤ f (ui) برقراربوده و لذا همواره f (Li)Δxi ≤ f (ui)Δxi برقرار است. 

مجموع های بالا و پايين: اکنون به تعريف مجموع های بالا و پايين می پردازيم. قبل از اين، 
بازه های جزء  برای ساده تر کردن نمادهايمان همواره فرض می کنيم که افراز چنان باشد که طول همه 

حاصله مساوی باشند، پس هرگاه افراز P  شامل ١ + n نقطه بوده و در نتيجه n بازه جزء پديد آورد طول 

b می باشد.  a
n

هر بازه جزء برابر 

اين گونه افرازها را افرازهای منظم می ناميم. عدد طبيعی n مشخص کننده افرازی با ١ + n نقطه 

 n است. پس به جای آن که از افرازها به عنوان متغير ياد کنيم از عدد طبيعی b a
n

با طول بازه ای جزء 

ياد می کنيم. در سرتاسر بحث f نمايشگر يک تابع است که در طول بحث ثابت فرض می شود. 
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يا نماد ساده تر Ln نشان داده می شود چنين تعريف  با نماد L(f, p) و  مجموع پايين که  الف) 

می گردد. 

Ln = f (l١) Δx١ + f (li) Δx١ + ... + f (ln) Δxn  
n

n i i
i

L f (l ) x
1 يعنی  

١ــ L حروف اول Lower به معنی پايين و U حرف اول Upper به معنی بالا می باشد. 

�1



 f (li)Δxi شکل ٤ــ ٩  ــ مستطيل کوچک تر سهم
با  متناظر   f (ui)Δxi سهم  بزرگ تر  مستطيل  و 

بازه جزء [xi ,١-xi] را نشان می دهد. 

ب) مجموع بالا که با نماد U(f, p) و يا نماد ساده شده Un ١ نشان داده می شود چنين تعريف 

Un = f (u١)Δx١ + f (u١)Δx١ + ... + f (un) Δxn  .می گردد
n

n i i
i

U f (u ) x
1  

راست)  (سمت  بالا  جمع  حاصل  يک  و  چپ)  (سمت  پايين  جمع  حاصل  يک  زير  شکل  در 

به صورت مثبت و مساحت  نزولی نشان داده شده است. مساحت مستطيل های رنگی  تابع  برای يک 

خواهند  لحاظ  انتگرال  مقدار  در  منفی  به صورت  شده  زده  هاشور  خاکستری  رنگ  با  مستطيل های 

شد. 

y f (x)

x

xnU n

x0 x1 x2
U 3

U 2U 1

nx �1

شکل ٤ــ١٠ــ الف) يک مجموع پايين و ب) يک مجموع بالا را برای يک تابع نزولی نشان می دهند. ناحيه های رنگی سهم های 
مثبت و ناحيه های خاکستری سهم های منفی به مقدار مجموع ها می دهند. 

x

y f (x)

x0 x1 x2
l 2

x3
l 3

xn
l n
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f بر بازه [١,٢] با افراز منظم P مستطيل  (x)
x
1 مثال : مجموع های پايين و بالا را برای تابع 

از ٥ نقطه و ٤ بازه جزءِ محاسبه کنيد.

x2 و 
3
2

و  x1
5
4

x و 
٠
حل : چنين افرازی می بايست مشتمل بر نقاط به طول های ١=

x بوده باشد. (چرا؟)
٤
x3 و ٢=

7
4

 و 
ix
1 f بر اين بازه نزولی است مينيمم و ماکزيمم آن بر بازه به ترتيب برابر  (x)

x
1 چون تابع 

 می باشد. سپس مجموع های پايين و بالا چنين اند:
ix 1

1

L (f ( ) f ( ) f ( ) f ( ))4
1 5 3 7

2
4 4 2 4

( ) /1 4 2 7 1 533
0 6345

4 5 3 4 2 840

U (f ( ) f ( ) f ( ) f ( ))4
1 5 3 7

1
4 4 2 4

( ) /1 4 2 4 319
1 0 7595

4 5 3 7 420

 ،n=٤ ،n=٢ ،n=بر بازه [١,٢] به ازای ١ f(x)=xمثال : مجموع های پايين و بالا را برای تابع ٢
٨=n محاسبه کنيد.

حل : می دانيم تابع f بر [١,٢] صعود است، پس بر هر بازه جزءِ آن نيز صعودی است. لذا برای 
.ui=xi و li = xi-و ١ [xi-١  , xi] ام يعنی i ِبازه جزء

وقتی ١=n، فقط يک بازه جزءِ وجود دارد و آن هم بازه [١,٢] است:

L(١-٢)=١f(١)=و ١ U(١-٢)=١f  (٢)=٤

] خواهيم داشت. پس , )3
2

2
] و  , )3

1
2

برای ٢=n، دو بازه جزءِ 

L (f ( ) f ( ) ( )) /2
1 3 1 9

1 1 1 625
2 2 2 4

U (f ( ) f ( )) ( ) /2
1 3 1 9

2 4 3 125
2 2 2 4
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[ , ]5
2

3
[ , ]4 5
3 2

[ , ]4
1
3

برای ٣=n، سه بازه جزء داريم 

L (f ( ) f ( ) f ( )) ( ) /3
1 4 5 1 16 25 50

1 1 1 851
3 3 3 3 9 9 27

U (f ( ) f ( ) f ( ))3
1 4 5

2
3 3 3

( ) /1 16 25 77
4 2 651

3 9 9 27

با انتخاب ٤=n مشابهاً مقادير ٢/٧١٨=U٤ و ١/٩٦٨=L٤ را به دست می آوريم.

بالاخره با انتخاب ٨=n مقادير ٢/١٤٨=U٨ و ٢/٥٣٤=L٨ را به دست می آوريم.

تمرين در کلاس 
در رابطه با تابع مثال ٢، L٣، L٥، L٦، L٧ و همچنين U٣، U٥، U٦، U٧ را محاسبه کنيد.

نکته : مقادير L١ تا با L٨ نشانگر آنند که دنباله ١=n{Ln} دنباله ای صعودی است، در حالی که 
مقادير U١ تا با U٨ نشان می دهند که دنباله ١=n{Un} دنباله ای نزولی است. البته اين حدسی بيش نيست، 

امّا می توانيد آن را به طريق ملموس و شهودی با استفاده از مستطيل های محاطی و محيطی برای يک 

 Ln+١، Ln نمودار دلخواه از تابعی پيوسته و به تعيين نزديک نماييد. کافی است دو جمله متوالی مانند

را با هم مقايسه کنيد.

پرسش: آيا می توانيم بگوييم که دنباله های Ln، Un به يک عدد همگرا هستند؟

کنيد؛  محاسبه   [٠,α] بازه  بر   f(x)=x٢ تابع  برای  را  بالا  و  پايين  مجموع های 

مجموع هايی که متناظر افرازی منظم از اين بازه متشکل از ١+n نقطه و n بازه جزءِ بوده 

باشند. بدين سان جملات عمومی دنباله ای {Ln} ،{Un} را محاسبه خواهيد کرد. سپس 

nn را به دست آوريد. چه نتيجه ای می گيريد؟
lim L nn و 

lim U

يت
فعال
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اين مثال ها و بررسی ها ما را به صورت بندی تعريف مهم زير رهنمون می کند:

 A همگرا باشند، عدد A به يک عدد مانند f هرگاه دنباله های عددی مجموع های بالا و پايين تابع
b
aA f (x)dx را انتگرال معين اين تابع بر بازه [α,b] می ناميم و می نويسيم.                       

 که صورت کشيده حرف S است از حرف اول کلمه مجموع (Sum) اقتباس شده است و آن 

b را انتگرال يعنی f بر [a,b]  و يا انتگرال 
aA f (x)dx معادل حرف سيگما Σ يونانی است. بنابراين 

معين f از a تا b می ناميم.

بايد توجه کنيم وقتی f تابعی نامنفی است تعبير هندسی انتگرال معين مساحت تحت نمودار f و 

محدود به بازه [a,b] است امّا ما اين شرط را نداشته ايم، بنابراين انتگرال معين، در حالت کلی عددی 

حقيقی است که می تواند مثبت، منفی و يا برابر صفر باشد.

a را  x dx2
0 مثال : ثابت کنيد تابع f(x)=x٢ بر بازه [a,٠]، ٠<a، انتگرال پذير است و مقدار 

به دست آوريد.

به دست  را  دنباله ها  اين  حد  است  کافی  کرديم.  محاسبه  را   Un، Ln دنباله های  قبلاً   : حل 
آوريم.

nn n

(n )( n )a alim L lim
x

3 3

2

1 2 1
36

nn n

(n )( n )a alim U lim
x

3 3

2

1 2 1
36

a ax dx
3

2
0 3

بنابراين:              

نکته : بايد توجه داشته باشيم که تعريف انتگرال به شکل فوق مستقل از مفهوم مساحت است، 
گرچه اين مفهوم در آغاز از مفهوم مساحت به وجود آمده است. وقتی تابع f بر بازه [a  ,٠] تابعی نامنفی 

 f باشد، مقدار انتگرال معين برابر مساحت محدود به نمودار تابع x باشد، يعنی نمودار آن بالای محور

و خطوط x=a و x=b است. برای وقتی که همواره ٠≥f(x)، يعنی نمودار تابع پايين محور x است، 

 x=b و x=a ،و خطوط می باشد. در حالت کلی f برابر قرينه مساحت محدود به نمودار b
a f (x)dx

b برابر است با مساحت قسمتی از ناحيه R (يعنی ناحيه تحت 
a f (x)dx برابر است. در حالت کلی، 

نمودار و محدود به خطوط x=a و x=b) که بالای محور x است منهای مساحت بخشی از R که زير 
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محور x است. (شکل ٤ــ١١)

x

y

0

y f (x)

R

a b
1

R2

R3

b برابر است با R٣ مساحت + R٢ مساحت - R١ مساحت
a f (x)dx شکل ٤ــ١١ــ 

تمرين در کلاس

a را که در آن ٠<a ، محاسبه کنيد. xdx0 ١ــ 

b را محاسبه کنيد. توجه کنيد که در اينجا ١=f(x) تابع ثابت با مقدار ١ است.
a dx ٢ــ 

b را، که در آن f(x)=c تابع ثابت با مقدار c است، محاسبه کنيد.
a cdx ٣ــ 

تعميم: در تعريف انتگرال معين فرض کرديم که تابع f بر [a,b] پيوسته است. اکنون يک گام به 
جلو بر می داريم و فرض می کنيم که تابع f بر [a,b] کراندار بوده امّا لزوماً پيوسته نباشد. می دانيم که هر 

تابع پيوسته بر يک بازه بسته کراندار است امّا عکس اين حکم در حالت کلی برقرار نمی باشد. قصدمان 

اين است که انتگرال معين را برای توابع کراندار نيز تعريف کنيم.

فرآيند تعريف را که برای توابع پيوسته به کار گرفتيم در اينجا نيز می توانيم اعمال کنيم. تنها يک 

 f .باشد [a,b] يک افراز P تفاوت کوچک وجود دارد که در نتيجه کار بلااثر می باشد. فرض کنيم

بر [a,b] کراندار است پس بر هر بازه جزء [xi,١-xi] نيز کراندار است. چون (مقادير) f بر اين بازه يک 

مجموعه کراندار است، پس از بالا کراندار است. پس دارای سوپريممی مانند Mi است. مشابهاً چون 

f بر اين بازه کراندار است از پايين کراندار بوده و در نتيجه دارای اينفيممی مانند mi است.

miΔxi≤f(xi)Δxi≤MiΔxi در نتيجه .mi≤f(xi)≤Mi ،x∈ [xi-١,xi] واضح است که برای هر

اکنون مجموع های بالا و پايين را چنين تعريف می کنيم.

n

n i i
i

U M x
1

 ، 
n

n i i
i

L m x
1
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 [α,b] بر  f همگرا باشند گوييم تابع A هر دو به يک عدد مانند {Un} و {Ln} هرگاه دنباله های

انتگرال پذير است و عدد A را مقدار انتگرال معين f بر اين بازه می ناميم. به زبان نمادی می نويسيم.
b
a f (x)dx A

اينک اين تعريف را با تعريف قبلی در باب توابع پيوسته مقايسه کنيد.

وقتی تابع پيوسته است، mi به ازای نقطه ای مانند li از [xi,١-xi] حاصل می شود.

mi=f  (li)

(Mi=f  (ui       .به دست می آيد [xi-١,xi] از ui به ازای Mi همچنين

و ماجرا عيناً به حالت قبل برمی گردد.

امّا تعريف اخير کلی است و نيازی ندارد که f پيوسته فرض شود، بلکه کافی است f کراندار 

فرض گردد.

تعميم های ديگری نيز می توان صورت بندی کرد ليکن از حوصله اين درس خارج است. به مثال 

٢ توجه کنيد.

مثال : تابع f بر بازه [٠,١] چنين تعريف شده است.
f وجود ندارد. (x)dx1

0
ثابت کنيد انتگرال معين 

حل : فرض کنيم P افرازی دلخواه از [٠,١] با ١+n نقطه افرازی باشد.
x

n
1 بنابراين        

هرگاه mi و Mi را به ترتيب مينيمم و ماکزيمم تابع f بر بازه  جزء iام بناميم، چون در هر بازه اعداد 

گويا و ناگنگ وجود دارد،

mi=١ ، ٠≤i≤n 

Mi=١ ، ١≤i≤n 
n n

n i i
i i

L m x
n1 1

1
0 0

در نتيجه:     

n n n

n i i
i i i

U M x n
n n n1 1 1

1 1 1
1 1 1

nn زيرا Ln دنباله ثابت صفر و Un دنباله ثابت ١ است. در 
lim U 1  ، nn

lim L 0 بنابراين 

نتيجه تابع f بر [٠,١] انتگرال پذيری نمی باشد.

, x Q
f (x)

, x Q
1

0
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تمرين در کلاس
تابع f را بر بازه [١,١-] چنين تعريف می کنيم.

f وجود دارد و مقدار آن را به دست آوريد. (نمودار تابع را رسم کنيد). (x)dx1
1 ثابت کنيد 

قضيه زير را بدون اثبات می پذيريم.

قضيه   ١   : هر تابع پيوسته بر يک بازه بسته، انتگرال پذير است.
نتيجه: هرگاه f پيوسته باشد می توانيم با يکی از دنباله های {Ln} يا {Un} کار کنيم و با حدگيری 

مقدار انتگرال را به دست آوريم.

نکته : در حساب مقدماتی آموخته ايد که نامساوی های هم جهت را می توان با هم جمع کرد؛
a١≤b١ ،a٢≤bيعنی       هرگاه          ٢

a١+ a٢ ≤ b١+bآنگاه          ٢              

و اگر يکی از نامساوی های فرض اکيد باشد، نامساوی به دست آمده نيز اکيد است. اين ويژگی 

نامساوی ها به آسانی قابل تعميم است:

نامساوی ها  ويژگی  اين  از   .
n n

i i
i i

a b
1 1

آنگاه  باشند  نامساوی   n  (١≤i≤n)  α
i
≤b

i
هرگاه 

استفاده می کنيم و يکی از خواص توابع پيوسته را در رابطه با مقدار انتگرال به آسانی به دست می آوريم؛ 

در مابقی اين بخش مجدداً همه جا f را پيوسته فرض می کنيم.

قضيه   ٢   : هرگاه تابع f بر بازه [a,b] پيوسته باشد و m و M به ترتيب مقادير مينيمم و ماکزيمم مطلق 
b
am(b a) f (x)dx M(b a) f بر اين بازه باشند، آنگاه       

 برهان : فرض کنيم P افرازی منظم با n بازه جزء از بازه [a,b] باشد.
m≤l (چرا،).

i
 ،u

i
≤M ،i برای هر

n n

n i i
i i

b a b aL l l
n n1 1

پس:      

              n n

i i

b a b am m
n n1 1

1

b a m n m(b a)
n

x ,x
f (x)

x ,x
0

1 0
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n

n i
i

b aU u
n1

همچنين:                                      

n n

i
i i

b a b au M (b a)M
n n1 1

bدر نتيجه، با حدگيری،
a nx

f (x)dx lim L m(b a)

b
a nn

f (x)dx lim U M(b a)

اکنون دو نامساوی را با هم می نويسيم
b
am(b a) f (x)dx M(b a)   (١)

آيا می توانيد اين نامساوی ها را در شکل ٤  ــ١٢ تعبير کنيد؟ مستطيل های با پايه b-α و ارتفاع 

m و M را درنظر بگيريد.

b
am f (x)dx M

b a
1 نامساوی های (١) را به صورت زير نيز می توان نوشت      

b
af f (x)dx

b a
1 تعريف: قرار می دهيم                                                           

f را مقدار متوسط يا ميانگين تابع f بر بازه [a,b] می ناميم.

ميانگين تابع f برابر ارتفاع مستطيلی با پايه b-a است که مساحت آن برابر مساحت ناحيه تحت 

f (برای ٠≤    f) محدود به خطوط x=a و x=b می باشد. 

قضيه زير يکی ديگر از خواص اساسی انتگرال معين است که در واقع خواص قدرمطلق را 

برای مجموع چند عدد به ارث می برد.

قضيه  ٣   : هرگاه f تابعی انتگرال پذير باشد،
b b
a a| f (x)dx | | f (x) | dx (٭)  

|x+y|≤|x|+|y|            برهان : ابتدا يادآور می شويم که نامساوی فوق متناظر نامساوی 

n n

i i
i i

| x | | x |
1 1

و يا در حالت کلی:                                                                        

می باشد، برای اثبات (٭) فرض کنيم P افرازی منظم از بازه [a,b] با n بازه جزء باشد. می دانيم 
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-|(f(x)|≤f(x)≤|f(x|                                                                          ،x∈[xi-١,xi] برای هر

لذا هرگاه Mi، mi به ترتيب مينيمم و ماکزيمم f بر [xi,١-xi] و همچنين  Mʹi، mʹi به ترتيب مينيمم 

و ماکزيمم |f| بر اين بازه جزء باشند، داريم.

(١≤i≤n) -mʹi≤mi≤mʹi
(١≤i≤n) -Mʹi≤Mi≤Mʹi   و

(١≤i≤n) -mʹiΔx≤miΔx≤mʹiΔx  بنابراين 

n n n

i i im x m x m x
1 1 1

از جمع اين نامساوی ها به دست می آوريم:          

-Lʹn≤Ln≤Lʹn  يعنی

b b b
a a a| f (x) | dx f (x)dx | f (x) | dx با حدگيری به دست می  آوريم            

b b
a a| f (x)dx | | f (x) | dx امّا اين نامساوی ها معادلند با نامساوی قدرمطلقی        

١ــ فرض کنيم f تابعی زوج بر [a,a-] باشد، يعنی برای هر x از اين بازه ثابت کنيد 
a a

a f (x)dx f (x)dx02

 f(-x)=-f(x) از اين بازه x باشد، يعنی برای هر [-a  ,   a] تابعی فرد بر f ٢ــ فرض کنيم
a

a f (x)dx ثابت کنيد.                                                                                             0
يت

فعال

x

y

R1

R2

a
a

�
x

y

0

R1 R2

a a�

(ب)(الف)
شکل (ب) تابع f زوج است. شکل الف تابع f فرد است.

 (تعبيری ديگر از انتگرال معين)ــ فرض کنيم تابع f بر بازه [α,b] پيوسته باشد؛

     P:x٠=α<x١<x٢<…<xi-١<xi<…< xn=b                                      همچنين
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c (i≤n≥١) نقطه دلخواهی از بازه جزء iام 
i
∈[x

i-١
,x

i
افرازی دلخواه از اين بازه باشد. هرگاه [

باشد، ثابت کنيد.                  
n

b
i i an i

lim f (c ) x f (x)dx
1

          

x

y

x0

Cn

Ci

x n

x i

C2C1

a b

ix �1

 مجموع مساحت مستطيل های رنگی منهای حاصل جمع مستطيل های با رنگ 
n

i i
i

f (c ) x
1

 

خاکستری است.

از  استفاده  با  سپس  کنيد.  استفاده  است  پيوسته  جزء  بازه  هر  بر   f اينکه  از  راهنمايی: 
حاصل جمع های بالا و پايين و قضيه فشردگی، تساوی فوق به آسانی به دست می آيد.

. برای  b ax
n

در تمرين های ٦ــ١، Pn يک افراز منظم از بازه [a,b] است به طوری که 

اين تمرين ها، Un، Ln را برای مقدار مفروض n به دست آوريد.

.n=بر [٠,٢]، با انتخاب ٨ f  (x)=x ١ــ

.n=بر [٠,٤]، با انتخاب ٤ f  (x)=x٢ــ ٢

.n=بر [٢,٢-]، با انتخاب ٤ f  (x)=ex ٣ــ

.n=  بر [١,٢]، با انتخاب ٥ f  (x)=Lnx ٤ــ

٥  ــ f  (x)=sinx بر [π,٠]، با انتخاب ٦=n. مقدار انتگرال را با مساحت توضيح دهيد.

٦  ــ f  (x)=cosx بر [٠,٢π]، با انتخاب ٤=n. مقدار انتگرال را با مساحت توضيح دهيد.

در تمرين های ٨  ــ٧ ابتدا Un، Ln را برای افراز منظم با n بازه جزءِ محاسبه کنيد.

مسا ئل
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n از اين رو انتگرال معين مربوطه را به دست آوريد. nn n
lim L lim U سپس ثابت کنيد که 

[a,b]=[٠,٢] برf(x)=١-x ٧ــ

[a,b]=[٠,١] بر f(x)= ٨  ــ

x dx3 2
3 9 ٩ــ انتگرال را محاسبه کنيد. 

١٠ــ فرض کنيم f تابعی پيوسته و صعودی اکيد بر [a,b] و P افراز منظم با n بازه جزءِ از اين 

بازه بوده باشد. ثابت کنيد.

n n
(b a)(f (b) f (a))U L

n

چون سمت راست اين عبارت را می توانيم n با انتخاب n به قدر کافی بزرگ از هر عدد مثبتی 

کوچک تر کنيم، تابع f می بايست بر [a,b] انتگرال پذير باشد. (اين مسأله اثباتی ساده از قضيه به دست 

می دهد.)

١١ــ دو تمرين جفت برای تمرين های ٥ و ٦ به شکل زير می تواند مطرح شود:

. اين مقادير را حساب کرده و آنها را به ترتيب با اعداد به دست  cos xdx0 sin و  xdx2
0

آمده در ٥ و ٦ مقايسه کنيد.

٤ـ٤ـ ويژگی های انتگرال معين
رياضيدانان را عادت بر اين است که وقتی مفهومی را برای موارد ملموس و فيزيکی فرمول بندی 

 b
a | f (x) | dx می کنند، آن را به صورتی کلی تر و در واقع در نهايت کلی آن، تعميم دهند. ما انتگرال معين 

را با محدوديت هايی مطرح و بررسی کرديم:

ابتدا فرض کرديم f تابعی پيوسته بر بازه [a,b] باشد، سپس آن را به توابع کراندار تعميم داديم.

چون بازه [a,b] نقش کليدی در تعريف انتگرال داشت (افرازها چنين نقشی داشتند) پس a<b؛ 

و اين يک فرض الزام آور به حساب آمده است!

سخن از وقتی که f ناپيوسته باشد و يا آنکه f  بر [a,b] بی کران باشد خارج از برنامه اين درس 

است.

امّا برای وقتی که a=b و يا a>b، به آسانی می توانيم مفهوم انتگرال معين را تعميم دهيم.
a
a f (x)dx 0 (الف) قرار می دهيم     



٢٤٣

در واقع در چنين صورتی هر افراز از بازه [a,b] فقط شامل يک نقطه است و لذا طول بر بازه 

Σ ظاهر می شدند، پس تعريف فوق که حالت خاص از  جزءِ ٠=Δxi است. xiها به شکل ضريب در 

انتگرال معين است، طبيعی می نمايد.
b a
a bf (x)dx f (x)dx ب) هرگاه a>b، تعريف می کنيم.   

قضيه   ٤  (خواص خطی انتگرال) : فرض کنيم f و g توابعی انتگرال پذير [a,b] و c١ و c٢ دو 
عدد ثابت باشند. در اين صورت تابع c١f+c٢g نيز بر [a,b] انتگرال پذير است؛ به علاوه 

b b b
a a a(c f (x) c g(x))dx c f (x)dx c f (x)dx1 2 1 2                         (١)

عبارت c١f+c٢g را اصطلاحاً يک ترکيب خطی از g و f می ناميم.

رابطه (١) را با رابطه مشابه در خصوص سيگماها مقايسه کنيد.

n n n

i i i i i
i i i

(c a c b ) c a c b2 1 2
1 1 1                        

  (٢)

اثبات (١) نيز اساساً براساس مفهوم انتگرال و خواص مشابه برای Σ انجام می شود.

(x x )dx x dx x dx1 3 3 1 3 1 2
0 0 04 4 مثال :                                                    

1 4 7
4 3 12

. x1 2
0

1
3

 ، x1 3
0

1
4

زيرا قبلاً ملاحظه کرده ايم که 

 α≤x≤b توابعی انتگرال پذير و برای هر g،f قضيه   ٥   : فرض کنيم
f(x)≤g(x)

b b
a af (x)dx g(x)dx در اين صورت                                                                  

انتگرال ها  اثبات می گردد، قضيهٔ مقدار ميانگين در  به کمک قضيه مقدار ميانی  قضيه زير که 

ناميده می شود. 

قضيه   ٦   : (قضيه مقدار ميانگين در انتگرال ها) هرگاه f بر [a,b] تابعی پيوسته باشد، نقطه ای مانند 
c از اين بازه هست به قسمی که 

b
a f (x)dx (b a)f (c)
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b
am f (x)dx M

b a
1 برهان : می دانيم:                                                         

که در آن M و m به ترتيب ماکزيمم و مينيمم مطلق تابع f بر [a,b] هستند.

(قضيه ٢) چون f پيوسته است،  بنابرقضيه مقدار ميانی فصل ٢، هر مقدار بين ماکزيمم و مينيمم 

 b
a f (x)dx f (c)

b a
1 خود را در نقطه ای مانند c∈[a,b] می گيرد، يعنی:                          

و يا
b
a f (x)dx (b a)f (c)  

 ـ ٥  ـ قضيه اساسی حساب ديفرانسيل و انتگرال ٤
 Fʹ(x)=f(x) چنان باشد که [a,b] بر بازه F همچنان که در فصل ٣ خوانده ايم، هرگاه تابع مشتق پذير

F ، را يک پادمشتق و يا يک تابع اوليه تابع f می ناميم. در اين بخش سعی مان اين است تا ارتباطی 

سازيم.  برقرار  پادمشتق  مفهوم  و  گرديد،  تعريف  پيشين  بخش  در  که  معين،  انتگرال  مفهوم  دو  بين 

چنان که قبلاً نيز گفته ايم، خواهيم ديد که اين ارتباط به نحوی چشمگير محاسبه بسياری از انتگرال های 

معين را ميسر می سازد. اين ارتباط که در واقع ارتباطی بين مفهوم های مشتق و انتگرال معين برقرار 

می کند، به طرزی شايسته به عنوان قضيه اساسی حساب ديفرانسيل و انتگرال نامگذاری شده است.

قضيه   ٧   : (قضيه اساسی حساب ديفرانسيل و انتگرال) فرض کنيم تابع f بر بازه I که شامل نقطه 
a است پيوسته باشد، در اين صورت احکام ذيل برقرارند.

x
aF(x) f (t)dt الف) هرگاه تابع F را بر I با ضابطه:                                               

می باشد؛                 f اوليه  تابع  يک   F يعنی   ،Fʹ(x)=f(x) و  است  F مشتق پذير  تابع  آنگاه  کنيم  تعريف 

x
a

d ( f (t)dt) f (x)
dx

به عبارت ديگر:                                                                                  

x

y

M

f(c)

m

0 a L c U b

y f (x)

b-a و قاعده f(c) شکل ٤  ــ١٢ ــ مقدار انتگرال برابر مساحت مستطيلی به ارتفاع
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اگر I در يک طرف يا دو طرف بسته باشد، در هر نقطهٔ انتهايی مشمول بازه، مشتق يک طرفه 

(مشتق راست، مشتق چپ) منظور می شود.

ب) هرگاه G تابع اوّليه ديگری برای f باشد، به طوری که Gʹ(x)=f(x)، آنگاه برای هر دو نقطه از 
b
a f (x)dx G(b) G(a)                                                             ،(a<b) ،b و a مانند I

برهان : با استفاده از تعريف مشتق، مشتق F را محاسبه می کنيم:

h

F(x h) F(x)F (x) lim
h0

x h x
a ah

lim ( f (t)dt f (t)dt)
h0

1

x h
ah

lim f (t)dt
h0

1 بنا بر قضيه ٤                                                              

          h
lim h.f (c)

h0

1

که در آن c=c(h) به h بستگی داشته امّا بين x و x+h می باشد (قضيه ٦) بنابراين:

c x
F (x) lim f (c)

          =f(x)

زيرا وقتی ٠→c→x ،h و f پيوسته می باشد.

از  است.  ثابتی  مقدار   C آن  در  که   x∈I هر  برای   F(x)=G(x)+C  ،Gʹ(x)=f(x) چون  ب) 
x
a f (t)dt F(x) G(x) C اين رو                         

٠=G(a) + C                                                                پس ،x=a اکنون فرض کنيم

يعنی C=-G(a). بار ديگر، فرض می کنيم x=b؛ به دست می آوريم.
b
a f (t)dt G(b) C G(b) G(a)

البته می توانيم t را با x (و يا با هر متغير دلخواه ديگری) در سمت چپ تساوی فوق تعويض 

کنيم.

نکته : هر دو قسمت قضيه اساسی را بايد به خوبی به خاطر داشت. قسمت الف به شما می گويد 
که چگونه می توان از يک انتگرال نسبت به حد بالايی آن مشتق گيری کرد. قسمت (ب) راه محاسبه 
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يک انتگرال معين را به دست می دهد مشروط بر  آنکه بتوان يک تابع اوليه برای تابع تحت انتگرال گيری 

پيدا کرد.

نماد محاسباتی: برای آنکه محاسبه انتگرال های معين را با استفاده از قضيه اساسی تسهيل 
b
aF(x) | F(b) F(a) کنيم نِماد محاسباتی زير را معرفی می کنيم.                                      

b b
a af (x)dx ( f (x)dx) | f نشان دهيم.         (x)dx بنابراين اگر F(x) را با نِماد 

انتگرال نامعين يا اختصاراً انتگرال f نيز می ناميم. هر تابع اوليه را که برای  f را  (x)dx

محاسبه انتگرال معين به کار گيريم تأثيری در مقدار انتگرال معين نخواهد داشت زيرا مقدار ثابت در 

محاسبه حذف خواهد شد.

زيرا فرض کنيم به جای F(x) از G(x)=F(x)+C استفاده کنيم:
b
a(F(x) C) | F(b) C (F(a) C) F(b) F(a)

b
aF(x) |

پس از هر تابع اوليه برای محاسبه انتگرال معين می توان استفاده کرد.

به چند مثال ذيل توجه کنيد. آيا قبل از آنکه حل آنها را ملاحظه کنيد می توانيد خودتان به حل 

آنها بپردازيد، کوشش کنيد!

مثال : انتگرال های معين زير را محاسبه کنيد.
(x x )dx2 2

1 3 2 ب)    a x dx2
0 الف) 

حل :       
a ax dx x | a o2 3 3 3
0 0

1 1 1
3 3 3

  (الف)                                                              

a3

3
d x x

dx

3
2

3                  
زيرا 

(x x )dx ( x x x) |2 2 3 2 2
1 1

1 3
3 2 2

3 2                                            
(ب)

( ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))1 3 1 3
8 4 4 1 1 2

3 2 3 2
9
2
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مثال : مساحت ناحيه ای از صفحه را که تحت نمودار تابع ٣x-x٢=y بوده و در نقاط تقاطع با 
محور  xها به اين محور محدود می باشد محاسبه کنيد.

x

y

A

0 3

y x x � 23

حل : ابتدا لازم است نقاط تقاطع منحنی نمودار تابع را با محور xها مشخص کنيم
٣=٠x-x٢=-x(٣-x)

ريشه های اين معادله ٠=x و ٣=x می باشند (شکل فوق). پس مساحت ناحيه مورد تقاضا برابر 

A ( x x )dx ( x x ) |3 2 2 2 2
0 0

3 1
3

2 3
است با:                                                           

( )27 27
0 0

2 3     

27 9
6 2                

  واحد سطح

تمرين در کلاس 
الف) مساحت يک طاق تحت y=sinx را محاسبه کنيد. (شکل زير)

ب) در شکل (ب) مساحت ناحيه A را با استفاده از انتگرال به دست آوريد.

x

y

A

0 �

y sin x

x

y

0 �� 2

y sin x

y=sinx شکل (ب)الف) يک طاق تحت نمودار تابع

آيا حدس می زديد که مساحت يک طاق برابر ٢ واحد سطح باشد؟
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معين يک عدد است، مساحت يک کميت هندسی است  انتگرال  داريد که در حالی که  توجه 

 y و x که به طور ضمنی با واحدهای اندازه گيری مربوط می شود، هرگاه واحدهای اندازه محورهای

برحسب متر باشد، واحد سطح مساحت مربوطه بر حسب متر مربع خواهد بود. در صورتی که واحد 

محورهای x و y مشخص نباشد، اندازه مساحت ناحيه را می بايست به صورت واحد سطح بيان کرد.

y می باشد به دست آوريد 
x2
5

1
ج) مساحت ناحيه R را که بالای خط ١=y و تحت نمودار 

(شکل …)

راهنمايی: ناحيه R مورد بحث در شکل زير هاشور زده شده است. برای آنکه نقاط تقاطع 

x2
5

1
1

y را بيابيم بايد معادله زير را حل کنيم.   
x2
5

1
١=y و 

پس ٥=١+x٢ و يا ٤=x٢، در نتيجه طول نقاط تقاطع  ٢±=x می باشد.

مساحت ناحيه R برابر است با مساحت زير نمودار تابع

x

y

0�2 2

y
x


�2

5

1

y 1

شکل ناحيه مورد محاسبه و به صورت رنگی مشخص شده است.

به  مستطيل  مساحت  منهای   x=٢ و    x=-٢ معادله های  به  خطوط  به  محدود  و   y
x2
5

1
عرض ٤ و ارتفاع ٢. اکنون معادله مساحت را برحسب انتگرال نوشته و به محاسبه آن بپردازيد.

هرگاه جواب ٤-(١)١-١٠tan=A (واحد سطح) را به دست آورده باشيد، کاملاً موفق شده ايد.

و  گرفته  را صفر  پايين  می توانيد حد  (تابع زوج)  تابع  تقارن  از  استفاده  با  که  داريد  توجه  نکته: 
ضريب   ٢ را در انتگرال لحاظ کنيد؛ قطعاً کار با صفر در محاسبه انتگرال معين ساده تر است از کار با ٢-

] به دست آوريد. , ]0
2

مثال : مقدار ميانگين تابع f(x)=e-x+cosx را بر بازه 
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xf (e cos x)dx
( ) 2

01

0
2

حل : طبق تعريف، عمل می کنيم                     

xf ( e sin x) |02

( e ) e2 2
2 2

1 0 1
يک پرسش مهم

 برای ٠≠x، آيا می توانيم نتيجه بگيريم که
n

d (L | x |)
dx x

1 چون 

dx Ln | x |
x

11
1 1

0 0 0

f را در بازه [١,١-] درنظر  (x)
x
1 تابع  به قضيه اساسی يک بار ديگر توجه کنيد و رفتار 

بگيريد. پاسخ خود را با دليل منطقی با دبير خود مطرح کنيد.

مثال : مشتق توابع زير را به دست آوريد.
tG(x) x e dt
22 ب)   t

xF(x) e dt
23 الف) 

حل : 
x tF(x) e dt

2

3 الف) داريم      

Fʹ(x)=-e-xطبق قضيه اساسی                 ٢

x t x tdG (x) x e dt x e dt
dx

2 25 2 5
4 42 ب) بنابر قاعده زنجيری داريم              
x t ( x)x e dt x (e )

2 25 2 5
42 5

x t xx e dt x e
2 25 2 25

42 5

انتگرال های معين ٩ــ١ را محاسبه کنيد:

x ــ١ dx2 3
0 xdx4 ــ٢ 

0 ) ــ٣  sin t)dt2
0 1  

dx ــ٤
x1

2

1  ـ ٥  ) ـ )dx
x x

1
2 2 3

1 1  ـ ٦  )x ـ )dx
x

3
2
1 3

2
2

 

cos ــ٧ xdx6

4
 ـ  ٨  | ـ sin x | dx

4
3
0 ــ٩  xe dx

مسا ئل
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بعضی انتگرال های مقدماتی: چنانچه ملاحظه کرده ايم انتگرال معين را به ساده ترين شکل 
ممکن می توان محاسبه کرد مشروط بر آنکه بتوانيم تابع اوّليه (انتگرال نامعين) تابع تحت علامت انتگرال 

را محاسبه کنيم. در آناليز مقدماتی روش هايی برای محاسبه انتگرال ها ارائه می گردد. معهذا بايد اذعان 

ناشی  آنجا  از  امر  اين  نمی باشد،  آسانی  برخلاف مشتق گيری، هميشه کار  انتگرال گيری  کرد که عمل 

می شود که می توان به آسانی توابعی عرضه کرد که برای آنها نتوان تابع اوّليه ای پيدا کرد. برای مثال 

Fʹ(x)=f(x) پيدا کرد به قسمی که F نام ببريم که نمی توان تابعی مانند xf (x) e
2

می توانيم از تابع 

در اينجا برای تسهيل بيشتر کار، تابع اوّليه برخی از توابع را عرضه می کنيم. از اين به بعد از 

تابع اوّليه به عنوان انتگرال نامعين يا به طور خلاصه انتگرال نام برده و از علامت انتگرال (S کشيده) ولی 

بدون حدود بالا و پايين برای انتگرال استفاده می کنيم و با فرض اينکه C عدد ثابتی است داريم:

dx ــ١ x c1 xdx ــ٢                                x c21
2

 

x ــ٣ dx x c2 31
3

dx ــ٤                 c
xx2

1 1  

 ـ ٥ xdx ـ x c
3
2

2
3

 ـ ٦                 r ـ rx dx x c
r

11
1

 ، r≠−١

ــ٧ ndx L | x | c
x
1  ـ  ٨                 sin ـ axdx cosax c

a
1

cosaxdx ــ٩ sin ax c
a
1 ntan ــ١٠  axdx L | cosax | c

a
1

ncot ــ١١ axdx L | sin ax | c
a
1 ax ــ١٢  axe dx e c

a
1

تمرين در کلاس
 اکنون با استفاده از خواص خطی انتگرال و جدول انتگرال فوق بسياری از انتگرال ها 

و   x(x x e )dx5 33 3 انتگرال های  نمونه  برای  کنيد.  محاسبه  می توانيد  را 

sin) را محاسبه کنيد. x cos x)dx3 2
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دوم  طرف  از  مشتق گيری  با  انتگرال ها  جدول  در  را  فوق  تساوی های  درستی 

محقق سازيد. يت
فعال

١ــ پرسش های مفهومی

f را توضيح دهيد. (x)dx الف) معنی انتگرال نامعين 

ب) کدام يک از گزينه های زير درست و کدام نادرست است؟

ب) ١ــ انتگرال نامعين يک عدد و انتگرال معين يک تابع است.

ب) ٢ــ انتگرال نامعين يک تابع و انتگرال معين يک عدد است.

ب) ٣ــ انتگرال معين و انتگرال نامعين فرقی با هم ندارند و تفاوت آنها فقط در يک عدد ثابت 

است.

ب) ٤ــ برای محاسبه انتگرال معين، در بيشتر موارد، از انتگرال نامعين استفاده می کنيم. مجوز 

اين کار در قضيه … آمده است.

ج) فرض کنيم f تابعی انتگرال پذير بر بازه [a,b] باشد، ميانگين آن، يعنی 

b
af f (x)dx

b a
1

را تفسير هندسی کنيد.

د) فرض کنيم تابع f بر بازه [a,b] تعريف شده و جزء در تعداد متناهی نقطه از اين بازه در ساير 

نقاط آن پيوسته باشد. چنين تابعی را يک تابع قطعه ای پيوسته می نامند. آيا f بر [a,b] انتگرال ناپذير 

است. در صورتی که جوابتان مثبت است، مقدار انتگرال f را توضيح دهيد.

٢ــ انتگرال های معين زير را محاسبه کنيد.

(sin x tan x)dx3
0 2 ب)     x xdx4 3

0 الف) 

| x | [ x]dx1
0 3 1 3 ت)     | x | dx2

0 1 پ) 

مسا ئل
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٣ــ انتگرال های زير را محاسبه کنيد.

x x dx
x

2

2

1

2
ب)    sin x cos xdx4 2 الف) 

x

x
e dx

e

21 ت)    ( x ) x dx21 4 پ) 

cos را بر بازه [π,٠] حساب کنيد. xf (x) 1
2

٤ــ مقدار ميانگين تابع f با ضابطه 

٥  ــ انتگرال های زير را محاسبه کنيد.

x dx
x

2 1 ب)     (x ) dx
x

32 الف) 

٦  ــ با مشتق گيری از طرف دوم تساوی های زير درستی آنها را محقق کنيد.

 xdx sin c a
aa x

1

2 2

1
الف) 0

xdx tan c a
a aa x

1
2 2

1 1
ب) 0

٧ــ فرض کنيم که f و g انتگرال پذير بوده و برای هر x از بازه f(x)≤g(x) ،[a,b]. ثابت کنيد 

. (قضيه ٥) b b
a af (x)dx g(x)dx
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خواندنی
عبارت های  و  انتگرال گيری  بازه  افراز  معين  انتگرال  تعريف  در  که  کرديم  ملاحظه 

i و يا MiΔxi نقش اساسی داشتند. وقتی تعداد نقاط افراز زياد و زيادتر می شود  im x

. بنابراين هر يک از mi يا Mi را  i
b ax

n
Δxi کوچک و کوچک تر می گردد زيرا 

 
n

i i
i

m . x
1

می توان با عرض هر نقطه در بازه جزءِ [xi,١-xi] مانند li تقريب کرد. در نتيجه مثلاً 

 ،Δxi →به ∞ ميل می کند ٠ n در خواهد آمد. از طرف ديگر وقتی 
n

i i
i

f (l ). x
1

به صورت 

b ميل می کند. شامل تعداد بسيار زياد 
a f (x)dx پس سيگمای مورد بحث ما که در حد به 

جمله به صورت f(li) Δxi است که در آنها Δxi فوق العاده کوچک اند (زيرا حد آنها صفر است). 

اما عرض ها يعنی f(li)ها محدودند پس f(li) Δxi  نيز فوق العاده کوچک اند. رياضيدانانی که در 

آغاز انتگرال را کشف کردند. بدان، بدين گونه می نگريستند:

مجموعی با بی نهايت جمله از جملات بی نهايت کوچک: در واقع نيوتن و 
لايبنيتز که هر دو واضعان حساب مشتقات و حساب انتگرال (حسابان) به شمار می روند، 

اين حساب را با حساب بی نهايت کوچک ها و عبارت هايی از اين دست سامان دادند.

به دليل مشکلات و نابسامانی هايی که در حساب ديفرانسيل و انتگرال با مفاهيم 

اين  تا  کوشيدند  لايبنيتز  و  نيوتن  از  بعد  رياضيدانان  کرد،  بروز  کوچک ها  بی نهايت 

از کشف حساب  از حدود يکصد سال  بزدايند. سرانجام پس  آناليز  از  را  نابسامانی ها 

ديفرانسيل و انتگرال، رياضيدان آلمانی به نام کارل و ايراشتراس توانست حسابان را به 

شکل امروزی با استفاده از مفهوم حد سامان دهد.

الهيثم  ابن  ميلادی   ١٠٤١ سال  حدود  ولايبنيتز  نيوتن  از  پيش  خيلی  درواقع 

کوچک ها  بی نهايت  حساب  کشف  به  مسلمان  رياضيدان  يک   (Ibn al- Haitam)

بررسی های  و  مطالعه  در  قره  بن  ثابت  و  کوهی  ابوسهل  وی  متعاقب  و  بود  نايل شده 

a درگير شدند. t dt4
0 مربوط به محاسبه حجم سهوی با انتگرال 
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