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اســـــت، پـــــس تـــــابع فقـــــط روي        x=3تنهـــــا نقطـــــه ناپیوســـــتگی ) ب
[ [ ] ),[],(,,,),),( ∞+−∞− 222222 oo.  

هـــاي   پـــس بـــازه . نقـــاط ناپیوســـتگی تـــابع اســـت    x=±2نقـــاط   )حل
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3(  [ ]xxxf =)(  
  :در صفر. تابع در اعداد صحیح به غیر از صفر ناپیوسته است) حل
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  .تابع در تمام اعداد صحیح ناپیوسته است) حل
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 این تابع در نقاط به صورت
n
  .است ناپیوسته است Ζ∈nکه  1

6(  [ ]xxxf nxاین تابع در تمام نقاطی کـه   )(=− عـددي طبیعـی یـا     nو  =
  .صفر است ناپیوسته است
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}دنباله این تابع فقط در صفر پیوسته است چون هر ) حل }na     گویا یـا اسـم کـه بـه
22صفر میل کند 

nn aa   .نیز به صفر میل می کند −,

Qxاگر : براي سایر نقاط ∈o  باشد
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xan
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  .مشابه این تابع در اعداد اصم نیز ناپیوسته است
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  ناپیوسته است چون ox=1این تابع در   )حل

 تابع پیوسته نیست
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               پیوسته نیست 1تابع در 
⇒  

12
1

2
3212

1
2
1

2
1

=−=−−+−=
+

→

))(()(lim xf
x

 

2تابع در 
  ⇒ پیوسته نیست 1

=−4فرض کنید   )9 xxf ]روي بازه  fثابت کنید  )(   .پیوسته است ,104[
]چــون بــراي هــر   )حل ]104,, ∈≥− xx oε  4اســت و تــابع−x 

  .ته استروي این بازه پیوس fپیوسته است پس 
]فرض کنید   )10 ] Rf →+∞,: o     تـابعی دلخـواه باشـد و)()( xfxg ثابـت  ,  =

  .پیوسته باشد oدر نقطه  gاز راست پیوسته است اگر و فقط اگر  oدر نقطه  fکنید 
)حل ــد    ــرض کنی fف در   o ــد    ــته باش ــت پیوس ــون . از راس چ o≥x ــس    ــت پ اس
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  .در صفر پیوسته است gپس 

  آن گاه. در صفر پیوسته باشد gاگر 

)()()(lim)(lim)(lim oo
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fgxgxfxf
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  .پیوسته است oاز راست در  fپس 

−+=oآیا معادله   )11 2185 xx ریشه اي در بازه[ ]11   دارد؟ −,
2185بله اگر ) حل +−= xxxf   :در نظر بگیریم )(

151 تابع داراي ریشه است
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fff ooo  

−−+=oثابت کنید معادله   )12 13 25 xxx  حداقل یک ریشه درباره),( 2o دارد.  
13  )حل 25 +−−= xxxxf   .را در نظر بگیرید )(

 .حـــــــــــــــــــــداقل یـــــــــــــــــــــک ریشـــــــــــــــــــــه دارد  
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]فـرض کنیـد تـابع      )13 ] [ ]321 ,,: o→f    32پیوسـته باشـد و =)(f  وo=)(1f 
),(در بازه  oxثابت کنید عددي مانند  ooموجود است که  21 xxf =)( .  

xxfxhاگر تابع   )حل −=   :داریم. را در نظر بگیرید )()(

123222
11111
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)()(>oچــون  21 hh پــس . اســتx  ــه  ) 1و2(در ــود اســت ک ooموج =)(xh ــس پ
  oo xxf =)(  
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34فرض کنید   )14
3

+−= )sin()( xxxf π . آیا عددي مانندox  2و  2(در بازه- (

3وجود دارد که 
7

=)( oxf؟  

53221322چــون   )حل =+==+−=− )(,)( ff  و تــابعf  2و  2(روي- (

53پیوسته است و 
71   .وجود دارد oxپس  >>

]فــــــرض کنیــــــد تــــــابع     )15 ] Rf →− , پیوســــــته باشــــــد   :,11
[ ] oo =−∈≠ )(,,,)( fxxf 112 .  

ooاگر به ازاي   )حل xxf ,)( طبق قضیه مقدار میانی تـابع هـر مقـدار    , شود <2
oooبین  =)(,)( fxf  را می گیرد یعنی  2را خصوصا مقدارx   دارد ي وجـود
  .است xf)(>2پس همواره . و این تناقض است. xf)(=2که 

]فـــــــرض کنیـــــــد تـــــــابع   )16 ] Rf . پیوســـــــته باشـــــــد :,53→
[ ] 303534 =∈≠ )(,,,)( fxxf  45ثابت کنید <)(f.  

45اگر   )حل >)(f 33است مقادیر بین  چون تابع پیوسته, باشد =)(f  و)(5f  را
کـه تنـاقض بـا     xf)(=4وجود دارد کـه   xیعنی , را می گیرد  4خصوصا مقدار 
45پس . فرض است <)(f است.  

]فرض کنید تابع   )17( ] Rf →3,: o  ،1پیوسته باشد=)(of   و معادلـهo=)(xf 

]هیچ ریشه اي دربازه  ]3,o        نداشـته باشـد ثابـت کنیـد بـراي هـر[ ]3,o∈x   داریـم ،
o>)(xf   
]براي   )حل ]3,o∈x  [ ]x,o را در نظر بگیرید ,f  چـون  . روي این بازه پیوسته اسـت

10 =)(f  , اگرo<)(xf حتماً , باشدf  ،روي این بازه ریشه داردکه تناقض است
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  .o>)(xfپس همواره  
RRffفرض کنید   )18( →= :,)( oo  

Ryxyfxfyxf ∈+≤+ ,,)()()(  
  پیوسته باشد در هر نقطه دیگر هم پیوسته است  oدر نقطه  fثابت کنید اگر 

→oرا در نظر بگیرید نشان می دهیم  aنقطه دلخواه   )حل
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x
afaxf )()(lim

  
  وجود دارد که  δ<0, داده شده  ε<0براي 

εδ <⇒< )(xfx  
)()()( xfxfaxf +≤+  
)()()( xfafaxf ≤−+⇒  

εδ <≤−+⇒<⇒ )()()( afafaxfx  
lim)()(و این یعنی  afaxf   . پیوسته است aدر  fپس  +=
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  : پیوسته اند tو  sید ثابت کن

  : را می توان به صورت زیر نوشت tو  sتوابع ) حل
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  . همه توابع سمت راست پیوسته اند gو  fبا توجه به فرض پیوستگی 

  آیا ممکن است؟ . در نظر بگیرید gو  fدو تابع مانند   )20(
 aدر نقطـه   fogپیوسـته نباشـد امـا     aدر نقطـه   gاشـد و  پیوسـته ب  aدر نقطه  f  )الف

  .پیوسته باشد
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  گیریم  را در نظر می 

f  درo=a   پیوسته است ولیg  درo=a پیوسته نیست اما :  

1xfog =)(  
  . همه جا پیوسته است

  .پیوسته باشد aدر  fogپیوسته نباشد اما  aدر  gو  پیوسته باشد  aدر  f) ب

  . xgof)(=1مثال قسمت الف را در نظر بگیرید اینبار   )حل
  . پیوسته باشد aدر  fogاما  gپیوسته باشد ونه   aدر  fنه ) ج

  مثال مورد نظر است) 6(تمرین   )حل
  . ثابت کنید هر چند جمله اي از درجه فرد حد اقل یک ریشه حقیقی دارد) الف( 21(

  چند جمله اي درجه فرد باشد آنگاه  f(x)اگر   )حل
  . حداقل یک ریشه دارد
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ــد ) ب ــرض کنی dcxbxaxxxpف ++++= ــه   o<dو  )(234 ــد معادل ــت کنی ثاب
0=)(xpحد اقل دو ریشه متمایز دارد.  
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ــون   )حل ooچــــــــــــــــــــــــ <= df و  )(
o>+∞=

∞−→
)(lim xf

x  و
o>∞=

∞+→
)(lim xf

x و.  
),(پس حد اقل ریشه در بازه  o−∞  و یک ریشه در بازه),( ∞+o دارد .  

ــد   )22 ــرض کنیــــــــــ ــد  nفــــــــــ ــددي زوج باشــــــــــ عــــــــــ

oaxaxaxaxf n
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1 ooو  )(..... ≠aan . ثابــت کنیــد معادلــه
o=)(xf حداقل دو ریشع حقیقی دارد .  

ــون   )حل ooچ <aan   ــد ــرض کنی ooف <a  وo>na .  ــون ــت و  nچ زوج اس
o>na  پس  
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n
n

xx
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ooاز طرفی  <= :)( af      پس حد اقـل یـک ریشـه حقیقـی در),( o−∞    و یـک ریشـه

),(حقیقی در  ∞+o وجود دارد .  
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