
��� ����� 	
� � ���� 	
�

�� ����� �	
 	� ����	� 	�� �� �� ����� �	
 ��� ��� �� ��
 � ����� �	
 ����  !" ���# ��

$%&' %� ����� �	
 	� �� ��� (���) *�� ���# *�� +,� �%����%�
� -� �.� ��
� ����� �	


*�� �� �(/��0  �0 12 �� �	
 ���	34� ��5%� �� �� �
� �&�%� ����� �	
 ��) 6�!70 ���	34�

�8%5 �� 9%�5:0 *�4� �� (/; 	� �	� ����) ��(,0 �<�<5 ����� �%��	
 �� �� +,� ���#

%=/�� �� �� �� >�	3��� � ?�@0 ��%A0 �� �
� *�� +,� 1�	� ��(,0  �8� ��
� 	!�&0 B�� C���0

%# �� �.� �� ����� �%��)� �� �<�<5 �%�D�%� ��	� C<� 	E%5 >%5 �� (' (���) ���	� �%���

����� �	
 F��	� *�(� �(' (���) B�� C���0 �8%5 �� ����%'�

a� � a��x� a� � a��x� a�� � � � � GHI

��
� �<�<5 	�J�0 x � (��K(' K��� �<�<5 ��(L� � � � 6a� 6a� 6a� 6a 12 �� �� �	���0 	�� �� ��

��	34� jx� aj � � %� x 	� ��	� M�� �	
 �� � � � � �� 6���� ��#� � 6 !" �b��# �b �N" ?!�

�
%
� �b �N" ��(���) ����� �	
 ���	34� $%&' �� � ��	��� jx� aj � � %� x 	� ��	� � �
� ?�O0

P�
� GHI Q0 R��) �(/�D4# �	� ������ ��%S %=/�� �� �� 	�-

12 �� (/��0  �0 ��(L �� jx� aj � � %� x ��	� P�

n�� an�x� a�n �T 6� � � (�/� U	�

P���� ���'�0 V�	&� f ��a� �� a� ���� R�&�%� F��	� *�(� ��0%��0 f�x� ��

���� K-%� *�� �� x 	� ��-��� � �
� 	�WT?�@0 �a � �� a� �� �� f GV8� ����� ���	
�

f ��x� �
�X

n��

nan�x� a�n�� GXI

H



P� ���� ��#� R xa f >�	3��� 6�a � �� a� �� Kb-%� �� x 	� ��-��� GY

Z x

a

f �
�X
n��

an

n � �
�x� a�n�� GZI

P�
� ���	E %=/�� �� ��.� (/; 	�W�

������� ��	
��

�	��>�	3��� %� �	��?�@0 ��	� �� (/��� F�O0 *�� 	3�%�� GZI � GXI �� (�/� �#�� �����	
�

$�4=0 ��
 � ���	� >�	3��� � ?�@0 P�n�� an�x � a�n �	
 9:4# �� �� -� ������0 f -�

D"�� �� � 6(
	� 	�� �� [E�� �
� *.40 F�O0 *�� ��	�3� 	�� �� �� %�>�	3��� %� %�?�@0 �	


�� G�
� (5 �� D"�� �� ��I �	
 �� $�4=0 ��	� �8� 6�
� �
�� ��%/�0 �%�$�4=0 ��	�

�%�D�%� �	
 �� $�4=0 �� (�� ����) ����� �	
 �
�	� �� ���- �� ����� �
�� ��� ���

� ?�@0 $�4=0 ��N" �4&� H\Z] ��N" F��	� *�(� �('%!� ��
��T :f ^� �
� *.40 	�WT?�@0

��
� ����� �	
 �� Kb(/�� �.@� 9:4# �� 6$�4=0 >�	3��� � >�	3��� $�4=0 � 6$�4=0 ?�@0

�I � ��
� P�

n�� nan�x� a�n�� ���	34� $%&' �� (���0 1%@� GV8�I .5 �����	
�

_%� �	
 �a� �� a� �� �� x ��	� �� �	�- �
� GP�

n�� an�x� a�n ��8�� ����� �	
 ���	34� $%&'

GYI ?!� �� �	�- �
� � 	��	� %f<�"� %�?�@0 �	
 ���	34� $%&' D"�� �� �(/��0  �0 f ��x� �(L ��

�%��	
 ���	34� �%�$%&' F��	� *�(� ��
� � ��
� B�� ��8�� �%�D�%� �	
 ���	34� $%&'

�� %��	
 *�� �%��� �(�	��	� �
 	�P an
n�� �x� a�n�� � Pnan�x� a�n�� 6Pan�x� a�n �����

���� (���) 1%@� K(/�2 �%�>%70 �� 1%/`4� ('%� 9�%A�0 �
� *.40 a � � ��%Q��� a%<�

��� ��� �
	
��

�� P�

n������
n�x � ��n G� 
( / �I � ��� � �	 
 � �  �( �� Z\H\ZH >% 7 0 �� ���	�	
�

X



P�
�	34� �

x
D�%� �� 6� � x � � �/&� 6jx � �j � �

� � x � � �

�X
n��

����n�x� ��n �
�

x
G]I

P��'�0  ^%5 H\Z] �b �N" GV8�I �4�" ?!� �	��?�@0 %�

� � x � � �

�X
n��

����nn�x� ��n�� �
��

x�
GcI

P���� ����� �	
 *�� -� �(=0 �	��?�@0 %�

� � x � � �

�X
n��

����n�n� ���x� ��n�� �
�

x�
GdI

� � x � � �� �

xk
D�%� ��	� ����� �	
 e�%4� �� �	.0 �	��?�@0 %� 1����0 F��	� *�� �� �

����2 �
���

P��'�0  ^%5 �	�� �%��� G]I ���0 �� �� H\Z] �b �N" GYI �4�" 	�� �����	
�

� � x � � �

�X
n��

����n

n� �
�x� ��n�� �

Z x

�

�

t
dt

%�

� � x � � � �x� ���
�x� ���

�
�

�x� ���

�
�� � � � � ln x GgI

�	
 �� �� G]I ����� �	
 ��
� �#��  �%" ���	34� Kb-%� ��%Q��� a%<� �� GgI � G]I �b ��%<0

�� GgI h; �4
 ����� �	
 ����� �	34� x� ��� ��%Q��� �b O<� �� -� ��i�� �� �
� �
(/�

	�- Y�%/�0 �	
 x � � ��-��� �8� ('%��4� �	34� � �
� ����0�%� �	
 �A/0 	��	� x � �

P(�2�0 �
���

��
�

�
�
�

�
�
�

�
� � � � �

%� 1����0 �� �	
 *�� $�4=0 %�2 �� �
� *�� ��'�0 j	O0 �&�!� ��� �� �� �8��b
 ��
�	34� ��

-� 	�- �b �N" k
P
�

n��
����n��

n
� ln� %�2 �/&� 6���2 �
��� GgI �
�� �4
 �� x � � �/�B3�%#

P�
� ��� �8%5 �� F�O0 *�� �%��� G(' (����� ��%S %=/�� �� ��I  �2

Z



�� � � � � � �� 6�
� � ���	34� $%&' ����� GHI ����� �	
 (�/� U	� ����� �
�	
�

��%Q��� �b O<� F��	� ��I x � a � p ��%Q��� �b O<� ��-��� 	�� �(/��0  �0 f D�%� �� jx� aj � �

���� K%3�2 6('%� �	34� GP�

n������
nan�

n F��	� ��IP�

n�� an�
n �	
 Gx � a� p

�
�X

n��

����nan�
n � lim

x��a����
f�x�F��	� ���

�X
n��

an�
n � lim

x��a����
f�x� GlI

� ('%��0 ln� ��(<0 1%4� 12 (5 6�
� ��
��T x � � �� ln x �� %=�2 -� 6_%� >%70 ���0 ��

��
�

�
�
�

�
�
�

�
� � � � � � ln� GmI

�� � X\X\Z] �'���%� �� �� ��� 1%4� �����0 �0��� H\Z] �b �N" -� ����	�K	Q� �� 1�/��

��I �
�	34� jx� aj � � �� ��) 6GXI �/&� 6����� �	
 �� ?�@0 �	
 6�(�� H\Z\Z] >%70

6f�x� �
P
�

n�� an�x � a�n D�%� �� ��	� �=��� 1����0 6��N" -� �	.0 K�%A�
� %� �T 6Gf � D�%�

� �
� �a � �� a� �� Kb-%� �� �!�	0 	� -� ?�@0 ����� 6jx � aj � �

a� � � x � a� � � f �k��x� �
�X
n�k

n�n � �� � � ��n� k � ��an�x� a�n�k GHnI

P�� ��'�0 �=��� x � a �bO<� ��

f �k��a� � �k��ak GHHI

GHI ����� �	
 o/�%3/� �b O��� �=��� *�� �(��'�0 	A^ �x� a�n�k 9:4# n � k ��-��� �� �	�-

P�'�� 1����0 D"�� �� �(���0 1%@� ��'�0 V�	&� 12 C
�� �� �� �&�%� �

ak �
f �k��a�

k�

%Q/� �� F��	� *�(� p�
� a �bO<� �� f D�%� ����� �	
 D"�� �� P�n�� an�x� a�n ����� �	
 �/&�

����� �	
 12 �� �
� �&�%� ����� �	
 6����� �	
 	� �.�� 6�
� ����� �	
 �� ����� �	
 	�

	�q �� 9%!S� 1�(� �� �
� ��%�%N" �8%!�� -� ��N" *�	)2 	�- ��N" �(/��0 V�	&� jx� aj � � ��

1�(� ���# *�� �� �� ��%�%N" 9%!S� r�� *�	��&�!� � *�	�K�%
 ��)��	T ����) 12 9��^

]



�%� *�� �� �
� C���0 �&�%� >�	3��� � ?�@0 -� K�%A�
� � C���0 �b ,A^ �� �W� (�(' 	�q 9%!S�

�8� �	� ��%S �<�<5 ��(L� Kb��(,0 �� �� %�%N" *�� 1����0 ����� -%� � �Q#��  �%" �-%
�/�0-

�(����'� �!�� �� %�9%!S�

�� �0%��0 ������ S -� a ����� �b O<� �� �� f ��
� K(' K��� f � S �� RD�%� (�/� U	�

�a� �� a� �� Kb-%� �� ('%� ��'�� ��#� ���(L � ('%� a �� �!�	0 	� -� ?�@0 ����� f �� ����^

�(/�  �0 f�x� �� �a � �� a� �� �� x 	� ��-��� a �� f ����� �	
 � K��� S ��

����,� a � � �� cosh x 6sinh x 6cosx 6sin x 6ex D���� �� �(��  !" ���# �� 6>%70 1��/L ��

D�%� � 6� � � %� �
� ����,� a � � �� �

x
D�%� 6G� � �� D"�� �� �I (/���

f�x� �

���
��

e�x
��

x �� �

� x � �

P���� >%5 ����� ����,� a � � ��

�� 12 ����� �	
 � �
� ����,� S -� a ����� �b O<� �� f � S �� R(�/� U	� ����� ��	
�

��	� 9��^ *�� �� �(/��0  �0 f�x� �� jx � aj � � �� 6P�

n��
f �n��a�

n� �x � a�n �/&� 6a �b O<�

b �� f D�%� �� f ����� �	
 ���	34� $%&' � �
� ����,� B�� b �� f D�%� 6�a� �� a� �� �� b 	�

� ��
� �a � �� a� ���%Q��� �� -� b �b �^%�  "�(5 Kb-�(�� �� ��
�

��� ��� ��	
��

�� %�D�%� �� �(�� 6��8�8W� � ��%7�70 s�/��� � s�/�
 � ex D�%� t/T ���0 �� �����	
�

����� �	
 � (/��� ����,� b �� %�D�%� 6�<�<5 b 	� ��-��� �T �� � �� � (/��� ����,� a� �

1����0 6F��	E ���%
 F!
 �� 6D�%� t/T *�� ���0 �� �(/��0  �0 D�%� �� x 	��%<0 �b 4� ��-��� b ��

�� ��/��0 ��W��� K(/���) �� �� �%� *�� � �	� ?�<,� _%� �b �N" -� K�%A�
� 1�(� %f4�<��0 �� $�E�0

	�� �� �� a K���8� �b O<� 6ex ��	� �������0 a � � -� 	�u ��%<� �� �� sinx � ex ����� �	
 %=/��

c



���� �(�	�3�
dn

dxn
�ex�jx�a � ea

P�
� 	�-  .' �� a �bO<� �� ex ����� �	
 �T

ex �
�X
n��

ea

n�
�x� a�n GHXI

����� ex � ea � ex�a B# �B�; 6ea -� �	������%� %� 6>�0	� *�� ��!8�

� ��� �������0 x � �
�
�� �� sin x ����� �	


dn

dxn
�sin x�jx��

�
�

���
��
� �	� n

����k v�- n

*��	�%/�

sin x �
�X
k��

����k

��k��
�x�

�

�
��k GHZI

���	� �=��� B�� a � � �� cos x ����� �	
 � sin��x� �
�
� � �

�
� C�� -� �� GHXI 1����0

�� 12 ����� �	
 � �
� ����,� a �� � �b O<� 	� �� f�x� � �

x
D�%� ����0 1%@� �����	
�

 !" �b��# Z\H\ZZ >%70 1%4� *�� 6a � ��8%5 �� �(/��0  �0 D�%� ��) �� jx � aj � jaj $%&'

P���� ��
�
�

x
� �

�

a
�

�

�� x�a
a

�
� P�

n����
x�a
a

�n �
(/� �	
 $�4=0 	��	� �

��x�a

a

	�� 6jx � aj � jaj %� 6jx�a
a
j � � ��	�

P�T

jx� aj � jaj �
�

x
�

�X
n��

����n

an��
�x� a�n GH]I

a �� � �� �� 6k �!70 [�,^ �(L ��	� 6 �
xk
����� �	
 1����0 9�%!L *�� -� �8���0 �	��?�@0 %�

�� �� O �bO<� �	�- (/� -�%=� jaj -� �	
 ���	34� $%&' �'�� �%���� 1����4� �� (�/� �#�� ��'��

����� ��	" a -� jaj ��^%� �� �
� K(@� V�	&� f 12

d



P���� jxj � � �� �� �

��x
����� �	
 6�
(/� �	
 -� K�%A�
� %� 6 !" >%70 >��� �� �	���	
�

jxj � � �
�

�� x
� �� x� x� � x� �� � � � GHcI

�4
 ����� �	
 ���	34� $%&' ��
� K(@� V�	&� x � �� �� h; �4
 D�%� 1�; B�� %=/�� ��

P�/�B3�%# %� �T 6jx�j � � ���� 6jxj � � ��	� �8� �(/� -�%=� H -� (�����4� �
��

jxj � � �
�

�� x�
� �� x� � x� � x� �� � � �

jxj � � �� C<� 6�
� �
(/� �	
 �� �� 6�
�� w	� �./�� �	
 *�� ���0 �� �#�� F8%# �b �.�

a �O<� 	� �� ��� 1%@� 1����0 D"�� �� � �
� K(' V�	&� x 	� ��-��� h; w	� �8� 6�
�	34�

�� D�%� �� �8%5 �� �
� H 	��	� a � � �� �

��x�
����� �	
 ���	34� $%&' %=/�� �� ��
� ����,�

��-��� �

��z�
�� (�/� �#�� �(����AQ� C���0 ��(L� F�O0 *�� �T �� ��
� K(' V�	&� R	
�	


� � � -� (�����4� a� � >�5 �

��z�
����� �	
 ���	34� $%&' *��	�%/� 6���� K(' V�	&� z � �i

p(/� -�%=�

�
�� � a �� �� ln x �� � � � �	 
 6GH]I -� �	 � �>�	 3 � �� % � �a � � ( � / � U	 � �
���	
�

P���2�0

jx� aj � a � ln x �
�X

n��

����n

�n� ��an��
�x� a�n�� GHdI

GHdI -� �	�>�4&0  .' 6x� � � t � a � � 1��� ��	" %� ���K(�� a � � ��-��� :f !" �� �	
 *��

P��'�0  ^%5

jtj � � � ln��� t� �
P
�

n��
����n

n�� tn

� �� t
�
� t�

�
�� � � �

GHgI

P(���0 �=��� GHcI -� �	��>�	3��� ����	
�

jxj � � � tan�� � x�
x�

�
�

x�

�
� � � � � GHlI

g



?!� � (��'�0  ^%5 �	34� Y�%/�0 �%��	
 6x � �� �/&� 6���	34� Kb-%� ��%Q��� �b O<� �� ��

P����  �2 �b �N"

�

�
� ��

�

�
�
�

�
�
�

�
� � � � � GHmI

l


