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   اولفصل 

  

  انتگرالديفرانسيل و 

  
     ديفرانسيل.۱ .۱

xfy)(فرض كنيد    بنا به تعريف مشتق داريم. مشتق پذير باشد يك تابع =

( ) , ( ) ( )

0

y
f x Lim y f x x f x

x

x

∆
′ = ∆ = + ∆ −

∆
∆ →

  

  :هاي خيلي كوچك مي توان نوشت∆xبنابراين براي 

( ) ( )
y

f x y f x x
x

∆
′ ′≈ ⇒ ∆ ≈ ∆

∆
  

xxfعبارت  ∆′   . نشان مي دهندdy گويند و آن را با xf)( را ديفرانسيل تابع )(

  .ديفرانسيل تابع زير را بيابيد : ۱مثال 

xxxdy

xxy

∆++=

+=

)tan1(cos

tansin

2
  

xy اگر: نكته xdxdy  آنگاه =   dx،  در تعريف ديفرانسيل ∆x بنابراين از اين به بعد به جاي. ==∆

  در نتيجه. قرار مي دهيم

dxxfdy )(′=  
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  :نماد لايب نيتز براي مشتق .۱. ۱. ۱

 داريم، ی قبلاز رابطه 
dx

dy
xf =′ راين بناب. )(

dx

dyق اول ت يعني مش)(xf نسبت بهx . حال با استفاده از

xf)(تعريف ديفرانسيل    ، خواهيم داشت ′

2

2

)()()())((
dx

yd
xfdxxf

dx

dy
ddxxfxfd =′′→′′=







→′′=′  

  :به روش مشابه خواهيم داشت

…,2,1)()( =∀= n
dx

yd
xf

n

n
n  

ای تابع زير  بر :۲مثال 
4

4

d y

dx
  . را بدست آوريد

2

2

3 4

3 4

sin cos

cos sin sin cos

cos sin sin cos

y x x

dy d y
x x x x

dx dx

d y d y
x x x x

dx dx

= +

→ = − → = − −

→ = − + → = +

  

  :يه اقاعده زنجير. ۲. ۱. ۱
ufy)(هر گاه  xgu)(باشد و  uمشتق پذير از تابعي =    آنگاهباشد، xمشتق پذير از  تابعي=

dx

du

du

dy

dx

dy
xuufxfog ⋅=→′⋅′=′ )()()()(  

21y فرض کنيد  :۳مثال  u= tanu و + x= ، 
dx

dyرا بيابيد .  

( ) ( )2 2 2

2 2

tan
. . 1 tan 1 tan tan 1 tan

1 1 tan

dy dy du u x
x x x x

dx du dx u x
= = + = + = +

+ +
  

  :يه اقاعده زنجيرتعميم  
1هر گاه  1( )y f u= 1مشتق پذير از تابعيu  1باشد و 2 2( )u f u=2مشتق پذير از  تابعيu و به همين باشد 

1ترتيب  ( )n n nu f u−   ، آنگاه باشدnuمشتق پذير از تابعي =

1 1

1 2

n

n n

du dudy dy

du du du du

−= ⋅ ⋯  

32 فرض کنيد  :۴مثال  1y u= u و − x= 1  و

3 4

t
x

t

−
=

+
 ، dy

dt
  .را بدست آوريد 

2

2 2

1 7 21
. . 6

(3 4) (3 4)2

dy dy du dx
u

dt du dx dt t tx

 
= = = + + 

  

  :ربرد ديفرانسيل كا.۳. ۱. ۱
dyyلذا بنا به رابطه .  استdy مشكل تر از محاسبه ∆yدر عمل محاسبه  ≈∆ ،dy مي تواند تقريب مناسبي 

  : باشد∆yبراي 
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xxfxfxxf

dyxxfxfxxfy

∆′+≈∆+→

=∆′≈−∆+=∆

)()()(

)()()(

000

000  

  . را بدست آوريد17مقدار تقريبي  : ۵مثال 

  :حل

125.4
8

1
41

162

1
16116

1,16,:)(11617 0

=+=×+≈+

=∆==→+= xxxxf

  

3مقدار تقريبي  : ۶مثال    . را بدست آوريد0.009

  :حل
3 33 3

3 3 3

3 2

3

0.009 9 10 0.1 9

1 1
9 8 1 8 1 2 2.083

123 8

0.009 0.1 2.083 0.2083

−= × =

= + ≈ + × = + ≈

⇒ ≈ × =

  

  

  :خواص ديفرانسيل
uvفر ض كنيد    در اين صورت.  عدد ثابتي باشندcو xمشتق پذير از ابعيو ت ,

1

2

1) ( ) 0

2) ( )

3) ( ) 0

4) ( )

5) ( )

6)

r r

d c

d cu cdu

d u ru du r

d u v du dv

d uv udv vdu

u vdu udv
d
v v

−

=

=

= ∀ ≠ ∈

+ = +

= +

−  = 
 

ℝ

  

1sincoscossinفرض كنيد  : ۷مثال  =− yxyx و y مشتق پذير از تابعيx باشد .
dx

dyرا بيابيد .  

  :حل
(1),(4)

(5)

(sin cos cos sin ) (1) (sin cos ) (cos sin ) 0

sin (cos ) cos (sin ) cos (sin ) sin (cos ) 0

sin sin cos cos cos cos sin sin 0

(cos cos sin sin ) (cos cos

d x y x y d d x y d x y

xd y yd x xd y yd x

x ydy y xdx x ydy y xdx

x y x y dx x y

− = → − =

→ + − − =

→− + − + =

→ + = + sin sin )

1

x y dy

dy

dx
→ =

  

  .از روش مشتق گيری ضمنی نيز می توان  مثال فوق را حل کرد
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    انتگرال.۲. ۱
)()( ناميم هرگاه داشته باشيمxf)(پادمشتق تابع راxF)(تابع :)اوليه تابع(پادمشتق تعريف xfxF =′  .  

  

)3تابع  : ۸مثال  )F x x x= 2 يک پادمشتق برای تابع − 1
( ) 3

2
f x x

x
=    است زيرا−

2 1
( ) 3 ( )

2
F x x f x

x
′ = − =  

  

cxFxG تـابع   هـر  باشد آنگـاه xf)(  تابع   يك پادمشتق  xF)(اگر   +=   عـدد ثابـت   c  كـه در آن )()(

)()(0)( زيـرا  مـي باشـد،    xf)(دلخواهي است، نيز پادمـشتق       xFxFxG cxFتـابع   . ′=′+=′  را  )(+

  .  مي ناميمxf)(پادمشتق كلي

  

  .  است cمقدار ثابتيک  در xf)( اختلاف پادمشتق ها براي تابعI در يك بازه :۱. ۲. ۱ قضيه

  

  انتگرال نامعين. ۱. ۲. ۱
بنـابراين  .  گيري را انتگرال گيـري گوينـد  عمل معكوس ديفرانسيل گيري يا مشتق      : ) انتگرال نامعين  (تعريف

 xf)(باشد، آنگاه انتگرال     xf)( پاد مشتق تابع   xF)(اگر  . انتگرال يك تابع يعني يافتن پادمشتق كلي آن تابع        

  :را به صورت زير تعريف مي كنيم

∫ += cxFdxxf )()(  

  :ل اوليه براي انتگرال كه با استفاده از تعريف فوق مي توان بدست آورد عبارتند از دو فرمو

 ١(                 Ν∈+
+

=
+

∫ nc
n

x
dxx

n
n ,

1

1

  

٢(      1,
1

1

−≠∈+
+

=∫
+

rQrc
r

x
dxx

r
r  

  

  : انتگرال نامعين خواص 

∫    ) الف  ∫= dxxfkdxxkf )()(  

1)        ب 2 1 2( )( ) ( ) ( )f f x dx f x dx f x dx± = ±∫ ∫ ∫  

  . تابع استnبل تعميم به قا)ب( قسمت

)بايد دقت كرد كه   : تذكر ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx≠ ×∫ ∫  و براي اين انتگرال ها يا عمل ضرب         ∫

  . انتگرال گيري استفاده مي كنيم هایرا انجام مي دهيم و يا از تكنيك

  



                                               انتگرال ديفرانسيل و                                                                                  )۱(عمومي   رياضي

  

 5 

. انتگرالهاي زير را محاسبه كنيد: ۹مثال  

8
7

1
1

1 32
32 2

1)
8

2 2
2)

1 3 3
1

2

x
x dx c

x
xdx x dx c x c x c

+

= +

= = + = + = +
+

∫

∫ ∫
 

3 8
2 7 2 7

3 1 3
12 22 2 2
2

10
9

3) ( )
3 8

1 1 2
4) ( ) 2

3 12 2 3

2 2

(3 7)
5) (3 7) (3 7)

10

x x
x x dx x dx x dx c

x x x x x
x x dx xdx x dx dx c x c

x x

x
x d x c

− = − = − +

+ + = + + = + + + = + + +

+
+ + = +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫
2 4 2 4 22

23 3 3 3 3

3 2

7 1

3 3

2 2

3 2 3 2

1
6) ( 1) ( )

3
3

7

1 ( 1)( 1)
7) ( 1)

1 1 2

1 ( 1)( 1 )
8)

1 1 3 2

x
dx x x dx x x dx x dx x dx

x

x x c

x x x x
dx dx x dx x c

x x

x x x x x x
dx dx x c

x x

− − −−
= − = − = −

= − +

− − +
= = + = + +

− −
− − + +

= = + + +
− −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

3
2 2

3 1 5 3
1 1

3 2 2 2 2
2

9) ( 1)( 1) ( 1)
3

2 2 4
10) ( 2) 2

3 1 5 3
1 1

2 2

x
x x dx x dx x dx dx x c

x x x x
x x dx x dx x dx c c

+ +

+ − = − = − = − +

×
+ = + = + + = + +

+ +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

 

  روش تغير متغير. ۲. ۲. ۱
و اولين .  هاي مختلفي وجود داردروشبراي انتگرال گيري . هميشه محاسبه انتگرال به راحتي مثالهاي فوق نمي باشد

  : زير بدست مي آيدمتغير كه از رابطهتغيير  روش عبارت است از متداولترين روش

)(:

))(()()())(())(()())((

xgu

cxgFcuFduufxgdxgfdxxgxgf

=

+=+===′ ∫∫ ∫  

 

. انتگرال زير را محاسبه كنيد: ۱۰مثال  

9 9 9(3 7) ( ) , ( ) 3 7 ( ) 3 , ( ( )) (3 7)x dx f x x g x x g x f g x x′+ → = = + → = = +∫ 
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9 9

10

1 1
(3 7) 3 (3 7) (3 7)

3 3

1 (3 7)

3 10

x dx x d x

x
c

⇒ + × = + +

+
= +

∫ ∫
  

  

سه مرحله زير را را مشخص كنيم كافي است كه  gو  fابعو احتياج نيست كه تروش براي استفاده از اين عملاً

  جايگزيني ) ديفرانسيل گيري   ج) انتخاب تغيير متغير   ب) الف : انجام دهيم 

  

. انتگرالهاي  زير را محاسبه كنيد: ۱۱مثال  

dudxdxudxu

cxc
x

duudxx

6

1
676

)76(
9

1

2

3

)76(

6

1

6

1
76)1 2

32

3

=→=→+=

++=+
+

=×=+∫ ∫
  

∫ ∫∫∫ +=+=++ duuduuduuudxxx 2

1

2

3

)1(1)2()2  

                                  

cxx

c
uu

++++=

+
+

+
+

=
++

2

3

2

5

1
2

1
1

2

3

)1(
3

2
)1(

5

2

1
2

1
1

2

3
         

1

1

2 1

u x

du dx

x u

x u

= +
 =


= −
 + = +

  

      
2 7 7 7 8 2 8

2

1 1 1 1
3) ( 3) ( 3)

2 2 16 16

3 2

x xdx u du u du u c x c

u x du xdx

+ = = = + = + +

= + → =

∫ ∫ ∫  

( ) ( )

cxxcuu

duuuduuu
u

duu

x

dxxx

x

dxx

dudxxux
x

dxx

dxxdxxduxxu

cxxc
u

duu
du

udxxxx

++++−=++−=

−=−=
−

=
+

×
=

+

=→=+
+

+=+=→++=

+++=+===+++

−−−−

−−− ∫∫∫∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫

443443

545

554

34

54

7

34

54

7

2

102
10

9992

)1(
16

1
)1(

12

1

16

1

12

1

)(
4

1
)1(

4

14

1
)1(

)1()1(

41
)1(

)5

)14(3312136

136
30

1

103

1

3

1

3
)14(136)4
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انتگرال : ٦٧سال 
2 5 1x x

dx
x

+ −
  :  برابر است با ∫

١ (cx
x

x +−+ )1
3

5

5
(2

5

                            ٢(cxxx +−+ )1
5

3
5(2 2  

٣(cx
x

x ++− )1
3

5

5
(2

2

             ٤(cxx
x +−+ )

5

1

32
(5

2

  

  :حل
1 3 1 12

2 2 2 2

3 1 1
1 1 1

2 2 2

5 3 1 5

2 2 2

5 1
( 5 1) 5

5

3 1 1
1 1 1

2 2 2

2 10 5
( ) 2 2 1
5 3 5 3

x x
dx x x x dx x dx x dx x dx

x

x x x
c

x
x x x c x x c

− −

−
+ + +

+ −
= + − = + −

= + − +
−

+ + +

 
= + − + = + − + 

 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 

  

  : مثلثاتي توابعانتگرال . ۳. ۱
2 2

2 2

1) sin cos 3) [1 tan ] sec tan

2) cos sin 4) [1 cot ] csc cot

xdx x c x dx xdx x c

xdx x c x dx xdx x c

= − + + = = +

= + + = = − +

∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

  

  

انتگرالهـا   براي محاسبه اين  . انتگرالهاي مثلثاتي نيز مانند انتگرالهاي توابع جبري هميشه به سادگي محاسبه نمي شوند            

نتگرال مثلثاتي با استفاده از يك تغيير متغير تبديل بـه انتگـرال             گاهي نيز ا  . نيز از تكنيك تغيير متغير استفاده مي كنيم       

  .توابع جبري مي گردد

  

. انتگرالهاي  زير را محاسبه كنيد: ۱۲مثال  

2

2

3 3

2 2

2
2 2

1 1 1
1) cos cos sin sin

1 1

2 2
2) sin 1 cos (1 cos )

3 3

1 cos sin

cot
3) 2 cot 2 [(1 cot ) 1] 2( cot ) 2( cot )

1

2

dx udu u c c
x x x

u du dx
x x

x x dx udu u c x c

u x du xdx

x
dx udu u du u u c x x c

x

u x du dx
x

= − = − + = − +

= → = −

− = = + = − +

= − → =

= = + − = − − + = − − +

= → =

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫
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∫حاصل انتگرال : ٦٧سال  dx
x

x

)(sin

)(cos
4

3

   كدام است؟ 

cx)الف +
− −3sin
3

c)ب  1
x

x
+

+−
3

2

sin3

sin31        ج(
xx 3sin3

1

sin

1
cx)د       + +4cos

4

1  

  :حل
3 2 2

4 4 4

2
4 2

4

3 1

3

cos ( ) cos( )cos ( ) cos( )(1 sin )

sin ( ) sin ( ) sin ( )

1
sin( ) cos

1 1 1

3 3sin sin

x x x x x
dx dx dx

x x x

u
u x du xdx du u du u du

u

u u c c
x x

− −

− −

−
= =

−
= = = = −

−
= + + = − + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫  

  

=∫حاصل انتگرال : ٧٢سال 
xx

dx
I

22 cossin
   كدام است؟ 

١(cxx ++ cottan                         ٣ (c
xx
+−

sin

1

cos

1    

٢(cxx +− cottan                        ٤  (c
xx
++

sin

1

cos

1
 

  : حل 
2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

sin cos
(1 tan ) (1 cot )

sin cos sin cos cos sin

tan cot

dx x x dx dx
dx x dx x dx

x x x x x x

x x c

+
= = + = + + +

= − +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

  

∫حاصل انتگرال : ٧٧سال  −
=

1sin2 x

dx
I كدام است؟   

١(cxI += cot                       ٢  (cxI +−= tan  

٣(cxArcI +−= )sin(
2

1              ٤ (cxArcI += cos
2

1
 

  :حل

2

2 2 2
(1 tan ) tan

sin 1 (1 sin ) cos

dx dx dx
I x dx x c

x x x
= = = − = − + = − +

− − −∫ ∫ ∫ ∫  

  

  :ديگر مثلثاتي هايانتگرال . ۱. ۳. ۱
  : به صورت زير دسته بندي مي كنيموجود دارند كه آنها را نيز  ديگريانتگرالهاي مثلثاتي

∫) الف dxxx mn )(cos)(sin                      ب                   (∫ dxxx mn )(tan)(sec  

∫)    ج dxxn )(tanد                                                    (  ∫ dxmxnx )cos()sin(                               

∫)  ه dxmxnx )sin()sin(                              و               (∫ dxmxnx )cos()cos(                                                                      
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   : ال حالتهاي زير را در نظر مي گيريم اين نوع انتگربراي)الف 

  . برابر يك باشدm ياn يكي از توانهاي- ١ 

xdxduxu

c
m

x
c

m

u
duudxxx

xdxduxu

c
n

x
c

n

u
duudxxx

mm
mm

nn
nn

sin)cos(

1

)(cos

1
)(cos)sin(

cos)sin(

1

)(sin

1
)cos()(sin

11

11

−=→=

+
+

−=+
+

−=−=

=→=

+
+

=+
+

==

∫∫

∫∫

++

++

  

 

.به كنيد انتگرال  زير را محاس: ۱۳مثال  

xdxduxu

cxcuduudxxx

sincos

cos
7

1

7

1
cossin 7766

−=→=

+−=+−=−= ∫∫  

 

  .  حداقل يكي از توانها فرد باشد- ٢

تابعي كه توان زوج بر حسب   يك توان از آن جدا مي كنيم و توان زوج باقيمانده را،از توان فرد شروع مي كنيم

  .كنيم  ميبا يک تغيير متغير مناسب انتگرال را محاسبه سپس  نويسيم ودارد،مي

.ل  زير را محاسبه كنيد انتگرا: ۱۴مثال  

( )

( )

c
m

x

m

x

c
m

u

m

u
duuduuduuu

xdxduxu

dxxxx

dxxxxdxxx

mm

mm
mmm

m

mm

+
+

+
+

−=

+
+

+
+

−=+−=−−⇒

−=→=

−=

=

++

++
+∫ ∫∫

∫
∫ ∫

3

)(cos

1

)(cos

32
1

sin)cos(

)(coscos1)sin(

)(cos)(sin)sin()(cos)(sin

31

32
22

2

23

 

  .  مي تواند عدد گويا نيز باشدmدر حالت فوق

  

  .دن هر دو توان زوج باش- ٣

  .مي كنيم  در اين صورت از رابطه مثلثاتي زير استفاده

                

2
2 2

2
2 2

1 cos 2
sin (sin )

2

1 cos 2
cos (cos )

2

n
n

n

n
n

n

x
x x

x
x x

 − = =  
 


 + = =  
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.كنيد انتگرال  زير را محاسبه : ۱۵مثال  

    

[ ] 




 +−=−=

−
==

−=
+

×
−

=

∫ ∫

∫∫

∫ ∫∫

cxxxdxdx

dx
x

xdx

dxxdx
xx

xdxx

4sin
4

1

8

1
4cos

8

1

2

4cos1

4

1
2sin

4

1

)2cos1(
4

1

2

2cos1

2

2cos1
cossin

2

222

    

  

  :براي اين نوع انتگرال نيز حالتهاي زير را در نظر مي گيريم )ب

  

  .  باشد2 برابرsec(x(توان- ١ 

( )
c

m

x
c

m

u
duu

dxxdxxduxu

dxxx

mm
m

m

+
+

=+
+

=→

=+=→=
++

∫

∫

1

tan

1

)(sec1)(tantan

)(tan)(sec

11

22

2

  

  

sec2)(عبارت ) 2بزرگتر از( زوج باشد x)sec(توان-٢ xجدامي كنيم و )sec(x باقيمانده را برحسبxtan   

xuنويسيم وتغيير متغيير مي tan=را اعمال مي كنيم .  

  

. زير را محاسبه كنيدهاي  انتگرال :۱۶مثال  

( )

4 2 2

2 2

2

2 2

1 3 1 3

1) sec ( ) tan ( ) sec ( )sec ( ) tan ( )

1 tan ( ) sec ( ) tan ( )

tan sec ( )

(1 )

tan tan

1 3 1 3

m m

m

m m m

m m m m

x x dx x x x dx

x x x dx

u x du x dx

u u du u du u du

u u x x
c c

m m m m

+

+ + + +

=

= +

= → =

⇒ + = +

= + + = + +
+ + + +

∫ ∫
∫

∫ ∫ ∫
  

( )
3 34

4 2 27 7

37

sec ( )
2) sec ( ) tan ( ) sec ( ) 1 tan ( ) tan ( )

tan ( )

x
dx x x dx x x x dx

x

− −
= = +∫ ∫ ∫  

3 3 11

2 2 7 7 7

4 19

7 7

4 19

7 7

tan( ) sec ( ) (1 )

7 7

4 19

7 7
tan tan
4 19

u x dx x u u du u du u du

u u
c

x x c

− −
= = = + = +

= + +

= + +

∫ ∫ ∫
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=∫حاصل انتگرال:  ٧٦سال  dx
x

x
i

6

2

cos

sin كدام است؟   

١()(cos
7

1 7 cx +          ٢(sin
3

1 3 cx +    

  ٣(tan
5

1
tan
3

1 53 cxx ++        ٤(sintan
3

1 43 cxx ++  

  :حل 

( )

c
xx

c
uu

duuudxxxxxu

dxxxxdxxxdx
x

x
i

++=++=

+=+==

===

∫∫

∫ ∫∫

5

tan

3

tan

53

)1()(sectan1)(tantan

)(sec)(sec)(tan)(sec)(tan
coscos

sin

5353

22222

22242

42

2

  

  

  .باشد 2 بزرگتر ازsec(x(توان  فرد باشدxtan توان- ٣

)sec در اين صورت عبارت ) tan( )x x  توان زوج باقيمانده را بر حسب را جدا مي كنيم و)sec(xنويسيم و   مي

sec(xu(تغيير متغير  .  را اعمال مي كنيم=

  

. زير را محاسبه كنيدهای انتگرال : ۱۷مثال  

     

3 2 1

2 2
2 1 1 1

1) tan ( )sec ( ) sec( ) tan( ) tan ( )sec ( )

sec ( ) sec ( )
( 1) ( )

2 2

n n

n n n n
n n n

x x dx x x x x dx

u u x x
u u du u u du c c

n n n n

−

+ +
− + −

=

= − = − = + + = + +
+ +

∫ ∫

∫ ∫
  

xdxxdu

xu

tan)sec(

)sec(

=

=
  

( )
( )

3 8 2 7

2 7

2) tan ( )sec ( ) tan( )sec( ) tan ( )sec ( )

tan( )sec( ) sec ( ) 1 sec ( )

x x dx x x x x dx

x x x x dx

=

= −

∫ ∫
∫

  

2 7 9 7( 1) ( )u u du u u du= − = −∫ ∫xdxxdu

xu

tan)sec(

)sec(

=

=
  

10 8 10 8sec sec

10 8 10 8

u u x x
c c= − + = − +  

در اين حالت از روش انتگرال گيري جز به جز استفاده مي شود كه .  باشد زوجxtanتوان و فردsec(x(توان- -۴

 . در فصلهاي بعدي توضيح داده مي شود

  

  :  باشدxtanانتگرال فقط بر حسب توان) ج
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( )

2 2

2 2 2 2 2

1
2

tan ( ) tan ( ) tan ( )

tan ( ) sec ( ) 1 tan ( )sec ( ) tan ( )

tan ( )
tan ( )

1

n n

n n n

n
n

x dx x x dx

x x dx x x dx x dx

x
x dx

n

−

− − −

−
−

= =

− = −

= −
−

∫ ∫
∫ ∫ ∫

∫

  

   : خواهيم داشتn=2در رابطه فوق براي حالت
2 2 2tan [1 1 tan ] [1 tan ] tanxdx x dx x dx dx x x c= − + = + − = − +∫ ∫ ∫ ∫  

  .  معرفي خواهيم كردي بعدا فرمولn=1براي حالت

tan2)(با استفاده از فرمول عمومي با كاهش توان آخر سر يا به xخواهيم رسيد يا به )tan(x در هر حالت قابل  كه

  .حل است

  

.  زير را محاسبه كنيدهاي انتگرال: ۱۸مثال  

∫ ∫∫∫ ∫ −=−== xdx
x

xdxxdxxxdxxxdx tan
2

tan
tansectantantantan)1

2
223  

5 5 3
6 4 2

5 3

tan tan tan
2) tan ( ) tan tan

5 5 3

tan tan
tan

5 3

x x x
x dx xdx xdx

x x
x x c

= − = − +

= − + − +

∫ ∫ ∫
 

  

  :انتگرال را به حاصل جمع تبديل  مي كنيم) و( و) ه( و) د(براي حل انتگرالهاي بشكل 

 ∫∫ −++= dxxmnxmndxmxnx ])sin()[sin(
2

1
)cos()sin(                 

   ∫∫ +−−= dxxmnxmndxmxnx ])cos()[cos(
2

1
)sin()sin(  

∫∫ ++−= dxxmnxmndxmxnx ])cos()[cos(
2

1
)cos()cos(      

 

. انتگرال  زير را محاسبه كنيد: ۱۹مثال  

 

cxxdxxxdxxxxdxx ++−=−=−+= ∫∫∫ 3cos
6

1
7cos

14

1
]3sin7[sin

2

1
])3sin(7[sin

2

1
5cos2sin
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  تمرين
  .ديفرانسيل توابع زير را بيابيد

x

x
xxy −=)2                                        32 12)1 += xxy  

53

1
)4

3

+−
+

=
x

x
y                                       

x

xx
y

22 )3(
)3

−
=  

)cot(tan3)sec(tan)6 xxy −=                        )sin(tan)tan(sin)5 xxy +=  

x

x
y

sin2

cos2
)8

−
+

=                              
x

x
x

xy
1

cos
1

sin)7 2 −=  

در تمرين هاي زير 
dx

dyد را بيابي.  

)sin()10 yxx +=                                            0)9 =+ yx  

xyxxy =+++ 132)12                                       yxxy =+ 2)11  

53)14 323 =+− yyxx                                      9)13 =− yxxy  

1cossin)16 =+ xyyx                   3322 )()()15 yxyxyx +=−−+  

2cos4sin3)18 32 =+ yx                                4cossin)17 =+ yx  

ي ه ادر تمرين هاي زير با استفاده از قاعده زنجير
dx

dy را بر حسب tبدست آوريد .  

0743,132)23

53,14)22

1
2,tan)21

1,1)20

sin2,cos2)19

322323

323

2

2

=+−=+−

=+−+=

−==

−=+=

==

yxyyxtxtx

yyxxtx

t
tytx

tytx

tytx

  

  .مقدار تقريبي كميت هاي زير را تعيين كنيد
3)25.1()25                                                           3 5.7)24  
�64sin4)27                                                      1.41.4)26  
�179cos)29                                                       �148tan)28  

  .انتگرال هاي زير را محاسبه كنيد

dxxxx∫ +1)31                                     dxx
xx∫ 







 ++ 5
32

)30
23

  

dx

x

x
∫

−

+

2

3

)3(

3
)33                                              dx

x

x
∫

+ 2

3

2

3

)4(

)32  

dttt∫ +1)35 25                                              dt
t

t
∫

+
3 2

43

1

)2(
)34  
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dt
t

t

t
t∫ 







 −
+

12
)37

2

3                                                
2

1
1

)36
x

dx

x∫ −  

∫ ++

+
dx

xx

xx
224

2

)123(

)13(
)39                                      ∫

++

+
dx

xx

xx

13

2
)38

23

2

    

∫ +
dx

x

x
2)cos1(

sin
)41                                        ∫ −

dx
x

x

3sin21

3cos
)40  

443) sec xdx∫                                    42) sin sin(cos )x x dx∫                                                

∫ xdx3sin)45 4                                                   ∫ xdx3sin)44  

∫ xdxx 25 cossin)47                                                  ∫ xdx6cos)46  

∫ dxxx cossin)49 3                                      ∫ dy
yy

2
cos
2

sin)48 32   

∫ − dxxx 2)3sin3(sin)51                                  ∫ xdxxx 5sin3sinsin)50   

∫ dx
x

x
2

10

cos

tan
)53                                               ∫ dx

x

x
3

3

3sin

3cos
)52  

∫ xdxx 62 sectan)55                                                  ∫ xdx8tan)54   

∫ dx
xx

1
cot
1

tan)57                  ∫ xdxxx cos)(sinsec)(sintan)56 25      

cos
458)

sin
4

x

dx
x

∫                                    
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   دومفصل 

  

   معينانتگرال
 

 

  نماد سيگما. ۱. ۲
m يک رابطه باشد و Fفرض کنيد : تعريف n≤در اين صورت مجموع   

( ) ( 1) ( 2) ( 1) ( )F m F m F m F n F n+ + + + + + − +⋯  

)را با نماد  )
n

i m

F i
=
  . را به ترتيب حد پايين و حد بالای سيگما گوييمn و m . نشان مي دهيم∑

  .حاصل عبارتهای  زير را بيابيد: ۱مثال 
4

0

0 1 2 3 4 2 3 4 298
1) 0 1

2 1 0 1 2 1 4 1 6 1 8 1 3 5 7 105i

i

i=

= + + + + = + + + + =
− − − − − −∑  

7

3 4 5 6 7

3

2) (3 1) 10 13 16 19 22i

i

i A A A A A A
=

+ = + + + +∑  

  :خواص سيگما
  .خواص زير از سيگما براي انجام محاسبات مفيد مي باشند

۱ (( ) ( )
n n

i m k m

F i F k
= =

=∑   . هر حرف ديگری مي توان قرار دادi يعنی به جای حرف ∑

 يك عدد ثابت باشد آنگاه داريمcهر گاه )  ۲
1

n

i

c cn
=

=∑.   
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  : اثبات

1

n

i n

c c c c cn
=

= + + + =∑ ⋯
�������

  

) يك عدد ثابت باشد آنگاه داريمcهر گاه )  ۳ 1)
n

i m

c c n m
=

= − +∑.   

  : اثبات
1

1 1

( 1) ( 1)
n n m

i m i i

c c c cn c m c n m
−

= = =

= − = − − = − +∑ ∑ ∑  

) يك عدد ثابت باشد آنگاه داريمcهر گاه )  ۴ ) ( )
n n

i m i m

cF i c F i
= =

=∑ ∑.   

  : اثبات

( ) ( ) ( 1) ( )

( ( ) ( 1) ( )) ( )

n

i m

n

i m

cF i cF m cF m cF n

c F m F m F n c F i

=

=

= + + + + =

= + + + + =

∑

∑

⋯

⋯

  

  

۵ (( ( ) ( )) ( ) ( )
n n n

i m i m i m

F i G i F i G i
= = =

+ = +∑ ∑ ∑  

  : اثبات

( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( 1) ( 1)) ( ( ) ( ))

( ( ) ( 1) ( )) ( ( ) ( 1) ( ))

( ) ( )

n

i m

n n

i m i m

F i G i F m G m F m G m F n G n

F m F m F n G m G m G n

F i G i

=

= =

+ = + + + + + + + + =

= + + + + + + + + +

= +

∑

∑ ∑

⋯

⋯ ⋯  

۶ (( ( ) ( 1)) ( ) ( 1)
n

i m

F i F i F n F m
=

− − = − −∑  

  : اثبات

( ( ) ( 1)) ( ( ) ( 1)) ( ( 1) ( )) ( ( ) ( 1))

( ) ( 1)

n

i m

F i F i F m F m F m F m F n F n

F n F m

=

− − = − − + + − + + − −

= − −

∑ ⋯

  

  

   يك عدد ثابت باشد آنگاه داريمcهر گاه ) ۷

( ) ( )
n n c

i m i m c

F i F i c
+

= = +

= −∑ ) و ∑ ) ( )
n n c

i m i m c

F i F i c
−

= = −

= +∑ ∑  

  

jيم  قرار مي ده: اثبات i c=    در اين صورت داريم −
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( ) ( ) ( ) ( )
n n n c n c

i m j c m j m c i m c

i j c F i F j c F j c F i c
− −

= + = = − = −

= + → = + = + = +∑ ∑ ∑ ∑  

  

jبطور مشابه با قرار دادن  i c=   . رابطه دوم حاصل مي شود+
 

 .حاصل عبارتهای  زير را بيابيد: ۲مثال 
1

1 1 1 2

1 1 1 1 1 1 1
1)

( 1) 1 1 1

1 1
1 1

1 1

n n n n

i i i ii i i i i i i i

n n

+

= = = =

     = − = − − = − −     + + + −     

 
= − − = − + + 

∑ ∑ ∑ ∑
  

1 ( 1) 0

1 1

1
2) (2 2 ) (2 2 ) 2 2 1

2

n n
i i i i n

n
i i

− − − − − −

= =

− = − = − = −∑ ∑  

6

2

1 3 4 5 6 7 180 120 100 90 82 572
3)

1 1 2 3 4 5 60 60i

i

i=

+ + + + +
= + + + + = =

−∑  

  

  عدد صحيح و مثبتی باشد آنگاهnاگر : ۱. ۱. ۲قضيه

                         )      الف
1

( 1)

2

n

i

n n
i

=

+
=∑                                                                                                  

2                )    ب

1

( 1)(2 1)

6

n

i

n n n
i

=

+ +
=∑                                                                                        

                            ) ج
2 2

3

1

( 1)

4

n

i

n n
i

=

+
=∑                                                                                                     

)     د
3 2

4

1

( 1)(6 9 1)

30

n

i

n n n n n
i

=

+ + + −
=∑                                                                              

  )الف: اثبات

1

1

1 2 3 ( 1)

( 1) ( 2) 2 1

n

i

n

i

i n n

i n n n

=

=

= + + + + − +

= + − + − + + +

∑

∑

⋯

⋯

  

  :دو رابطه فوق را جمله به جمله با هم جمع مي کنيم

1

2 ( 1) ( 1) ( 1)

( 1)

n

i

i n n n

n n

=

= + + + + + +

= +

∑ ⋯

  

براين بنا
1

( 1)

2

n

i

n n
i

=

+
=∑.   
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3داريم  ) ب 3 2( 1) 3 3 1i i i i− − = − 3بنابراين  . + 3 2

1 1

[ ( 1) ] [3 3 1]
n n

i i

i i i i
= =

− − = − +∑  دو طرف ∑

  :اين رابطه به صورت زير مي باشند

3 3 3

1

[ ( 1) ]
n

i

i i n
=

− − =∑  

2 2 2

1 1 1 1 1

( 1)
[3 3 1] 3 3 1 3 3

2

n n n n n

i i i i i

n n
i i i i i n

= = = = =

+ − + = − + = − + 
 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

  

  :دبدست مي آي) ب(با مساوی قرار دادن دو رابطه فوق فرمول 

  
3 2 3 2 3 2 2

2 3

1

2

2

1

3 ( 1) 2 3 3 2 2 3 2 2
3

2 2 2 2

2 ( 1) ( 1) ( 1)(2 1)

2 2

( 1)(2 1)

6

n

i

n

i

n n n n n n n n n n n n n
i n n

n n n n n n n

n n n
i

=

=

+ + + − + + + + +
= + − = = =

+ + + + +
= =

+ +
=

∑

∑
  

   .به خواننده واگذار مي كنيم) د(و ) ج(اثبات قسمتهای 

4از رابطه ) ج(برای قسمت : راهنمايي(  4 3 2( 1) 4 6 4 1i i i i i− − = − +  استفاده کنيد و برای قسمت −

  .)فرمول مشابهی بدست آوريد) د(

  

  .مجموع هاي زير را محاسبه كنيد: ۳مثال 
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( )

43 50 50 50

6 1 1 1

10 10 10 10
2 3 2 3 2

1 1 1 1

41
3 3 3 3

1

50(50 1)
1) ( 7) 7 350 1275 350 925

2

2) (6 4 2) 6 4 2 10(10 1)(20 1) 100(10 1) 20 9770

3) 3 2 3 1 3 41 2 3 2 5 1 4

2
4)

(4 3)(4 1)

i i i i

i i i i

i

i i i

i i i i

i i

i i

=− = = =

= = = =

=

+
= − = − = − = − =

− + = − + = + + − + + = −

+ − − = × + − − = − =

− −

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑
10 6 6

5 1 1

6

1

2 2
2 3 2

1 1 1

2

2 2

(4( 4) 3)(4( 4) 1) (4 13)(4 15)

1 1 1 1

(4 13) (4 15) 37 19

( 1) ( 1)(2 1)
5) 4 ( 2) 4 8 4 8

4 6

( 1)(3 5 4)

3

i i i

i

n n n

i i i

i i i i

i i

n n n n n
i i i i

n n n n

= = =

=

= = =

= =
+ − + − + +

 
= − = − + + 

 + + + 
− = − = −   

  

+ − −
=

∑ ∑ ∑

∑

∑ ∑ ∑

  

  يک ناحيه در صفحهمحاسبه مساحت . ۲. ۲
]ة كراندارتبر بازة بس fفرض كنيد تابع  ]ba,منحني منظور از مساحت تحت.  پيوسته و نامنفي باشد 

)(xfy ax از = bx تا = ax محدود به خطوطR ناحيه مسطحAاحتيعني مس، = bx و= = ،

xfy)(منحني و xمحور  .را ببينيد) ۱(شكل . =

  

  
   )۱(شكل 

  

]بازة ]ba,1دلخواه  انتخاب  را به وسيله−nنقطه از آن به n  اين نقاط را بازة كوچكترتقسيم مي كنيم زير ،

  :به صورت زير نامگذاري مي كنيم

bxxxxxa nn == − ,,,,, 1210 …  
bxxxxxaبنابراين بين اين نقاط رابطه  nn =<<<<<= −1210   مجموعه .  بر قرار است⋯

[ ] [ ] [ ]{ }0 1 1 2 1
, , , , , ,

n n
x x x x x x−…  
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]بازةرا يك افراز از  ]ba,نشان مي دهند∆ گويند و آن را با  .  

ni حال براي هر ∆=−−1تعريف مي كنيم =2,1,… iii xxx و قرار مي دهيم  

{ } { }1 0 2 1 1 1 2
|| || max , , , max ,

n n n
x x x x x x x x x−∆ = − − − = ∆ ∆ ∆… ……  

  . مي گويند∆ را نرم افراز ∆

nxxxxxx  خطوط قائم === ,,, 10 باريك  نوار  n  را به R  اين خطوط ناحيه. را رسم مي كنيم  …

مقدارش بر زير بازة ، قدر كافي كوچك باشد به  ∆ix پيوسته است و در نتيجه اگرfتابع. تقسيم مي كند

[ ]ii xx ]  برfلذا فرض مي كنيم.  فقط كمي تغيير مي كند−1, ]ii xx )(مقدار ثابت −1, ipfه باشد ت داش

وع مساحت نوارها تقريب خوبي براي مساحت كل ناحيه  حال مجم.از بازه فوق استدلخواه  يك نقطه ipكه

     :است كه به صورت زير نمايش داده مي شود

∑ ∑
= =

− ∆=−
n

i

n

i

iiiii xpfxxpf
1 1

1 )())((  

  پس .اين تقريب وقتي عرض نوارها به اندازه كافي كوچك شود بهتر خواهد شد

1

1 1

( )( ) ( )

|| || 0 || || 0

n n

i i i i i

i i

A Lim f p x x Lim f p x−
= =

= − = ∆

∆ → ∆ →

∑ ∑  

  

]که اگر افراز فاصله  , ]a bرا منظم در نظر بگيريم خواهيم داشت :  

0

( )
n

i

b a b a
A Lim f a i

n n

n

=

− −
= +

→ +∞

∑  

  
  )۱(شكل 

  

24yمساحت ناحيه محدود به منحني  : ۴مثال  x= 1xوx=0 و خطوط هاxمحور −   .را بيابيد=

  :حل
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2

0 0

2
2

3 3
0 0 0

1 0 1 0
( ) 4 (0 )

1 1 4 ( 1)(2 1) 11
4 ( ) 4

6 3

n n

i i

n n n

i i i

b a b a
A Lim f a i Lim i

n n n n

n n

i n n n
Lim i Lim Lim

n n n n n

n n n

= =

= = =

− − − − = + = − + 
 

→ +∞ → +∞

  + +   = − = − = − =    
    

→ +∞ → +∞ → +∞

∑ ∑

∑ ∑ ∑
  

  

13مساحت ناحيه محدود به منحني  : ۵مثال  += xy محورx0 و خطوط ها=x2و=xرا بيابيد.  

  :حل

3

0 0

2 2
3 3

4 4
0 0 0

2 0 2 0
( ) (0 ) 1

2 2 16 2 4 ( 1)
( ) 1 1 2 6

n n

i i

n n n

i i i

b a b a
A Lim f a i Lim i

n n n n

n n

n n
Lim i Lim i Lim

n n n n n

n n n

= =

= = =

− − − − = + = + + 
 

→ +∞ → +∞

 +  = + = + = + =    
     

→ +∞ → +∞ → +∞

∑ ∑

∑ ∑ ∑
  

  

  :انتگرال معين. ۳. ۲
]بر بازة  f فرض كنيد تابع :تعريف ]ba,و تعريف شده باشد  

0 1 2 1
, , , , ,

n n
x x x x x−…  نقاطي در 

[ ]ba, باشند بطوريكه   

bxxxxxa nn =<<<<<= −1210 ⋯  
niهمچنين  براي هر …,2,1= ، 

i
p نقطه دلخواه در

1
[ , ]

i i
x x− 1بطول−−=∆ iii xxx قرار مي . باشد

 دهيم 

{ } { }1 0 2 1 1 1 2
|| || max , , , max ,

n n n
x x x x x x x x x−∆ = − − − = ∆ ∆ ∆… ……  

  

]بر بازة  fهرگاه حد زير موجود باشد مقدار آن را انتگرال معين تابع   ]ba, نماد        گوييم و با

( )

b

a

f x dx∫ون مي دهيمنشا f را بر بازة [ ]ba,انتگرالپذير گوييم :  

1

( ) ( )

|| || 0

b n

i i

ia

f x dx Lim f p x
=

= ∆

∆ →

∑∫  

  

  . زير را بيابيدودحد:  ۱مثال 
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1

2
1 0

1 2 1 1 2 1
1)

n

i

n n i
Lim Lim Lim xdx

n n n n n n n

n n n

=

+ + +   = + + + = ⋅ =   
   

→ ∞ → ∞ → ∞

∑ ∫
⋯

⋯  

1

1 0

1 1 1 1 1 1 1
2)

1 21 2
1 1 1

1 1 1

1
1

n

i

Lim Lim
nn n n n n

n n n

n n

Lim dx
i n x

n

n

=

 
  + + + = + + +  + + +   + + +
 

→ ∞ → ∞

= ⋅ =
++

→ ∞

∑ ∫

⋯ ⋯

  

1

1 0

2 ( 1) 1
3) sin sin sin sin( ) sin( )

n

i

n i
Lim Lim x dx

n n n n n n

n n

π π π π π
π π π

=

− + + + = ⋅ = 
 

→ ∞ → ∞

∑ ∫⋯

  

  . بعداً بيان مي كنيمروش محاسبه مقدار انتگرال هاي فوق را 

  

  : خواص انتگرال معين

∫ انتگرال پذير باشد آنگاهfاگر تابع ) ١
b

a
dxxf    . بستگي نداردx يك عدد است كه به متغير)(

۲(∫ ∫=
b

a

b

a
dxxfkdxxkf )()(  

] برfهر گاه) ۳ ]ba,0 انتگرال پذير بوده و)( ≥xfآنگاه  ∫ ≥
b

a
dxxf 0)(   

)هرگاه) ۴ )f x و( )g x بر[ ]ba,انتگرال پذير بوده و )()( xgxf    آنگاه ≤

∫ ∫≥
b

a

b

a
dxxgdxxf )()(  

] بر fهر گاه ) ۵ ]ba, باشد آنگاه    پيوسته f           يعني . مقادير ماكزيمم و مينيمم خود را بر آن بازه اختيار مي كند

Mxfm ≤≤ mM كه در آن   )( ] بر f به ترتيب مقادير مينيمم و ماكزيمم تابع         , ]ba,  ،در ايـن    مي باشـد

   صورت

∫ −≤≤−
b

a
abMdxxfabm )()()(  

۶(∫ =
a

a
dxxf 0)(  

۷(∫ ∫−=
b

a

a

b
dxxfdxxf )()(  

] برfهر گاه) ۸ ]ba,ه بوده وت پيوسcيك نقطه دروني [ ]ba, باشد آنگاه   

∫ ∫ ∫+=
b

a

c

a

b

c
dxxfdxxfxf )()()(  
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  . معين كنيد كدام انتگرال بزرگتر است, بدون محاسبه انتگرال : ۶مثال  

∫)  الف
1

0
xdx  يا   ∫

1

0

2dxx   

 [ ] ∫ ∫≤⇒≤⇒∈
1

0

1

0

221,0 xdxdxxxxx                               

∫)  ب
2

1
xdxيا     ∫

2

1

3dxx  

[ ] ∫ ∫≤⇒≤⇒∈
2

1

2

1

332,1 dxxxdxxxx  

∫)ج 2

0

2sin

π

xdx  ياxdx∫ 2

0

10sin

π

  

1)sin(0
2

,0 ≤≤⇒




∈ xx
π  

∫ ∫≤⇒≤⇒ 2

0

2

0

210210 sinsin)(sin)(sin

π π

xdxxdxxx  

  

فرض كنيد  :۷مثال 




≥

<−
=

1

12
)(

3 xx

xx
xfزير را محاسبه كنيد هاي  انتگرال.  

3 1 3 1 3
3

2 2 1 2 1
1) ( ) ( ) ( ) (2 )f x dx f x dx f x dx x dx x dx

− − −
= + = − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

1 2 2 1 2

2 1 1 1 1
2) ( ) ( ) ( ) ( )f x dx f x dx f x dx f x dx

−

− − −

 = − = − + =  ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 



 +−−= ∫ ∫−

1

1

2

1

3)2( dxxdxx           
2 2

3

0 0

3 3

3) ( 1) ( 1)

2 ( 1) 1 1 1 0
( 1) ( 1)

( 1) 1 1 ( 1) 0

f x dx x dx

x x x x
f x f x

x x x x

+ = +

− + + < − < 
+ = ⇒ + = 

+ + ≥ + ≥ 

∫ ∫
  

  

  :قضيه اساسي حساب ديفرانسيل و انتگرال. ۴. ۲

] برfهر گاه ]ba,آنگاه ، پيوسته باشد∫ −=
b

a
aFbFdxxf ] برf پاد مشتقيكF كه درآن)()()( ]ba, 

  . است

  .  حاصل انتگرال هاي زير را بدست آوريد :۸مثال
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3 22
2

1 1

22

1 1

2
2

0 0

8 1 7
1)

3 3 3 3

2) 2 1 1

3) sin( ) cos cos( ) cos 0 1
2

x
x dx

dx x

x dx x

π
π π

= = − =

= = − =

= − = − + =

∫

∫

∫

  

2 2 22 2 2 2

0 0 0 0 0 0
4) 3 ( 3) 3 3 2 6 8

2

x
x dx x dx xdx dx x+ = + = + = + = + =∫ ∫ ∫ ∫  

[ ]0,2 3 0 3 3x x x x∈ ⇒ + > ⇒ + = +  

2,1023?23)5 2
3

3

2 −−=→=++=++= ∫− xxxdxxxI  

                  ∫ ∫ ∫
−

−

−

− −
++++++++=⇒

2

3

1

2

3

1
232323 dxxxdxxxdxxxI  

        ∫ ∫ ∫
−

−

−

− −
+++++−+++=

2

3

1

2

3

1

22 )23()23()23( dxxxdxxxdxx  

  .خوانندهادامه به عهده 

           [ ] [ ] [ ]
01 0 1 0 1

1 1 0 1 0 1
6) 0 1I x dx x dx x dx dx dx x

− − − −
= = + = − + = − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

[ ] [ ] [ ]
1 11 1 1
2

1 1
10 0

2 2
2

1 1
7) 2 2 2 1

2 2
I x dx x dx x dx dx x= = + = = = − =∫ ∫ ∫ ∫  

1 0 1

1 1 0
8) 1 1 1I x dx x dx x dx

− −
= − = − + −∫ ∫ ∫  

dxxdxxI ∫∫ −++=⇒
1

0

0

1
11   

  .خوانندهادامه به عهده 

 تحقيق كنيد كه  :۹مثال
5

1

10

1

6

1 2

0
≤

+
≤ ∫ dx

x
  

  :حل

[ ]
2

0

1 1 1
0,2 0 2 10 10 12

12 10 10

1 1

6 10 5

x x x
x

dx

x

∈ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒ ≤ ≤
+

⇒ ≤ ≤
+∫

  

  

dxxxمقدار انتگرال : ٦٤ل سا 2
1

0
   كدام است؟ ∫−1

١ (0    ٢( 2      ٣( 
3

1      ٤( 
3

2  

  :حل
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1 0
2

0 1

2

1 1
1

2 3

1 2

x x dx udu

x u xdx du

−
− = =

− = → − =

∫ ∫                         

dxانتگرال  :٦۷سال 
x

∫
−π

0 2

2cos1 برابر است با  :  

١( 2    ٢( 0    ٣( 1    ٤( 
2

2  

  : حل 

21)1(

)0cos(coscos)sin(
2

2cos1
0

00

=+−−=

+−=−==
−

∫∫ ππππ
xdxxdx

x

  

=∫ انتگرال: ٦٨سال  π

π

2

1 2

1
sin

1
dx
xx

I برابر با كداميك از مقادير زير مي باشد؟   

١(π    ٢(1    ٣()1( +π    ٤(1−π  

 :حل

2

2 2
1 2

2

1
sin( )

sin cos cos cos 0 ( 1) 1
2

1 1

xI dx udu u
x

u du dx
x x

π π
π

ππ
π

π
π= = − = = − = − − =

−
= → =

∫ ∫  

   

−∫ مقدار انتگرال :٧٠سال +

2

2 281
dx

x

x چقدر است؟   

١(0    ٢(1    ٣(2    ٤(3  

  :حل

                  
2

2

2

2
1 8 0

16
x

−
= + = ∫− +

2

2 281
dx

x

x  

xdxdu

xu

16

81 2

=

+=  

  

، البته اين سوال را از طريق خواص انتگرال معين نيز با توجه به انتگرال كه در بازة متقارن تعريف شده است

  .براحتي مي توان حل كرد

   

3−∫ مقدار: ٧٠سال 
6

2sin6

π

π xdx كدام است؟   



  معين انتگرال                                                                                                       )۱ (عمومي  رياضي

  
 

 26 

١(3    ٢(6    ٣(
2

333+    ٤(
2

333−      

  .خوانندهحل به عهده 

  

dxxI حاصل انتگرال: ٧٢سال ∫ −=
2

0
   كدام است؟ 1

١(0    ٢(
2

1    ٣(1    ٤(2  

2 21 21 2

0 1 0 1

0 1 1 1

1 2 1 1

1 1
(1 ) ( 1) 1

2 2 2 2

x x x

x x x

x x
I x dx x dx x x

< < ⇒ − = − 


< < ⇒ − = − 

⇒ = − + − = − + − = + =∫ ∫

  

  

∫ مقدار: ۷٥سال  −=
3

2
2 dxxI است؟چقدر   

[ ]
2

1
2

2
)2(2)2(2023,2

3

2

2
3

2
=−=−=⇒−=−−=−⇒<−⇒∈ ∫ x

x
dxxIxxxxx  

  

=∫سته بوده و پيوI بر بازةf فرض كنيم:۱. ۴. ۲ قضيه 
x

a
dttfxF  x وI نقطه ثابتي برa كه در آن)()(

.)()( داريمI در xدر اين صورت به ازاي هر. باشدIاز نقطه متغيري xfxF =′  

  

  :  از توابع زير مشتق بگيريد : ۱۰مثال 

xxfdttxf

xxxfdtttxf

x

x

=′⇒=

−=′⇒−=

∫

∫
)()()2

)1()()1()()1

1

3030

0

3030

  

  

  : داريم و قاعده زنجيره ای  با استفاده از قضيه تغيير متغير :تبصره 
( )

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )
u x

a
f x g t dt f x g u x u x′ ′= ⇒ = ⋅∫  

  همچنين
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

u x

v x
f x g t dt f x g u x u x g v x v x′ ′ ′= ⇒ = ⋅ − ⋅∫  

  

  .  مشتق بگيريد :۱۱مثال

  :حل
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xxxfdttxf
x

21)(1)()1 4

3

2
2

×+=′⇒+= ∫ 

sin

4
2) ( ) 1 sin ( ) cos( ) 1 sin(sin )

x

f x t dt f x x x′= + ⇒ = +∫  

  

∫∫ هر گاه  : ۱۲مثال ==
t

x
du

u

u
tfdttfxF

2

1

1 sin
)(,)()( ،)

4
(
π

F   . را بيابيد′′

  :حل

4

2sin( )
sin(2 ) 42( ) ( ) ( ) ( ) 2
2

2

x

x
F x f x F x f x

x
π

π

π π=

− −
′ ′′ ′= − ⇒ = − = − = =  

  

  .  زير را پيدا كنيدود  حد : ۱۳مثال

   داريمبا استفاده از هوپيتال   :حل  
2

2

3 2

1

2
2

2

0

1 1
1) ( )

1 3 1 3

1 3 3
2) 3

2 2

0 0

x

x

x x
Lim t t dt Lim

x x

x x

x x
Lim t t dt Lim

x x

x x

+
× + = =

+ +

→ ∞ → ∞

+
× + = =

→ →

∫

∫  

  

  :خواص ديگري از انتگرال معين

۱ (( ) ( )
b b

a a
f x dx f t dt=∫ ∫  

] بر بازةf فرض كنيد )٢ ]0,a− پيوسته باشد داريم  :  

∫ ∫−
−=

0

0
)()(

a

a

dxxfdxxf  

  زيرا

∫ ∫− −
==

0 0

)()(
a a

dxxfdttf∫ ∫
−

−=−⇒=−⇒=−
a a

dttfdxxfdtdxtx
0 0

)()(    

−∫ فرد باشد آنگاهfاگر )٣ ==
a

a
dxxfI     زيرا  )(0

0 0

0 0

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0

a a

a a

a a

a a

I f x dx f x dx I f x dx f x dx

f x f x f x dx f x dx

f x dx f x dx

− −

−

= + ⇒ = − − +

− = − = − − − +

= − + =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
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∫∫اگر زوج باشد آنگاه) ۴ ==
−

aa

a
dxxfdxxfI

0
  زيرا . )(2)(

0 0

0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )

a a a

a a a o

a a a

I f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx

f x f x f x dx f x dx f x dx

− − −
= = + = − +

− = = + =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
  

٥  (  

∫∫ −+

−
=

−+

aa

dx
xafxf

xaf

xafxf

dxxf

00 )()(

)(

)()(

)(  

∫∫ +−
=

+−
−

⇒
a

a tftaf

dttf

tftaf

dttf

0

0

)()(

)(

)()(

)(
         

a x t

dx dt

− =

− =

  از طرف دوم :   

∫ +−
=

a

xfxaf

dxxf

0 )()(

)(                                                          

  

  : با استفاده از تساوي فوق نشان دهيد كه  : ۱۴مثال

0

( )

( ) ( ) 2

a f x dx a
I

f x f a x
= =

+ −∫  

  :حل

0 0

0 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

( ) ( ) 2

a a

a a

f x dx f a x
I dx

f x f a x f x f a x

f x f a x a
I I I dx dx a I

f x f a x

−
= =

+ − + −

+ −
⇒ = + = = = ⇒ =

+ −

∫ ∫

∫ ∫

  

  

)()(اگر) ٦ axfxf   : آنگاه داريم =+

∫∫ =
ana

dxxfndxxf
00

)()(  

∫ ∫ ∫ ∫ −
+++=

na a a

a

na

an
dxxfdxxfdxxfdxxf

0 0

2

)1(
)()()()(   طرف اول :   ……

)()(با توجه به axfxf +=   
2

0 0
( ) ( ) ( )

a a a

a
f x dx f x a dx f t dt= + =∫ ∫ ∫  

  . و براي بقيه انتگرالهاي طرف دوم رابطه بالا قابل تحقيق هست لذا حكم ثابت است

∫∫:                                داريم ) ۷ −=
aa

dxxafdxxf
00

)()(  

txa اگر قرار دهيم زيرا  dtdxآنگاه   −=                                    و در نتيجه−=

∫ ∫ ∫∫ ==−=−
a a a

a
dxxfdttfdttfdxxaf

0 0 0

0

)()()()(  

  

  :  حاصل انتگرال هاي زير را بدست آوريد :۱۵ مثال
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4

1
4

4 40

1
( ) , 1

(1 ) 2

x dx
I f x x a

x x
= = = =

+ −∫          

             2

0

sin
( ) sin ,

4 2cos sin

x dx
I f x x a

x x

π π π
= = = =

+∫  

  

−∫         : تحقيق كنيد : ۱۶ مثال =
2

2

3 0)cos( dxnxx  

  :حل

)()cos()cos()()(

)cos()(

33

3

xfnxxnxxxf

nxxxf

−=−=−−=−

=
  

  .  فرد باشد و بازه متقارن لذا حاصل انتگرال صفر استfيعني

  

  : تحقيق كنيد  : ۱۷ مثال
1 1

0 0
(1 ) (1 )m n n mx x dx x x dx− = −∫ ∫  

  :حل

∫ −=
1

0
)1( dxxx nm∫ ∫ −=−−⇒=−⇒=−

0

1

1

0
)1()1(1 dtttdtttdtdxtx nmnm  

                                   

  .  استπ2نتگرال زير برابر نشان دهيد حاصل ا :۱۸ مثال

2
2

0 0

sin 4 cos 4
4

sin 4 cos 4 sin 4 cos 4

x x
I dx dx

x x x x

π
π

= +
+ +∫ ∫  

  :حل

2 2

0 0

2

0

sin 4 sin 4 cos 4
( ) ( ) 4 4

sin 4 cos 4 2 sin 4 cos 4 sin 4 cos 4

sin 4 cos 4
4 2

sin 4 cos 4

x x dx xdx
f x f x I

x x x x x x

x x
I dx

x x

π π

π

π

π

= = + ⇒ = +
+ + +

+
= =

+

∫ ∫

∫
  

  

: نشان دهيد  : ۱۹ مثال
0 0

(sin ) (sin )
2

x f x dx f x dx
π ππ

=∫ ∫  

  :حل

0 0 0 0

0 0 0 0

(sin ) ( ) (sin( )) (sin ) (sin )

2 (sin ) (sin ) (sin ) (sin )
2

x f x dx x f x dx f x dx x f x dx

x f x dx f x dx x f x dx f x dx

π π π π

π π π π

π π π

π
π

= − − = −

⇒ = ⇒ =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
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−∫ حاصل انتگرال)٧٣سال  ++
2

2

46 1

)cos(
π

π
xx

dxxx   

١(π    ٢(0    ٣(
2

π    ٤(π2  

  :حل

)(
1

)cos(

1)()(

)cos(
)(

1

)cos(
)(

464646
xf

xx

xx

xx

xx
xf

xx

xx
xf −=

++

−
=

++−

−−
=−⇒

++
=  

  .  فرد است و بازه متقارن لذا حاصل انتگرال برابر صفر مي باشد fتابع

  

∫ حاصل انتگرال)٧٤سال  −=
π100

0
2cos1 xdxI كدام است؟   

١(2100    ٢(2200    ٣(200    ٤(100  

   مي باشد لذا π دوره تناوبx2cosبراي تابع: حل 

100

0 0 0

0

1 cos2
1 cos2 100 1 cos2 100 2

2

100 2 sin 200 2

x
x dx x dx dx

xdx

π π π

π

−
− = − =

= =

∫ ∫ ∫

∫
  

  

)cos مقدار انتگرال)٦٧سال  )

2

x x
dx

α

α−∫  برابر است با:  

١(
21

)sin(

α
αα

+
    ٢(∫ +

α

0 21

cos
dx

x

xx  ٣(0    ٤(αα arctan  

  :حل

2 2

cos( ) cos( )
( ) ( )

1 ( ) 1

x x x x
f x f x

x x

− − −
− = = = −

+ − +
  

  .  فرد است و بازه متقارن لذا حاصل انتگرال برابر صفر استfيعني تابع

  

−∫رال مقدار انتگ)٧٠سال  +

2

2 281
dx

x

xچقدر است؟   

١(0    ٢(1             ٣(2    ٤(4  

  :حل

)(
81)(81

)(
81

)(
222

xf
x

x

x

x
xf

x

x
xf −=

+

−
=

−+

−
=−⇒

+
=  

  . ر است فرد است و بازه متقارن لذا حاصل انتگرال برابر صفfتابع

  

−∫ مقدار)٧١سال 
2

2

3dxx كدام است؟    
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١(16    ٢(8    ٣(4    ٤(0  

  . مي باشد قبل مثال شابهدقيقا م: حل

  

  ):مقدار ميانگين براي انتگرالها ( قضيه . ۳. ۲
] برf اگر ]ba,پيوسته باشد نقطه اي مانند c در [ ]ba,هست به طوري كه   

)()()( abcfdxxf
b

a
−=∫  

  

] تابع انتگرال پذيري بر بازةfرض كنيمف :)مقدار ميانگين يك تابع(تعريف  ]ba,عدد .  باشد 

∫−
=

b

a
xf

ab
cf )(

1
] برfمتوسطمقدار  يا مقدار ميانگين  )( ]ba,نام دارد     .  

  

)(24 ميانگين تابع مقدار :۲۰مثال  xxf   ست؟ چقدر اx=2 تاx=−2 از=−

)(24نمودار: حل xxf  x زير نمودار و بالاي محور مي باشد كه مساحت۲ يك نيم دايره به شعاع =−

  بنابراين.   π2 آن برابر است با ها

24

2
4

)2(2

1
)(

1
2

2

2 ππ
==−

−−
=

−
= ∫ ∫

−

b

a

xdxxf
ab

  ميانگين

  

)(3 ميانگين تابعمقدار) ٧٢سال  xxf    چقدر است؟x=1 تاx=−1 از=

١(
2

1
−    ٢(0    ٣(

2

1    ٤ (1  

  :حل

∫ ∫
−

− =
−−

=
−

=
1

1

31

1 0
)1(1

1
)(

1
dxxdxxf

ab
  ميانگين  

  . د است و بازه متقارنتابع فر يک  3xزيرا 
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  تمرين
  .حدود زير را محاسبه كنيد
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πππ
cos

2
coscos

1
)6

)()2()1(
)5

21
)4

21
)3

4

2

1

1
)2

41

1
)1

6

555

3

222

333

2222

2222

⋯

⋯

⋯

⋯

⋯

⋯

  

  .انتگرال هاي زير را بيابيد

   ∫ ++
3

0

1)2()8 dxxx                               ∫
−

+−
2

1

)32)(1()7 dxxx  

∫
−

+++
2

2

32 23)1()10 dxxxx                                 ∫
−

−
3

3

27)9 dxx    

   ∫ −
−3

2

3

1

1
)12 dx

x

x
                           ∫

++

+1

0
3 23

2

43

2
)11 dy

yy

yy  

    ∫ +

+++2

1

2

23

)1(

22
)14 dx

x

xxx                       ∫ +−
64

1

3 )
1

()13 dtt
t

t  

     ∫ −
3

2

|32|)16 dxx                 ∫
− +−

++−2

3

2

23

168

548242
)15 dx

xx

xxx  

∫
−

−++
3

1

|2||13|)18 dxxx                             ∫
−

+−
2

1

|)||1(|)17 dxxx  

  

∫
−

+
1

1

]12[)20 dxx                                      ∫
−

−
2

2

|3|)19 dxxx  
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∫
−

2

2

2 cossin)22

π

π

xdxx                                   ∫
−

+
1

1

])[]2([)21 dxxx     

∫
3

0

23 cossin)24

π

tdtt                                 ∫
6

0

4cos2sin)23

π

xdxx  

∫ −+−
π

0

|)sin1||1cos2(|)26 dxxx                              ∫ −
π

0

|sincos|)25 dxxx  

∫ ∫ 









−

16

4 5

)12()27 dxdttD

x

x  

  فرض كنيد) ۲۸















<≤

<≤

<≤+−

=

2

3
tan

2
cos

2
0sin

)(

2

2

π
π

π
π

π

xx

xx

xxx

xf  

∫انتگرال 
4

5

4

)(

π

π

dxxfرا بيابيد .  

  . توابع زير را بدست آوريدمشتق

∫=
x

dt
t

t
xF

2

sin
)()30                                ∫ ++

=
x

ttt

dt
xF

1
3 45

)()29  

∫
+

=
12

cos)()32

x

x

dttxF                                         ∫=
2

1

sin)()31

x

dttxF  

∫ −
=

x

x
t

dtt
xF

sin

cos

2

2

1
)()34                                      ∫

+

+

−
=

xx

x

dt
t

t
xF

3

2

1
)()33  

xxfمقدار ميانگين ) ۳۵ sin)( ]2,0[ را بر بازه = π تعيين كنيد.  

)(|2||31|||مقدار ميانگين ) ۳۶ xxxxf   . تعيين كنيد−]3,1[ را بر بازه =−+++

مقدار ميانگين ) ۳۷




 ++−=
x

xxf
π

1|1sin|)( 2,0[ را بر بازه[ πتعيين كنيد .  

∫∫:  تساوي زير را نشان دهيد)۳۸ −=−
tt

dxxtfxgdxxtgxf
00

)()()()(  
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  سومفصل 

  

  )هيپربوليک(توابع معكوس، لگاريتمي، نمايي و هذلولوي

  
  توابع معكوس. ۱ .۳

و  1xگويند اگر و تنها اگر به ازاي هر دو عضو متمـايز  ) ۱-۱( را يك به يك fتابع  :)تابع يک به يک (تعريف

2x  از دامنهf 1 داشته باشيم 2( ) ( )f x f x≠ به عبارت ديگر  ،  

1 2 1 2 1 2, ( ) ( )fx x D x x f x f x∀ ∈ ≠ ⇒ ≠  
  يا بطور معادل

112121 )()(, xxxfxfDxx f =⇒=∈∀  

  .توابع زير يك به يك مي باشند : ۱مثال 

212112212121
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2
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1

1
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10102461224612
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24
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443434)()(

34)()1

xxxxxxxxxxxx

xxxx
x

x

x

x
xfxf

x

x
xf

xxxxxxxfxf
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  .يستتابع زير يك به يك ن : ۲مثال 
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21

2

2

2

1

2

2

2

121

2

44)()(

4)(

xxxxxxxfxf

xxf

±=→=→−=−→=

−=   

  . را حداكثر در يك نقطه قطع مي كندfها منحني تابع يك به يك xهر خط موازي محور : نكته

  

  .نمودار تابع يك به يك نمي باشد ) ۲(نمودار يك تابع يك به يك است ولي شكل ) ۱( شكل :۳مثال 

  
  )          ۲(شكل )                                                        ۱(                                        شكل 

  

  .ستنزولي باشد آنگاه بر آن بازه يك به يك ا  اکيداًصعودي يااکيداً بر يك بازه  fه هرگا:  ۱. ۱. ۳قضيه

,0)بر بازه تابع زير  :۴مثال    .يك به يك است ∞+(

0
13

)(
1

)(
2

44

>
+

=′→
−

=
x

x
xf

x

x
xf  

  .صعودي و در نتيجه يك به يك استاكيداً  fبنابراين 

  

xfy)(هرگاه  : )تابع معكوس (تعريف   ],[روي بازه   يك تابع يك به يك       = ba   باشد آنگاه تـابع معكـوسf  

],[روي بازه  ba 1كه آن را با−fنشان مي دهند به صورت زير تعريف مي شود  :  
1( ) ( )y f x x f y−= ⇔ =  

، f−1بنابراين براي بدست آوردن    . داز تعريف فوق نتيجه مي شود كه تنها توابع يك به يك داراي معكوس مي باشن               

xfy)( يك به يك است سپس از رابطه         fابتدا ثابت مي كنيم      =  ،x   را بر حسب y    بدسـت مـي آوريـم و در 

   . را عوض مي كنيمy و xنهايت جاي 

  

  . معكوس توابع زير را در صورت وجود بيابيد :۵مثال 

02)()()1 23 ≥=′→= xxfxxf  
  .بنابراين تابع يك به يك است لذا معكوس پذير است

3133 )( xxfyxxy =→=→= −  
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2

2 3 5
2) ( ) ( ) 0

1 ( 1)

x
f x f x

x x

+ −
′= → = ≤

− −
  

  .س پذير استبنابراين تابع يك به يك است و در نتيجه معكو

2

3
)(

2

3
3)2(32

1

32

1

−
+

=→

−
+

=→+=−→+=−→
−
+

=

−

x

x
xf

y

y
xyyxxyyx

x

x
y

  





<<′

≥≥′
→−=′→−=

10)(

10)(
44)(4)()3 34

xxf

xxf
xxfxxxf  

  . معكوس پذير نمي باشددرنتيجهپس تابع يك به يك نيست و 

2

1 1 1

4) ( ) 1 9 ( ) 2 1 9 ( ) 0

2727 9 9
2

x x x

f x x x f x x x f x

x x x
x


< <
 ′ ′= ≤ ≤ → = < < → > 

 
>  >



  

 .بنابراين تابع يك به يك است و در نتيجه معكوس پذير است

1

22

1 , 1 , 1

1 9 , 1 81 ( ) , 1 81

, 819 , 81
2727

x x y y x x

x x y y f x x x

xy
xx x y

−

 
 < → = < <  

→ ≤ ≤ → = ≤ ≤ → = ≤ ≤ 
 

    >> → = >       

  

  

  خواص تابع معكوس
   معكوس پذير باشد آنگاهfهر گاه

۱ (1−fنيز معكوس پذير است و معكوس آن f است يعني ff =−− 11)(.  

  .استf−1ا دامنه   برابر بf  و برد f−1  برابر با برد fدامنه ) ۲

IoffIfof تابع هماني باشد آنگاهIاگر ) ۳ == −− 11 ,.  

  . نسبت به نيمساز ربع اول و سوم استf قرينه نمودار f−1نمودار ) ۴

],[ بر fهرگاه) ۵ ba    نزولي(پيوسته و صعودي (   1باشد آنگاه−f  نيز بر )](),([ bfaf     نزولي( پيوسته و صعودي (

  . معروف استقضيه تابع معكوساين خصوصيت به . است

  

. پيوسـته و يـك بـه يـك باشـد           xطـه در همسايگي نق  fفرض كنيد ) : مشتق تابع معكوس     ( ۲. ۱. ۳ قضيه

xfy)( در نقطـه     f−1 در اين صـورت     .  داراي مشتق غير صفر متناهي باشد      xهمچنين در   داراي مـشتقي بـه    =

  صورت زير است
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1 11
( ) ( ) ( ) ( ( ))

( )
f y x f y y f x

f x

− −′ = = =
′

  

  يا به عبارت ديگر

)(

1
))(()( 1

xf
xff

′
=′−  

  

xxxf فرض كنيد  :۶مثال  3sin2)( += ،)0()( 1 ′−fرا بيابيد.  

0اولاً : حل
2

1
2sinsin

2

3
2cossin32)( 2 >≥+=+=′ xxxxxfبنابراين fمعكوس پذير است .  

)0(0داريم  ثانياً  =fبنابراين   

2

1

)0(

1
)0()(

)0(

1
))0(()( 11 =

′
=′→

′
=′ −−

f
f

f
ff  

  

)(123)0( فرض كنيد  :۷ل مثا 248 ≥+++= xxxxxf ،)7()( 1 ′−fرا بيابيد.  

7اولاً : حل 3( ) 8 12 4 0f x x x x′ = + + )1(7 ثانياً ≤ =fدر نتيجه   

24

1

)1(

1
)7()(

)1(

1
))1(()( 11 =

′
=′→

′
=′ −−

f
f

f
ff  

  

∫ فرض كنيد  :۸مثال  +=
x

dttxf
0

11sin2)(نشان دهيد ،  

  . معكوس پذير استf)   الف

)()0()     ب 1 ′−f ،))
2

3
(()( 1 π
ff )()( و −′ 1 π′−fرا بيابيد .  

)(0sin2) الف:    حل 11 >+=′ xxf بنابراين fيك به يك و در نتيجه معكوس پذير است .  

)0(0داريم )            ب =f و   

1 1 1
( ) (0)

(0) 2
f

f

− ′ = =
′

  

1

1

3 1 1
( ) ( ( )) 1

32 2 1( )
2

1 1 2
( ) ( )

( ) 22 0

f f

f

f
f

π
π

π
π

−

−

′ = = =
−′

′ = = =
′ −
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  معكوس توابع مثلثاتي. ۲. ۳
   : سينوسمعكوس تابع. ۱. ۲. ۳

 به فاصله     در حالت كلي يك به يك نيست اما با محدود كردن دامنه تابع              سينوس تابع




−
2

,
2

ππ   مي توان آن را به 

 −1sin يـا  arcsinتـابع را بـا   اين   معكوس   . در آن دامنه معكوس خواهد داشت      ديل كرد كه  بيك تابع يك به يك ت     

  . نشان مي دهيم

  : بنابراين خواهيم داشت 

[ ]sin : , 1,1
2 2

π π 
− → −  

  

[ ]1sin : 1,1 ,
2 2

π π−  
− → −  

  

]و اين به اين معني خواهد بود كه دامنه اين تابع فاصله  در حالت كلي پيوسته  سينوساز آنجا كه.  مي باشد−1,1[

  . است معكوس آن نيز پيوسته خواهد بود

  
xyنمودار ) ۳(شکل  1sin −=  

  

با استفاده از قضيه مشتق تابع معكوس مي توان مشتق اين تابع را به صورت زير بدست آورد با توجه به انتخاب 

  :دامنه خواهيم داشت

yxxy sinsin 1 =→= −  
  

22 1

1

sin1

1

cos

11

xyy

dy

dxdx

dy

−
=

−
===  

   باشد آنگاهx تابعي از uاگر  ، و با استفاده از مشتق زنجيره اي
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2

1

1
)(sin

u

u
yuy

−

′
=′⇒= −                                            

  هد آمدو همين طور فرمول انتگرال زير بدست خوا

1

2
sin

1

du
u c

u

−= +
−

∫  

  : كه تغييرات روي اين انتگرال را مي توان به فرم زير نوشت 

2

dx

x ax b− + +
ج       (∫

2 21

dx

a x−
ب          (∫

2 2

dx

a x−
  الف (∫

  

x1sinكه هر كدام را مي توان با انجام تغييراتي به تابع   .  تبديل كرد−

1 1

2 2 2 2

1

1 1
sin ( ) sin ( )

1 1 ( ) 1

du
dx dx a u c ax c

a aa x ax u

− −= = = + = +
− − −

∫ ∫   الف(∫

u ax du adx= ⇒ =            

∫پس   +=
−

− cax
axa

dx
)(sin

1

1

1

22
  

∫ ∫∫ +=

−

=

−

=
−

− c
a

x

a

x

dx

a

a

x
a

dx

xa

dx 1

2

2

2

2
2

22
sin

1

1

)1(

  ب(

cبنابراين 
a

x

xa

dx
+=

−
−∫ 1

22
sin  

c
d

u

ud

du

a
xd

dx

baxx

dx
+=

−
=

−−

=
++−

−∫ ∫ ∫ 1

2
2

2
sin

)
2

(

  ج(

                   
2

a
x u dx du− = ⇒ =       

bكه در آن
a

d +
−

=
4

2

  .  مي باشد

  :  از توابع زير مشتق بگيريد :۱۰مثال

2)13(1

3

+−
=′→

x
y     )13arcsin( += xy  

  
2

2

1 tan

1 tan

x
y

x

+
′→ =

−
     )arcsin(tan xy =  

  : دامنه تابع زير را پيدا كنيد  :۱۱ مثال

1131)13(arcsin ≤+≤−⇒+= xxy  
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                                                      0
3

2
032 ≤≤−⇒≤≤− xx  

   .توابع زير را بيابيدانتگرال   :۱۲ مثال

cx
x

dx
+=

−

−∫ )3(sin
3

1

31
)1 1

2
  

∫

∫

+−=
−−

+=
−

−

−

cx
x

dx

c
x

x

dx

)5(sin
)5(1

)3

7
sin

7
)2

1

2

1

2

  

xy مشتق )٦٥سال 2arcsin=0 در نقطه=xچقدر است؟   

١(-1     ٢(0     ٣(1     ٤(2   

                                      :       حل
2 0

2
2

1 4 x
y

x =
′ = =

−
  

 

)1arcsin( ضريب زاويه خط مماس بر منحني)٦٦سال  += xy1 در نقطه−=x چقدر است؟     

  ١(-2     ٢(-1     ٣(1     ٤(2  

      : اي نقطه تماس مي باشدمي دانيم كه ضريب زاويه خط مماس برابر با مقدار مشتق تابع به از :حل

                                   
2 1

1
1

1 ( 1) x
y

x =−
′ = =

− +
  

  

21arcsin فرض كنيد)٦٧سال  xxxy    كدام است؟′y در اين صورت=+−

١(
21

2

x

x

−
    ٢(

21

2arcsin

x

xx

−

+    ٣(xarcsin     ٤(xarccos  

xy:                        حل
x

x

x

x
xy arcsin

12

2

1
arcsin

22
=′⇒

−

−
+

−
+=′  

  

arcsin)1( دامنه ) ٦٨سال  xy    كداميك از مقادير زير است؟ =−

١(]0,[−∞    ٢( ]0,1[−    ۳ ([0, 2]    ٤(],[ ∞+−∞  

arcsin :                حل (1 ) 1 1 1 2 0 0 2 [0,2]y x x x x x= − → − ≤ − ≤ → − ≤ − ≤ → ≤ ≤ → ∈  

  

)(logarcsin)( حوزه تعريف ) ٦٩سال  2

xxf   :  عبارت است از =

١( 2>x    ٢(11 ≤≤− x    ٣(21 ≤≤ x    ٤( 0>x  



  )هيپربوليک(   توابع معكوس، لگاريتمي، نمايي و هذلولوي                              )        ۱ (عمومي  رياضي

  
 

 41 

logarcsin)(0 بايد براي اينكه راديكال با معني باشد     : حل 2 ≥x   و براي اينكه )(arcsin x  بايد داشـته     بامعني باشد ،

1log1باشيم  2 ≤≤− x  با توجه به شكل تابعو)(arcsin xy   :  خواهيم داشت=

2
1 log 0 1 2x x≥ ≥ ⇒ ≤ ≤  

Rxxy برد  )٦٩سال  ∈= arcsin؟ است برابر كداميك از مقادير زير  

] [ 




=




−==




−=
2

,0)1
2

,
2

)2,0)30,
2

)4
πππ

π
π

ffff RRRR

xyبرد :حل  arcsin=   در حالت كلي 




−
2

,
2

ππ   است ولي چون x        برابـر اسـت    مثبت اسـت لـذا بـرد تـابع  

با





2

,0
πخواهد بود.  

arcsin(sin( مقدار مشتق ) ٧٣سال  xy  در نقطه=
4

1
=x كدام است؟   

١(
2

3    ٢(
2

1    ٣( 1    ٤( 2   

1:                                  حل
2

1

2

1

==′⇒=
=xx

yxy  

  

)sin(  مشتق) ٧٤سال  xarcy    كدام است؟=

۱ (
2

1

2 x x−
    ۲ (

2

1

2 x x−
    ۳ (

2

1

4 x x−
      ۴ (

2

2

x x−
  

  :  حل

22

1

1

2

1

xxx

x
y

−
=

−
=′  

  

arcsin)1( معكوس ) ٧٤سال  −= xy كدام است؟   

١(xy sin1+=   ٢( )(sin1 xy −=  ٣()1(sin += xy  ٤( )10(sin −= xy  

1(arcsin(sin)(1)(sin1)(:                    حل 1 xxfxyxy +=⇒−=⇒−= −  

  

∫ حاصل انتگرال) ٧٤سال 
−− 21228 xx

dx برابر است با  :  

١(cx ++ )6(arcsin        ٣( cx
+

+
)

8

6
(arcsin 

٢(cx
+

+
)

8

6
arccos(     ٤( cx ++ )6arccos(  
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c                      :حل
x

x

dx

xx

dx
+

+
=

+−
=

−−
∫ ∫ )

8

6
(arcsin

)6(641228 22
  

∫ حاصل انتگرال) ٧٧سال 
− 22 xx

dx كدام است؟   

١(cxI +−= )1(arcsin             ٢( cxI +−= )1(arcsin      

٣( cxI +−= )1(arcsin            ۴(cxI +−−= )1(arccos    

∫ +−=
−−

= cx
x

dx
I )1(arcsin

)1(1 2
  

  

   : کسينوسمعكوس تابع. ۲. ۲. ۳
]0,[به فاصله در حالت كلي يك به يك نيست اما با محدود كردن دامنه تابع  نيز   كسينوستابع π مي توان آن را به

 −1cos يا arccosتابع را بااين  معكوس .ديل كرد كه در آن دامنه معكوس خواهد داشتبيك تابع يك به يك ت

  . نشان مي دهيم

  : بنابراين خواهيم داشت 

[ ] [ ]cos : 0, 1,1π → −  

[ ] [ ]1cos : 1,1 0,π− − →  
] دامنه اين تابع فاصلهيعني  نيز پيوسته معكوس آن لذا در حالت كلي پيوسته استنيز  كسينوس .مي باشد−1,1[

   .خواهد بود

  
xyنمودار ) ۴(شکل  1cos−=  

xyمشتق  1cos−= نيز مشابه xy 1sin   : بدست مي آيد=−

21

1

xdx

dy

−

−
=  

   باشد آنگاهx تابعي از uاگر  

        
2

1

1
)(cos

u

u
yuy

−

′−
=′⇒= −                                            
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  اريمدهمچنين 

1 1

2
sin cos

1

du
u c u c

u

− −= + = − +
−

∫  

1 ثابت کنيد  :۱۳ مثال 1sin cos
2

x x
π− −+ =.  

1قرار می دهيم : حل 1( ) sin cosf x x x− −=   در اين صورت  . +

1 1

2 2

1 1
( ) (sin ) (cos ) 0 ( )

1 1
f x x x f x c

x x

− − −
′ ′ ′= + = + = ⇒ =

− −
  

1ازطرفی  1(0) sin 0 cos 0
2

f
π− −= +  بنابراين =

2
c

π
=.   

  

   :  تانژانتمعكوس تابع. ۳. ۲. ۳
اما با محدود .  معلوم است كه اين تابع در حالت كلي يك تابع يك به يك نمي باشدژانت  تانبا توجه به رسم تابع

(كردن دامنه اين تابع در فاصلة 
2

,
2

(
ππ

ه بنابراين در اين فاصل.  مي توان آن را به يك تابع يك به يك تبديل كرد−

بنابراين دامنه و برد آن . نشان مي دهيم −1tan يا  arctan را با  تانژانتمعكوس تابع. معكوس پذير خواهد

   :بصورت زير خواهد بود

1

tan: ( , ) ( , )
2 2

tan : ( , ) ( , )
2 2

π π

π π−

 − → −∞ +∞

 −∞ +∞ → −


  

  
xyنمودار ) ۵(شکل  1tan −=  

1tanمشتق تابع    : را مي توان بصورت زير بدست آورد−

22

1

1

1

tan1

11
tan

xy

dy

dxdx

dy
yxy

+
=

+
===′⇒= −  

  :و با استفاده از مشتق زنجيره اي خواهيم داشت
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2

1

1
tan

u

u
yuy

+

′
=′⇒= −  

  . مي  باشدx تابعي از uكه در آن 

  :بدست آوردبا استفاده از فرمول مشتق مي توان فرمولي براي انتگرال 

1

2

1
tan

1
dx u c

u

−= +
+∫  

x1tan آنگاه آن را بايد به∆>0 در حالت كلي اگر انتگرالي كسري داشته باشيم كه مخرج آن درجه دوم با − 

  .                      مربوط كنيم

  . ر است مي توان اعمال نمود به قرار زيفوقتغييراتي كه روي فرمول 

∫ ++ baxx

dx
2

∫       ج(  + 22 xa

dx)ب      ∫ + 221 xa

dx )الف  

                         )            الف(

            cax
a

cu
au

du
a +=+=
+

⇒ −−∫ )(tan
1

)(tan
1

1

1

11

2
  ∫ + 221 xa

dx  

u ax du adx= ⇒ =  
  

c                       )                ب(
a

x

a
c

a

x

a

a

a

x
a

dx

xa

dx
+=+=

+

⇒
+

−−∫ ∫ )(tan
1

)(tan

)1(

11

2

2

2
2

22
  

∫                       )                ج( ∫∫
++−

=
+−++

⇒
++ 2

222
2

2

)
2

(
444

a
x

a
b

dx

b
aa

axx

dx

baxx

dx  

042 <−=∆ ba  
  . تبديل مي شود)ب(كه به انتگرال نوع        

  

  .  حاصل انتگرال هاي زير را بدست آوريد  :۱۴مثال

∫ −=
+ 6

tan
6

1

6
)1 1

2

x

x

dx   

cx
x

dx
+=

+
−∫ )3(tan

3

1

31
)2 1

2
  

cxct
t

dt

x

dx
++=+=

+
=

++
−−∫ ∫ )7(tantan

1)7(1
)3 11

22
  

 dtdxtx =⇒=+ 7              

∫∫∫∫ +
=

++
=

+−++
=

++ 2222 2)1(2311232
)4

t

dt

x

dx

xx

dx

xx

dx  
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c
x

c
t
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 +
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= −−

2

1
tan

2

1

2
tan

2

1 11    
dtdx

tx

=

=+1
              

∫∫∫
++−

=
+−++

⇒
++ 22

2

)
2

3
()

4

9
4(4

4

9

4

9
3

43
)5

x

dx

xx

dx

xx

dx  

2

1 1

2 2

3
( )

2 2 2tan tan
7 3 7 7 7 7 7( )
4 2 4 2

x
dx dt t

c c

x t

− −

 
+  

 = = = + = + 
  + + +  
 

∫ ∫        

3

2
x t dx dt+ = ⇒ =             

دار انتگرال مق) ٦٥سال 
3

16
20 1 4

dx

x+∫؟ چقدر است   

١(
12

π    ٢(
8

π    ٣(
6

π    ٤(
4

π  

  :حل
3

3 16
16

20 0

1 1 3 1 1
arctan (2 ) arctan ( ) arctan (0)

1 4 2 2 2 2 2 6 12

dx
x

x

π π
= = − = × =

+∫  

−∫ حاصل انتگرال معين) ٦٧سال  +

1

1 21 x

dx كدام است؟   

١( 
4

π−    ٢(
2

π    ٣(π    ٤(π2    

    :حل

244
)1(arctan)1(arctan

πππ
=+=−−=1

1

1

1 2
arctan

1
−−

=
+∫ x
x

dx  

  

∫ جواب انتگرال) ٧٣سال  ++
=

542 xx

dx
I كدام است؟   

١(cx ++ )2(arctan    ٣( cx +− )2(arctan  

٢(1)2( 2 ++x    ٤( 1)2( 2 −+x  

 :حل

042016

)2(arctan
)2(1544454 222

<−=−=∆

++=
++

=
+−++

=
++ ∫ ∫∫ cx

x

dx

xx

dx

xx

dx
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∫ حاصل)٧٤سال  +

+1

0 2

2

1

2
dx

x

xكدام است؟   

١(
2

1
π

+    ٢( 
8

1
π

+    ٣( 
3

1
π

+    ٤( 
4

1
π

+  

  :حل
2 2 2

1 1 1 1 1
1 1

0 02 2 2 2 20 0 0 0 0

2 1 1 1 1
arctan

1 1 1 1 1

1
4

x x x dx
dx dx dx dx x x

x x x x x

π

 + + + +
= = + = + = + + + + + + 

= +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

  

  

∫  حاصل انتگرال)٧۵سال  +

3

1 21 x

dx كدام است؟   

١(
3

π    ٢( 
4

π
           ٣( 

12

π    ٤( 
12

7π  

  :حل

212

34

43
1arctan3arctanarctan

1

3

1

3

12

πππππ
=

−
=−=−==

+
= ∫ xx

x

dx
I  

  

∫ حاصل )٧۵سال  + 254 2x

dxم است؟كدا  

  )الف 
5

2
arcsin

10

1 x    ج( cx
+

5

2
arctan

5

1  

cx )ب
+

5

2
arctan

10

 )د      1
5

arcsin
5

1 x  

  :حل

c
xx

x

dx
I +=




 ××=
+

= ∫ )
5

2
arctan(

10

1

5

2
arctan

5

2

4

1

4

254

1

2

  

  

   برابر كدام است؟ 2tan(arctan()٧۶سال 

١(-2     ٢(-1     ٣(1     ٤(2  

  . است2يگر هستند لذا حاصل برابر معكوس يكدtan و  arctan  چون: حل 

  

   : کتانژانتمعكوس تابع. ۴. ۲. ۳
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)0,(اما با محدود كردن دامنه اين تابع در فاصلة. در حالت كلي يك تابع يك به يك نمي باشدنيز اين تابع   π مي 

 را  كتانژانتمعكوس تابع. ير خواهدبنابراين در اين فاصله معكوس پذ. توان آن را به يك تابع يك به يك تبديل كرد

   :بنابراين دامنه و برد آن بصورت زير خواهد بود. نشان مي دهيم −1cot يا cotarcبا

1

cot : (0, ) ( , )

cot : ( , ) (0, )

π

π−

→ −∞ +∞


−∞ +∞ →
  

  

  
xyنمودار ) ۶(شکل  1cot −=  

  

  

1cotمشتق تابع    :مي آيدت زير بدست  بصور نيز −

22

1

1

1

)tan1(

11
cot

xy

dy

dxdx

dy
yxy

+
−=

+−
===′⇒= −  

  :و با استفاده از مشتق زنجيره اي خواهيم داشت

2

1

1
cot

u

u
yuy

+

′−
=′⇒= −  

  . مي  باشدx تابعي از uكه در آن 

1هچنين                                  1

2

1
tan cot

1
dx u c u c

u

− −= + = − +
+∫  

  

1ثابت کنيد : ۱۵مثال  1tan cot
2

x x
π− −+ =.  

  .خوانندهبه عهده : حل

   

  

   توابع لگاريتمي. ۳. ۳
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 كه بصورت زير تعريف مي شـود را تـابع لگـاريتم             ln ، تابع    x<0فرض كنيد  :) طبيعی تابع لگاريتم (تعريف

  :طبيعي گويند

∫=
x

dt
t

x
1

1
)ln(  

1ه عبارت ديگر مساحت زير منحنی ب

t
1t بين خطوط  t و = x= را تابع lnگويند .  

  .بنابراين دامنه اين تابع همه اعداد حقيقي مثبت غير از صفر است و برد آن همه اعداد حقيقي مي باشد

  
نمودار تابع ) ۷(كل ش

t
y

1
=  

  خواص تابع لگاريتم طبيعي

۱ (0
1

)1ln(

1

1

== ∫ dt
t

  

baab دوعدد مثبت باشند آنگاه b  و aاگر) ۲ lnln)ln( +=.    

ba  آنگاه b≠0 دوعدد مثبت باشند بطوري كهb  و aاگر) ۳
b

a
lnlnln −=







.  

ara عدد حقيقي مثبت باشند آنگاه a يك عدد حقيقي و rاگر ) ۴ r ln)ln( =.    

۵ (
x

dt
tdx

d
x

dx

d
x

11
))(ln(

1

=









= ∫  

  باشد آنگاه x تابعي از uاگر ) ۶
u

u
u

udx

du
dt
tdu

d
u

dx

d
u ′

=′⋅=⋅









= ∫

11
|)|(ln

1

   بنابراين.

∫ += cudu
u

||ln
1  

0داريم،   ) x<0(و تعريف   ) ۵(باتوجه به خاصيت    ) ۷
1

)(ln >=′
x

x .          پـس تـابع لگـاريتم طبيعـي يـك تـابع

  .صعودي است

)ln(0 آنگاه x<1اگر ) ۸ >x 10 و اگر << x 0 آنگاه)ln( <x.  
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   با استفاده از تعريف حد مي توان نشان داد كه )۹

) ln( )

ln ( )

a Lim x

x

M N n N n M

= +∞

→ +∞

∀ ∃ ∋ > ⇒ >

  

MN مقدارMكا في است به ازاي MNگيريم حال اگر  در نظر ب=3    آنگاه=3

MMn M >=>⇒ )3ln(3ln)(ln  

+∞→+∞→→

−∞=−==→=

→

−∞=

+

+

ttx

tLim
t

LimxLim
x

t

x

xLimb

0

)(ln)
1
(ln)ln(

1

0

)(ln)

  

 لذا همواره . تابع پيوسته اي استلگاريتم طبيعي تابع,  لگاريتم طبيعيبر طبق قضيه و استناد به تعريف تابع) ۱۰

  : خواهيم داشت

axax

xLimfxfLim

→→

= ))((ln))((ln
  

  . را ببينيد) ۸(، شكل  را رسم كردلگاريتم طبيعي لاعات فوق مي توان تابعبنابراين با توجه به اط

  

  :  را بصورت زير نشان داد)۴(و ) ۳(، ) ۲(مي توان درستي روابط 

)(ln)(ln)(

)()(ln)(ln

0ln1

)(ln)(ln
11

)(ln)2

baabLnxb

aLnxax

Lnaccax

cxaxdx
x

dx
ax

a

xax

a
yaxy
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+=⇒

=⇒+=⇒=

+=→=→==′⇒= ∫∫
  

                  
b
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b

b
b
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b

x
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a
b

a
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1
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1
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1

ln(0

)ln()ln()
1

ln()ln()
1

ln()(ln)3

−=→+=×=

−=+=×=
  

                                             
x

r
y

x
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yxy

r

r
r =′⇒=′⇒=
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ln)4   

araax

xrxcx

cxrx
x

r
yxry

r

r

r

lnln

)(lnln01

)ln(ln)(ln

=⇒=

=⇒=⇒=

+=⇒=′⇒=
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xyنمودار ) ۸(شكل  ln=  

  

  .مشتق توابع زير را بيابيد : ۱۶مثال 

)1(

1

1

11
)1ln(ln

1
ln)5

1lnln)4

ln

1

ln

1

)ln(ln)3

cot
sin

cos
)ln(sin)2

1

2
)1ln()1

2

2

−
−

=
−

−=′→−−=







−

=

+=′→=

==′→=

==′→=

+
=′→+=

xxxx
yxx

x

x
y

xyxxy

xxx

xyxy

x
x

x
yxy

x

x
yxy

  

  

  .دامنه توابع زير را تعيين كنيد : ۱۷مثال 

034101)1ln()2

3

2
023)23ln()1

22 <−=−=∆→>++→++=

−>→>+→+=

xxxxy

xxxy  

  

  . مي باشدℝ يعني مثبت است، لذا دامنه 2xبا ضريب  پس چند جمله اي هم علامت ∆>0چون 

  
2 23) ln( 3 2) 3 2 0 ( 1)( 2) 0 1, 2

4) ln(ln(3 1)) ln(3 1) 0 3 1 1 0

y x x x x x x x x

y x x x x

= + + → + + > → + + > → > − < −

= + → + > → + > → >
  

  

  . انتگرالهاي زير را محاسبه كنيد :۱۸مثال 



  )هيپربوليک(   توابع معكوس، لگاريتمي، نمايي و هذلولوي                              )        ۱ (عمومي  رياضي

  
 

 51 

2
3

3

3 2

1 1 1 1
1) ln | | ln | 1|

1 3 3 3

1 3

cos 1 1 1 1
2) ln | | ln | 2sin 1|

2sin 1 2 2 2

2sin 1 2cos

x
dx du u c x c

x u

u x du x dx

x
dx du u c x c

x u

u x du xdx

= = + = + +
+

= + → =

= = + = + +
+

= + → =

∫ ∫

∫ ∫
  

2 2
2

2

(2 ln ) 3 2 3 1
3) ( 2) 3ln | | 2

(1 ln ) 2

1
1 ln 1

3ln |1 ln | (1 ln ) 2(1 ln )
2

ln 1

x u u
dx du u du u u u c

x x u u

u x du dx
x x x cx

x u

+ + −
= − = − − + = − − + +

−

 = − → = −
= − − − − + − +

 = −

∫ ∫ ∫
  

sin 1
4) tan ln | | ln | cos | ln | sec |

cos

cos sin

x
xdx dx du u c x c x c

x u

u x du xdx

= = − = − + = − + = +

= → = −

∫ ∫ ∫  

)1ln(تابع  نسبي  نقطه مينيمم)۶۴سال  2 += xyكدام است؟   

۱ ()0,0(            ۲ ()2ln,1(           ۳ ()5ln,2(            ۴ (مينيمم نسبي ندارد.  

  :حل

02)0(
)1(

)1(2

)1(

2)1(2

)0,0(0)10ln(00
1

2

22
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22
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+

−
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+
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=′′
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)lnمقدار ) ۶۷سال  1)

0

x
Lim

x

x

+

→

  :با برابر است 

۱ (∞            ۲ (0           ۳ (1−            ۴ (1  

  :حل

00

1
1

1

1

0

0)1ln(

→→

=+==
+

xx

xLim
x

x
Lim  

ln(ln(ln((مشتق تابع ) ۶۹سال  xy   : برابر است با=

۱ (
)ln(lnln

1

xxx
            ۲  (

)ln(ln

1

x
         ۳ (

xx ln

1            ۴ (
xln

1  

  :حل

)ln(lnln

1

ln

1
)ln(ln)),ln(ln(ln

xxxu

u
y

xx
uxuxy =

′
=′→=′→==  
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اگر ) ۷۲سال 










+
=

1
ln)(

2x

x
xf ، )1(f   :برابر است با′

۱ (1−            ۲ (
2

1
−           ۳ (

2

1            ۴ (1  

  :حل

2

1

4

2

)1(

)1(
)1()(

)1(

2)1(
2

1

11
ln)(

22

2

22

−=
−

=
′

=′→
′

=′→

+

−+
=′→

+
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+
=

u

u
f

u

u
xf

x

xxx
x

u
x

x
u

x

x
xf

  

  

xy تابع امn مرتبهمشتق) ۷۳سال  ln=كدام است؟   

۱ (
n

n

x

n )!1()1( −−            ۲ (
n

n

x

n )!1()1( 1 −− −

          ۳( 
1

)1(
−

−
n

n

x

n            ۴ (
1

)1(
+

−
nx

nn  

  :حل
1

(4) ( )

2 3 4

1 1 2 6 ( 1) ( 1)!
ln

n
n

n

n
y x y y y y y

x x x x x

−− − − −′ ′′ ′′′= → = → = → = → = → =⋯  

  

)4ln( ماكزيمم  تابع )۷۳سال  2xxy    كدام است؟=−

۱ (2            ۲ (2ln           ۳( 4            ۴ (2ln2  

  :حل

2ln24ln)48ln(20
4

24
2

==−=→=→=
−

−
=′ yx

xx

x
y  

  

)4ln( ماكزيمم  تابع )۷۳سال  2xxy    كدام است؟=−

۱ (2            ۲ (2ln           ۳ (4            ۴ (2ln2  

  .خوانندهحل به عهده 

  

)8ln( ماكزيمم  تابع )۷۴سال  2xxy    كدام است؟=−

۱ (2ln2            ۲ (2ln4           ۳ (4            ۴ (2  

  . خوانندههدهحل به ع
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مقدار ) ۷۶سال 
2

2

2
ln

1

x
Lim

x

x

 
 + 

→∞

  : برابر است با

۱ (2ln−            ۲ (2ln2           ۳ (e−            ۴ (2  

  :ابع عبور مي كندتابع لگاريتم طبيعي پيوسته است، بنابراين حد از ت: حل

∞→∞→

=








+
=









+

xx

x

x
Lim

x

x
Lim 2ln

1

2
ln

1

2
ln

2

2

2

2

  

∫حاصل انتگرال ) ۷۶سال  dx
x

x)sin(lnكدام است؟   

۱ (cx +− )cos(ln         ۲ (cx +)sin(ln        ۳ (cx
x

+)cos(ln
1        ۴ (cx

x
+− )sin(ln

1  

  :حل

dx
x

duxu

cxcuududx
x

x

1
ln

)cos(lncossin
)sin(ln

=→=

+−=+−== ∫∫
  

  :توابع لگاريتم طبيعی خواهيم داشت) ۶( استفاده از خاصيت با

1
ln | |

( )

dx
ax b c

ax b a
= + +

+∫  

  

 : مي توان بصورت زير دسته بندي نمود، حل كرد لگاريتم طبيعي تابعكمك كه مي توان به  راانتگرالهايي

Cdcx
c

B
bax

a

A
dx

dcx

B

bax

A

dcxbax

dx
++++=

+
+

+
=

++ ∫∫ ||ln||ln)(
))((

)            الف  

  

  .انتگرال زير را حل كنيد : ۱۹ مثال
( 2 )

(2 1)( 1)

x A B A B
dx

x x

+ + +
=

+ +∫∫∫ ∫ ++
+++

=
+

+
+

=
++

dx
xx

xBxA
dx

x

B

x

A

xx

dx

)1)(12(

)12()1(
)

112
(

)1)(12(
  

2 1 2
( ) ln 2 1 ln 1
2 1 1 2 1 1

dx dx
dx x x c

x x x x
= − = − = + − + +

+ + + +∫ ∫ ∫  

2 0
2 , 1

1

A B
A B

A B

+ =
⇒ = = −

+ =
     

  . روش فوق را روش تجزيه به كسرهاي جزئي گوييم كه در فصل بعد بيان مي كنيم
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∫ بفرم انتگرالي براي محاسبه ) ب ++ baxx

dx
2

 يعني مخرج كسر را . يتم استفاده مي كنيماز تابع لگار ∆≤0 كه 

   . در مي آوريم)الف(قسمت  آن را به شكل انتگرال  و كردهتجزيه 

  

  .انتگرال زير را حل كنيد : ۲۰ مثال

cxxdx
xxxx

dx

xx

dx
++−+=








+

−
+

=
++

=
++ ∫∫∫ |2|ln|1|ln

2

1

1

1

)1)(2(232
  

 

∫ مقدار انتگرال نامعين) ٦٤ سال −
=

1x

xdx
I كدام است؟  

١(cxxI +−+= )1(ln  ٢(cxxI +−= −2)1(  

٣(cxxI +−= −22 )1(
2

1    ٤(cxxI +−+= )1(ln2
2

1 2  

∫:               حل ∫∫∫ +−+=
−

+
−
−

=
−
+−

=
−

= cxx
x

dx
dx

x

x

x

dxx

x

xdx
I )1ln(

11

1

1

)11(

1
  

  

∫ حاصل انتگرال)٦٦ سال xx

dx

ln
   كدام است؟ 

١(cx +))(ln(ln   ٢( cx +)(ln        ٣ (cx +)(ln
2

1       ٤ (cxx +)(ln  

  :حل

                                 cxcu
u

du
+=+=∫ ))(ln(lnln   ⇒∫ )(ln xx

dx  

dx
x

duxu
1

)(ln =→=  

  

dx حاصل انتگرال) ٧٠ سال
xx

x
∫ −

+
2

  كدام است؟1

١(c
x

x
+









 − 2)1(
ln         ٢(c

x

x
+

−1
ln     ٣ (c

x

x
+

−1
ln        ٤ (c

x

x
+

− 2)1(
ln  

  :حل

2

2
2

1 1 2 1 2 ( 1)

( 1) ( 1) ( 1)

2 1 ( 1)
2 ln | 1| ln | | ln ( 1) ln( ) ln

1

x x x x x x
dx dx dx dx

x x x x x x x x

x
dx x x x x c c

x x x

+ + − + − −
= = =

− − − −

 − = − = − − = − − + = +    −   

∫ ∫ ∫ ∫

∫
  

  

  :معرفي عدد نپر ۱. ۳. ۳
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 را بصورت لگاريتم طبيعي تابع
1

1
ln ( )

x

x dt
t

=  تعريف كرديم كه اين انتگرال نشان دهندة مساحت منحني∫
t

1 

xt تاt=1از  بديهي است كه نقطه. با ناحيه هاشور خورده مشخص است) ٨(اين مساحت در شكل .  مي باشد=

 x ها كه به ازاي آن نقطه مقدار اين مساحت دقيقا برابر يك باشد اين نقطه روي محورxاي وجود دارد روي محور

,32مي توان نشان داد كه.  نمايش مي دهيمeرا عدد نپر ناميده و با << ee يك عدد گنگ است كه مقدار 

ln)(1پس.  مي باشد2.719تقريبي آن =e .                  

  

   توابع نمايي.۴ .۳

)0,( بر بازه  ي لگاريتم طبيع تابع   . معكـوس پـذير اسـت   و در نتيجـه  يك به يـك    صعودي و پيوسته است، لذا ∞

  :هيم و آن را تابع نمايي مي ناميم نشان مي دexpرا با  لگاريتم طبيعي معكوس تابع
exp: ( , ) (0, )

exp( )y x

−∞ +∞ → ∞

=
  

   خواص تابع نمايي

1) ln: (0, ) ( , ) exp: ( , ) (0, )∞ → −∞ +∞ ⇒ −∞ +∞ → ∞  

1)0(exp0)1(ln)2 =⇒=  

ee =⇒= )1(exp1)(ln)3  

                        xxxx == ))ln(exp(,))((lnexp)4  
  :  تعريف مي كنيم

: exp ( )xe x=  
   ،دنباشمي در حل مسائل مفيد  روابط زير 

)()(ln,)( )()( xfexfe xfxfLn ==  

                                    
5) exp ( )Lim x

x

= +∞

→ +∞
   

6) exp ( ) 0Lim x

x

=

→ −∞
  

xyازآنجا كه دو تابع معكوس نسبت به خط xey قرينه مي باشد لذا شكل=  را مي توان بصورت زير در نظر =

  : گرفت
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xeyنمودار تابع ) ۹(شكل  =  

                                                      

exp)(exp)(exp)( دلخواه,yx به ازاي هر:۱. ۴. ۳ قضيه yxyx =+.   

  :اثبات

                                                )ln(,)ln()(exp,)exp( YyXxYyXx ==⇒==  
ln ( ) ln ( ) ln( ) exp( ) exp(ln ( )) exp ( )exp( )x y X Y XY x y XY XY x y⇒ + = + = ⇒ + = = =

  

  

  :تابع نماييو انتگرال مشتق 

  چون 
x

xxx

e
eee

1
1 =⇒=× xeyمشتق ، −−   : بصورت زير خواهد بود=

xx

x

x

ee
dx

d

yxey

y

ydy

yd

dy

dxdx

dy
e

dx

d

=⇒










=⇒=

=====

)(

)(ln

1

1

)(ln

11
)(

  

xx     : خواهيم داشتترتيبهمين به و 

n

n

ee
dx

d
=  

  :فرمول انتگرال زير با توجه به تعريف مشتق بدست خواهد آمد

cedxe xx +=∫  

u: اي خواهيم داشت و با استفاده از مشتق زنجيره uy e y u e′ ′= ⇒ =  

  

ln)1( معكوس تابع) ٦٤سال  2xxy    كدام است؟=++

١()1(
2

1 2 += − xey    ٢( )(
2

1 xx eey −−=  

٣( )1(
2

1 2 −= − xey    ٤( )(
2

1 xx eey −+=  
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     :حل

2

1
ln ( )

1
I

x x

 
=  

+ + 

1222 )1ln()1(ln)1(ln −++=++−=−⇒++= xxxxyxxy  

)
1

1
ln(

1

)1)(1(
ln)1(ln

2

22

2

22
2

xx

xx

xx

xxxx
xxy

+−

−−
=















+−

+−++
=++=  

2

1
ln ( ) ( )

1
II

x x
=

+ −
   

    
2

2

1

1
( ) , ( )

1

1

y

y

e
x x

I II

e
x x

− = + +
⇒ 

 =
 + −

  

2

2 22 2

1

1 1 1 1
2

11 1

( )
2 2

y y

y y x x

x x x x
e e x

x xx x x x

e e e e
x f x

−

− −
−

+ + − + +
− = − = =

+ −+ − + +

− −
⇒ = ⇒ =

  

  

xeyمعكوس تابع ) ٦٤سال     كدام است؟=2

١(
2

ln
x

y =     ٢(
x

y
1

=     ٣(xy ln=    ٤(xy 2ln=  

  :حل

xyyxyxyxey x lnlnln
2

1
ln22 =→=→=→=→=  

  

∫ انتگرال حاصل)٦٦سال  +
dx

e

e
x

x

2

2

2

   كدام است؟ 2

١(ce x +)2ln( 2     ٢( ce x ++ )2ln( 2  ٣( ce x ++ )2ln(
2

1 2          ٤( ce x ++ )2( 2  

  :حل

dxedxeu

cecu
u

du
dx

e

e

xx

n

x

x

22

2

2

2

22

)2(ln)ln(
2

2

=→+=

++=+==
+ ∫∫  

  

 برد تابع با ضابطة)٦٦سال 
1

1

+
=

xe
y كدام مجموعه است؟   

١({ }10 ≤< yy   ٢( { }10 ≤≤ yy  ٣( { }10 <≤ yy  ٤( { }10 << yy  

  :حل
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101
1

1
0110 <<⇒<

+
<⇒>+⇒> y
e

ee
x

xx  

  

xxeyمختصات نقطه عطف تابع)٦٦سال     كدام است؟x=0 در نقطه=

١()
2

,2(
2e

−
−    ٢()

1
,1(
e

−    ٣(),1( e    ٤()2,2( 2e  

  :حل

2

2
202

e
yxxeexeeeyxeey xxxxxxx −
=→−=→=+=++=′′→+=′  

  

مشتق تابع)٦٦سال 
2 2x xy e    كدام است؟x=0 در=+

١(1    ٢(2    ٣(3    ٤(4  

  :حل

2)22( 0

22

=′⇒+=′ =
+ yexy x

xx  

1مقدار)٦۷سال  sin 2

0

xe x
Lim

x x

x

 −  
  

  
→

   كدام است؟ 

١(0    ٢(1    ٣(
2

1    ٤  (2   

   .خواننده عهدة بهحل 

1مقدار حد)٦۷سال 

1

1

ex
Lim

x

x

π

−
−

→

  :  برابر است با 

١(
2

π    ٢(0    ٣(1٤(
π
e  

  :حل

11

0

0

1

1
1

1

→→

===
−

−
−

−

xx

e

x

ex
Lim

x

x
Lim

ee

ππ ππ  

  

 مشتق تابع)٦۷سال 
22 xx eey    كدام است؟ =−−

١( )(2
22 xx eexy −−=′        ٢( )(2

22 xx eexy −+=′  

٣( 
22 xx eey −+=′        ٤( 

22 xx eey −−=′  
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  :حل

)(222
2222 xxxx eexxexey −− +=+=′  

  

مقدار )٦۷سال 
1

2
2

0

x

e dx∫ برابر است با  :  

١(0    ٢()1(2 e−    ٣()1(2 +e    ٤()1(2 −e  

  :حل
1 1 22
2 2

0 0

1
2 2 2 2( 1)

x x
ax axe dx e c e dx e e e

a
= + ⇒ = = − = −∫ ∫  

  

dxeeانتگرال )٦۹سال  xx )(cot∫ برابراست با  :  

١()(cotln xe  ٢(xecot  ٣(xesin  ٤()(sinln xe  

 :حل

cecudx
u

u
ududxee xxx +=+=== ∫ ∫∫ ))ln(sin)ln(sin

sin

cos
cot)(cot  

  

dxانتگرال )٦۹سال 
e

ee
I

Ln

x

xx

∫ +

−
=

5

0 3

   برابر كداميك از مقادير زير است؟   1

١(12 −π    ٢( 12 +π    ٣( π+2    ٤( π−4  

  

  :حل

         
4

4

w t
dx dx

w t

−
= =

+∫ ∫  dx
e

ee
I

Ln

x

xx

∫ +

−
=

5

0 3

1  

       

2

2

tan

2 tan (1 tan )

t

dt

θ

θ θ

 =


= +
    

4w t

dw dt

− =


=
           

3x

x

e w

e dx dw

 + =


=
         

2 2 2 2

2 2 2

2

(5)

0

2 tan (1 tan ) 2 4 4
2 2 4arctan( )

4 tan 4 4 2

tan
tan (1 tan ) 2 tan 4arctan( ) 2 4arctan

2 2

1
2 1 4arctan 4

2

x Ln
x

d u u u
I du du u

u u

t
u du t

e
e

θ θ θ
θ

θ
θ θ θ

π

+ + −
⇒ = = = = −

+ + +

= → = + = − = −

−
= − − = −

∫ ∫ ∫

  

  .روش حل مثال فوق را در فصل چهارم توضيح مي دهيم
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مقدار )٧٠سال 
2

2

1

0

xe
Lim

x

x

−

→

   چقدر است؟ 

١(
2

1    ٢( 1    ٣( 3    ٤( 4  

  :حل

000

1
2

21 2

22

2

→→→

===
−

xxx

Lime
x

xe
Lim

x

e
Lim x

xx

  

ln حد)٧۲سال  (sin )

ln sin

0

mx
Lim

x

x →

   كدام است؟ 

١( 1    ٢( m−    ٣(
m

1    ٤( m  

  هوپيتال خواهيم داشت قائده با استفاده از : حل

0000

1
sin

1

sincos

cossin

sin

cos
sin

cos

)(sinln

)(sinln

→→→→

====

xxxx

m

mx
Lim

mxx

mxxm
Lim

x

x
mx

mxm

Lim
x

mx
Lim

  

  

∫حاصل )٧٣سال  +

e

xx

dx

1 )ln1(
   برابر كدام است؟ 

١()1(ln e+    ٢(e    ٣(
e

1    ٤(2ln  

  :حل

1 1
ln ( ) ln(1 ln ) ln (2) ln (1) ln 2

(1 ln )

1
1 ln ( )

ee dx dt
t x

x x t

x t dx dt
x

= = = + = − =
+

+ = → =

∫ ∫
  

  

xeyاگر )٧٣سال 
t

x −=
−

= ,
1

 مقدار2
dt

dy3 به ازاي=t كدام است؟   

١(
e

4    ٢(
e

2    ٣(
e2

1    ٤(
e4

1  

  :حل
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1

3

2

1 2 1
( )

2 4 4

1 2
, , 3 1

( 1)2

t

x

dy dy dx dy
e

dt dx dt dt e

dy dx
e t x

dx dt tx

−

=

−

−
= × ⇒ = × × − =

−
= − × = = → =

−

  

  

 حد عبارت) ٧٤سال 
xx

ex

2

1
2 −

   كدام است؟ x→0 وقتي−

١(
2

1−    ٢(  0      ٣(
2

1    ٤(∞  

  :حل

2

1 1

2 2 2 2

0 0

x xe e
Lim Lim

x x x

x x

− −
= =

− −
→ →

  

  

dxتگرالان حاصل ) ٧٤سال 
x

e x

∫
1

0
   كدام است؟ 

١(12 −e    ٢()1(2 −e    ٣(1−e    ٤(2−e  

  :حل

∫ −=−==×⇒=⇒= )1(2)1(222
2

1 1

0

1

0 eeeduedudx
x

ux uu  

  

xexy معادله خط مماس بر منحني نمايش ) ٧٤سال     كدام است؟ x=0 در نقطه=+

١( 12 += xy       ٢(12 =− xy  ٣( 12 −=− xy  ٤( 12 −=+ xy  

  :حل

0 0 0( )( ) 1 2( 0) 2 1y y y x x x y x y x′⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ = +  21
0

=+=′
=x

xey  

  

3 نقطه عطف  ) ٧٤سال 

1

3

4 34 +−
=

xx

ey كدام است؟    

١( ),( 3

1

3

4 34 ++
−

xx

ee       ٢()
3

1
,0(        ٣()1,1(    ٤( ),( 3

1

3

4 34 +−
−

xx

ee   

  :حل
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3

1
00)1(16812

0)1()4(8120)44(812

0)44()812(

)44(

242

22222232

3

1

3

4

2233

1

3

4

2

3

1

3

4

23

3434

34

=→=⇒=−+−⇒

=−+−⇒=−+−⇒

=−+−=′′⇒

−=′

+−+−

+−

yxxxxx

xxxxxxxx

exxexxy

exxy

xxxx

xx

  

  

∫حاصل انتگرال ) ٧٤سال  +
dx

e

e
x

x

21
  :  برابر است با 

١(ce x +arctan       ٢(ce x ++ )2(ln       ٣( cx
+

2
arctan     ٤( cexe x ++ )(ln  

 :حل

∫ +⇒+=
+

⇒=⇒= cecu
u

dx
dxdxeue xxx arctanarctan

1 2
  

  

 باشد مقدارA=2lnاگر ) ٧۵سال 
e

2
ln كدام است؟   

١(1−A    ٢( 2−A    ٣( A−1    ٤( A−2  

 :حل

1ln2ln
2

ln −=−= Ae
e

  

  

xxexf اگر ) ٧۵سال  f)0( مقدار)(=    كدام است؟′

١(0     ٢(-1     ٤    ∞)٣(1           

  . خواننده عهده هحل ب

ضريب زاويه خط مماس در نقطه  ) ٧۵سال 
2

π
=xبر نمودار تابع sinxy e x=؟ كدام است   

١(1     ٢(2

π

e    ٣( 21

π

e+    ٤( 21

π

e−   

  :حل

2

2

cos( ) sinx x

x

y x e e x e
π

π
=

′ = × + =  

  

اگر  ) ٧۶سال 
1

1
)(

2

2

−

+
=

x

x

e

e
xf1)( آنگاه xf    كدام است؟  −

١(
12

12
ln

−
+
x

x
        ٢( 

12

12
ln

+
−
x

x    ٣( 
1

1
ln

2

1

+
−
x

x    ٤( 
1

1
ln

2

1

−
+
x

x  
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 :حل

1

1
ln

2

1
)(

1

1
ln

2

1

1

1
ln2

1

1

1)1(1)1(
1

1

1

2

222

2

2

−
+

=

−
+

=⇒
−
+

=⇒
−
+

=⇒

+=−⇒+=−⇒
−
+

=

−

x

x
xf

y

y
x

y

y
x

y

y
e

yyeeey
e

e
y

x

xxx

x

x

  

  

   كدام است؟ x=0 درxesinمقدار مشتق  ) ٧۶سال 

١(0     ٢(
e

1    ٣(1     ٤( e   

  :حل

1)(cos
0

sin ==′
=x

xexy  

  

12مقدار مشتق  ) ۷۶سال  +xe1 در نقطه=x كدام است؟   

١(
e

2    ٢(e2    ٣(2e    ٤(22e  

  .خواننده بر عهده :حل

   

xبرد تابع با ضابطه  ) ٧۷سال 
ey

   كدام مجموعه است؟ =−

١()0,(−∞  ٢([ ]1,0    ٣([ ]1,1−  ٤(( )1,∞−  

 جـواب  ٢شند پس برد نمي تواند باشـند لـذا         مجموعه هاي اول و سوم و چهارم چون شامل مقادير منفي مي با            : حل

  . است

=−1نمودار تابع  ) ٧۷ سال  xey به كدام صورت است؟   

xxxx

yyyy

  

  )       د    )       ج    )ب        )الف

  

  .گزينه الف صحيح است زيرا در سه گزينه ديگر برد منفي شده است  :حل 

  

∫حاصل انتگرال گيري  ) ٧۷سال  −
=

x

x

e

dxe
I

1
   كدام است؟ 
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١(c
e

x
I

x
+

+
= )

1
(ln                            ٢(ceI x ++−= )1(ln   

 ٣(ceI x +−= )1(ln                          ٤ (ceI x +−−= )1(ln  

   .خواننده بر عهده :حل

  

xeyزيمم يا مي نيمم تابععرض نقطه ماك  ) ٧۷سال     كدام است؟ =

  . ماكزيمم و مي نيمم ندارد) د     1)ج    2e)ب    e )الف 

  :حل

0x xy e y e′= ⇒ = >  
   .تابع همواره صعودي است و ماكزيمم و مي نيمم نداردبنابراين 

  

 . رال زير را پيدا كنيد حاصل انتگ :۲۲ مثال

1

1
( )

( ) ( ) ( )

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

e e e e
dx f x

e e e e

e e e e
f x f x

e e e e

− −

− −−

− −

− −

− −
⇒ =

+ +
− −

− = = − = −
+ +

∫
  

  . تابع فرد است و بازه انتگرال گيري متقارن لذا حاصل انتگرال صفر است

  

  

  .  حاصل انتگرالهاي زير را بدست آ وريد :۲۳ مثال

1 1
1) ln (1 )

1 1 1

x x x
x

x x x

e e e
dx dx dx dx x e c

e e e

+ −
= = − = = − + +

+ + +∫ ∫ ∫ ∫  

             ( )2)
x x x

x

x
x e x e u u e

ue

e du
e dx e e dx dx e du e c e c

ee

− − − − −= ⋅ = == = = − + = − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 x xe u e dx dx= → =                        
1 1 3 12

2 2 2 2

1 1

( 1) 2
3) ( 1) 2( 1)

31 1

1

( )
4)

1 1

x x x
x x

x x

x x

e x e
x e x e

x x

e e e t dt
dx dx t dt t dt e e c

te e

e t e dx dt

u e
e e dx u du c c

e e

e u e dx du

−

+ +

× −
= = = − = + − + +

+ +

+ = ⇒ =

⋅ = = + = +
+ +

= ⇒ =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

duxdxux

eeeeeduedxxe xuux

=⇒=

−=−==== ∫∫

cossin

1cos)5 02
sin2

0

sin2

0

sin

π
π

π
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  :  aي در پايهينماتابع . ۱. ۴. ۳ 
1aمي خواهيم همين كار را براي هر عدد مثبت,  معني بخشيده ايمeبعد از اينكه به توانهاي حقيقي دلخواه عدد ≠ 

  : بنابراين تعريف مي كنيم . انجام دهيم

: exp( ln )x xLnaa a x e= = 

  

   : در خواص زير صدق مي كندxaتابع

١(
x

x

a
a

1
=−                                 ٢(yxyx aaa +=  

٣( yxyx aa =)(      ٤( yx

y

x

a
a

a −=  

 داشته باشيم ابتدا آن را بر xaبه اين معني كه هر عملي روي. خواص فوق را با استفاده از تعريف مي توان نشان داد

  .  استفاده مي كنيمxe مي نويسم و از خواصeحسب

yxLnayxyLnaLnaxyx

xax

axx

aeeeaa

ae
ea

++

−−

==×=

===

)(

ln

)(ln

)2

11
)1

  

  .خوانندهبه عهده ) ۴(و ) ۳(ط اثبات رواب

  : همين طور حدود زير را مي توان نتيجه گرفت

0

0 1

1

x

x

Lima

x

a

Lima

x

a

 =


→ ∞
 < <

 = +∞


→ +∞
 >

               

0

1

0 1

x

x

Lima

x

a

Lima

x

a

 =


→ −∞
 >

 = ∞


→ −∞
 < <

                 

   : بصورت زير خواهد بودxaمشتق و انتگرال تابع

ln ln ( ln ) ln lnx x a x a x u ud d d
a e e x a a a y a y u a a

dx dx dx
′ ′= = × = ⇒ = → =  

  بنابراين 

ln

x
x a
a dx c

a
= +∫  

  

xayمشتق تابع) ۶۴سال     كدام است؟ =

١(1−=′ xay    ٢(aay x ln=′  ٣(1−=′ aaxy      ٤ (1−=′ xxay  

  در متن درس ديديم كه : حل
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aay x ln=′  
  

∫ حاصل انتگرال)ي كنكور آزمايش () ٦٧سال  dxx23 كدام است؟   

١(c
x

+
3ln

32

    ٢(3ln3
2

1 2x    ٣(c
x

+
9ln

32

    ٤(c
x

x

+
+

+

12

3 12

  

  :حل
2

2 2 3 2 ln31 1 1 3
3

2ln3 2ln3 2ln3 ln9

2 ln3 2ln3

x
x xLn u u xdx e dx e du e c e c c

x u dx du

= = = + = + = +

= ⇒ =

∫ ∫ ∫  

  

   كدام است؟x=0 درx22قدار مشتق عبارتم) ٧٠سال 

١(2ln    ٢(
2ln

2    ٣(2ln2    ٤(
2ln

1  

  :حل

2ln222ln22
0

22 =′⇒×=′⇒=
=x

xx yyy  

  

xy امnمشتق مرتبه)٧٣سال     كدام است؟ =2

١(2ln2 x  ٢( nnx )2ln()2(  ٣( 2ln)2( nx    ٤( nx )2(ln2  

  :حل
nxnxxx yyy )2(ln2)2(ln22ln)2(ln22ln2 )(2 =⇒×=××=′′⇒×=′  

 

  : تق بگيريدش از توابع زير م: ۲۴مثال 

sin sin

tan 2 tan

1 1 1 1 1
1) ( ) ( ) ( ) ln( ) ( ) (1 ln 3)

3 3 3 3 3

2) 3 cos 3 ln3

3) 4 (1 tan )4 ln 4

x x x x

x x

x x

y x y x x

y y x

y y x

′= → = + × = −

′= → = × ×

′= → = +

  

  

  :  حد توابع زير را پيدا كنيد :۲۵ مثال

00

1
)2

00

ln
1

ln1
)1

→→

−=
−

=
−

→→

=
×

=
−

xx

ba
beae

Lim
x

ee
Lim

xx

a
aa

Lim
x

a
Lim

bxaxbxax

xx

 



  )هيپربوليک(   توابع معكوس، لگاريتمي، نمايي و هذلولوي                              )        ۱ (عمومي  رياضي

  
 

 67 

1 1 1 0 1 0
3) ( ) ( ) ( )

1 ( 1) 0 ( 1) 0

0 0 0

1

2

0

x x

x x x x

x

x x x

e x e
Lim Lim Lim

x e x e e xe

x x x

e
Lim

e e xe

x

− − −
− = = = =

− − − +

→ → →

= =
+ +

→

 

                                    

sin sin

tan 2 tan

4 1 0 cos 4 ln 4 ln 4
4)

8 1 0 (1 tan ) 8 ln8 ln8

0 0

x x

x x

x
Lim Lim

x

x x

− × ×
= = =

− + × ×

→ →

  

22

0
sin

cos

0

0

cos
)5

sinsin

ππ
→→

=
−

×
==

−

xx

x

ex
Lim

x

ee
Lim

xx

  

  

   : aپايه  دریلگاريتمتابع . ۲. ۴. ۳
lnx ديديم كه x ay a e= lnxyو = a a′  a>1 و منفي است اگرa<1يعني مشتق همواره مثبت است اگر، =

 را استثناء مي كنيم چون تابع a=1البته حالت. دبوبنابراين يكنواست لذا يك به يك و معكوس پذير خواهد . باشد

)11(يك به يك نيست و معكوس ندارد  =x.  

  

 را با a نمايي در مبنايمعكوس تابع
a

Logنشان مي دهيم و بصورت زير تعريف مي كنيم :  

: ( , )a

y

a

Log R

y Log x x a

+ → −∞ ∞

= ⇔ =
  

  

  :بصورت زير است اين تابع  خواص

    ,
x

aLog x a

a
a x Log x= =)  ١  

ln

ln
a

x
Log x

a
=) ٢  

ln
ln ln ln ln

ln

y y

a a

x
y Log x a x a x y a x Log x

a
= → = ⇒ = ⇒ = ⇒ =    

ln(1)
1 0 : 1 0
a a

Log Log
nna

= = =) ٣  

1
ln( )

1 1 ln( )
( ) : ( )

ln ln
a a a a

xxLog Log x Log Log x
x x a a

−
= − = = = −) ٤  

ln( ) ln ln
( ) : ( )

ln ln
a a a a a a

xy x y
Log xy Log x Log y Log xy Log x Log y

a a

+
= + = = = +) ٦  
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ln ln
:

ln ln

x
x x

a a a a

b b
Log b xLog b Log b x xLog b

a a
= = = =) ٧  

ln ln ln
:

ln ln ln
a b a b a a

x b x
Log x Log x Log b Log x Log b Log x

b a a
= × × = × = =) ٨  

  

  :a در پايه لگاريتمیمشتق تابع 
ln 1

ln ln
a

x
y Log x y y

a x a
′= → = → =  

  

  :  دامنه توابع زير را بدست آوريد :۲۶ مثال

7
(ln( ))Log x) ٣       2

7
( 1)Log x +) ٢       

7
(3 1)Log x + 

)١  

:حل  

           
3

1
013 −>⇒>+ xx )۱  

 2 1 0 fx D+ > ⇒ = ℜ) ۲  

10)ln( >⇒> xx)۳   

  :  از توابع زير مشتق بگيريد :۲۷مثال

  :حل

7

cos

ln(sin ) cotsin1) (sin )
ln 7 ln 7 ln 7

x

x xxy Log x y y ′= ⇒ = ⇒ = =  
2

2

5 2

ln ( 1) 1 2
2) ( 1)

ln 5 ln5 1

x x
y Log x y y

x

+ ′= + ⇒ = ⇒ = ×
+

  

7

2 2

7 7 7

1

ln 1ln 73)
( ) (ln 7)( )

xLog x x
x x

y y
Log x Log x Log x

− × −′= ⇒ = =  

  

  : حد توابع زير را پيدا كنيد : ۲۸مثال 

2 2
2

2

( 1) ( 1) ln 2
1)

sin sin cos

0 0

x

Log x x
Lim Lim

x x x x x

x x

+ +
=

+
→ →

  

   . ادامه به عهده دانشجويان. دوباره هوپيتال مي گيريم 
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2

ln(ln( )) 1
(ln ( )) 1 1ln 2 ln2)

ln 2 1 ln 2

x
Log x x xLim Lim Lim
x e x e e

x e x e x e

= = =
− −

→ → →

  

  

: منحنيرسم 
a

y Log x=  
(1       هاxمحل برخورد منحني با محور (1,0)                                            1 0

a
Log = ⇒   

1
ln 1

2)
ln ln ln

a

x xy Log x y
a a x a

′= = ⇒ = =   

010نزولي                                                                              <′⇒<< ya      

1 صعودی                                                                                  0a y ′> ⇒ >              

                                                                                         

  
0

a
Lim Log x

x

= −∞

→
        

3) 1 ln 0
a

a a Lim Log x

x

> ⇒ > ⇒ = +∞

→ +∞
 

4) 0 1 ln 0

0

a a
a a Lim Log x Lim Log x

x x

< < ⇒ < ⇒ = −∞ = +∞

→ +∞ →
   

 

نمودار 
a

y Log x=   صفحه بعد نمايش داده شده است) ۱۱(و ) ۱۰(در شکل های.  

  
)1(نمودار ) ۱۰(شكل  >= aLogy x

a  
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)10(نمودار ) ۱۱(شكل  <<= aLogy x

a  

  

=<0 تابع معكوس) ۶۴سال  aay x كدام است؟  

)ب              xa)الف
xa

   xalog)د    ax)ج    1

  .   درست است)د(با توجه متن درس گزاره : حل 

)۶۵سال 
1

1

x

eLog
Lim

x

x

−
→

   كدام است؟ 

٢    −∞)١(-1     ٣(     1  ٤(∞  

  :حل

                                                  

11

1
1

1

1

ln

→→

==
−

xx

xLim
x

x
Lim  

  

)2()2( قلمرو تابع) ٦٦سال  1010 −++ xLogxLog كدام است؟    

١(),2( +∞    ٢(),
2

5
( +∞    ٣(),3( +∞    ٤(),

2

7
( +∞  

  :حل

10

10

( 2) 2 0 2
( 2) ( 2) ( 2) (2, )

( 2) 2 0 2

Log x x x
x x x

Log x x x

+ ⇒ + > ⇒ > − 
⇒ > − ∩ > → > = +∞

− ⇒ − > ⇒ > 
  

  

 اگر) ٦٦سال 
10

5Log x   در اين صورت=
e

Log x كدام است؟   

١(  Log
5

1 e

10    ٢( Log
5

1 10

e    ٣(  Log5 e

10    ٤( Log5 10

e  

  :حل

10

ln ln 5ln10
5 5 ln 5ln10 5 10

ln10 ln ln
e e

x x
Log x x Log x Log

e e
= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =  

  

))((1 حاصل) ٦٦سال  −=
x
a

y
a LogLog
yxAبرابر است با  :  

١(xyLog    ٢(yxLog    ٣(1     ٤(-1     

    :حل
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ln ln
ln ln

ln ln ln 1
x x y
a a a

x y
y x

Log Log y Loga ay e e e x A
× ×

= = = = ⇒ =  
  

 نقطه مي نيمم تابع) ٦٦سال 
x

x
y

ln
   كدام است؟ =

١(







− e
e
,

1    ٢(( )ee,−    ٣(( )ee,    ٤(







ee

1
,

1  

  :حل

eyexx
x

x
y =⇒=⇒=⇒=

−
=′ 1)(ln0

)(ln

1ln
2

  

ln(1حدمقدار  ) ٦٦سال  )

0

ax
Lim

x

x

+

→

   كدام است؟ 

١( a    ٢(
a

1    ٣(1    ٤(0  

:                                                     حل

0

1

1

→

=+

x

aax

a

Lim  

)3(27 مقدار مي نيمم تابع) ٦٧سال  32

5 +−= xyكدام است؟   

١(1    ٢(275    ٣(545    ٤(27125  

  :حل
2 32 2 ( 3) 273( 3) 2 5 ln(5) 0 0 1xy x x x y− +′ = − × × × = ⇒ = ⇒ =  

  

xLogy قلمرو تابع) ٦٧سال 
2

   كدام است؟=1

١(  (0,1)     ٢((0,1]     ٣((0,2)     ٤((0,2)   

  :حل

)2ln(

ln

)
2

1
ln(

ln

−
==

xx
y  

ln)(100 بنابراين زير راديكال بايد مثبت باشد،     <<⇒< xx.  1همچنـينx زيـر   (هـم قابـل قبـول اسـت          =

  .مي باشد  [0,1)  دامنهلذا  )راديكال صفر مي شود

  

   كدام است؟ xLog10 در اين صورتxeLog=2 اگر) ٦٧سال 
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١(
eLog102

1    ٢(
102

1

eLog
    ٣(eLog102    ٤(eLog102−  

   :حل

exx

e Log
e

Log
x

xLog 1010 2
10ln

ln
2

10ln

2

10ln

2

10ln

ln
2ln2 ===⇒=⇒=⇒=  

1ln: تذكر =e  

  

)2 تابع) كنكور آزمايشي () ٦٧سال  ) ( 1)
a

f x Log x x= + 1,1 به شرط+ ≠> aaتابع  :  

  زوج است و تابع هميشه صعودي  )٣.     فرد است وتابع هميشه نزولي است ) ١

  زوج است و تابع هميشه نزولي )٤فرد است و تابع هميشه صعودي است    ) ٢

  : حل 
2 2

2

2

2
2

( 1) ( 1)
( ) ( 1)

1

1
( 1) ( )

1

a a

a a

x x x x
f x Log x x Log

x x

Log Log x x f x
x x

 − + + + +
− = + + =  

 + + 

= = − + + = −
+ +

  

  . يعني فرد است
2

2 2 2

2 2 2

2 1
1

ln( 1) 1 1 1 12 1 1 0
ln ln ln ln1 1 1

x x x

x x x xy y
a a a ax x x x x

+ +
+

+ + + +′= ⇒ = × = × = × >
+ + + + +

  

  . يعني مشتق مثبت است پس تابع صعودي است

  

( توابع حقيقي  ) ٦٨سال  
21

21
ln()(

x

x
xf

−
+

 و =
x

x

a
axg

1
)( كـداميك از گـزاره هـاي زيـر         ,  مفروض اند  =−

  درست است؟ 

  . هر دو تابع فرد هستند) ٣    . هر دو تابع زوج هستند) ١

٢()(xfفرد و )(xg٤    . زوج هستند ()(xfزوج و)(xgفرد است  .  

  :حل
1

1 2 1 2 1 2
( ) ln ln ln ( ) ( )

1 2 1 2 1 2

x x x
f x f x

x x x

−
− + +   − = = = − = −   + − −   

  

f فرد است به همين ترتيبgفرد است  .  

  

 كداميك از مقادير زير مشتق تابع) ٦٨سال 
xx

x
y 2log= مي باشند؟   

١(x2    ٢(2x    ٣(xx +3    ٤(
2

1  
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  :حل

2

1

2

1

ln2

ln

ln

ln
2

=′⇒=== yx
x

xx

x

x
y

x

  

  

))(( حوزه تعريف تابع ) ٦٨سال  432

xLogLogLogy   : عبارت است از=

۱ (∞<< x4           ۲ (2<x            اعداد مثبت) ٤           تمام اعداد حقيقي) ٣  

  :حل

0)())(( 43432 >⇒= xx LogLogLogLogLogy  

44lnln1
4ln

ln
10)ln(0

3ln

)ln(
44

4 >⇒>⇒>→>⇒>⇒> xx
x

LogLog
Log xx

x

  

  

9مقدار)٧٢سال

27Log كدام است؟   

١(
3

1    ٢(
2

1    ٣(
3

2    ٤(
4

3  

  

:                                        حل
3

2

3ln3

3ln2

3ln

3ln

27ln

9ln
3

2
9

27 ====Log  

  

xayaaمعكوس) ٧٣سال  −+=≠>   كدام است؟ 1,1,0

١(xaLog −1

1

    ٢(1−x
aLog    ٣( xaLog −1    ٤ (1

1

−x
aLog  

  :حل

1

1

1

1

loglog
1

1
1

1
11 −−−− =⇒=⇒

−
=⇒−=⇒=−⇒+= x

a

y

a

x

x

xx yx
y

ay
a

ayay  

  

)()1(دامنه تابع) ٧٣سال  2 −+= xxLogxfكدام است؟   

١(R    ٢()1,1(−    ٣(),1[ ∞    ٤ (),1[]1,( ∞∪−−∞ 

]1,(لذا دامنـه  .  براي مقدار مثبت تعريف شده است      Logتابع: حل هـر كـدام از آنهـا را مـي تـوان بـا              .  اسـت  ∞

  .جايگذاري يك عضو مردود دانست 

:        .بي معني است  0 1R x = → − →1)  

).          بي معنی است    1,1) : 0 1x− = → − →2)   

012كه هم راديكال با معني است و هم ، درست است٣فقط گزينه >−+ xxاست  .  
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حد عبارت) ٧٣سال 
xx

x

2

13
2

2

−

−−

   كدام است؟ x→2 وقتي

١(0     ٢(1     ٣(3ln    ٤(3ln      

  :حل

22

3ln3ln
2

3ln

22

3ln3

0

0

2

13
2

12

2

2

→→

===
−
×

==
−

− −−

xx

x
Lim

xx
Lim

xx

  

  

مقدار) ٧٤سال 
216

2

216

3

11

LogLog
   كدام است؟ +

١(
3

1    ٢(3     ٣(6     ٤(
6

1  

  :حل

3

111
,

1
216

6

6

216

2

216216

2

3

216216

3

==⇒==
Log

LogLog
Log

Log
Log

  

  

25اگر ) ٧٦سال 

8Logx 12 و=

5 =yLog آنگاه كدام گزينه درست است؟   

١( y x=     ٢( 2 3y x=    ٣( 2y x=     ٤( 3y x=  

  :حل

yxyLogLogx
3

2
log

log

1
,

2

3

2ln3

5ln2

8ln

25ln 5

22

5

5

2

25

8 =⇒======  

 حاصل)٧٦سال 
3

2x
Lim

x

x → ∞

   كدام است؟

١(2     ٢(1     ٣(0     ٤(∞+  

  :حل

∞→∞→∞→∞→

+∞=
×

=
×

=
×

=

xxxx

Lim
x

Lim
x

Lim
x

Lim
xxxx

6

)2(ln2

6

)2(ln2

3

2ln22 32

23  

  

تابع , aبه ازاي كدام مقدار ) ٧٦سال 







=

≠
−=

1

1
1

)(ln

)( 3

xa

x
x

x

xfاست؟  پيوسته   
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١(-3     ٢(
3

1−    ٣(
3

2−    ٤(
2

3−  

  :حل

111

3

1

3

1

0

0

1

)(ln
)(

23

→→→

−=
−

==
−

=

xxx

x

xLim
x

x
LimxLimf  

براي پيوسته  بودن بايد
3

1
)1(

−
=f باشد يعني 

3

1
−=a.  

  

در مورد تابع ) ٧٧سال 
1

1

−
+

=
x

x
Logyحيح كدام است؟  عبارت ص  

  .يك تابع فرد است) ٢    . يك تابع زوج است) ١

)1,( فرد و در∞−),1(در) ٤    .نه فرد است و نه زوج) ٣   .  زوج است−∞

  :حل

)(
1

1
)

1

1
(

1

1

1

)1(

1

1
)( 1 xf

x

x
Log

x

x
Log

x

x
Log

x

x
Log

x

x
Logxf −=

−
+

−=
−
+

=
+
−

=







−−
−

−=
−−
+−

=− −  

  

=−2دامنه تابع ) ٧٧سال  x

xLogy كدام است؟   

١ (( )∞−−= ,2D             ٣(2>x  

٢({ }2−= RD        ٤({ }2−−R  

  .خواننده به عهده :حل
 

38هر گاه ) ٧٧سال 

43 x

x LogLogLog    كدام است؟x باشد مقدار+=

١(  2  ٢(3    ٣(3     ٤(1  

  : حل 

2

3 3 3 3

3

3 1 3
( ) 1 0 , : log

2 2

x x x x

x
Log Log Log X

Log
+ = → + − = =  

2

1 2

3 9 3 5
4

3 2 4 2 21 0 ,
2 2 2

X X X X

−− ± + ±
⇒ + − = ⇒ = =  

2
1 1 1

2

2

1 3 3 3 1 1

2 3 2

3 5
1 12 2 2 1 1 3 3

2 2 2

3 5
4 12 2 2 2

2 2 9

x x x

x

X Log Log Log x x

X Log x

− +
= = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =


⇒ 

 − − − = = = − ⇒ = − ⇒ =
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  كاربرد تابع لگاريتم طبيعي . ۵. ۳
00به فرم يكي از كاربردهاي مهم تابع لگاريتم طبيعي، رفع ابهام صورتهاي مبهم             0,,1, ∞∞ مـي   فـرض  . اسـت   ∞∞

)كنيم  )f xو ( )G x ته اي باشند كهتوابع پيوسf  حد. استمثبت تابعي  

[ ] ( )
( )

G x
Lim f x

x a→
  

  : در اين صورت خواهيم داشت. گيريم را  در نظر مي

[ ]
axax

eLimexfLim LxLnfxGxG

→→

== )()()(
)(  

)كه در آن  ) ln( ( ))LimG x f x L

x a

=

→

  .مشروط به اينكه حد موجود ومتناهي باشد، 

  

lim :۲۹ مثال

0

xx

x +→

  . را حساب كنيد

  :حل

++ →→

==

00

limlim )(

xx

eex LxxLnx

  

limكه در آن ( )

0

xLn x L

x +

=

→

   :است1 هوپيتال حد برابرقائده از با استفاده  

0 0 0 0
2

1
( )

im ( ) 0 im 1
1 1

x L

x x x x

Ln x xL xLn x Lim Lim L x e

x x
+ + + +→ → → →

   
   ∞

= = = = ⇒ = =   −∞   
   

  

 : ۳۰ مثال
1

(1 )

0

xLim x

x

+

→

  . را حساب كنيد

  :حل
1 1 1 1 ln (1 )

(1 ) ln(1 )

(1 ) (1 )

0 0

x
Ln x x Lim

Lx x x x xx e Lim x Lime e e

x x

+
+ +

+ = ⇒ + = = =

→ →
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00

)1(1
1

1

1

)1(ln 1

1

→→

==+⇒=+=
+

=

xx

eexLimxLim
x

x
LimL x  

1 : ۳۱ مثال
(1 )xLim

x

x

+

→ ∞

  . را بدست آوريد

 :حل
1

1
(1 ) (1 )

0

x tLim Lim t e
x

x t

+ = + =

→ ∞ →

1
, 0t x t

x
= → ∞ ⇒ → →  

  .دو مثال فوق را گاهي براي تعريف عدد نپر بكار مي برند

  

1): ۳۲ مثال )x
a

Lim
x

x

+

→ +∞

  . را بدست آوريد

 :حل

ln (1 )

(1 ) (1 ) ,

0 0

a a
t

x Lt t
a a

Lim Lim t Lime e t
x x

x t t

+

+ +

+ = + = = =

→ +∞ → →

 

ln (1 )
.1 (1 )

0

x aa t a
L Lim a a Lim e

t x

t x+

+
= = = ⇒ + =

→ → +∞
 

1)رابطه :تبصره )x aa
Lim e

x

x

+ =

→ +∞

txماند در واقع با جانشاني مي برقرار ∞− با ∞+ در صورت تعويض −= 

  :خواهيم داشت

1 1
(1 ) (1 )

(1 )

x t a

a
t

x t t

a a
Lim Lim Lim e

ax t e

t

−
−

→−∞ →∞ →∞

+ = − = = =
−

  

  بنابراين مي توان نتيجه گرفت

(1 )x aa
Lim e

x

x

+ =

→ −∞

.  
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)cscمقدار) ٦۵سال   )(1 sin( ))

0

xLim x

x

+

→

   كدام است؟ 

١( 2−e    ٢( 1−e    ٣(e    ٤( 2e  

  :حل

00

))sin(1( ))sin(1(ln)csc()csc(

→→

==+ +

xx

eLimexLim Lxxx

  

cos( ) 1

cos ( )

ln (1 sin ( )) 0 1 sin ( )
1 (1 sin( ))

sin( ) 0 cos ( )

0 0 0

x

x

x x
L Lim Lim Lim x e e

x x

x x x

+ +
= = = = ⇒ + = =

→ → →

  

 

مقدار) ٦٦سال 
1

im (1 )

0

xL x

x

−

→

   كدام است؟ 

١(
e

1
−    ٢(

e

1    ٣(e−    ٤(e  

  :حل
1 ln (1 )

ln (1 )

0

x
x Lim

Lx xLime e e

x

−
−

= =

→
  

1

1

1
ln(1 ) 11 1 (1 )

1

0 0 0

x
x xL Lim Lim Lim x e

x e

x x x

−

−
− −= = = − ⇒ − = =

→ → →

  

21حد تابع) ٦٦سال 
(1 ) xLim

x

x

+

→ ∞

   كدام است؟ 

١( 2e −    ٢(
2

e    ٣( 2e     ٤(2e  

  :حل

∞→∞→∞→

=




 +=




 +=+

xxx

e
x

Lim
x

Lim
x

Lim xxx 2

22

2 )
1

1()
1

1()
1

1(
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يكي ديگر از كاربردهاي مهم تابع لگاريتم طبيعي در مشتق گيري از توابع پيچيده كه از تركيب چند تابع حاصل مي             

)()(شوند و توابعي به شكل     xgxf يري از تابع از لگاريتم تابع مشتق گرفته        به عبارت ديگر به جاي مشتق گ      . مي باشد

  :مي شود
 

( )

( )

( )
( ) ln ( ) ln ( ) ( ) ln ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ln ( ) ( )

( )

g x

g x

y f x
y f x y g x f x g x f x g x

y f x

f x
y f x g x f x g x

f x

′ ′
′= → = → = + ⋅

′ 
′ ′→ = + ⋅ 

 

 

  

  .مشتق توابع زير را بيابيد : ۳۳مثال 









+

−
−

+














+
−

=′→
+

−
−

+=
′

→

+−−+=

+−−+=














+
−

=→
+

−
=

1

4

1

4

)1(

1

1

4

1

4

)1ln(4)1ln(
2

1
ln4

)1ln()1ln()ln(
)1(

1
lnln

)1(

1
)1

24

24

2

2

424

4

24

4

24

xx

x

xx

xx
y

xx

x

xy

y

xxx

xxx
x

xx
y

x

xx
y

 








 +⋅=′→

+⋅=
′

→⋅=→=










+
−

+
−

+










++

+
=′→

+
−

+
−

+
=

′
→

+−+−+=












++

+
=→

++

+
=

x

x
xxxy

x

x
xx

y

y
xxyxy

xxxxx

x
y

xxxy

y

xxx

xx

x
y

xx

x
y

x

x

sin
lncos

sin
lncoslnsinln)3

)3(2

1

2

1

)1(3

1

3)2(

1

)3(2

1

2

1

)1(3

1

|3|ln
2

1
|2|ln|1|ln

3

1

3)2(

1
ln||ln

3)2(

1
)2

sin

sin

3

33

  

  )هيپربوليك(توابع هذلولوي . ۶. ۳
xeو xeتوابع ار هم قرار مي گيرند آنقدر رفتار منظم دارند كه شايسته است نام خاص براي آنها انتخاب                 وقتي كن   −

  . اين توابع در حل انتگرال ها و معادلات ديفرانسيل كاربرد پيدا مي كند. كنيم

  

  :يپربوليك به شكل زير تعريف مي شوندو سينوس ههيپربوليک توابع كسينوس 

)(
2

1
)(sinh,)(

2

1
)(cosh xxxx eexeex −− −=+=  
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sinhنمودار ) ۱۲(شکل  ( )y x=  

  

  
coshنمودار ) ۱۳(شکل  ( )y x=  

  

xeو xeهر دو تابع ),( بر − sinh پيوسته و مشتق پذيرند و در نتيجه توابع∞−∞ ( )x و cosh ( )xچنين ز ني

  :با استفاده از توابع فوق مي توان نتايج زير را بررسي كرد. هستند





=⇒=

=⇒=

1)0(cosh)(cosh

0)0(sinh)(sinh
)1

xy

xy
  





<→<>→>

>→∀

0)sinh(0,0)(sinh0

0)(cosh
)2

xxxx

xx
  










=+=−

−=−−=−=

−

−−

)(cosh)(
2

1
)(cosh

)(sinh)(
2

1
)(

2

1
)(sinh

)3

xeex

xeeeex

xx

xxxx

  

sinh)(يعني تابع xفرد و تابعی تابع )(cosh xزوج استی تابع  .  
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′=′⇒⋅=⇒=

′=′⇒⋅=⇒=










=−=+=⇒=

=+=−=⇒=

−−

−−

)(sinh)(cosh

)(cosh)(sinh

)(sinh)(
2

1
)(

2

1
)(cosh

)(cosh)(
2

1
)(

2

1
)(sinh

)4

uuy
dx

du

du

dy

dx

dy
xy

uuy
dx

du

du

dy

dx

dy
uy

xeeee
dx

d

dx

dy
xy

xeeee
dx

d

dx

dy
xy

xxxx

xxxx

  







+=

+=
→







+=

+=

∫
∫

∫
∫

cuduu

cuduu

cxdxx

cxdxx

)(sinh)(cosh

)(cosh)(sinh

)(sinh)(cosh

)(cosh)(sinh
)5  

−∞→+∞→∞→

−∞=+∞=∞=

xxx

xLimxLimxLim )(sinh,)(sinh,)cosh()6
  

  

coshsinh))(( از تابع : ۳۴ مثال xمشتق بگيريد .  

  :حل

)(sinh))((coshcosh)(cosh))((coshcosh))((coshsinh xxx
dx

d
xx

dx

d
==  

  

∫انتگرال  : ۳۵ مثال
2ln

0
)(cosh dxxرا محاسبه كنيد  .  

  :حل

4

3

4

1
1)

2

1
2(

2

1
)(

2

1
)(

2

1
)(sinh)(cosh )2(ln)2(ln

)2(ln

0

)2(ln

0

2ln

0
=−=−=−=−== −−∫ eeeexdxx xx

  

  :ليك نيز به شكل زير تعريف مي شونديپربو هتانژانت و كتانژانت توابع 

xx

xx

xx

xx

ee

ee

x

x
x

ee

ee

x

x
x

−

−

−

−

−

+
==

+

−
==

sinh

cosh
coth,

cosh

sinh
tanh  

  

  
)tanhنمودار ) ۱۴(شکل  )y x=  
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  .اتحادهاي هذلولوي را مي توان بصورت زير بدست آورد 

  1sinhcosh 22 =− xx) ١  

       
1)4(

4

1
)22(

4

1

)(
4

1
)(

4

1
sinhcosh

2222

2222

==−+−++

=−−+=−⇒

−−

−−

xxxx

xxxx

eeee

eeeexx

  

xxyxyx sinhcoshcoshsinh)(sinh +=+) ٢  

                    

=−+−+−=+ −−−− ))((
4

1
))((

4

1
sinhcoshcoshsinh yyxxyyxx eeeeeeeeyxyx      

       =−−++−+− −−−+−+−−−+−+ )(
4

1 yxyxyxyxyxyxyxyx eeeeeeee      

                                              )(sinh)(
2

1
yxee yxyx +=− −−+      

yxyxyx sinhcoshcoshsinh)(sinh −=−)  ٣  

yxyxyx sinhsinhcoshcosh)(cosh −=−) ٤  

  

  
)cothدار نمو) ۱۵(شکل  )y x=  

  

  :مشتق و انتگرال تانژانت و كتانژانت هيپربوليك به صورت زير است

)coth1(coth

)tanh1(tanh

)coth1(
sinh

coshsinh

sinh

cosh
coth

tanh1
cosh

sinhcosh

cosh

sinh
tanh

2

2

2

2

22

2

2

22

uuyuy

uuyuy

x
x

xx

x

x

dx

d

dx

dy
xy

x
x

xx

x

x

dx

d

dx

dy
xy

−′=′⇒=

−′=′⇒=

−=
−

=






=⇒=

−=
−

=






=⇒=
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+=

+=
→







+=

+=

∫
∫

∫
∫

cuduu

cuudu

cxdxx

cxxdx

)ln(sinhcoth

)ln(coshtanh

)ln(sinhcoth

)ln(coshtanh
  

  

  :حاصل انتگرال زير را بدست آوريد : ۳۶مثال 

∫ ∫ === dxxxxdxxxI )(cosh)cosh()(sinh)(cosh)(sinh 2232  

∫ ∫ ∫ +=+=+ duuuduuudxxxx )()1())(sinh1)((cosh)(sinh 422222  

                                                                            c
xx

c
uu

++=++=
5

sinh

3

sinh

53

5353

  

  

cosh(sinh(sinh)(cosh)(  : نشان دهيد: ۳۷ مثال nxnxxx n +=+  

:حل  

  xxxxx eeeeexx =++−=+⇒ −− )(
2

1
)(cosh)(sinh

)(
2

1
)(cosh

)(
2

1
)(sinh

xx

xx

eex

eex

−

−

+=

−=
           

  . استnxeان نشان داد كه طرف دوم نيز برابر و به همين ترتيب مي توnxeبنابراين طرف اول برابر است با

  

  معکوستوابع هذلولوي . ۷. ۳
xe وxeچون توابع  sinhپذير هستند، توابع   توابعی معکوس− ( )x ، cosh ( )x ، tanh ( )x و coth ( )x نيز 

  :پذير هستند و معکوس آنها به صورت زير تعريف مي شود معکوس

  

1sinh                                           )الف ( ) sinhy x x y−= ⇔ =  

1cosh                                          ) ب ( ) coshy x x y−= ⇔ =  

1tanh                                           ) ج ( ) tanhy x x y−= ⇔ =  

1coth                                          )   د ( ) cothy x x y−= ⇔ =  

  

  : نمودار اين توابع به صورتهای زير هستند
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1sinhنمودار ) ۱۶(شکل  ( )y x−=  

  

  

  
1coshنمودار ) ۱۷(شکل  ( )y x−=  

  

  

  
1tanhر نمودا) ۱۸(شکل  ( )y x−=  
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1cothنمودار ) ۱۹(شکل  ( )y x−=  

  

  :مي توان برای توابع فوق روابطی بر حسب تابع لگاريتم طبيعی بدست آورد

1

2 2 2

1
1) sinh ( ) sinh 2 2

2

2 1 0 1 ln( 1)

y y
y y y

y

y y y

e e
y x x y x e e x e

e

e xe e x x y x x

−
− −−

= ⇒ = = ⇒ = − ⇒ = −

⇒ − − = ⇒ = + + ⇒ = + +

  

1 2sinh ( ) ln( 1)x x x x− = + + −∞ < < ∞  
1

2 2 2

1
2) cosh ( ) cosh 2 2

2

2 1 0 1 ln( 1)

y y
y y y

y

y y y

e e
y x x y x e e x e

e

e xe e x x y x x

−
− −+

= ⇒ = = ⇒ = + ⇒ = +

⇒ − + = ⇒ = + − ⇒ = + −

  

1 2cosh ( ) ln( 1) 1x x x x− = + − ≥  

1

2 2 2

3) tanh ( ) tanh ( )

1 1 1
( ) ( 1) 1

1

1 1 1
2 ln ln

1 2 1

y y
y y y y

y y

y y y y y

y y

e e
y x x y x e e e e

e e

x
x e e x e e e

e e x

x x
y y

x x

−
− − −

−

−
= ⇒ = = ⇒ + = −

+
+

⇒ + = − ⇒ + = − ⇒ =
−

+ +
⇒ = ⇒ =

− −

  

1 1 1
tanh ln | | 1

2 1

x
x x

x

− +
= <

−
  

  :بطور مشابه بدست مي آوريم

1 11 1 1
coth ln tanh | | 1

2 1

x
x x

x x

− −+  = = > −  
  

  . عبارات زير را محاسبه کنيد: ۳۸ مثال

1 1 11
1) cosh (sec ) cosh cosh (2) ln(2 3)

3
cos

3

y
π

π
− − −

 
 

= = = = + 
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1 1 2 2 3 1 3
2) sinh (sin ) sinh ( ) ln( ) ln( )

4 2 2 2 2
y

π− − +
= = = + =  

1 1

1
1

2 1 1 123) tanh (cos ) tanh ( ) ln ln 3
13 2 2 2

1
2

y
π− −

 − −
= = = = − 

 +
 

  

  :عده زنجيره ای بدست آوردمشتق توابع هذلولوی معکوس را مي توان با استفاده از قا

1 2 2

2

1) sinh ( ) sinh cosh (cosh sinh 1)

1

1

du du dy dy
y u u y y y y

dx dy dx dx

dy du

dx dxu

−= ⇒ = ⇒ = ⋅ = ⋅ − =

⇒ = ⋅
+

  

1 2 2

2

2) cosh ( ) cosh sinh (cosh sinh 1)

1

1

du du dy dy
y u u y y y y

dx dy dx dx

dy du

dx dxu

−= ⇒ = ⇒ = ⋅ = ⋅ − =

⇒ = ⋅
−

  

1 2

2

3) tanh ( ) tanh (1 tanh )

1

1

du du dy dy
y u u y y

dx dy dx dx

dy du

dx u dx

−= ⇒ = ⇒ = ⋅ = − ⋅

⇒ = ⋅
−

 

2
1 1

2 2

2

1

1 1
4) coth ( ) tanh ( )

11
1

1

1

dy du duuy u
u dx dx u dx

u

dy du

dx u dx

− −

−

= = ⇒ = ⋅ = ⋅
− −  

 

⇒ = ⋅
−

  

  .مشتق توابع زير را بيابيد: ۳۹مثال 

1

2

1 1 1
1) sinh ( )

1 2 2

dy
y x

dx x x x x

−= ⇒ = ⋅ =
+ +

  

1

2

1 sec tan
2) cosh (sec ) (0 ) sec tan sec

2 tansec 1

dy x x
y x x x x x

dx xx

π−= ≤ < ⇒ = ⋅ = =
−

  

1

2 2

1 1 1
3) tanh [ln( 1)]

1 [ln( 1)] 1 ( 1)(1 [ln( 1)] )

dy
y x

dx x x x x

−= + ⇒ = ⋅ =
− + + + − +

  

  

  :بشان توابع هذلولوی معکوس مي باشندانتگرالهايي که جوا. ۱. ۷. ۳
فرمولهای زير بااستفاده از مشتق اين . ارزش اصلی توابع هذلولوی در مفيد بودن آنها در انتگرال گيری نهفته است

  :توابع بدست آمده اند
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1

2 2
1) sinh ( )

du u
c

aa u

−= +
+

∫  

1

2 2
2) cosh ( )

du u
c

au a

−= +
−

∫  

1

2 2
1

1
tanh ( ) | |

3)
1

coth ( ) | |

u
c u a

du a a

ua u
c u a

a a

−

−

 + <
= 

−  + >


∫  

  

  .زير را محاسبه کنيد تگرالهایان: ۴۰مثال 

1

2 2
1) sinh ( 4)

17 8 1 ( 4)

du du
x c

x x x

−= = + +
+ + + +

∫ ∫  

1 1

2 2 2

1 1 1 2 1
2) cosh ( ) cosh ( )

2 2 3 2 34 4 8 (2 1) 9 9

2 1 2

du du du u x
c c

x x x u

u x du dx

− − +
= = = + = +

+ − + − −

= + → =

∫ ∫ ∫

9ln9 9
1 1 1

2 2ln6 6 6

1 1 9 1 6
3) coth ( ) coth ( ) coth ( )

25 25 5 5 5 5 5 5

9 6
1 1

1 1 1 14 1 1 75 5ln ln ln( ) ln(11) ln( )
9 610 10 10 4 10 10 22

1 1
5 5

x

x

x x

e dx du u

e u

u e du e dx

− − −= = = −
− −

= → =

   + +   
= − = − =   

   − −
   

∫ ∫
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  تمرين
سپس در صورت معكوس پذيري، معكوس . در تمرينهاي زير معين كنيد كه تابع داده شده معكوس پذير است يا نه

  .آن را بدست آوريد

3)()2 += xxf                       1
2

1
)()1 3 += xxf  

|32|)()4 −= xxf                       21)()3 xxf −=  

xxxf += ||)()6                       13)()5 3 += xxf  

1

3
)()8

+
−

=
x

x
xf                        

42

13
)()7

+
+

=
x

x
xf  

22
sin2)()10

0cos1)()9

ππ
π

≤≤−=

≤≤−=

xxxf

xxxf

  

  

  .در تمرينهاي زير بدون محاسبه تابع معكوس، مشتق تابع معكوس را در نقاط خواسته شده بيابيد

)0()(9)()15

)6()(0)()14

)
4

1
()(

2
0cos

2

1
)()13

)6()(24)()12

)1()(13)()11

1

2

4

1

2

12

13

1

′+=

−′<=

′≤≤=

′+=

′+=

−

−

−

−

−

∫

∫

fdttxf

fxtdtxf

fxxxf

fxxxf

fxxf

x

x

π  

 .مقدار تابع داده شده را پيدا كنيد
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)3(tan)19)
3

3
(cot)18)

2

1
(cos)17)

2

1
(sin)16 1111 −−−− −−
−  

)3(tan)23)1(cot)22)
2

2
(cos)21)

2

3
(sin)20 1111 −−−
− −−−−  

(فرض كنيد) ۲۴
2

1
(sin 1−=yمطلوب است، مفروض است  .  

yyyyy csc,sec,cot,tan,cos  
tan)2(فرض كنيد) ۲۵ 1 −= −yمطلوب است، مفروض است  .  

yyyyy csc,sec,cot,sin,cos  
  . مقدار دقيق كميت داده شده را پيدا كنيد






 +
− −−− )

4

1
(sin)

2

1
(sincos)72)

6
(sincos)26 111 π  

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1

2
28) tan (tan ) 29) cot sin ( )

3 2

2 1
30) sin cos ( ) sin ( )

3 3

2 1
31) cos sin cos

3 3

2 1
32) tan tan ( ) cos ( )

5 2

3 2
33) tan tan tan

10 5

34) cot(sin ( 1))

π− −

− −

− −

− −

− −

−

 
− 

 
− − +  

 +  

 
− + −  

 
+ 

 

−

  

  

  .ست آوريدمشتق توابع زير را بد

3
tan2)()36)(sin)()35 1212 x

xfxxxf −− == 

2
sin4cos)()38)

5

13
(sin)()37 111 x

xxf
x

x
xf −−− +=

+
−

=  

))4(ln(cot)()40cot)()39 211 +== −− xxfexf x 

21

121

1lncot)()42

sin)(cos)()41

xxxxf

xxxxf

++=

+=
−

−−

  

)5(2sin
13

tan)()45

7

2
ln)()441ln)()43

1

5

3

3 2

+






 −
=

+
+

=+=

− xx
x

x
xxf

x

x
xfxxf

  

))(ln(ln)1()()47))((lnsin)()46 2 xxxfxxf +==  
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3 32 )ln()()49)1ln()()48 xxfxxxxf =++=  
xxx xexfexf 2tanlncos 1

)()51)()50
−+−==  










+

−
== +

1

1
ln)()53)()52

4

4

4 2

x

x

x

x

e

e
xfexf  

245cos3 32)()564)()54 xxx xfxf ==  

))1(()()58)(tan)()57 1

3 +== − xLogLogxfxLogxf  
xx xxfxxf sin)(cos)()60)()59 ==  

xxx xxfxxf )()()62)(ln)()61 ln ==  

)(tanhsin)()64)coth(ln)()63 21 xxfxxf −==  

))2sinh()3ln(coth()()65 −−= xxxf  
  :  را تعيين كنيد ′yبا مشتق گيري ضمني مقدار

xxyyx 4)ln()67 22 =+                    32)2(ln)66 =++ yxyx  

4)ln()(ln)69 =−+ xyyx            xyxyx =−++ )ln()(sin)68  

1)71 22 =+ yx xeye                          )3ln()70 3 yxe y +=  
yxy ex −=)74                            1)73 322 =+ xyey x  

  

   .حاصل انتگرالهاي زير را بدست آوريد

∫∫

∫∫

−−

−−

2

1

0
22

22

1
)78

sin4

cos
)77

4
)76

35
)75

x

dx

x

dxx

xx

dx

x

dx

  

∫∫

∫∫

++−

+++−

)ln1(
)82

136
)81

52
)80

186
)79

22

22

xx

dx
dx

ee

dxe

xx

dx

xx

dx

xx

x
  

∫∫
−++− 2

1

1 2
96

)84
1

)83
xx

dx

x

dx  

∫∫ +

+

+
dx

xxx

x
dx

x

x

)](ln3[ln

3ln4
)86

3

4
)85

4

3

2
  

∫∫

∫∫

+

−+−
+
+

+
+

+

+

dx
x

xxx
dx

x

x

dx
xx

x
dx
xx

x

1

2523
)91

3

12
)90

)(ln5

)(ln1
)89

2

23
)87

3

235

3

2
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∫∫ ++ xe

dx
dx

xx

x

1
)93

)sin1(

cos
)92  

∫∫ +−
dx

e

e
dx

e

e
x

x

x

x

3
)95

)21(
)94

2

23

3

  

∫∫ dxe
x

dxex xx tan

2

22

cos

1
)97)96

3

  

∫∫
+

dx

e

xe
dx

x x

xx

2

22

6

6ln

1

)99
10

)98  

∫∫ −

+
+ dxdxex

x

x
xex x

110

110
)1017)1()100  

∫∫
+⋅

dxxdx
x

x

)tanh(ln)103
423

2
)102

∫ ∫ dxxxdxxhx )(cosh)(sinh)105)(sec)(tanh)104 2323  

  .حدود زير را محاسبه كنيد

0

)16)(13(

)14)(15(
)107

→

−−

−−

x

Lim
xx

xx

                
0

sin

)1ln(2
)106

→

+−− −

x

xx

xee
Lim

xx

  

−∞→

+

+

x

Lim
x

x

)12ln(

)13ln(
)109

                                 
+∞→

+

+

x

Lim
x

x

)12ln(

)13ln(
)108

  

+∞→

∫−

x

dteLime

x

tx

0

22

)111
                                

+∞→









−
+

x

x

x
Limx

3

3
ln)110

  

+∞→

+

x

xeLim xx

2

)()113                                          
+∞→x

xLim x )()112

1

  

0

)(cos)115

42

4

2

→













x

exLim
xx

                                    
0

)(cos)114
2

1

→x

xLim x  

+→ 0

)()117

x

xLim
xx

                                     
+∞→









+

x

x

x
Lim

x

1
)116  

                              

−∞→










−

+

x

x

x
Lim

x2

1

1
)119

2

2

                              
0

)sin1()118 csc

→

+

x

xLim x
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1هرگاه ) ۱۲۰
9

1

x

x

nx
Lim

nx→∞

+ 
= − 

 ،nرا تعيين كنيد .  

∫فرض كنيد ) ۱۲۱ +=
x

t dttexf
1

43 xnexxg و )(19 3)( )اگر. = )
1

( )x

f x
Lim

g x→∞

′ 
= ′ 

 ،nرا بيابيد .  

  

  . درستي روابط زير را تحقيق كنيد
2 2

2

2

122) sinh ( ) cosh ( ) cosh(2 )

cosh 2 1
123) cosh ( )

2

cosh 2 1
124) sinh ( )

2

x x x

x
x

x
x

+ =

+
=

−
=

  

2 2

3

3

tanh ( ) tanh ( )
125) tanh ( )

1 tanh ( ) tanh ( )

126) sinh ( ) sinh ( ) sinh( )sinh( )

127) sinh(3 ) 3sinh( ) 4sinh ( )

128) cosh(3 ) 4cosh ( ) 3cosh( )

x y
x y

x y

x y x y x y

x x x

x x x

+
+ =

+

− = + −

= +

= +

  

  .مقادير زير را حساب کنيد

1

1

1

1 1
129) cosh

2

130) coth (2cosh(0))

1
131) sinh(3sinh ( ))

4

e
e

−

−

−

  +  
  

  

  .مشتق توابع زير را بيابيد
2 1 2

1

1

1 1

1

1 2 3

132) cosh ( )

133) tanh coth (2cosh )

134) tanh (sec( ))

135) sinh ln(tanh )

sinh (tan )
136)

tanh

137) (coth ( 1))

x

y x x

y x x x

y e

y x x x

x
y

x

y x

−

−

−

− −

−

−

=

= +

=

= −

=

= +

  

  .محاسبه کنيدانتگرالهای زير را 
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3

4

2

2

2

1 2

4

3

138)
1

1
139)

(ln ) 16

sin
140)

cos 2cos 8

141)
4

7
142)

49 1

t

t

x
dx

x

dx
x x

x
dx

x x

dt

t t

dt

−

+

+ −

−

−

∫

∫

∫

∫

∫
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   چهارمفصل 

  

  روشهاي انتگرال گيري
 

 

  

در اين فصل روشهاي ديگـري را بـراي محاسـبه    .  انتگرال گيري را توضيح داديم    هاي  روش در فصل هاي قبل برخي    

  . انتگرال شرح مي دهيم

  

   توابع مثلثاتي نييروش جانشانتگرال گيري به  . ۱. ۴

2تگرال شامل عباراتي به فرم    اگر تابع زير علامت ان     2a u−،2 2a u+2و 2u a− 0كهa مي توان  .  باشد ،<

ا در زير اينگونـه انتگرالهـا ر  . از تغيير متغير مناسبي استفاده كرده و انتگرال را به صورت انتگرال توابع مثلثاتي نوشت 

  . در حالتهاي مختلف بررسي مي كنيم

22 اگر انتگرال شامل عباراتي به صورت:حالت اول  ua   . باشد−

sinu از تغيير متغير در اين حالت  a θ= که
2 2

π π
θ− ≤  :استفاده مي كنيم و داريم  ≥

2 2 2 2 2 2 2sin (1 sin ) cos ( 0 , )
2 2

a u a a a a a
π π

θ θ θ θ− = − = − = > − ≤ ≤  

 همچنين داريم

1cos ( ) , sin
u

du a d
a

θ θ θ −= =  
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 در فاصلهθ علت انتخاب:تذكر





−

2
,

2

ππآن است كه در انتهاي حل مسئله بايد بجاي θ مقدار اصلي آن را 

 واضح است كه . فاصله انتخاب كرديمين  ا را درθقرار داد كه چون سينوس در اين فاصله معكوس پذير است لذا

 در فاصلهθ، باشدu≤0اگر





2

,0
π0 و اگر<uباشد ،θدر فاصله 





− 0,

2

πانتخاب مي شود  .  

  

∫ حاصل انتگرال  :۱ مثال − dxx21را بدست آوريد .   

sin)( قرار مي دهيم : حل θ=xلذا   

0 0 cos
2

x dx d
π

θ θ θ> ⇒ ≤ ≤ ⇒ =  

0 0 cos
2

x dx d
π

θ θ θ
−

< ⇒ ≤ ≤ ⇒ = 

  :در نتيجه خواهيم داشت و

2 2 2 1
1 1 sin cos cos (1 cos 2 )

2
x dx d d dθ θ θ θ θ θ θ− = − = = +∫ ∫ ∫ ∫  

cc ++=++= )cossin(
2

1
)2sin

2

1
(

2

1
θθθθθ  

2داريم 2cos 1 sin 1 xθ θ= − =    و بنابراين −

2 1 21
1 (sin 1 )

2
x dx x x x c−− = + − +∫  

 

  : حاصل انتگرال زير را بدست آوريد :۲ مثال

dx
x

x
I ∫

−
=

2

24
  

sin2)(قرار مي دهيم : حل θ=x  كه    

0 0 cos
2

x dx d
π

θ θ θ> ⇒ ≤ ≤ ⇒ =  

0 0 cos
2

x dx d
π

θ θ θ
−

< ⇒ ≤ ≤ ⇒ =  

  و در نتيجه 

2 2 24 4 4sin 2 1 sin 2cosx θ θ θ− = − = − =  
2 2

2

2cos
2cos cot (1 cot 1) cot

4sin
I d d d c

θ
θ θ θ θ θ θ θ θ

θ
= × = = + − = − − +∫ ∫ ∫  

داريم 
x

x

x

x
2

2

4

2

4
1

sin

cos
cot

−
=

−
==

θ
θ

θ بنابراين و:  
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c
x

x

x
I +−

−−
= −

2
sin

4 1
2

 

                        

  :  حاصل انتگرال زير را بدست آوريد :۳ مثال

∫
−−

=
2

3

2)45( xx

dx
I  

  : توان نوشت انتگرال را بفرم زير مي: حل 

∫
+−

=
2

3

2))2(9( x

dx
I  

θsin32فرض كنيم =+x که  

2 0 3cos
2

x dx d
π

θ θ θ> − ⇒ ≤ ≤ ⇒ =  

2 0 3cos
2

x dx d
π

θ θ θ
−

< − ⇒ ≤ ≤ ⇒ =  

  و در نتيجه 

[ ] [ ] θθ 3
2

3
2

2

3
2 cos27sin99)2(9 =−=+− x  

2

3 2

3cos 1 1 1 2
sec tan

27cos 9 9 9 5 4

d x
I d c I c

x x

θ θ
θ θ θ

θ
+

⇒ = = = + ⇒ = ⋅ +
− −

∫ ∫  

  

  .  حاصل انتگرال زير را بدست آوريد :۴ مثال

∫
−

=
2

3

2

2

)tan4(

sec

x

dxx
I  

xuفرض كنيد: حل  tan=2 آنگاهsecdu x dx=   و  

∫ ∫
−−

=

−

=
22

2 4)4(
)4(

2

3

uu

du

u

du
I  

  ، θsin2=uدهيم حال قرار مي 

0 0 2cos
2

u du d
π

θ θ θ> ⇒ ≤ ≤ ⇒ =  

0 0 2cos
2

u du d
π

θ θ θ
−

< ⇒ ≤ ≤ ⇒ =  

  بنابراين

2

2 2

2cos 1 1 1 tan
sec tan

4cos (2cos ) 4 4 4 4 tan

d x
I d c c

x

θ θ
θ θ θ

θ θ
= = = + = +

−
∫ ∫  
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زيرا
2

sin
u

=θ21   و در نتيجه
cos 4

2
uθ = و −

2

sin tan
tan

cos 4 tan

x

x

θ
θ

θ
= =

−
 .  

  

22 اگر انتگرال شامل عباراتي به صورت:حالت دوم  ua   . باشد+

θ از تغيير متغير
π

θ
π

tan,
22

au =<<
−

  در اين صورت.  استفاده مي كنيم 

2 2 2 2 2 2 2 2 2tan (1 tan ) sec seca u a a a a aθ θ θ θ+ = + = + = =  
  همچنين داريم

2 1sec , tan
u

dr a d
a

θ θ θ −= =  

( در فاصلهθ علت انتخاب:تذكر
2

,
2

(
ππ

 فاصله معكوس پذير است و  آن است كه تابع تانژانت در اين−

,0) در فاصلهθ وu<0اگر )
2

π0 و اگر<uباشد θ0( در فاصله,
2

(
π

  .   انتخاب مي شود−

  

    : حاصل انتگرال زير را بدست آوريد :۵ مثال

  ∫
+

=
12xx

dx
I  

   وθtan=xفرض كنيم: حل 

20 0 sec
2

x dx d
π

θ θ θ> ⇒ ≤ < ⇒ =  

20 0 sec
2

x dx d
π

θ θ θ
−

< ⇒ < ≤ ⇒ =  

  و در نتيجه

              

2 2

2

sec sec sec 1
csc

tan sec tan sintan tan 1

ln csc ( ) cot

d d
I d d d

c

θ θ θ θ θ
θ θ θ θ

θ θ θ θθ θ

θ θ

= = = = =
+

= − +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

  كه 

2

csc (csc cot ) 1
csc ln | | ln | csc cot |

csc cot

csc cot ( csc cot csc ) csc (csc cot )

d d du u c c
u

u du d d

θ θ θ
θ θ θ θ θ

θ θ
θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

−
= = = + = − +

−
= − → = − + = −

∫ ∫ ∫ 

  

  .)رابطه فوق را به عنوان يك فرمول انتگرال گيري به خاطر بسپاريد(

1 ل داريمحا 1
cot

tan x
θ

θ
=   و =

2

2

2

2 11
1cot1)(csc

x

x

x

+
=+=+= θθ بنابراين  
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c
x

x
I +

−+
=

11
ln

2

 

 

  :  مقدار انتگرال معين زير را به دست آوريد :۶ مثال

dx
xx

I ∫
+

=
33

3 22 9

1
  

θفرض كنيم: حل
π

θ tan3,
2

0 =<< x0 زيرا>xبنابراين.  استθθ ddx 2sec3= و در نتيجه  

2 2 29 9 tan 9 3 tan 1 3secx θ θ θ+ = + = + =  

3
33,

6
3

π
θ

π
θ =⇒==⇒= xx  

∫∫∫ ⋅===⇒ 3

6

3

6

2
3

6

2

2

csccot
9

1

sin

cos

9

1

)sec3(tan9

sec3
π

π

π

π

π

π θθθθ
θ
θ

θ
θθ

θ
dddI  

9

2

27

32
)2

3

32
(

9

1
csc

9

1
3

6

+
−

=−−=−=
π

πθ         

  

22 اگر انتگرال شامل عبارتي بصورت:حالت سوم au θsecau از تغيير متغير. باشد−  در θ كه =

فاصله





∪






2

3
,

2
,0

π
π

πاگر. استفاده مي كنيم، قرار دارد au  در فاصلهθ،  باشد≤






2

,0
π و اگر au −≤ 

 در فاصلهθ،باشد






2

3
,
π

πشود و داريم  انتخاب مي   

2 2 2 2 2 2 2sec (sec 1) tan

sec tan

u a a a a a

du a d

θ θ θ

θ θ θ

− = − = − =

=
  

auاگر  باشد آنگاه ≤
a

u1sec−=θو اگر  au  باشد آنگاه ≥−
a

u1sec2 −−= πθ.  

  

   . انتگرال زير را حل كنيد: ۷مثال 

∫
+

=
24 xx

dx
I   

 

∫  انتگرال را مي توان به شكل:حل
−+

=
4)2( 2x

dx
I نوشت .  

sec22)(فرض كنيم  θ=+x  .2اگر≥x آنگاه 
2

0
π

θ  آنگاه x≤2اگر و   ≥>
2

0
π

θ <≤   

2sinبنابراين tandx dθ θ θ= و در نتيجه   

θθθ tan2tan24sec44)2( 222 ==−=−+x  
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c
xxx

+
+

+
+

=
2

4

2

2
ln

2

cddI ++===⇒ ∫∫ θθθθθ
θ

θθ
tanseclnsec

tan

tansec2  

2 2 2
2 ( 2) 42 4

tan sec 1 1
2 2 2

xx x x
θ θ

 + −+ +  = − = − = =    
  

  

cdانتگرال   ++=∫ θθθθ tanseclnsec      مـشابه انتگـرال cd +−=∫ θθθθ cotcsclncsc    كـه در 

  .اين انتگرال را نيز به عنوان يك فرمول به خاطر بسپاريد.  محاسبه شد، بدست مي آيد۵مثال 

  

   ء به جزءروش جزانتگرال گيري به   . ۲. ۴
  : زير بدست مي آيد ديفرانسيلي از انتگرال گيري رابطه،ء به جزءروش جز

vduudvuvd +=)(  
  از طرفين رابطه انتگرال مي گيريم،

( )d uv udv vdu udv uv vdu= + ⇒ = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

  

که مشتق ی مختلفضرب توابع  شامل توابع مثلثاتي معكوس، توابع نمايي و لگاريتمي يا حاصل اگر انتگرال :تذكر

  : بصورت زير مثلا توابعي . حل كردء به جزء جز روش باشد آن را مي توان ازيکديگر نيستند،

∫∫ ∫ ∫− xdxdxxexdxxxdxx x ln,,sin,tan 1  

  

   .را حل كنيدهاي زير  انتگرال : ۸مثال 

xvxdxdv

dxduxu

cxxxdxxxxxdxx

cossin

sincos)cos(cossin)1

−=⇒=

=⇒=

++−=−−−= ∫∫
 

xvdxdv

dx
x

duxu

cxxxdx
x

xxxxdx

=⇒=

=⇒=

+−=⋅−= ∫∫
1

ln

ln
1

lnln)2

 

xv
x

dudxdvxu

xxxdx
x

x
xxxdx

=
+

=⇒==

+−=
+

−=

−

−−− ∫∫

,
1

1
,tan

)1ln(
2

1
tan

1
tantan)3

2

1

21

2

11
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.تگرال بايد چندين بار از روش جزء به جزء استفاده كنيم گاهي براي محاسبه يك ان:تذكر  

 

. انتگرال زير را حل كنيد: ۹مثال  

xx

xxx

evdxedv

dxxduxxu

dxexxxedxexxI

−−

−−−

−=⇒=

−=⇒+−=

−++−−=+−= ∫∫
)22(52

)1(2)52()52(

2

22

 

: كنيم بار ديگر از روش جزء به جزء براي حل انتگرال جديد استفاده مي  

cxe

dxexedxexI
evdxdu

dxedvux

x

xxx

x

x

+−=

−−−−=−=⇒
−=→=

=→=−

−

−−−

−

−

∫∫

2

2)1(2)1(2
1

1
 

 بنابراين 

cxexxeI xx +−+−−= −− 2)52( 2
 

 

. وش جزء به جزء از توانهاي فرد توابع سكانت و كسكانت انتگرال مي گيريمر با استفاده از: نكته  

 

. انتگرال زير را حل كنيد: ۱۰مثال  

3 2 2

3

2

sec sec tan sec tan sec tan sec (sec 1)

sec sec tan
sec tan sec sec

sec tan

sec tan ln | sec tan |

2 sec tan ln | sec tan |

1
sec tan ln | sec tan

2

I xdx x x x xdx x x x x dx

u x du x xdx
x x xdx xdx

dv xdx v x

x x I x x

I x x x x

I x x x

= = − = − −

= ⇒ =
= − +

= ⇒ =
= − + +

⇒ = − +

⇒ = − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

( )|x c+

  

 

=−∫ مقدار انتگرال معين ) ٦٤سال 
1

1
dxxeI x كدام است؟  

١(
e

e
1

−  ٢(
e

2
    ٣( 2e     ٤( 3e    

  :حل
1 11 1

1 1 1 1

1 1 2
( )x x x x xI xe dx xe e dx xe e e e

e e e− − − −
= = − = − = + − − =∫ ∫  

x x

u x du dx

e dx dv v e

= ⇒ =

= ⇒ =
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∫ مقدار) ٦٥سال 
2

1
)(ln dxxكدام است؟   

١(2ln21+−  ٢( 2ln31+−            ٣(2ln2    ٤(π  

  :حل
2 22

11 1
ln ( ) ln( ) 2 ln (2) 2 1 2ln 2 1x x dx x x x= − = − = − + = −∫∫

2

1
)(ln dxx  

1
du dx

x

v x

 =

 =

    ⇒     
ln ( )u x

dx dv

=


=
  

  

∫مقدار انتگرال معين) ٦٦سال 
1

0
dxxex كدام است؟   

١(0     ٢(1     ٣(2     ٤(3   

  :حل

 1)1(
1

0

1

0
=−−−=−=∫ eeexedxxe xxx  

  

∫dxxحاصل انتگرال) ٦٦سال  arctan كدام است؟   

١( cxxI ++−= ∫ )1(ln
2

1
arctan 2      ٢( cxxI ++−= ∫ )1(lnarctan 2  

٣( cxxxI ++−= ln)1(arctan   هيچكدام ) ٤            2

  :حل

  2

1
arctan

1
u x du dx

x
dv dx

v x

= = 
⇒ + 

=  =

  

2

2

1
arctan arctan arctan ln (1 )

1 2

xdx
I xdx x x x x x c

x
= = − = − + +

+∫ ∫  

  

=∫ انتگرال)٦٩سال 
x

xdx
I

2cos
  ابر كداميك از عبارتهاي زير است؟  بر

١(xxx +tan  ٢( xxx costan +  ٣( )(coslntan xxx +       ٤(xxx tancos +  

  :حل

cxxxxdxxx
x

xdx
++=−= ∫∫ )ln(costantantan

cos2
  

dxduxu =⇒=  

xv
x

dx
dv tan

cos2
=⇒=  
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∫حاصل انتگرال)٧٢سال  dxx )ln(    كدام است؟ 2

١(cxxx +−ln  ٢(cxxx +− )ln(2  ٣(cxx +− )(ln 2  ٤(cxx +− 2ln  

  :حل

2 2

2

2 2
ln( ) ln( ) ,

x
x dx u x du dx dx dv dx v x

x x
→ = ⇒ = = = ⇒ =∫  

cxxxcxxxcxxxdxxxdxx +−=+−=+−=−= ∫∫ )ln(22ln22)ln(2)ln()ln( 222  

  

∫مقدار) ٧٣سال  2

0

2 sin

π

xdxx كدام است؟   

١(π−2  ٢(2−π  ٣(2     ٤(-2   

  :حل

∫= dxxxI )sin(2 

∫+−=⇒ 2

0

2

0

2 )cos(2cos

π
π

dxxxxxI     
)cos(sin

22

xvdvxdx

xdxduxu

−=⇒=

=⇒=
  
















−+=⇒ ∫ 2

0

2

0

)(sin)sin(20

π
π

dxxxxI        
)sin(cos xvxdxdv

dxdvxu

=⇒=

=⇒=
  

2)1
2

(2)(cos)(sin(2
2

0

−=−=+=⇒ π
π

π

xxxI  

  

∫dxxexحاصل انتگرال) ٧٤سال  )(sin كدام است؟   

١( xexe xx cos)(sin −    ٢( 
2

cos)(sin xexe xx +
    

٣( xexe xx cos)(sin +                ٤( 
2

cos)(sin xexe xx −
  

  :حل

∫∫ +−= xdxexexdxe xxx coscossin  

dxedueu xx =⇒=  

sin cosdv xdx v x= ⇒ = −  

∫∫ −= xdxexexdxe xxx sin)(sincos  

dxedueu xx =⇒=  

cos sindv xdx v x= ⇒ =  
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sin cos sin sinx x x xe xdx e x e x e xdx= − + −∫ ∫ 

2

cossin
sin

xexe
xdxe

xx
x −

=⇒ ∫  

∫حاصل) ٧٤سال  + )ln1(cos2 xx

dx كدام است؟   

١( )ln1cot( x+−  ٣(
)ln1(cos

1

x+
  

٢( )ln1(tan x+    ٤( )ln1(tan
)ln1(cos

1
x

x
++

+
  

  :حل

cx ++= )ln1(tancu
u

du
+=⇒ ∫ )(tan

)(cos2
 dx

x
duxu

1
ln1 =⇒+=  

  

∫حاصل) ٧٦سال  −1

0

1tan2 xdx كدام است؟   

١(2ln
4
−

π    ٣( 2ln
2
+

π       ٢( 2ln
2
−

π    ٤( 2ln
4
+

π  

  .خوانندهبه عهده حل 

  

∫اصل ح) ٧٧سال  +
1

0

2 )1(ln dxx است؟  كدام  

١( 12ln
2

−+
π  ٢(

2
22ln

π
−+             ٣( 

2
22ln

π
+−             ٤( 

2
12ln

π
−+  

  :حل

   
2

2

2
ln ( 1)

1

x
u x du dx

x

dv dx v x

= + ⇒ =
+

= ⇒ =
     

( )
2

22lntan22)1ln(

1

11
2)1(ln

1

2
)1(ln

1

0

12

2

2
2

2

2
2

π
+−=+−+=

+
−+

−+=
+

−+=

−

∫∫

xxxx

dx
x

x
xx

x

dxx
xxI

      

  

  : فرمولهاي تحويل. ۱. ۲. ۴
آنها را  روش جزء به جزء بدست آوردن فرمولهاي تحويل مي باشد كه در زيريكي از كاربردهاي انتگرالگيري به 

   .مي آوريم

  : نشان دهيد كه :۱۱مثال 
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∫∫ ،     n=3,2,…براي هر −− −
+−= dxx
n

n
xx

n
dxx nnn )(sin

1
)(cos)(sin

1
)(sin 21)  ۱(  

dxxdvxuبا اختيار : حل n )(sin,)(sin 1 ==   خواهيم داشت  −

)(cos,)(cos)(sin)1( 2 xvdxxxndu n −=−= −  
  و در نتيجه

∫ ∫ −− −+−= dxxxnxxdxx nnn )(cos)(sin)1()cos()(sin)(sin 221  
 

cos)(sin1)(اما 22 xx   : بنابراين =−

  

∫ ∫ ∫−−−+−= −− dxxndxxnxxdxx nnnn )(sin)1()(sin)1()cos()(sin)(sin 21  

 

با بردن اين جمله به طرف چپ . كه در آن جمله آخر سمت راست شامل انتگرالي است كه مي خواهيم حساب كنيم

∫معادله و تلفيق دو جمله شامل dxxn )(sinفرمول زير بدست مي آيد  : 

  

∫ ∫ −− −+−= dxxnxxdxxn nnn )(sin)1()cos()(sin)(sin 21  

  . معادل است) ١( كه با رابطه 

   

)   نشان دهيد كه  :۱۲ثال م ) ∫∫ −−= dxxnxxdxx nnn 1))((ln)ln())((ln  

  :حل 

1 1
(ln( )) ,ndu n x dx v x

x

−= =(ln( )) , ,nu x dv dx= =  

( ) 1(ln ( )) ln( ) (ln ( ))
nn nx dx x x n x dx−⇒ = −∫ ∫  

  

∫ :۱۳ مثال dxxn )(tan  بر حسب راnنيد بحث ك .  
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cxdx
x

x
dxxn +−==⇒= ∫ ∫ cosln

cos

sin
tan1 )      الف  

cxxdxdxxdxxdxxn +−=++=+−=⇒= ∫∫∫∫ tan)tan1()tan11(tan2 222 )      ب   

  2>n )   ج     

( )dxxxxdxxxdxx nnnn ∫∫∫ −−− −=−= )(tan)(tan)(sec)(tan)1)((sec)(tan 22222  

∫ −
−

−
−

= dxx
n

x n
n

)(tan
1

tan 2
1

 

 

 

 

∫ :۱۴ مثال dxxn )(sec  بر حسب راnبحث كنيد .  

cxxxdxn ++=⇒= ∫ tanseclnsec1 )      الف  

∫∫ +=+=⇒= cxdxxdxxn )(tan)(tan1)(sec2 22 )      ب   

  2>n )   ج     

)(tansec

)(tan)(sec)(sec)2(sec

2

32

xvxdxdv

dxxxxnduxu nn

=⇒=

−=⇒= −−

  

∫∫ −− −−=⇒ dxxxnxxdxx nnn )(tan)(sec)2()(tan)(sec)(sec 222  

dxxxnxx nn )1)()(sec(sec)2()(tan)(sec 222 −−−= ∫ −−  

dxxndxxnxxdxx nnnn )(sec)2()(sec)2()(tan)(sec)(sec 22 ∫ ∫∫ −− −+−−=⇒  

∫∫ −
−

−
−

+
−

= dxx
n

n

n

xx
dxx n

n
n )(sec

1

2

1

)tan()(sec
)(sec 2

2

  

  

∫بنابراين انتگرالهاي به شكل  dxxn )(secهايت به  در ن∫ dxx)(sec يا ∫ dxx)(sec2ختم مي شوند .  

  

  : انتگرال زير را محاسبه كنيد :۱۵مثال 
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cxx
xxxx

xdx
xxxx

xdx
xx

xdxxdx
xx

xdxxdxdxxxxdxx

++−−=








 +−=

−=

−







+=

−=−=

∫

∫

∫∫

∫∫∫∫

|tansec|ln
8

1

8

tansec

4

tansec

sec
2

1

2

tansec

4

1

4

tansec

sec
4

1

4

tansec

secsec
4

3

4

tansec

secsec)1(secsectansec

3

3

3
3

33
3

352323

  

 

 

  تجزيه به كسرهاي جزييگيري به روش  انتگرال . ۳. ۴

هر تابع به شكل . از اين روش براي توابع گويا استفاده مي شود
)(

)(
)(

xq

xp
xf  توابع xq)( و xp)( كه در آن =

 درجه صورت از وبراي حل انتگرال هايي كه شامل توابع گويا باشند . چند جمله اي هستند را يك تابع گويا گويند

  :درجه مخرج بزرگتر است ابتدا صورت را بر مخرج تقسيم مي كنيم تا به صورت زير در آيد

)(

)(
)(

)(

)( 2
1

xq

xp
xp

xq

xp
+=  

1)(كه   xp  2)(  و xp      چند جمله اي هايي از درجه كمتر از )(xqچون محاسبه انتگرال.   هستند)(1 xp  به آسـاني 

يايانجام مي شود لذا روش كار را براي انتگرال هايي كه شامل توابع گو             
)(

)(

xq

xp
  هستند كه درجه صورت از درجه        

  .مخرج كوچكتر است، بيان مي كنيم

حالتهاي زيـر را در تجزيـه       .   را به عوامل اول تجزيه مي كنيم        xq)(براي حل چنين انتگرال هايي مخرج كسر يعني       

)(xqدر نظر مي گيريم :  

  يعني.  همه عوامل خطي، از مرتبه اول و غير تكراري باشندxq)(در تجزيه : حالت اول

)())(()( 21 nxxxxxxxq −−−= …  

در اين حالت 
)(

)(

xq

xp
  : را هم ارز با عبارت زير قرار مي دهيم

n

n

xx

A

xx

A

xx

A

−
++

−
+

−
⋯

2

2

1

1  

12نهاي هم درجه در طرفين مي توان اعداد         كه با مخرج مشترك گرفتن و متحد قرار دادن ضرايب توا           ,,, AAAn … 

 برقرار است، براي راحتي مي توان ريشه هاي مخرج را در صـورت هـاي                xچون تساوي براي هر     . را بدست آورد  

12دو طرف تساوي قرار داد و ضرايب  ,,, AAAn   .را بدست آورد…
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  .تگرال زير را محاسبه كنيد ان :۱۶مثال 

∫ ++−
=

)45)(1( 2 xxx

dx
I  

 است كه به صورت زيـر تجزيـه مـي    ۳همان طور كه مشاهده مي شود مخرج كسر يك چندجمله اي از درجه    : حل

   :شود

)4)(1)(1()45)(1( 2 ++−=++− xxxxxx  
  بنا براين

31 2

2

1 2 3

1 1

( 1)( 5 4) ( 1)( 1)( 4) 1 1 4

( 1)( 4) ( 1)( 4) ( 1)( 1)1

( 1)( 1)( 4) ( 1)( 1)( 4)

AA A

x x x x x x x x x

A x x A x x A x x

x x x x x x

= ≡ + +
− + + − + + − + +

+ + + − + + − +
≡

− + + − + +

  

1 1

2 2

3 3

1
1 1 4

4

1
1 1 6

6

1
4 1 15

15

x A A

x A A

x A A

= → = → =

= − → = − → = −

= − → = → =

  

  در نتيجه

cxxx

dx
x

dx
x

dx
xxxx

dx
I

++++−−=

+
+

+
−

−
=

++−
= ∫∫∫∫

|4|ln
15

1
|1|ln

6

1
|1|ln

4

1

4

1

15

1

1

1

6

1

1

1

4

1

)45)(1( 2

  

  

  .انتگرال زير را حل كنيد : ۱۷مثال 

∫ −+−

+−
= dx

xxx

xx
I

6116

772
23

2

  

  :حل
2

3 2 31 2

3 2

2 7 7
6 11 6 ( 1)( 2)( 3)

6 11 6 1 2 3

AA Ax x
x x x x x x

x x x x x x

− +
− + − = − − − ⇒ = + +

− + − − − −
  

123 با روش فوق ضرايب AAA   : به صورت زير بدست مي آيند,,

1,2,1 321 −=== AAA  
  بنابراين

cxxx

x

dx

x

dx

x

dx
dx

xxx

xx
I

+−−−+−=
−

−
−

+
−

=
−+−

+−
= ∫∫∫∫

|3|ln|2|ln2|1|ln

32
2

16116

772
23

2
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در ايـن   .   همه عوامل خطي و از مرتبه اول بوده  و برخـي از آنهـا تكـراري باشـند                    xq)(در تجزيه   : حالت دوم 

)(صورت براي عوامل غير تكراري مشابه حالت قبل عمل مي كنيم و اگر             0xx  بـار   m يكي از عواملي باشد كه       −

  :مي دهيم معادل با آن عبارت زير را قرار  تكرار شده،

n

n

xx

A

xx

A

xx

A

)()( 0

2

0

2

0

1

−
++

−
+

−
⋯  

12ضرايب  ,,, AAAn   .حالت قبل بدست مي آيند مانند …

  

  .انتگرال زير را حل كنيد : ۱۸مثال 

∫ −−−
=

)2)(2( 2 xxx

dx
I  

  :حل

)1()2()1)(2)(2()2)(2( 22 +−=+−−=−−− xxxxxxxx  

)1()2(

)2()1()1)(2(

1)2(2)1()2(

1
2

2

21

2

21

2 +−

−++++−
=

+
+

−
+

−
=

+−
⇒

xx

xBxAxxA

x

B

x

A

x

A

xx
  

9

1
911

3

1
312 22

=→=→−=

=→=→=

BBx

AAx

  

در ايـن   . x=0بطور مثال قـرار مـي دهـيم       .  قرار داد  x مي توان يك مقدار دلخواه به جاي       1Aبراي بدست آوردن  

  صورت

9

5

9

1
4

3

1
214210 1121 −=→×−+−=→−+−=→= AABAAx  

cx
x

x

dx
x

dx
x

dx
x

dx
xx

I

+++
−

−−−=

+
+

−
+

−
−=

+−
=⇒ ∫∫∫∫

|1|ln
9

1

)1(3

1
|2|ln

9

5

1

1

9

1

)2(

1

3

1

2

1

9

5

)1()2(

1
22

  

  

  .انتگرال زير را حل كنيد : ۱۹مثال 

dx
xxx

xx
I ∫ +−

+−
=

23

2

2

332  

  :حل

1)1(2

332
)1(2

223

2
223

−
+

−
+=

+−

+−
⇒−=+−

x

D

x

B

x

A

xxx

xx
xxxxx  

2

2

2

2

2

2

)1(

)2()(

)1(

)1()1(

)1(

332

−

++−−++
=

−

−++−
=

−

+−

xx

AxBDAxDA

xx

xDxBxxA

xx

xx  
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: شوند با معادل قرار دادن طرفين، معادلات زير حاصل مي  

1,2,3

3

32

2

===⇒








=

−=+−−

=+

DBA

A

BDA

DA

 

  بنابراين

cx
x

x
x

dx

x

dx

x

dx
I +−+

−
−=

−
−

−
+= ∫∫∫ |1|ln

1

2
||ln3

1)1(
23

2
  

  

ن صـورت  در اي . عوامل مرتبه دوم غير قابل تجزيه و غير تكراري وجود داشته باشد xq)(در تجزيه   : ومسحالت  

cbxaxاگر   معادل با اين عامـل قـرار مـي        باشد،   xq)(از)  ∆>0( يك عامل مرتبه دوم غير قابل تجزيه         2++

  :دهيم

cbxax

BAx

++

+
2

        يا         
cbxax

BbaxA

++

++
2

)2(  

 

.بدست آوريدحاصل انتگرال زير را  : ۲۰مثال   

2

1

3 5

x
I dx

x x

+
=

+ +∫  

:حل  

2 2 2

1 (2 3) 2 (3 ) 1 1
,

3 5 3 5 3 5 2 2

x A x B Ax A B
A B

x x x x x x

+ + + + +
= = → = = −

+ + + + + +
 

2 2

1 2 3 1 1

2 3 5 2 3 5

x
I dx dx

x x x x

+
⇒ = −

+ + + +∫ ∫  

2

2

1 1 1
ln 3 5

3 112 2
( )

2 2

x x dx

x

= + + −
+ +

∫ 2 1

3
1 1 2 2ln 3 5 tan
2 2 11 11

2

x

x x c−

  
+  

  = + + − +
  

    

 

 

.حاصل انتگرال زير را بدست آوريد : ۲۱مثال   

2 2( 1) ( 3 5)

dx

x x x+ + +∫  

:حل  

∫∫ 








++

+
+

+
+

+
=

+++
dx

xx

DCx

x

B

x

A

xxx

dx

53)1(1)53()1( 2222
 

∫ +++

+++++++++
= dx

xxx

xDCxxxBxxxA

)53()1(

)1)(()53()53)(1(
22

222
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∫ +++

++++++++++++
= dx

xxx

DBAxDCBAxDCBAxCA

)53()1(

)55()238()24()(
22

23

  

9

1
,

9

1
,

3

1
,

9

1
=−==−=⇒ CDBA









=++

=++

=++

⇒

155

0237

024

DBA

DBA

DB











=++

=+++

=+++

=+

155

0238

024

0

DBA

DCBA

DCBA

CA

  

2 2

2

2 2

2

2

1 1 1 1

9 3 9 9[ ]
1 ( 1) 3 5

1 1 1 2 3 5
ln | 1|

9 3( 1) 18 3 5

1 1 1 2 3 1 5
ln | 1|

9 3( 1) 18 3 5 8 3 5

1 1 1 5 1
ln | 1| ln | 3 5 |

3 119 3( 1) 18 18
( )

2 4

x

I dx
x x x x

x
x dx

x x x

x
x dx dx

x x x x x

x x x dx
x

x

− −
⇒ = + +

+ + + +

+ −
= − + − +

+ + +

+
= − + − + −

+ + + + +

= − + − + + + −
+ + +

∫

∫

∫ ∫

∫

  

2 1

2 1

3
1 1 1 5 2 2ln | 1| ln | 3 5 | tan
9 3( 1) 18 18 11 11

2

1 1 1 5 2 3
ln | 1| ln | 3 5 | tan

9 3( 1) 18 9 11 11

x

x x x c
x

x
x x x c

x

−

−

 
+ 

 = − + − + + + − ⋅ +
+  

 
 

+ 
= − + − + + + − + +  

  

  

در اين صورت  . باشد عوامل مرتبه دوم غير قابل تجزيه و تكراري وجود داشتهxq)(در تجزيه : حالت چهارم

ncbxaxاگر  )( 2  باشد، معادل با اين عامل قرار مي xq)(از ) ∆>0( يك عامل مرتبه دوم غير قابل تجزيه ++

  :دهيم

n

nn

cbxax

BbaxA

cbxax

BbaxA

cbxax

BbaxA

)(

)2(

)(

)2()2(
222

22

2

11

++

++
++

++

++
+

++

++
⋯  

  :و يا عبارت زير را قرار مي دهيم

n

nn

cbxax

BxA

cbxax

BxA

cbxax

BxA

)()( 222

22

2

11

++

+
++

++

+
+

++

+
⋯  

  

.حاصل انتگرال زير را بدست آوريد : ۲۲ مثال  

2 2

(2 1)

( 1)

x dx
I

x x

−
=

+ +∫  

:حل  
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∫

∫∫










++

+++++++++
=










++

++
+

++

++
=

++

−
=

dx
xx

BABAxABAxBAxA

dx
xx

BxA

xx

BxA

xx

dxx
I

22

2211211

2

11

3

1

22

22

2

11

22

)1(

)()23()3(2

)1(

)12(

1

)12(

)1(

)12(

 

:با مساوي قرار دادن ضريب توانهاي مساوي در طرفين خواهيم داشت  

2,1,0 2211 −==== BABA  

 

 

∫

∫∫

∫∫








 ++

−
++

−=

++
−

++
−=









++
−

++

+
=

++

−+
=

++

−
=

dx

x
xx

dx
xxxx

dx
xxxx

x

dx
xx

x

xx

dxx
I

2

2

2

2222222

2222

2

1
)

2

1
(

1
2

1

1

)1(

1
2

1

1

)1(

2

)1(

)12(

)1(

2)12(

)1(

)12(

 

:انتگرال آخر را با استفاده از جانشيني مثلثاتي حل مي كنيم  
2

1 1

22

2

2 2

1 sec 1
2 tan ( 2 tan ) 2 tan 2( )

11 1 2
tan( )

22 2

1
tan sec ( )

2

1 1 1
( ) tan

2 2 2

dx d x

x

x dx d

x

θ
θ θ

θ

θ θ θ

θ

− −  = = = +    ++ + 
 

+ = → =

+ + = +

∫ ∫

 

 

 

  سينوس و کسينوس تابع گوياي  گيري ازانتگرال  .۴. ۴

sin از   اي گو براي محاسبه انتگرال توابع    x    وcos x     مي توان از تغيير متغير 
2

tan
x

t  با توجه بـه     . استفاده نمود  =

   :اشتخواهيم داين تغيير متغير 

2
2

2 2
2 2

2 tan 1 tan
2 12 2sin , cos

1 1
1 tan 1 tan

2 2

x x
t t

x x
x xt t

− −
= = = =

+ ++ +
  

2 2

2

1 1 2
(1 tan ) (1 )

2 2 2 1

x dt
dt dx t dx dx

t
= + = + ⇒ =

+
  

  در نتيجه و 

22

2

2 1

2
)

1

1
,

1

2
()cos,(sin

t

dt

t

t

t

t
fdxxxf

++

−

+
=∫ ∫  
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  .انتگرال مورد نظر محاسبه خواهد شد,  است كه در صورت محاسبه اين انتگرالtتابع انتگرال آخر تابع گويائي از

  

 مطلوب است محاسبه انتگرال : ۲۳مثال 
sin

dx

x∫.  

  :حل 

2

2

2

1 ln ln tan
2sin 2

1

dt

dx dt xt t c c
tx t

t

+= = = + = +

+

∫ ∫ ∫  

  

dx  : مطلوب است انتگرال :۲۴ مثال
x

x
I ∫ +

−
=

)(cos1

)(sin1
   

dt:                     حل
t

t
dt

t

tt
dt

t

t

t

t

t

I )
1

2
1(

1

21

1

2

1

1
1

1

2
1

22

2

2

2

2

2

∫∫∫ +
−=

+

−+
=

+
⋅

+

−
+

+
−

=  

c
xx

c
xx

ctt +−=++−=++−= )
2

(secln
2

tan)
2

tan1(ln
2

tan)1(ln 222  

بـرای   ياغلب جانـشينهاي ديگـر    ,  با اينحال در عمل    ،با اينكه روش فوق براي حل اين نوع انتگرالها عموميت دارد          

  .مناسبترندسبه انتگرال محا

∫  : مطلوب است محاسبه انتگرال: ۲۵مثال  − x

dx
2sin2

  

tanuبا فرض:  روش اول: حل  x=داريم   
2 2

2 2 2

2 2 2

tan
, sin tan cos

1 1 tan 1

du x u
dx x x x

u x u
= = ⋅ = =

+ + +
  

∫∫∫ +=
+

=
+

+
−

=
−

c
u

u

du

u
u

u

du

x

dx

2
arctan

2

1

2
)1)(

1
2(

)(sin2 2
2

2

22
  

اگر قرار دهيم : روش دوم
2

tan
x

t    آنگاه=

∫∫

∫∫∫

+−

+
=

+−

+
=

−++
+

=

+
−

+=
−

dt
tt

t
dt

tt

t

dt
ttt

t

t

t

t

dt

x

dx

22

2

24

2

224

2

22

2

2

2

)1()1(

1

12

1

4)12(2

)1(2

)1(

4
2

1

2

sin2
 

  .خوانندهادامه به عهده 
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∫ انتگرال : ۲۶ مثال +
dx

x

x

2cos

sin 3

   . را حساب كنيد

  :حل

                                             ∫∫∫ +
−

=
+

=
+

dxx
x

x
dxx

x

x
dx

x

x
sin

2cos

cos1
sin

2cos

sin

2cos

sin 223

  

cosuجانشيني x= پس،انجام مي دهيم  را dxxdu )sin(−= و   
3 2

2sin 1 3 1
2 2 3ln 2

cos 2 2 2 2

x u
dx du u du u u u c

x u u

−  = = − + = − + + + + + + ∫ ∫ ∫  

21
cos 2cos 3ln (cos 2)

2
x x x c= − + + +  

  

  )اصم ( انتگرال گيري از توابع غير گويا. ۵. ۴

),,,( انتگرال توابعي بصورت  براي محاسبه    q

p

n

m

xxxf ت و با توانهاي متفا    x تابعي گويا از متغير    f كه در آن   …

ktx تغيير متغير    ،مي باشد   هايكوچكترين مضرب مشترك بين فرجه هاي راديكالk كه در آن ،را اعمال مي كنيم    =

  . مي باشد x شامل

  : را حل كنيدزير انتگرال : ۲۷مثال 

4 3 1

x
I dx

x
=

+
∫  

  :حل

dttdxtx 34 4=⇒=  

∫∫∫∫ +
−=

+
−=

+
=⇒ dt

t

t
dttdt

t

t
t

t

dtt
I

1
44)

1
(4

1
4

3

2
2

3

2
2

3

5

  

3 3

3 3 4 4
4 4 4

ln | 1| ln | 1|
3 3 3
t t c x x c

 
= − + + = − + + 

 
  

  

  : را حل كنيدزير انتگرال : ۲۸مثال 

32

dx
I

x x
=

+∫  

  :حل

6 5 3 236 , ,x t dx t dt x t x t= ⇒ = = =  
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cxxxx

ctttt

dt
t

ttdt
t

t
dt

tt

t
I

++−+−=

++−+−=
+

−+−=
+

=
+

=⇒ ∫∫∫

)2ln(482462

|2|ln482462

)
2

8
42(6

2
6

2

6

363

23

2
3

23

5

  

  

  

  

 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

  

  

  

  تمرين
  جانشيني مثلثاتي

  .انتگرالهاي زير را حل كنيد

∫ +− dxxx 22)2 2                                   ∫
−

dx
x

x

2cos2

sin
)1  

∫
−16

)4
2xx

dx
                                 ∫

+− 2

3

2 )134(

)3

xx

dx  

∫
+ 4

)6
2xx

dx
                                ∫

+−
dx

xx

x

52
)5

2
  

∫ − dxxx 22)8                                       ∫
−
dx

x

x
2

2 9
)7  

∫
+

3

1
24 3

)10
xx

dx
                                           ∫

− 2

2

4
)9

x

dxx  

∫
−

3ln

2ln
2 1

)12
x

x

e

dxe
                          ∫

++

4

0 22 16)16(
)11

xx

dx  
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∫
−+

2

0
2

2

412
)14 dx

xx

x
                                   ∫

−

4

0
2

2

tan4

sec
)13

π

x

xdx  

  انتگرال گيري جزء به جزء

  .انتگرالهاي زير را حل كنيد

∫ xdxx 2sin)16                                           ∫ dxxe x3)15  

∫ +
dx

x

xe x

2)1(
)18                                        ∫ xdxx ln)17 2  

∫ dxx)sin(ln)20                           ∫ xdxxx )ln(cossin)19  

∫ xdxx sinh)22 2                                         ∫ dxex x23)21  

∫ xdx5sec)24                                    ∫
−

dx
e

e

x

x

1
)23

2

  

∫ −
1

0

1sin)26 xdxx                                ∫
−

dx
x

x)(lncot
)25

1

  

∫
4

3

4

csccot)28

π

π

xdxxx                                 ∫
2

0

2

)2cos()27

π

dxx  

  

  

  .روابط زير را اثبات كنيد

dxxxnxxdxxx

dxexnexdxex

nnn

xnxnxn

)(cos)(cos)(sin)30

)29

1

1

∫∫
∫ ∫

−

−

+−=

−=
  

∫ ∫ −+

+
−

+
= dxxx

a

n
xx

a
dxxx nanana 11 )(ln

1
)(ln

1

1
)(ln)31  

                                   kn
n

n
dxx 2

2

1

4

3

2

1
)(sin)32

2

0

=
−

=∫
π

π

……  

  انتگرال گيري به روش تجزيه به كسرهاي جزيي

  .انتگرالهاي زير را محاسبه كنيد

dx
x

x
∫ + 2)12(

)34                          dx
xx

x
∫ −−

−
)2)(1(

12
)33  

dx
xx

x
∫ ++

+

74

13
)36

2
                    ∫ +−− )1)((

)35
22 xxxx

dx  

dx
xx

x
∫ −+ 6

)38
2

2

                        dx
xxx

x
∫ ++

+

)64(

2
)37

2
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dx
xx

xx
∫ −

−+
3

2 14
)40                           dx

xx

x
∫ −+

−

472

114
)39

2
  

dx
xx

xx
∫ −

−−
3

2

4

126
)42                                 dx

xx∫ + 23 3

1
)41  

dx
x

x
∫ −

+
22 )4(

13
)44                           dx

xx

xx
∫ −

+−
45

4

2

122
)43  

dx
xxx

x
∫ ++

+
234 44

3
)46                                ∫ ++ xxx

dx
23

)45  

dx
xx

x
∫ ++

−4

0

2 372

2
)48                                    ∫ + 32 )1(

)47
x

dx  

dx
xxx

x
∫ +++

4

0

23

2

41292
)50                  dx

xxx

xx
∫ +++

+1

0

23

2

6116

73
)49  

dx
xx

x
∫ +

2

6

3sinsin

cos
)52

π

π

                       dx
xx

x
∫
− ++

0

1

22

2

)122(
)51  

  انتگرال گيري از توابع گويا سينوس و كسينوس

∫ +
dx
x

x

cos21

cos
)54                           ∫ +

dx
xx

x

sincos

cos
)53  

∫ + x

dx

cos45
)56                               ∫ +

dx
x

x
2

2

cos1

sin
)55  

∫ − xx

dx

tansin
)58                                      ∫ −1tan

)57
x

dx  

∫ +
dx
x

dx

sec46

5
)60                       ∫ + )2cos76(cot

)59
xx

dx  

∫ +

2

0
cos2

2sin
)62

π

dx
x

x                                  ∫ +

3

6

12sin2

3
)61

π

π x

dx
  

∫
−

+

3

3

1cos2

3
)64

π

π x

dx
                                      ∫ +

4

0
1tan

)63

π

x

dx  

با استفاده از جانشاني ) ۶۵
2

tan
x

t   : نشان دهيد=

∫ ++= c
x

xdx |)
24

tan(|lnsec
π  

xtبا استفاده از جانشاني ) ۶۶ sin=نشان دهيد :  

∫ +
−
+

= c
x

x
xdx

sin1

sin1
lnsec  

  :فرمول زير معادل استنشان دهيد فرمول تمرين قبل با ) ۶۷
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∫ ++= cxxxdx |tansec|lnsec  

)sin1(صورت و مخرج عبارت زير راديكال را در:       راهنمايي x+ضرب كنيد .  

∫براي ) ۶۶(و ) ۶۵(فرمولهايي مشابه تمرينهاي ) الف) ۶۸ xdxcscبدست آوريد.  

  : با فرمول زير معادل است)الف(ثابت كنيد فرمولهاي قسمت )         ب

∫ +−= cxxxdx |cotcsc|lncsc  

  انتگرال گيري از توابع اصم

  .انتگرالهاي زير را محاسبه كنيد

∫
+

dx
x

xx
4

33

)70                            ∫
+

+
dx

xx

x

4 56 7

6 1
)69  

∫ +++

+
dx

xxx

x

1

2
)73

36

3

                     ∫ +⋅
dx

xxx

dx

)1(
)72

33
  

∫
+

dx
x

x3 41
)75                                    ∫

+1
)74

x

dx  

∫ +

2

2

1 )92(2
)77

xx

dx
                                    ∫ +

1

0
31

)76 dx
x

x
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   پنجمفصل 

  

  كاربردهاي انتگرال معين
 

 

كاربردهاي انتگرال را مورد بحث قرار مي در اين فصل اينك .  محاسبه انتگرال را مطالعه كرديمروشهايتاكنون 

   .دهيم

  محاسبه مساحت با استفاده از انتگرال . ۱. ۵
  

)(0 اگر  مشاهده كرديم كه   ٢. ٢در فصل دوم بخش      ≥xf محـدود بـه منحنـي     ناحيـه    مساحت    آنگاه)(xfy =، 

ax خطوط  وهاxمحور bxو =   :از رابطه زير بدست مي آيد  =

1

1 1

( )( ) ( )

|| || 0 || || 0

n n

i i i i i

i i

A Lim f p x x Lim f p x−
= =

= − = ∆

∆ → ∆ →

∑ ∑  

]بر بازة  fتابع  ار حد فوق برابر است با انتگرال معين و با توجه به تعريف انتگرال معين مقد ]ba, .بنا براين  

∫=
b

a
dxxfA )(  

  

)(0اگر ≤xf0 آنگاه)( ≥− xfو ∫ −=
b

a
dxxfA ))(( .  

  

xfy)(نحنيممساحت محدود به بنابراين بطور كلي  ax خطوط  وهاx محور،= bxو=    برابراست با =
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∫=
b

a
dxxfA |)(|  

  

  
  )۱(شكل 

  

yfx)(مساحت محدود به منحنيهمچنين  cy خطوط  وهاy محور،= dyو= از رابطه زير بدست مي   =

  :آيد

∫=
d

c
dyyfA |)(|  

  

  
  )۲(شكل 

  

xfy)(اگر منحني   : نكته ],[ در فاصله    = ba   محور xا را در نقطه     هcx احت محدود بـه    مس قطع كند آنگاه     =

axخطوط   وهاx محور،نحنيم bxو=    برابر است با=

∫∫ +=
b

c

c

a
dxxfdxxfA |)(||)(|  

  

  
  )۳(شكل 
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 البتـه   . رسم  كنيم   ،كه مي خواهيم مساحت آن را بدست آوريم       را  اي   شكل كلي از ناحيه    بهتر است    براي حل مسائل  

ولي مسائلي نيـز     ) ۱مانند مثال   (كه ممكن است خيلي از مسائل را بدون شكل نيز به جواب برسانيم              بل ذكر است    قا

 اگر ناحيـه توسـط سـه        كه تا شكل آن رسم نشود پيدا كردن مساحت كمي دشوار خواهد بود مخصوصاً              وجود دارد 

  . قاطع با محورهاي مختصات مورد نظر باشد تقاطع منحنيها و تدر دقت اصلي بايد لدر رسم شك. منحني احاطه شود

  

13مساحت ناحيه محدود به منحني  : ۱مثال  += xy محورx0خطوط   وها=x2و=xرا بيابيد.  

  :حل

.624
4

)1(

2

0

4
2

0

3 =+=+=+= ∫ x
x

dxxA  

  

|1|||نحني مساحت ناحيه محدود به م : ۲مثال  xxy   .را بيابيدx=2وx=−2خطوط   وهاxمحور =++

  :جه به تعريف قدر مطلق داريموبا ت. براي حل اين مساله بهتر است شكل منحني رسم شود: حل









≥+

<≤−

−<−−

=⇒





−<−−

−≥+
=+





<−

≥
=

012

011

112

11

11
|1|,

0

0
||

xx

x

xx

y

xx

xx
x

xx

xx
x

  

  
  )۴(شكل 

  بنابراين

.9612)(1)()12()12(
2

0

2
1

2

2
2

0

0

1

1

2
=++=+++−−=+++−−=

−

−−

−

− ∫∫∫ xxxxdxxdxdxxA  

  

ax اگر خطوط  :نكته bxو =  در مساله داده نشده باشد، نقاط تقاطع منحني با محورهاي مختـصات را بدسـت                =

 .مي آوريم
 

  مساحت بين دو منحني. ۱. ۱. ۵
ax مساحت ناحيه بين اين دو منحني  از خط . اشند  مثبت بg و fفرض كنيد  bx تا خط=   برابر است با =
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∫ −=
b

a
dxxgxfA )()(  

],[اگر دو منحني در فاصله       ba       يكديگر را در نقطه به طول c    دو منحنـي در   قطع كنند آنگـاه مـساحت بـين ايـن 

],[فاصله  baبرابر است با   

∫∫ −+−=
b

c

c

a
dxxgxfdxxgxfA |)()(|)()(  

  
   )۵(شكل 

  
   )۶(شكل 

  

2xyمساحت ناحيه محدود به دو منحني   : ۳مثال  xy و =   . را بيابيد=

  :گرال گيري مشخص گرددابتدا دو منحني را با هم قطع مي دهيم تا حدود انت:  حل

1,0

2

==⇒






=

=
xx

xy

xy
  

2xx داريم ]1,0[از طرفي چون در فاصله     مساحت بين دو منحني عبارت است از≤

3

1

3

1

3

2
)(

1

0

32

3
1

0

2
1

0

2 =−=−=−= ∫∫ xxdxxxdxxxA  
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  )۷(شكل 

  

xyمساحت ناحيه محدود به دو منحني  : ۴مثال  sin=و xy cos= را  در فاصله 





2

,0
πبيابيد.  

  : حل

42
0

cos

sin ππ
=⇒≤≤





=

=
xx

xy

xy
  

يعني دو منحني در نقطه 
4

π
=x از فاصله 





2

,0
πهمچنين با توجه به شكل داريم.  يكديگر را قطع مي كنند:  

xxx

xxx

sincos
24

cossin
4

0

≤⇒≤≤

≤⇒≤≤

ππ

π

  

  بنابراين

)12(2222)21()12(

)sin(cos)cos(sin)cos(sin)sin(cos 2

4

4
0

2

4

4

0

−=−=−−−=

+−+=−+−= ∫∫
π

π

ππ

π

π

xxxxdxxxdxxxA
  

  
  )۸(شكل 

,2 هاي  سطح محصور بين منحني) ٦٤سال  xyxy    كدام است؟ =−=

١(
6

1    ٢(
4

1    ٣(
3

1    ٤(
2

1   

  :حل
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  )۹(شكل  

  

1

0

−=

=

x

x
  ⇒  02 =+ xx  ⇒−=⇒ xx2      





−=

=

xy

xy 2

  

6

1

6

23

3

1

2

1
)

3

1

2

1
(0

32
)(

0

1

0

1

32
2 =

−
=−=+−−=−

−
=−−=

−−∫
xx

dxxxA  

 

 

 

=+2  سطح محصور بين خط) ٦٤سال  xyو محورxبرابر است با  ]1,0[ ها در فاصله :  

١( 
2

3
)۳        واحد سطح 2)٢  واحد سطح  

2

   واحد سطح 3)٤   واحد سطح5

  .خوانندهحل به عهده 

12 مساحت محدود بين دو منحني ) ٦٥سال  +−= xy و || xy   چقدر است؟ =

١( 
4

1    ٢( 
3

1    ٣( 
2

1    ٤(1   

  :حل





<−

≥
==

0

0
||

xx

xx
xy  

2

51

2

51
011

1 022

2 +−
=→

±−
=⇒=−+⇒=+−⇒





=

+−= ≥
xxxxxx

xy

xy x  

2

51

2

51
011

1 022

2 −
=→

±
=⇒=−−⇒−=+−⇒





−=

+−= <
xxxxxx

xy

xy x  

  بنابراين

∫∫
+−

− −+−+++−= 2

51

0

2
0

2

51
2 )1()1( dxxxxxA  

  .خوانندهادامه به عهده 
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  )۱۰(شكل 

  

01مساحت محصور بين منحني هاي  ) ۶۵سال  =−− yx 122 و += xyكدام است؟   

٠B١(
3

14    ٢( 
3

16    ٣( 
3

17    ٤( 
3

19  

:حل  

1,3

0)1)(3(032
2

1
1

2

1
12

101
2

2

2
2

−==⇒

=+−⇒=−−⇒
−

=+⇒







−
=→+=

+=→=−−

yy

yyyy
y

yy
xxy

yxyx

  

∫∫∫ −−− 







++

−
=








+−+=







 −
−+=

3

1

2
3

1

2
3

1

2

2

3

22

1

2
1)

2

1
()1( dyy

y
dy

y
ydy

y
yA  

3

16

2

20

6

28

2

3

2

1

6

1

2

18

6

27

)
2

3

2

1

6

1
()

2

9

2

9

6

27
(

2

3

26

3

1

23

=+
−

=+−−+
−

=

−+−++
−

=







++

−
=

−

y
yy

  

  
  )۱۱(شكل 

١B سطح محصور بين منحني )٦٦سال xey   چقدر است؟   x=1تاx=0 در فاصله,  ها x و محور=2

٢B١()1(
2

1 2 −e    ٢(12 −e    ٣( )1(
2

1 2 +e    ٤( 12 +e  

:حل  
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)1(
2

1

2

1 2
1

0

2
1

0

2 −==∫ eedxe xx  

 
  )۱۲(شكل 

٣B ح محدود به منحني نمايش تابع سط) ٦٦سالxy   چقدر است؟ x=±1  و خطوطox و محور=

٤B١(1     ٢(2     ٣(3     ٤(4   

:حل  

∫ ∫− −

=+=+
−

=+−
0

1

1

0

1

0

20

1

2

1
2

1

2

1

22

xx
xdxxdx  

  
  )۱۳(شكل 

  

  

٥B 2,2 مساحت سطح محصور بين منحني هاي) ٦٧سال =+= yxxyكدام است؟   

٦B١(2     ٢(
6

5    ٣(
2

7    ٤(
2

9  

:حل  

                   02
2

2

2

=−+⇒




−=

=
xx

xy

xy
     

2,1
2

31
−==⇒

±−
=⇒ xxx                     

2

9
3

2

1
8)

3

8
24()

3

1

2

1
2(

32
2)2(

1

2

32
1

2

2

=−−=+−−−−−=

−−=−−=
−−∫

xx
xdxxxA
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  )۱۴(شكل 

1xبين تابع  سطح محصور) ٦٧ال س y+ 2xوط خط و = = 0x و −   كدام است؟  =

٨B١(0     ٢(
2

1    ٣(1     ٤(π2  

٩B1:                                                       حل−−= xy  
2 21 01 0

2 1 2 1
( 1) [ ( 1)]

2 2

1 1 1 1
( 1) ( 2 2) ( 1) 1
2 2 2 2

x x
x dx x dx x x

−−

− − − −

−
− − + − − − = − + + =

−
= + − − + − − = + =

∫ ∫
  

  
  )۱۵(شكل 

١٠B 3 مساحت محدود بين نمودارهاي) ٧١سال+= xy132 و −+= xxy 1 ازx 3x  تا=   چقدر است؟ =

١١B١(
3

1
19    ٢( 

3

1
21    ٣( 

3

1
25    ٤( 

3

1
23  

:حل  

416313
3

13 22

2

±=⇒=⇒+=−+⇒




+=

−+=
xxxxx

xy

xxy
  

dxxxx )]13(3[ 23

1 −+−+∫   

3

1
2316

3

1
48

3

27
16

3
)16(

3

1

3

1

3
2 =







 +
−

−






 +
−

=+
−

=+−= ∫ x
x

dxx   
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)۱۶(شكل   

١٢B 231 سطح محصور به سهمي هاي ) ٧٢سال yx 22yx و =−    كدام است؟ =−

١٣B١(0     ٢(
8

3    ٣(
4

3    ٤(
3

4  

:حل  

211312
31

2
222

2

2

−=⇒±=⇒=⇒−=−⇒






−=

−=
xyyyy

yx

yx
  

3

4
)

3

1
1()

3

1
1(

3
)1(]2)31([

1

1

3
1

1

2
1

1

22 =+−−−=−=−=+−
−−− ∫∫

y
ydyydyyy  

  

  
  )۱۷(شكل 

  

١٤B مساحت محدود به نمودار دو تابع) ٧٢سال xxyxy +=−=    كدام است؟ 2,3

١٥B١(
3

26    ٢( 
3

28    ٣( 
3

32    ٤( 
3

34  

:حل  

2 4 12 2 4
1, 3 2, 6

2 2
x x y y

− ± + ±
⇒ = = ⇒ = − ⇒ = =xxx −=+ 32 

∫− =−−−
1

3

2

3

32
)3( dxxxx  
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  )۱۸(شكل 

  

١٦B 3 سطح محدود به منحني تابع) ٧٤سالxy y  و خط= x= كدام است؟   

١٧B١(
2

1    ٢(
3

2    ٣(1     ٤(4    

:حل  

1
2

1

2

1

4224
)()(

1

0

420

1

24
1

0

3
0

1

3 =+=−+−=−+−
−− ∫∫

xxxx
dxxxdxxx  

 

 

  
  )۱۹(شكل 

  

١٨B 122 سطح محصور بين منحني هاي ) ٧٤سال += xy 01و =−− yx كدام است؟   

١٩B١(
3

17    ٢( 
3

14    ٣( 
3

16    ٤( 
3

19  

٢٠B خوانندهحل به عهده.  
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٢١B 56,52 مساحت محدود به نمودار دو تابع) ٧٢سال 2 −+−=−= xxyxy؟ كدام است    

٢٢B١( 
3

26    ٢( 
3

28    ٣( 
3

32    ٤(
4

34  

٢٣B عهده خوانندهحل به.  

 

٢٤B 23 مساحت محدود به نمودار دو تابع) ٧٢سال 2,2 xyxxy   ؟كدام است ]3,0[در فاصله =−=

 ٢٥B١( 
4

81    ٢( 
4

97    ٣( 
4

95    ٤(
4

93  

:حل  

3,0,1022
2

2
23

2

3

−=⇒=−−⇒






=

−=
xxxx

xy

xxy
 

4

81

4

1

3

2
)22(

3

0

243
3

0

32 =+−=+−∫ xxxdxxxx  

 

  
  )۲۰(شكل 

  
  

  

  

  

B مساحت محدود به نمودار ) ۷۲سالxy ln=و محور  xها و خط به معادلهx e= كدام است؟   

٢٧B١( e−    ٢(
e

1    ٣(1     ٤( e   

:حل  

1)10()()(ln)(ln
1 1

=−−−=−== ∫ eexxxdxxA
e e
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٢٨B ۲۱(شكل(  

  

٢٩B مساحت ناحيه محدود بين نمودار تابع) ٧٦سال  xy 42  و خط =2 −= xy و محور yكدام است؟ ها   

٣٠B١(
3

20    ٢( 
3

22    ٣( 
3

26    ٤( 
3

32  

:حل  

420422 =⇒=−⇒=−− xxxxx  

                                     
3

32
4

3

4
)]42()2[(

4

0

22

3
4

0
=+−=−−∫ xxxdxxx  

  

  
  )۲۲(شكل 

  

22 سطح محصور بين دو) ٧٧سال  , yxxy    منحني كدام است؟ ==

٣١B١(
6

7    ٢( 
6

1    ٣(
2

1    ٤( 
3

1  

:حل  
2 3

1
2 1

0
0

1 1 1
( )

2 3 2 3 6

y y
y y dy− = − = − =∫  
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  )۲۳(شكل 

  

٣٢B 22 مساحت محدود به سه منحني: ۵مثال ,8,124 xyxyxy    . را بدست آوريد=+=−−

:حل  

248
8

222

2

2

±=⇒=⇒=−⇒






=

−=
xxxx

xy

xy  

6,20124
124

2

2
−=⇒=−−⇒





=

+=
xxx

xy

xy
  

2044
8

124
2

2
=⇒=++⇒





−=

+=
xxx

xy

xy
  

104
3

56
)124()8124(

6

2

2
2

2

2 +=−+++−+= ∫∫− dxxxdxxxA  

  

  
  )۲۴(شكل 

  

   با استفاده از انتگرالحجممحاسبه  . ۲. ۵
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٣٤Bفرض كنيم ناحيه R منحني كه محدود به( )y f x=وط  و خط x a=و x b=حول محور،مي باشد x ها 

  . هدف پيدا كردن حجم حادث از اين دوران مي باشد. دوران كند

٣٥B ابتدا بازه[ ]ba, فرض كنيم افراز دلخواهي كه داريم داراي بازه. ي افراز مي كنيميها را به زير بازه[ ]1, +ii xx 

 شكل حاصل استوانه اي ، ها دوران مي دهيمx را حول محور)۲۵ (نوار مستطيلي مشخص شده در شكل. باشد

)( است كه شعاع آن ixfوارتفاع آن  ii xx حجم اين استوانه برابر است . مي باشد 1+−

xxfvبا ii ∆××=∆ π2)]([ه  كii xxx −=∆ +1.  

٣٦B   مجموع اين استوانه ها در امتداد محورx برابر حجم كل ناحيه خواهد بود كه با توجه بـه تعريـف   )) ٢٥(شكل ( ها

  : خواهيم داشت معينانتگرال

∫=
b

a
dxxfv 2)]([π  

yاگر ناحيه حول خط  c= آنگاه حجم حادث از دوران برابر است با)) ۲۶(شكل ( رده باشددوران ك  

∫ −=
b

a
dxcxfv 2])([π  

  

xfy)(اگر منحني   : نكته ],[ در فاصله    = ba   محور xا را در نقطه     هcx  قطع كند آنگاه حجم جسم حاصـل        =

axخطوط   وهاx محور،نحنيم محدود به  ناحيهاز دوران bxو=    برابر است باهاx  حول محور =

∫∫ +=
b

c

c

a
dxxfdxxfv 22 )]([)]([ ππ  

  

  
  )۲۵(شكل 
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  )۲۶(شكل 

  

) كه محدود به تابع    R  ناحيه حال اگر  )x f y=  وطو خط y c= وy d=  حـول محـور     و  باشد y    هـا دوران 

   آنگاه حجم جسم حاصل برابر است با.كند

∫=
d

c
dyyfv 2)]([π  

xو اگر ناحيه حول خط  a= حادث از دوران برابر است با دوران كرده باشد آنگاه حجم  

∫ −=
d

c
dyayfv 2])([π  

٣٧Bبراي محاسبه حجم در حالت كلي اقدامات زير را انجام مي دهيم :  

۱( ٣٨Bناحيه اي كه بايد دوران پيدا كند را مشخص مي كنيم.  

۲( ٣٩Bمحور دوران هر محوري كه باشد نوار مستطيلي فوق را عمود بر آن محور در نظر مي گيريم .  

اگر نوار عمود بـر     .  است x قرار داده تابع بر حسب     dxها باشد در انتگرال   xار مستطيلي عمود بر محور      اگر نو  ) ٣

 . مي باشدyبع بر حسبو تا قرار داده  dy ها باشد در انتگرالyمحور

 .است با حدود تغييرات نوار باريك مستطيل شكل حدود انتگرال برابر )٤

  .اگر ناحيه، محور دوران را قطع كرده باشد، حجم كل برابر است با مجموع حجم هاي مجزاي بوجود آمده )٥

  

3xyحجم جسم حاصل از دوران ناحيه محدود به منحني  : ۶مثال  ا هx و محور x ، 1=x=0 ، خطوط =

  .ا را بيابيدهxحول محور 

  :حل
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77
][

1

0

7
1

0

23 ππ
π === ∫ xdxxv  

  

 
  )۲۷(شكل 

  

3xyحجم جسم حاصل از دوران ناحيه محدود به منحني           : ۷مثال    ـy و محـور     y   ، 1=y=0 ، خطوط    = ا ه

  .ا را بيابيدهyحول محور 

  : باشدyهاست پس تابع بايد بر حسب yچون محور دوران محور : حل

33 yxxy =⇒=  

5

2

5

2
][

1

0

2

5
1

0

23
ππ

π === ∫ ydyyv  

  
  )۲۸(شكل 

  

  و يكي    ۰ تا   -۱كي از    باشد بايد دو حجم محاسبه شود، ي       ۱  تا    -۱در دو مثال فوق اگر بازه انتگرال گيري از          : توجه

   .-۱ تا ۰از 

  

  : حاصل از دوران ناحيه بين دو منحني جسمحجم. ۱. ۲. ۵
)منحني هاي كه محدود به R فرض كنيم ناحيه   )y f x=، ( )y g x= خطوط   x a=و x b=حـول  ، باشد 

  حاصل برابراست با حجم جسم . ها دوران كندxمحور

∫ −=
b

a
dxxgxfv 22 )]([)]([π  
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yو اگر ناحيه فوق حول خط  c=دوران كند آنگاه  

∫ −−−=
b

a
dxcxgcxfv 22 ])([])([π  

  
  )۲۹(شكل 

  

  . استyها يا هر خط موازي با آن باشد، انتگرالهاي  فوق بر حسبyهنگامي كه محور دوران محور

  

13از دوران ناحيه محـدود بـه منحنـي          حجم جسم حاصل     : ۸مثال   += xy      1  و خطـوط+= xy    ،0=x  ، 

1=x حول محور xا را بيابيده.  

  :حل

[ ]

42

29
)

273
(

)22()1()1(

1

0

47
2

3

1

0

362
1

0

232

=−−+=

−−+=+−+= ∫∫
xx

x
x

dxxxxxdxxxv

π

ππ
  

  
  )۳۰(شكل 

 

2yyxاحيه محـدود بـه دو سـهمي         حجم جسم حاصل از دوران ن      : ۹مثال   32  و    =− −= yx      حـول خـط  ،

4−=xرا بيابيد .  



  معين  انتگرال                                                           كاربردهاي                 )۱ (عمومي  رياضي  
 

 131 

  :براي تعيين حدود انتگرال گيري، نقاط تقاطع دو منحني را بدست مي آوريم: حل 

2

3
,10323

3

222

2

2

=−=⇒=−−⇒−=−⇒






−=

−=
yyyyyyy

yx

yyx
  

  

  

  
)۳۱(شكل   

ππ

π

π

π

32

875
1543

2

)15892(

]43[]4[

)]4(3[)]4([

2

3

1

23
4

2

3

1

23

2

3

1

2222

2

3

1

2222

=







++−−=

++−−=

+−−+−=

−−−−−−−=

−

−

−

−

∫

∫

∫

yyy
y

dyyyy

dyyyy

dyyyyv

 

 

٣٣B2 حجم حاصل از دوران سهمي ) ٦٤ال سxy 1x ها در فاصلهx حول محور  = = 1xتا −    كدام است؟ =

١(
2

π    ٢(
3

π    ٣( 
3

π    ٤(
5

2π  

  :حل

5

2

5555

1

0

50

1

5
41

0

0

1

4 πππ
ππππ =++=+=+= ∫∫

−−

xx
dxxdxxv  
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  )۳۲(شكل 

   

2xy حجم حاصل از دوران سهمي ) ٦٥سال  0x  ها در فاصله x حول محور = 1xتا   =    كدام است؟ =

١(
6

π    ٢( 
5

π    ٣(
4

π    ٤( 
3

π  

 نصف آن حجم كه برابر از عبارت است جسم حجم قبل است ومانند مثال
5

πمي باشد .  

  

1,1,4 حجم حاصل از دوران ناحيه محصور بين منحني )٦٦سال  2 === xyxxحول محور x كدام است؟   

١(π    ٢(π2    ٣( 2ln2π    ٤( 2ln2π  

                                       :حل
x

y
x

y
112 =⇒=   

2ln24ln)1ln4(ln)(ln
1

)
1

(
4

1

4

1

4

1

2 ππππππ ∫ ∫ ==−==== xdx
x

dx
x

v  

  
  )۳۳(شكل 

 در فاصلهy =sinx حجم حاصل از دوران سطح زير منحني) ٦٧سال 





2

,0
πحول محور x ها برابر است با  :  

١(
8

2π    ٢( 
4

2π    ٣( 
4

π    ٤( 2π  
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:             حل
2

2
21

sin 0
2 2 2 2 4
x x

π

π π π π   = − = × − =      
dx
x

xdx ∫∫
−

= 2

0

2

0

2

2

2cos1
sin

ππ

ππ  

  

  
  )۳۳(شكل 

  

122ي حجم حادث از دوران سطح منحن) ٦٧سال  =+ yxحول محور xها برابر است با  :  

۱(      π            ۲ (
3

4π                  ۳ (π2                      ۴ (
4

3π  

  :حل

                             
3

2

3

1
1

3
)1(

1

0

1

0

3
2 π

πππ =





−=








−=−∫
x

xdxx  

و حجم كل عبارت است 
3

4
2

3

2 ππ
=×  

  

  
  )۳۵(شكل 

  

در مثال قبل چون منحني متقارن است حدود انتگرال گيري را نصف كرده و حجم نصف جسم را بدست آورده و در     

  .نهايت حجم كل برابر است با دو برابر حجم محاسبه شده

1 حجم حاصل از دوران بيضي) ٦٩ سال 
2

2

2

2

=+
b

y

a

x  حول محورxها برابر است با  :  
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١(2

3

4
baπ    ٢(2ab    ٣(2

4

3
ba    ٤( 2

3

4
abπ  

  :حل
2 2

2 22 4

3 3 3

ab a b
ab v ab

π
π π

 
= − = ⇒ = 

 
∫ 








×−=−

a ax

a

b
xbdx

a

xb
b

0
0

3

2

2
2

2

22
2

3
)( ππ  

  

  
  )۳۶(شكل 

  

به ناحيه حجم حاصل از دوران سطح محدود )٧٠سال 
x

yxx
1

,3,1    چقدر است؟ ox حول محور===

١(
2

π    ٢(
3

π    ٣(
3

2π    ٤(
2

3π  

  :حل

3

2

31

1 3

1

3

1

12
3

1 2

π
π

ππ
ππ =+

−
=

−
=

−
×=

+−

∫ x

x
dx

x
  

  

  
  )۳۷(شكل 

  

2 نمودار  حجم حاصل از دوران ناحيه محدود به )٧٠سال 

x

ey 0x وط و خط = 1x و= حول ،  ox محور=

   كدام است؟oxمحور 
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١()1( −eπ    ٢()1( 2 −eπ    ٣()1(
2

−e
π    ٤()1(

2

2 −e
π  

  :حل

)1()()(
1

0

1

0

1

0

22 −===∫ ∫ eedxedxe xx

x

ππππ  

  

  
  )۳۸(شكل 

2x  حجم حاصل از دوران ناحيه محدود به خط به معادله) ٧٢سال  y+ حول محور  oy ,oxهاي و محور =

oxكدام است؟  

١(
4

7π    ٢(
3

8π    ٣(
4

9π    ٤(
3

10π  

  :حل
2 2

2 2

0 0
(2 ) (4 4 )x dx x x dxπ π− = + −∫ ∫  

3

8
8

3

8
8

2

4

3
4

4

0

23 π
ππ =





−+=








−+=
xx

x   

  

  
  )۳۹(شكل 
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22 حجم حاصل از دوران ناحيه محدود به منحني تابع) ٧٦سال  +−= xxy1 و خطوطx 3x و = و  =

2x ها حول خطxمحور   كدام است؟ =

١(
3

220π    ٢(
3

160 π    ٣(
3

110π    ٤(
3

80π  

  .خوانندهحل به عهده 

  

422  ناحيه محدود به نمودار تابع با ضابطه) ٧٧سال  =− yx1 وy = 1yو −  ها دوران مي yحول محور =

   حجم حاصل چقدر است؟,كند

١(
3

22π            ٢(
3

28π    ٣(
3

25π            ٤(
3

26π  

  :حل

ππππ
3

22

3

1
4

3

1
4

3
4)4(

1

1

1

1

3
2 =




 +−−




 −=







−=−∫− −

y
ydyy  

  

  
  )۴۰(شكل 

  

  با استفاده از انتگراليک منحنی  طول قوسمحاسبه  .۳ .۵
)اگر تابع )y f x= در فاصله[ , ]a b از بازهردر اين صورت با اف. پيوسته باشد[ , ]a b و محاسبه طولiL و جمع 

  . به انتگرال تبديل مي شود مي توان طول منحني را بدست آوردكه نهايتاًو محاسبه حد بندي 
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  )۴۱(شكل 

  

  : رمول طول قوس را در حالت كلي به سه صورت مي توان مطرح كرد ف

  

xfy)(اگر ) ۱ xاز  باشد آنگاه طول قوس منحني = a= تا x b=عبارت است از     

21 ( ( ))
b

a
L f x dx′= +∫  

  

yfx)(اگر ) ۲ yزا طول قوس منحني   باشد آنگاه= c= تا y d= عبارت است از    

21 ( ( ))
d

c
L f y dy′= +∫    

  

tfx)(اگر ) ۳ tgy)(  و = t  باشد آنگاه طول قوس منحني = a= تا t b=  عبارت است از    

btadttgtfL
b

a
≤≤′+′= ∫ 22 ))(())(( 

  
 

)2(,30 ) ٦٥ سال 
3

1
)( 2

3

2 ≤≤+= xxxf  در اين صورت طول تابع f    مساوي كدام است؟  

١(9     ٢(10     ٣(12     ٤(2   

  :حل

dxxxLxxxf ∫ ++=⇒+×=′
3

0

222

1

2 )2(1)2)(2(
2

3

3

1
)(  

∫∫∫ =+=+=+=++=⇒
3

0

3

0

3
2

3

0

2224
3

0
12

3
)1()1(21

x
xdxxdxxdxxxL  

  

2 اگر ) ٦٧سال 

3

)(,40 xxfx    مساوي با كدام است؟  f باشد در اين صورت طول گراف≥≥=

١(
27

7    ٢(
27

10    ٣()11010(
27

8
−    ٤( )11010(

27

8
+  

  :حل

xxfxxf
4

9
))((

2

3
)( 22

1

=′⇒=′  

)11010(
27

8
)

4

9
1(

27

8

4

9
1

4

0

2

3
4

0
−=+=+= ∫ xdxxL  

  

)cos1(,)sin( مربوط به منحني طول يك حلقه) ٦٩سال  tayttax   :  برابر است با=−=−

١( a     ٢( 8a     ٣( 2a     ٤( 4a   
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  :حل

∫ ∫ +−=′+′=
π π2

0

2

0

222222 sin)cos1())(())(( dttatadxtytxL  

dttadttatta cos12sin)cos2cos1(
2

0

2

0

2222 −=+−+= ∫∫
ππ

  
22 2

0 0 0

1 cos
2 2 sin cos 4 ( 4 ) 8

2 2 2

t t t
a dt a dt a a a a

ππ π−
= = = − = − − =∫ ∫  

  

xxy طول قوس منحني) ٧٣سال 
3

2
   مساوي كدام است؟ [0,3] در فاصله=

١(
3

14    ٢(
9

14    ٣(
27

14    ٤(
1

14  

  :حل

3

14
1)

2

3
(

3

2
)

2
(

3

2 3

0
=+=⇒==+=′ ∫ dxxLxx

x

x
xy  

  

  

πθ تاθ=0 ازθcos4=x وθsin4=yحني طول قوس من) ٧٤سال     كدام است؟ =

١(π2    ٢(π4    ٣(π8    ٤(π16  

  :حل

∫∫ ==+=
ππ

πθθθθ
00

22 44sin16cos16 ddL  

  

textey طول قوس منحني) ٧٤سال  tt cos,sin 0t از== 4t تا  =   : برابر است با =

١()1(2 4 −e    ٣( )1(2 4 +e        ۳()1(2
4 +e       ٤()1(2 4 −e  

  :حل

tetey

tetex

tt

tt

cossin

sincos

+=′

−=′
  

4 4
2 2 4 4

0
0 0

( cos sin ) ( cos sin ) 2 2 2 2t t t t tL e t e t e t e t dt e dt e e= − + + = = = −∫ ∫  

  

24 طول قوس) ٧٦سال  xy   .  به دست آوريد [0,2] را در فاصله=−

١( 
2

π    ٢(π    ٣(π3    ٤( π4  

  :حل

22 442

2

x

x

x

x
y

−

−
=

−

−
=′  
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∫∫ −

+−
=

−
+=

2

0 2

22
2

0 2

2

4

4

4
1 dx

x

xx
dx

x

x
L  

π
π

θθθ
θ

θθ
θ

πππ

=×====
−

= ∫∫∫∫ 2
22cos2

cos2

2
cos2

cos2

2

4

2
2

0

2

0

2

0

2

0 2
ddddx

x
  

                                                                                                      
2sin

2cos

x

dx d

θ

θ

=


=
  

  

 طول خم تابع پارامتري با ضابطه) ٧٧سال 






=

−=

2

3

1

ty

tx

10 وقتي  ≤≤ t كدام است؟  

١()41313(
9

1
−    ٣()81313(

27

1
−  

٢()81313(
9

1
−    ٤()41313(

8

1
−  

  :حل
13

4
1

1

02
1

1
9 9

13
4 4

2

x

L t dt u du
y t

′ = − 


⇒ = + = ×
′ = 

∫ ∫  

1 13 131
3 32 4 4
2 2

1 1

9 9
1

4 4

9 8 8 13 1
( ) [( ) 1] (13 13 8)

14 27 27 4 27
1

2

t u dt du

u
L u

+

+ = ⇒ =

⇒ = × = = − = −
+

  

  

 پارامتريدايره به معادله  از060قوس طول ) ٧٧سال 




=

=

θ

θ

sin10

cos10

y

x
   كدام است؟

)1(
3

10
)2(

3

10
)3(

10

3
)4(103

ππ
ππ  

  :حل

   ∫ ==⇒ 3

0

2

3

10
)10(

π π
θdL     

222 )10()()(

cos10

)sin(10

=′+′

=′

−=′

yx

y

x

θ

θ
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  تمرين

  .مجموع هاي زير را بدست آوريد
6

3

15
2

1

39

0

11

2

1

1

1) 2 ( 1)

2) (3 1)( 4 )

3) ( 2 1 2 3)

1
4)

(5 1)(5 4)

5) 4(3 3 )

i

i

i

i

n
i i

i

i i

i i i

i i

i i

=−

=

=

=

−

=

−

− +

− − −

 
 − + 

−

∑

∑

∑

∑

∑

 

 

  . بيابيدمساحت ناحيه محدود به منحني ها و خطوط داده شده در زير را
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2

2

2 2

2 2

3 2 3 2

2

2 3

2

2

2

2

6) 1 , 3

7) 2 ,

8) 18 ,

9) 1 , 1 , 1 , 4

10) 2 3 , 2 3 9

11) | | , 1 , 1 , 1

12) , , 2

13) 2 ,

14) 1 , 2 1

15) 1 , 1 , 1 , 0

16) , 8 , 1

y x x

y x y x

x y y x

xy y x y y

y x x x y x x x

y x y x x x

y x x y x y

y x y x

x y y x

yx y x x y

y x x y

= − =

= − = −

= − =

= − = = =

= − − = − −

= = − = − =

= = + =

= − =

− = = +

+ = = − = =

= = =

  

  

)1,4( و )3,3(، )1,1(مساحت مثلث به رئوس ) ۱۷   . را با استفاده از انتگرال گيري بيابيد−

)1,2(  و )1,2(، −)1,1(، )2,1(مساحت ذوزنقه به رئوس ) ۱۸   . را با استفاده از انتگرال گيري بيابيد−

2مساحت دو ناحيه بسته اي كه از تقاطع منحني        ) ۱۹

2

1
xy 822 و دايره    = =+ yx          پديـد مـي آيـد را بدسـت 

  .آوريد

1مساحت سه ناحيه بسته اي كه از تقاطع هذلولي          ) ۲۰
2

1 22 =− yx   1  و بيضي
4

1 22 =+ yx       پديد مي آيـد را  

  .بدست آوريد

  . با استفاده از انتگرال حجم كره را بدست آوريد) ۲۱

ln)2( مطلوب است محاسبه حجم حاصل از دوران ناحيه محصور بين )۲۲ xy=، محورx و خط x e=  حـول 

   .yمحور

2xy حجم جسم دواري كه از دوران ناحيه محصور بين منحني          )۲۳ 1x و خطوطxمحور, = 2x و =  حـول =

2x خط =   .  بوجود مي آيد را پيدا كنيد−

yxxyyxمساحت محصور بين  ابتدا  ) ۲۴ 4,4,5 2222  ايـن ناحيـه را حـول        كرده سپس  را محاسبه    +===

7yخط =   .  دوران دهيد و حجم حاصل را محاسبه كنيد−

xey مطلوب است محاسبه حجم حاصل از دوران ناحيه محـصور بـين   )۲۵   حـول  x=1 و x=0خطـوط  ،=−

   .yمحور

xy مطلوب است محاسبه حجم حاصل از دوران ناحيه محصور بين )۲۶ 1sin   حول x=1 و x=0خطوط ،=−

    .xمحور

xxey مطلوب است محاسبه حجم حاصل از دوران ناحيه محصور بـين  )۲۷  حـول  x=3 وx=0خطـوط  ،=−

    .xمحور
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xy مطلوب است محاسبه حجم حاصل از دوران ناحيه محصور بين )۲۸ sinh=، 1خطوط−=x1 و=x  حـول 

    .xمحور

xy مطلوب است محاسبه حجم حاصل از دوران ناحيه محصور بين )۲۹ cos=، 0خطوط=x و 
2

π
=x  حـول  

   .yمحور

   )0,1( و )1,3(، )2,2(مطلوبست حجم جسم حاصل از دوران مثلث به رئوس ) ۳۰

   .xحول محور -الف

   .y حول محور-ب

22دود به سهميحجم حاصل از دوران ناحيه مح) ۳۱ += yx8 و خط+= yx حول محورyرا بيابيد .  

2yxدود به سهميحجم حاصل از دوران ناحيه مح) ۳۲   . را بيابيدx=4  حول خط x=4  و خطx محور،=

  . را بيابيدr و شعاع قاعده hحجم يك استوانه به ارتفاع ) ۳۳

   : محاسبه كنيدx حجم حاصل از دوران هر يك از نواحي زير را در حول محور)۳۴

xyx –الف  =≤≤ 10  

xyx–ب  sin10 =≤≤   

xyxyx ناحيه محصور بين–ج  sin,cos,
4

0 ==≤≤
π  

24,1,30 ناحيه محصور بين –د  xyyx −==≤≤  

4,7,]12[ ناحيه محصور بين -ه +=== xyxx  

2xyمطلوبست حجم جسم حاصل از دوران ناحيه محدود به دو سهمي            )  ۳۵ 21 و   = xxy  حـول خـط     =+−

3−=y.  

xyمطلوبست حجم جسم حاصل از دوران ناحيه محدود به سهمي) ۳۶ 42 xy و خط=   .x=4 حول خط =

xy طول قوس سهمي) ۳۷ 62 6x از= 12x تا =   . ه كنيدرا محاسب =

xy طول قوس منحني) ۳۸ ln=1 ازx x تا = e=  را محاسبه كنيد .  

  .  را بدست آوريد١ با استفاده از انتگرال محيط دايره اي به شعاع ) ۳۹

sin24,2sin)( محيط منحني) ۴۰ txty   . را محاسبه كنيد==

2ول قوس منحني ط) ۴۱

3

2 )2(3 −= xy3 ازx 6x تا =   . را محاسبه كنيد =

3649 طول قوس منحني) ۴۲ 3

2

3

2

=+ yx1 از در ربع دومx = تا −
8

1
−=xرا محاسبه كنيد  .  

24 طول قوس منحني) ۴۳ 28 −+= xxy1 ازx 2x تا =   . را محاسبه كنيد =

32طول قوس منحني)  ۴۴ )32( += yxرا محاسبه كنيد )2,77(تا )1,1( از.  

13طول قوس منحني)  ۴۵

2

1

6

1 −+= xxyاز )
12

19
(تا )2,

15

314
  .را محاسبه كنيد )5,

=∫اگر ) ۴۶
x

dttxf
0

cos)(نمودار  طول قوس f 0 را از=x تا π=xرا بدست آوريد .  
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   ششمفصل 

  

  انتگرالهاي مجازي
  

انتگرالهاي مجازي تعميمي از انتگرالهاي معين هستند كه حداقل يكي از حدود انتگرال گيري در آنها نامتناهي اسـت                

  .داراي حد نامتناهي مي باشد يا يك نقطه در فاصله انتگرال گيري انتگرال گيري و يا انتگرالده در يكي از حدود 

  

  مجازي نوع اول انتگرال . ۱. ۶
ax به ازاي هر fهرگاه : ۱تعريف     پيوسته باشد آنگاه ≤

+∞→

= ∫∫
+∞

b

dxxfLimdxxf
b

aa
)()(

  

  . را همگرا و در غير اين صورت انتگرال را واگرا گوييم مجازياگر حد موجود و متناهي باشد انتگرال

bx به ازاي هر fهرگاه : ۲تعريف     پيوسته باشد آنگاه ≥

−∞→

= ∫∫ ∞−
a

dxxfLimdxxf
b

a

b

)()(
  

  . را واگرا گوييمآن را همگرا و در غير اين صورت  مجازياگر حد موجود و متناهي باشد انتگرال

 را  c( عدد دلخواهي باشد كه تـابع در آن پيوسـته اسـت                c پيوسته باشد و     x به ازاي هر     fهرگاه  : ۳تعريف  

  آنگاه .) معمولاً صفر در نظر مي گيرند
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+∞→−∞→

+= ∫∫∫
+∞

∞−

ba

dxxfLimdxxfLimdxxf
b

c

c

a
)()()(

  

  .واگرا گوييم د انتگرال را همگرا و در غير اين صورت نموجود و متناهي باشهاي فوق اگر حد

  

  .معين كنيد كه انتگرال زير واگراست يا همگرا : ۱مثال 
2 2

2 2 33 3

3 2 3 25 5 5

3 3
(9 ) (9 ) 3 4

4 49 9

bbxdx xdx
Lim Lim x Lim b

x x

b b b

+∞    
= = − − = − − + = −∞   

− −    

→ +∞ → +∞ → +∞

∫ ∫  

  .بنابراين انتگرال واگراست

  

  .معين كنيد كه انتگرال زير واگراست يا همگرا : ۲مثال 

1 1

2 23 3 3

3 3
tan ( ) (tan )

9 9 3 3 2 3 6

bbdx dx x
Lim Lim Lim b

x x

b b b

π π π π+∞ − − 
= = = − = − = + +  

→ +∞ → +∞ → +∞

∫ ∫  

  .گراستهمبنابراين انتگرال 

  

  .اگراست يا همگرامعين كنيد كه انتگرال زير و : ۳مثال 

2 2 2 2
00 0 1 1 1

5 5 5 (1 5 )
ln 5 ln5 ln5

x x x a

a a
x dx Lim x dx Lim Lim

a a a

− − − −

−∞

   
= = − = − − = −  

  

→ −∞ → −∞ → −∞

∫ ∫  

  .بنابراين انتگرال همگراست

  

  .معين كنيد كه انتگرال زير واگراست يا همگرا : ۴مثال 

+∞→−∞→

=+=+−+−=

+∞→−∞→+∞→−∞→









−+








=+=

+=+=

−

−−

+∞ −

∞−

+∞ −

∞−

−+∞

∞−

−

∫∫

∫∫∫∫∫

ba

eLimeLim

baba

eLimeLimdxeLimdxeLim

dxedxedxedxedxe

ba

b
x

a

x
b

x

a

x

xxxxx

211)1()1(

)()(
0

0

0

0

0

0

0

||
0

||||

  

  .بنابراين انتگرال همگراست

  

حجم جسم حاصل از دوران ناحيه محدود به منحني  : ۵مثال 
x

y
1

  . را بيابيد+∞ تا x=1 از y=0 و =
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2

21 1 1

1 1 1 1
( ) ( ) ( 1)

bb

v dx Lim dx Lim Lim
x x x b

b b b

π π π π π
+∞

= = = − = − + =

→ +∞ → +∞ → +∞

∫ ∫  

  ثابت كنيد : ۶مثال 

+∞→

≠ ∫∫ −

+∞

∞−

a

dxxLimdxx
a

a

77

  

  بنا به تعريف انتگرال مجازي طرف چپ رابطه فوق برابر است با: حل

+∞→−∞→

∞+−∞=







+







−=

+∞→−∞→+∞→−∞→









+








=+= ∫∫∫

∞+

∞−

ba

b
Lim

a
Lim

baba

x
Lim

x
LimdxxLimdxxLimdxx

b

a

b

a

88

88

88

0

808

0

7
0

77

  

  :حال طرف راست را محاسبه مي كنيم.  هستند پس انتگرال مجازي واگراستچون حدهاي فوق نامتناهي

+∞→+∞→+∞→

=






 −
−=








=

−−∫

aaa

aa
Lim

x
LimdxxLim

a

a

a

a
0

8

)(

88

888
7

  

  .بنابراين دو طرف رابطه نمي توانند مساوي باشند

  

   انتگرال مجازي نوع دوم. ۲. ۶

),[ از بازه x در هر fهرگاه  : ۱تعريف  ba از چپ پيوسته بوده و ( )Limf x

x a+

= ±∞

→

در صورت  آنگاه 

   داريموجود حد

+

+

→

= ∫∫
0

)()(

ε

ε

b

a

b

a
dxxfLimdxxf

  

],( از بازهx در هر fهرگاه  : ۲تعريف  ba از راست پيوسته بوده و ( )Limf x

x b −

= ±∞

→

در صورت گاه  آن

   داريموجود حد

+

−

→

= ∫∫
0

)()(

ε

εb

a

b

a
dxxfLimdxxf
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],[ از بازه x در هر fهرگاه  : ۳تعريف  ba بجز  ),( bac∈ پيوسته بوده و | ( ) |Lim f x

x c

= +∞

→

   آنگاه 

( ) ( ) ( )

0 0

b c b

a a c
f x dx Lim f x dx Lim f x dx

ε

δ

ε δ

−

+

+ +

= +

→ →

∫ ∫ ∫  

  

  .رت متناهي بودن حدهاي فوق انتگرال مجازي را همگرا و در غير اين صورت آن را واگرا گوييمدر صو

  

  .معين كنيد كه انتگرال زير واگراست يا همگرا : ۷مثال 

∫
−16

0

4

3

dxx  

مشاهده مي شود كه : حل
3

4( )

0

Lim x

x

−

+

= +∞

→

  لذا.  بنابراين انتگرال فوق يك انتگرال مجازيست

  

+++

+

−−

→→→

=−=== ∫∫

000

8)48()4( 4

116
4

1
16

0

4

3
16

0

4

3

εεε

ε
εε

LimxLimdxxLimdxx
  

  

  .انتگرال زير را محاسبه كنيد : ۸مثال 

∫
−

1

0 21

1
dx

x
  

مشاهده مي شود كه : حل
2

1
( )

1

1

Lim
x

x −

= +∞
−

→

  لذا.  بنابراين انتگرال فوق يك انتگرال مجازيست

  

+++

−
−

−
−

→→→

=−−==
−

=
−

∫∫

000

2
)0)1((sin)(sin

1

1

1

1 1
1

0

1
1

0 2

1

0 2

εεε

π
ε

εε
LimxLimdx

x
Limdx

x  

  

  .انتگرال زير را محاسبه كنيد : ۹مثال 

∫ 2

0
tan

π

xdx  
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tan)مشاهده مي شود كه: حل )

2

Lim x

x
π −

= +∞

→

   بنابراين انتگرال فوق يك انتگرال مجازيست و داريم

2
2 2

0 0 0
tan tan (ln | cos |) (ln(cos( )) 0) ln(0)

2

0 0 0

xdx Lim xdx Lim x Lim

π
επ π

ε π
ε

ε ε ε

−
−

+ + +

= = = − − = = −∞

→ → →

∫ ∫  

  .بنابراين انتگرال واگراست

  

  .انتگرال زير را محاسبه كنيد : ۱۰مثال 

∫ −−

4

0 2 32

1
dx

xx
  

  مشاهده مي شود كه: حل

 
33

|3||1|

1

32

1
2

→→

+∞=








−+
=









−−

xx

xx
Lim

xx
Lim

  

  لذا. بنابراين انتگرال فوق يك انتگرال مجازيست 

∞−+∞=

→→

++−−+−−−=

→→

+−−++−−=

→→










+
−

−
+









+
−

−
=

→→

−+
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−+
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++

+

−

++

+

−

++

+

−

∫∫

∫∫∫

00

|)4|lnln5ln(
4

1
)3ln|4|ln(ln

4

1

00

|)1|ln|3|(ln
4

1
|)1|ln|3|(ln

4

1

00

1

1

3

1

4

1

1

1

3

1

4

1

00

)3)(1(

1

)3)(1(

1

32

1

4

3

3

0

4

3

3

0

4

3

3

0

4

0 2

δε

δδεε

δε

δε

δε

δ

ε

δ

ε

δ

ε

LimLim

xxLimxxLim

dx
xx

Limdx
xx

Lim

dx
xx

Limdx
xx

Limdx
xx

  

  .انتگرال واگراست
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  تمرين

  .واگرايي و همگرايي انتگرالهاي زير را بررسي كنيد

∫
+∞

0
)2

xe

dx                                             ∫− +

0

2 32
)1

x

dx  

∫
+∞

+1 24
)4

xx

dx                                            ∫
−

4

2 2
)3

x

xdx  

∫ ∞−
0

)6 dxxe x                                                ∫ ∞−
3

4)5 dxx  

∫
∞+

−

0

3
)8 dx

x

x

                                         ∫
1

0

2)(ln
)7 dx

x

x  

∫− −−

0

3 223
)10

xx

dx                                  ∫
+∞

∞− ++ 544
)9

2 xx

dx  

∫ 2

0
tan)12

π

θθ d                                         ∫ 4

0

2cot)11

π

tdt  

∫
+∞

∞− − 4)3(
)14

x

dx                                         ∫ −
2

0 sin1
)13

π

t

dt  

    انتگرالهاي زير همگرا هستند؟nبه ازاي چه مقاديري از 

∫
1

0
ln)16 xdxx n                                              ∫

1

0
)15 dxx n  

∫
1

0

2)(ln)17 dxxx n  

222 با استفاده از روش انتگرال گيري ثابت كنيد محيط دايره )۱۸ ayx   .aπ2 برابر است با +=

3 آيا مي توان حجم جسم حاصل از دوران ناحيه محدود به منحني              )۱۹

1
−

= xy   8، خط=x    و محورهاي x و y  

    را با عددي متناهي نمايش داد؟xحول محور

2 آيا مي توان حجم جسم حاصل از دوران ناحيه محدود به منحني            ) ۲۰

1
−

= xy   1، خط=x    و محورهاي x و y  

   آيا مي توان مساحت ناحيه بين اين منحني و محورهاي مختـصات                مايش داد؟   را با عددي متناهي ن      xحول محور 

  را با عدد متناهي نشان داد؟

04 و محدود به منحني      yآيا مي توان مساحت ناحيه سمت راست محور         ) ۲۱ 222 =−+ yxyx     و مجـانبش را 

  با عددي متناهي نشان داد؟

12ساحت ناحيه محدود به منحني   آيا مي توان م   ) ۲۲ =− yxy محور ،x  1خطو=x    را با عددي متناهي نـشان

  داد؟
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    هفتمفصل

  

  های نامتناهی و سري هادنباله
  

  

  دنباله ها . ۱. ۷
   يعني.)اعداد طبيعي ( مجموعه اعداد صحيح مثبت است, دنباله تابعي است كه حوزه تعريف آن  : تعريف دنباله

:

( )

f

n f n

→ℕ ℝ

֏
  

)(nf را با naنشان مي دهند و آن را جمله عمومي دنباله گويند .  

ــه صــورت  ــولا ب ــه را معم ــك دنبال } ي } { }…,, 211
aaa

nn =∞
ــصراً= ــا مخت ــدna ي ــي دهن ــايش م ــور .  نم بط

مثال
∞

=







+ 11 nn

n
1 يا  2 3

, , , , ,
2 3 4 1

n

n

 
 

+ 
…   . مي باشد يك دنباله …

  

  :مگرايي دنبالهه. ۱. ۱. ۷
 به سمت مثبت بي نهايت ميل مي كند و بـصورت زيـر              nهرگاه  آن   جمله عمومي    دنباله يعني حد  يک  منظور از حد    

  : تعريف مي شود 
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0 0 | |n nLim a L N n N a L

n

ε ε= ⇔ ∀ > ∃ > ∋ ∀ > ⇒ − <

→ +∞
  

 باشـد آن را واگـرا       ∞گويند دنباله همگراست و اگر حد وجود نداشته باشد يا برابر          اگر حد فوق متناهي باشد آنگاه       

  .گوئيم

1 : ۱مثال 
0Lim

n

n

=

→∞

 .  

                   :اثبات

εε
ε

εε

111

0
1

00

≥⇒<⇒<

<−⇒>∀∋>∃>∀

Nn
n

n
NnN

  

  . بنابراين دنباله همگراست

  

  .همگرايي يا واگرايي دنباله هاي زير را بررسي كنيد : ۲مثال

{ }
∞

=

∞

=

∞

=

∞
=

∞

= 







++

−+









+
−

















−
+

1

3

2

11

21

1 1

1
,

12
)1(,

ln
,,

15

13

nn

n

n

n

n nn

nn

n

n

n

n
n

n

n  

  : حل 

∞→

=⇒
−

+
=

n

aLim
n

n
aa nn

5

3

15

13
)

  

  . همگراستدنبالهبراين      بنا

∞→

∞=⇒=

n

aLimnab nn)  

  . واگراستدنباله       

∞→∞→∞→

===
∞
∞

=⇒=

nnn

n
Lim

n

nLimaLim
n

n
ac nn 0

2

1

2

1

ln
)

22  

  . همگراستدنباله        

∞→










+=−

=
=⇒

+
−=

n

kn

kn

aLim
n

n
ad n

n

n

12
2

1

2
2

1

12
)1()  

  .گراستوا دنباله         
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∞→

=⇒
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−+
=

n

aLim
nn

nn
ae nn 0

1

1
)

3

2

  

  . همگراستدنباله     بنابراين 

  

  .يد دنباله زير واگراستبا استفاده از تعريف نشان ده : ۳مثال

{ }∞=−
1

)1(
n

n  

  در اين صورت. فرض مي كنيم دنباله همگرا باشد: حل










+=−<<−

=<<
→










+=<−−<−

=<−<−
→





+=<−−
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→

<−−⇒>∀∋>∃>∀

=

12
2

1

2

3

2
2

3

2

1

12
2

1
1

2

1

2
2

1
1

2

1

12|1|

2|1|

)1(00

2

1

knL

knL

knL

knL

knL

knL

LNnN n

ε

ε
ε

εε

  

  .،  دنباله واگراستده بدست مي آيل چون دو مقدار براي حد دنبا

nLimaاگر:  ۱. ۱. ۷قضيه L

n

=

→∞

nLimb  و L

n

′=

→∞

   آنگاه

) -الف )n nLim a b L L

n

′± = ±

→∞

)  -ب       )n nLim a b LL

n

′=

→∞

n  آنگاه L′≠0  اگر -ج     

n

a L
Lim

b L

n

=
′

→∞

  

  

هـا   همگرا باشـند آنگـاه حاصـل جمـع و حاصـل ضـرب آن                nbوnaبنابراين بر طبق قضيه فوق اگر دنباله هاي       

  . همگراست

  

nn واگرا باشد آنگاهnb همگرا بوده وليna اگر :۱نتيجه ba   .  واگراست±

nn واگرا باشد آنگاه در مورد nbواگرا بوده و  na  اگر :۲نتيجه ba   . چيزي نمي توان گفت ±

  

  .با استفاده از قضيه قبل  نشان دهيد دنباله زير همگراست : ۴مثال 
∞

=







−
1

2

sin
34

n
nn

n π  
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  :حل

{ } { }

{ } { }
4

sin
14

sin,
4

1

14

1

2

11

1

1

1

1

ππ

π
π

=′⋅→








−
==→

=→






==→









−
=

∞

=

∞
=

∞
=

∞

=

∞
=

∞

=

∞
=

LL
nn

n
bac

L
n

nbL
n

n
a

n

nnnnn

n

nn

n

nn

  

  

  :)فشردگی (۲. ۱. ۷ قضيه 

Nn اگر به ازاي هر nnn داشته باشيم  < bca n و ≥≥ nLima Limb L

n n

= =

→∞ →∞

nLimcآنگاه  L

n

=

→∞

 .  

) اگر :۳. ۱. ۷ قضيه ) nf n a=و ( )Limf x L

x

=

→∞

nLima آنگاه L

n

=

→∞

  .  ولي عكس اين قضيه برقرار نيست

  : دنباله هاي زير را به كمك دو قضيه فوق بررسي كنيدهمگرايي  : ۴ مثال
∞

=







1

)sin(

nn

n )ب        
∞

=







1

)ln(

nn

n )الف  

  :حل

∞→∞→

==→=

xx

xLim
x

x
Lim

n

n
an 0

1

1

)ln()ln(
الف                                                                                                           ( 

  . پس حد دنباله نيز برابر صفر است

sin( ) 1 sin( ) 1 1 1
, 0n

n n
a Lim Lim

n n n n n n

n n

− −
= → ≤ ≤ = =

→∞ →∞
  ب ( 

)sin  پس  )
0

n
Lim

n

n

=

→∞

.  

 

  دنباله هاي يكنوا و كراندار. ۲. ۱. ۷

}دنباله: ۱تعريف }naرا صعودي گوئيم هر گاه به ازاي هر n، nnnn

n

n aaaa
a

a
≥≥−≥ ++

+
11

1  و نزولي )0,1(

nnnnهر گاه گوئيم

n

n aaaa
a

a
≤≤−≤ ++

+
11

1   و دنباله نزولي را باna↑نماد دنباله صعودي را با .)0,1(

  . يك دنباله صعودي يا نزولي را يك دنباله يكنوا گوئيم. نشان مي دهيمna↓نماد
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nnnnاگر  

n

n aaaa
a

a
>>−> ++

+
11

1 nnnn يا )0,1(

n

n aaaa
a

a
<<−< ++

+
11

1  آنگاه دنباله را به )0,1(

  .ترتيب اكيدا صعودي يا اكيدا نزولي گويند

  

  . مي توان از طريق مشتق گيري نيز تشخيص دادصعودي يا نزولي بودن دنباله را: نكته

  

  .صعودي يا نزولي بودن دنباله هاي زير را مشخص كنيد : ۵مثال 
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  : حل
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+
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=
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=
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)35(

12
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35
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)()
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)12(
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12
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)()

1
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}دنباله : ۲تعريف }na نامند هر گاه عددي مانند از پايينرانداركرا M موجود باشد به طوري كه به ازاي هر 

nMan ,≥⋅  
  

}دنباله : ۳تعريف }na نامند هر گاه عددي مانند از بالارانداركرا M  موجود باشد به طوري كه به ازاي هر ′

nMan ,′≤⋅  
  

  . و هم از پايين كراندار باشد را كراندار گوينددنباله اي كه هم از بالا : ۴تعريف

  

  .هر دنباله يكنوا و كراندار همگراست:  ۴. ۱. ۷ قضيه

  

  .دنباله زير همگرا ست : ۶مثال

↑→>
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∞
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  .بنابراين دنباله كراندار و صعودي است و در نتيجه همگراست
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  .كراندار، همگراست) پايين (و از بالا)  نزولي( هر دنباله صعودي : ۵. ۱. ۷قضيه

  

  .دنباله هاي  زير همگرا  هستند : ۷مثال
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∑ و  را جمله  عمومي سري نامندnuكه
=

=+++=
k

i

ikk uuuuS
1

21   .ام سري گويندk را مجموع جزيي ⋯

∑سري :)همگرايي سري( ۲تعريف
∞

=1n
nu  همگرا نامند هر گاه دنبالهراnSهمگرا باشد و اگر nLimS s

n

=

→ +∞

 

∑آنگاه مقدار سري  nuرا برابرs مي گيريم.   
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   . را بررسي كنيد هاي زيرهمگرائي سري : ۸ مثال
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  . واگرا است اولين سري همگرا و دوميبنابراين
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  .بنابراين هر سه سري فوق واگرا هستند   
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  : سري هندسي. ۱. ۲. ۷
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  آزمونهاي همگرايي سري ها  .۲. ۲. ۷
 نخست .مي پردازيم ها كه به معرفي آنداردوجود  ها آزمونهاي گوناگوني براي تشخيص همگرائي و واگرائي سري
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∑ا به همگرا بودن و بن
+∞

=1
2

1

n n
  .، سري همگراست

  :آزمون مقايسه حد-۲

∑فرض كنيد  nu و ∑ nvو دن دو سري با جملات مثبت باش n

n

u
Lim c

v

n

=

→ +∞

   در اين صورت

0c هرگاه -الف   .ا هستند يا هر دو واگرا  آنگاه هر دو سري يا همگر<

0c هرگاه -ب ∑ و سري  = nvهمگرا باشد آنگاه ∑ nuنيز همگراست   .  

c هرگاه -ج = ∑  و سري ∞+ nvواگرا باشد آنگاه ∑ nuست نيز واگرا  .  
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  .همگرايي سري هاي زير را بررسي كنيد : ۱۹مثال 
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n n
  . بحث كنيد

تابع: حل 
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x
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  .پس سري همگراست

  

∑ي سرييي و واگراي در همگرا: ۲۱ثال م pn

  . به ازاي مقادير مختلف بحث كنيد1

هر گاه: حل 
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xf
1

)(    آنگاه =
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1 1
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1 1 1 1
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∞
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1p واگرا و به ازايp≥1مقدار اين انتگرال به ازاي ∑براين سريبنا.  همگرا است< pn

 واگرا و p≥1 به ازاي1

1pبه ازاي ∑مثلا هر يك از سريهاي. همگراست <
n

∑و 1
n

∑∑سريهاي   واگرا و1 23

1
,

1

nn
همگرا 

  . هستند

  اي زير همگراست؟ كداميك از سريه )٦٨سال 

١( ∑ +1n

n    ٢( ∑
n

1    ٣( ∑ n2

1    ٤( ∑
n

1  

 سري هندسي است با قدر نسبت كه)۳(سري : حل 
2

  . همگراست1

∑سري
n

∑ و1
n

∑گرا مي باشند ووا  1 +1n

n1  چون
1

n
Lim

n

n

=
+

→ +∞

  . واگرا مي باشد 

∑ سري ) ٦٥سال  αn

   همگراست؟αبه ازاي چه مقاديري از1

١(1≥α    ٢(1<α    ٣(1≤α    ٤(1>α  

  .  درست است٤با توجه به مثال فوق گزينه : حل 

  

∑ نوع سري :۲۲مثال
∞

=1

)(ln

n n

nرا مشخص كنيد .  

تابع: حل
x

x
xf

)(ln
)( 1xبه ازاياين تابع .  را در نظر مي گيريم= براي . تابعي نامنفي و پيوسته است <

xf)( .ي بودن آن از مشتق استفاده مي كنيمتشخيص نزول x به ازاي′ e>منفي است :  

2

1 ln ( )
ln 1 ( ) 0

x
x e x f x

x

−′> → > → = <  

يم كه دگرچه در آزمون انتگرال متذكر شا. بنابراين براي تشخيص نوع سري مي توان از آزمون انتگرال استفاده كرد

)تابع )f x 1,(بر بازهايد ب[ )یه مريوط به آزمون انتگرال به ازا نزولي باشد ولي قضي∞ )f x ي كه نهايتا ي ها

],( برα<1يعني به ازاي عددي مثل, نزولي باشند ∞+α1,( نزولي بوده و در ساير شرايط قضيه بر[  صدق ∞

  .كنند برقرار است

  از اين رو داريم
2 2

1
1 1

ln ( ) ln (ln ( )) (ln( ))

2 2

a ax x x a
dx Lim dx Lim Lim

x x

a a a

∞

= = = = +∞

→ +∞ →+∞ →+∞

∫ ∫   

∑بنابراين سري
n

n)(ln  واگراست.  

  

   كدام سري همگراست؟) ٦٥سال 
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1) الف 
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∑با توجه به آزمون انتگرال: حل  2
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n
  . همگراست

  

  :  سريهاي متناوب .۳. ۲. ۷
هر سري متناوب را .  تغيير علامت دهد به يك سري متناوب موسوم استهر سري كه جملات آن متوالياً :۱تعريف 

⋯⋯مي توان به صورت +−+−+− +
n
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  . آنگاه سري متناوب فوق همگراست

  

  .نوع سريهاي زير را تعيين كنيد : ۲۳مثال 
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  .همگراستسري بنابراين بنا به آزمون فوق  .كه همواره درست است

   

∑سري  :)همگرايي مطلق (۲تعريف nuًنامند هر گاه  همگرا را يك سري مطلقا∑ nuهمگرا باشد .  

∑سري  :)مشروطرايي همگ (۳تعريف nuهمگرا گرا باشد ولي مطلقاًم را همگراي مشروط نامند هر گاه ه 

  . نباشد

  

∑ هر گاه  :۴. ۲. ۷ قضيه nu آنگاه سري همگرا نيز هست, مطلقا همگرا باشد.  



  های نامتناهیو سري ها دنباله                                                                           )۱(عمومي  رياضي
 

 165 

  

∑ سري: ۲۴مثال 
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  . همگراست
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∑ : ۲۶مثال  2
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  .درا مورد بررسي قرار دهي 

  .اي جملات مثبت و هم داراي جملات منفي است ولي متناوب استاين سري گرچه هم دار :حل

 همگراست يعني سريبراي تشخيص همگرايي اين سري  نشان مي دهيم كه اين سري مطلقاً 
2

| cos ( ) |n
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∑ 

   داريم.همگراست
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∑سري،  2

)(cos

n

n
∑ همگرا و از آنجا سري نيز 2
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  :   )آزمون نسبت براي سري هاي متناوب(ربآزمون دالام -۲

∑سري nu 1 را درنظر مي گيريم هر گاهn
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   آنگاه 

1L به ازاي-الف ∑ سري> nuبطور مطلق همگراست .  

1L به ازاي-ب ∑ سري< nuواگرا ست .  

1L براي حالت-ج   .ظهار نظر كردا نمي توان =

  

  .  در همگرائي يا واگرائي هر يك از سريهاي زير بحث كنيد : ۲۷مثال 
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  .پس سري واگراست
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1Lبا توجه به   . نمي توان اظهار نظر كرد=

  

  :)ن ريشه براي سري هاي متناوبآزمو(آزمون كشي  -۳

∑سري nuهر گاه.  را در نظر مي گيريم  
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LuLim n
n     آنگاه  

1L به ازاي-الف ∑ سري> nuبطور مطلق همگراست .  

1L به ازاي-ب ∑ سري< nuواگرا ست .  

1L براي حالت-ج   .ظهار نظر كردا نمي توان =

  

  . در همگرايي يا واگرائي هر يك از سريهاي زير بحث كنيد: ۲۸مثال 

2 3 2 1
) ( 1) ) ( 1) ( )

3 2 !

n

n n nn n
a b

n n

 + +
− − + 

∑ ∑  

  :حل 

  با فرض
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  .پس سري همگراست
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nn  هر گاه 
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     .سري واگراستو 

  

  سريهاي تواني . ۳. ۷

∑−=+−+−+⋯هر سري بصورت
∞

=

2

210

0

)()()( axaaxaaaxa
n

n

n2كه درآن 1,a aضرايب ثابت هستند ، 

nاني سري است كه در آندر حقيقت يك سري تو. به يك سري تواني موسوم است

nn axau )( −=.  

Raفاصله همگرايي يك سري تواني فاصله اي است از Raتا  − از اين فاصله سري x بطوريكه به ازاي هر +

 شعاع .را شعاع همگرايي سري مي نامندR. رج اين بازه واگرا باشد واقع در خاx همگرا و به ازاي هرمطلقاً

  .همگرايي سري تواني از قضيه زير بدست مي آيد

  

∑ شعاع همگرايي سري تواني :۱. ۳. ۷ قضيه
∞
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  .قضيه فوق با استفاده از آزمونهای کشی و دالامبر اثبات مي شود

  

شرط همگرايي را تحميل .  دالامبر را اعمال مي كنيميا براي بدست آوردن بازه همگرائي آزمون هاي كشي و :تذكر

  . ابتدا و انتها ي بازه را جداگانه بررسي مي كنيمنقاط.  بدست آيدxمي كنيم تا حدود

  

  . را بيابيدي زيرها  بازه همگرايي هر يك از سري: ۲۹مثال 
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  . بنابراين سري در اين حالت نيز واگراست.وجود ندارد  
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1x با جايگذاري  مقدار عدد نپر بصورت يك سري بدست مي آيد كه با انتخاب تعداد جملات از xe دربسط=

  :نپر بدست مي آيداين سري تقريبي از عدد 

⋯++++=
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∑ سري: ۳۱مثال 
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  . استπكه مقدار تقريبي

  

( در بررسي نوع سري) ٦٩سال 
2
(tan
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n x
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=

   كدام يك از گزاره هاي زير درست است؟

   .همواره واگراست )١

  .همواره همگراست )٢

[در )٣ [1,1−∈xهمگراست .  

[در )٤ [2,2−∈xهمگراست .  

 :حل
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  .همواره همگراستبنا براين 
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afسري تيلور تابعرا fنقطه  در a با بازه همگرايي ),( RaRa +− 

   مي نويسيم وييمگو

⋯+−
′′

+−′+=−=∑
∞

=

2

0

)(

)(
!2

)(
))(()()(

!

)(
)( ax

af
axafafax

n

af
xf

n

n
n

  

  يعني. يم آنگاه سري را سري مك لورن گويa=0اگر در سري تيلور 

⋯+
′′

+′+==∑
∞

=

2

0

)(

!2

)0(
)0()0(

!

)0(
)( x

f
xffx

n

f
xf

n

n
n

  

  

1a را حول نقطه xeسری تيلور تابع : ۳۲مثال    . بيابيد=

  :حل
( ) ( )( ) ( ) (1)x n x nf x e f x e f e= ⇒ = ⇒ =  

  بنابراين داريم
( )

2

0 0

(1)
( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

! ! 2!

n
n n

n n

f e e
f x x x e e x x

n n

∞ ∞

= =

= − = − = + − + − +∑ ∑ ⋯  

  

sinسری مک لورن  تابع : ۳۳مثال  xرا بيابيد .  

  :حل

(4) (4)

( ) sin ( ) cos (0) 1

( ) sin (0) 0

( ) cos (0) 1

( ) sin (0) 0

f x x f x x f

f x x f

f x x f

f x x f

′ ′= ⇒ = ⇒ =

′′ ′′⇒ = − ⇒ =

′′′ ′′′⇒ = − ⇒ = −

⇒ = ⇒ =
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مقدار مشتقات مرتبه هـای فـرد       ه مي بينيد مقدار مشتقات مرتبه های زوج در صفر برابر با صفر است و                 ک همان طور 

  لذا.   است-۱ و ۱در صفر يک در ميان برابر با 
( )

2 3 4 2 1

0 0

(0) 0 1 0 ( 1)
( ) 0

! 2! 3! 4! (2 1)!

n n
n n

n n

f
f x x x x x x x

n n

∞ ∞
+

= =

− −
= = + + + + + =

+∑ ∑⋯  

2 1

0

( 1)
sin

(2 1)!

n
n

n

x x
n

∞
+

=

−
⇒ =

+∑  

  :و با مشتق گيری خواهيم داشت

2

0

( 1)
cos

(2 )!

n
n

n

x x
n

∞

=

−
=∑  

  

  :سری دو جمله ای. ۲. ۳. ۷

  سری زير را يک سری دو جمله ای گوييم

2 3

0

( 1) ( 1)( 2)
(1 ) 1

2! 3!

( 1)( 2) ( 1)

!

m

n n

n

m m m m m
x mx x x

mm m m m n
x x m

nn

+∞

=

− − −
+ = + + + + +

 − − − +
+ = ∈ 

 
∑

⋯

⋯
⋯ ℚ

  

  

1سری دو جمله ای  تابع : ۳۴مثال 

1x +
  . را بيابيد

  :حل

1

2 32

2 3

1 1 1 1 1
( )( 1) ( )( 1)( 3)

1 1 2 2 2 2 2(1 ) 1
2 2! 3!1

1 3 21
1

2 6 48

x x x x
x

x x x

−
− − − − − − − −

= + = − + + +
+

= − + − +

⋯

⋯

  

  

23سری دو جمله ای  تابع : ۳۵مثال  ( 1)x   . را بيابيد−

  :حل

2

2 2 33 3

2 3

2 2 2 2 2
( 1) ( 1)( 2)

2 3 3 3 3 3( 1) (1 ( )) 1 ( ) ( ) ( )
3 2! 3!

2 2 2
1

3 18 81

x x x x x

x x x

− − −
− = + − = + − + − + − +

= − − − +

⋯

⋯
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  تمرين
  .همگرايي دنباله های زير را بررسی کنيد

                                        
1

2 1
2)

1 3 n

n

n

+∞

=

+ 
 
− 

                                             
2

2

1

1)
2

n

n n

n n

+∞

=

 −
 

+ 
  

                                        

1

1 ( 1)
4)

n

n
n

+∞

=

 + −
 
 

                                           

1

( 1)
3) 1

n

n
n

+∞

=

 −
+ 

 
  

                                        
1

ln( )
6)

n

n

n

+∞

=

 
 
 

                                            { }
1

5) 1 ( 1)n
n

+∞

=
+ −  

                                        { }
1

8) n

n
e

+∞−

=
                                                      { }

1
7) n

n
e

+∞

=
  

                                        { }
1

10) tanh( )
n

n
+∞

=
                                                

1

( 1)
9)

n

n
n

+∞

=

 −
 
 

  

                                        
1

( 3)!
12)

3! !3n n

n

n

+∞

=

+ 
 
 

                                                  
1

!
11)

n

n

n

n

+∞

=

 
 
 

  

                                        { }2 1

1

14) 3 nn

n

+∞
+

=
                                              

1

ln( )
13)

n

n

n

+∞
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1

16) sin
n

n
n

π +∞

=

 
 
 

                                    
1

1
15) (1 cos )

n

n
n

+∞

=

 − 
 

  

                                        { }
1

18) ( 1)n
n

n
+∞

=
−                        

1

1 3 5 (2 1)
17)

1 5 8 (3 1)
n

n

n

+∞

=

 × × × −
 
× × × − 

⋯

⋯
  

                                        

1

5 2
20)

5

n

n

n

n

+∞

=

 +  
  
   

                                     { }2

1
19) ( 1)n

n
n n

+∞

=
+ −  

                          
2

1

1
22) ( 1) cos( !)n

n

n
n

n

+∞

=
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2

1

1
21)

sin( )
n

n n

+∞
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+ 
  

                          

1
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24)
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n

n

n

n

+∞

=

 − + 
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                                      2

1

23) cos
n

n
n

π +∞

=
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4

2 2

1

2
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n

n

n

+∞

−
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1

2 2
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1
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1 2 n
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1

1
27) 2
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=
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1

30) ( 1) sinn
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π +∞

=

 − 
 

                                        
1

1
29) cos

2 n
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n

π +∞

=

 
 
 

  

                          

1

2 ( 1)
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n n
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=
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+ 
                                          

1

31) sin
2 n

n
n
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  های نامتناهیو سري ها دنباله                                                                           )۱(عمومي  رياضي
 

 173 

                          { }
1

34) 2 3n nn

n

+∞

=
+                                         

2 3

1

1
33)

3

n

n

+∞−

=

   
  
   

  

  

  :حد دنباله زير را بيابيد) ۳۵

                                                                 

4 1000

1000

1 10

sin( )
10

n

n n

a n
n

n

 ≤ ≤


= 
>

                                       

  :حد دنباله زير را بيابيد) ۳۶

1 1

2(2 1)
1 , 1

3

n
n

n

a
a a n

a
+

+
= = ≥

+
  

  :حد دنباله زير را بيابيد) ۳۷
2

1 1

3
3 , 1

4

n
n

a
a a n+

+
= = ≥  

}اگر دنباله ) ۳۸ }
1n n

a
+∞

=
  : همگرا باشد مطلوب است۲ به عدد 

2

1 2( )n n nLim a a a

n

+ + −

→ +∞
  

اگر ) ۳۹
2 2

2

cos( ) 2

( 1)
n

n n
a

n

−
=

+
  : مطلوب است

2 2 2 1 2( )n n nLim a a a

n

+ +− +

→ +∞
  

  اگر) ۴۰

1 1
2

2

1 1
2 1

2

n

n k
n

a k

n k
n

 − =
= ∈
 + = +


ℤ  

1: مطلوب است 2( )n nLim a a

n

+ ++

→ +∞

.  

  .همگرايي سری های زير را بررسی کنيد

     
1

2 3
42)

5 7n n n

+∞

=
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∑                                        
1

1
41)

2 1n

n

n

+∞

=
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1
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2

1

1
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+∑                              

2
1

49) cos
2 1n n

π+∞
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1
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1
57)
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1
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1

2
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2
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64)
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1

1
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2
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  .همگرايي مشروط يا مطلق سری های متناوب زير را بررسی کنيد
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ثابت کنيد که اگر     ) ۹۷
1

n

n

u
+∞

=
n  ،0nu بطور مطلـق همگـرا باشـد و بـه ازای هـر               ∑  آنگـاه سـری      ≠

1

1

| |n nu

+∞

=
∑ 

  .واگراست

ثابت کنيد که اگر ) ۹۸
1

n

n

u
+∞

=
2 بطور مطلق همگرا باشد، آنگاه سری ∑

1

n

n

u
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=
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 سری aبه ازای چه مقاديری از ) ۹۹
2
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n
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=

 
 − 

   همگرا می شود؟∑

}اگر دنباله   ) ۱۰۰ }
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=
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2

n

n

n
a

n
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+
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2

( )n n
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+∞

+
=

   چه وضعيتی دارد؟∑−

n ،1به ازای هر  اگر) ۱۰۳
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n
< 1  ، سری >

1

( )n n

n

a a
+∞

+
=

   چه وضعيتی دارد؟∑−

  

  .بازه همگرايي سری های توانی زير را بدست آوريد
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  .بسط سری توانی توابع زير را بدست آوريد
2

112) ( ) xf x xe=  

2
113) ( )

1

x
f x

x
=

+
  

2
114) ( )

( 1)( 1)

x
f x

x x
=

+ +
  

sin
115) ( )

x x
f x

x

−
=  

( 1)cos
116) ( )

x x
f x

x

+
=  

1117) ( ) tan (2 1)f x x−= +  
  .سری مکلورن توابع زير را بيابيد

118) ( ) sinhf x x=  

119) ( ) coshf x x=  
1

120) ( )
1

f x
x

=
−

  

  .به کمک سری توانی حاصل انتگرالهای زير را بدست آوريد

2
1

0

121) xe dx∫  

1

2

0

122) sin( )x dx∫  

1

0

sin
123)

x
dx

x∫  
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  هشتمفصل 

  

 آشنايي با اعداد مختلط

اعداد مختلط  . ۱ . ۸  

، به ℕ,روند توسعه مجموعه اعداد از طبيعي. وجود آمد، مجموعه اعداد طبيعي بودباولين مجموعه اي از اعداد كه   

 بر  به گونه اي  كه هر يك مجموعه هاي قبلي را  در بر بگيرد،، ℝ, و حقيقيℚ,، گوياℤ,، صحيح W,يحساب

  . بوده استو هندسی اساس نيازهاي جبري 
W⊆ ⊆ ⊆ ⊆ℕ ℤ ℚ ℝ  

رقراري تناظر يك به يك بين نقاط يك خط و اعداد آن منظور از نياز جبري حل معادلات متفاوت و  نياز هندسي ب

  . مجموعه است

cbaxاز ديدگاه جبري اگر چه پاسخ همه معادلات          bc به شـرط     += bc و نيـز بخـشپذيري       < در , a بـر    −

cا شرطهايمجموعه اعداد طبيعي واقع است، ام b= ، c b<  و اينكهbc  بخـشپذير نباشـد، بـه ترتيـب     a بر −

52معادله اي چون .  شدندQ و W  ،Zمنجر به توليد  =x دگردي هم منجر به ايجاد اعداد گنگ .  

از ديد هندسي اگر خطي را در نظر بگيريم كه روي آن نقطه اي بعنوان مبدا و اندازه اي به عنوان واحد تعريف شـده         

احد است  باشد ، تناظر يك به يكي بين نقاط واقع در سمت راست مبدا  آن خط، كه فاصله آنها از مبدا مضربي از و                       

اما براي تخصيص عدد به مبدا مختصات، نقاط واقع در سمت چپ مبدا و نيـز        .و مجموعه اعداد طبيعي  وجود دارد      
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سـپس  .  مي شدساحسا Q و W  ، Zنقاطي كه فاصله آنها از مبدا مضربي از واحد نيست، نياز به مجموعه هاي         

 بـه  ٤ و ٣اعداد گنگ نيز براي تخصيص عدد به مثلا نقطه اي با فاصله برابر با وتر مثلث قائم الزاويه اي بـا اضـلاع                      

  .وجود آمدند

قصد داريم در اينجـا شـما را بـا    . بزرگترين مجموعه اي كه تاكنون با آن كار كرده ايد، مجموعه اعداد حقيقي است      

بنا به روند بالا، گرچه مجموعه اعداد حقيقي براي حل معادلات درجه دوم بـا    .  آشنا كنيم  مجموعه بزرگتري از اعداد   

  دلتاي مثبت جوابگو است، اما وجود معادلات با دلتاي منفي ما را به گـسترش ايـن مجموعـه رهنمـون مـي سـازد،       

اگر به مجموعـه اعـداد   . اعداد مختلط مي ناميم هم وجود داشته باشد، اين مجموعه را −1مجموعه اي كه در آن  

معـادل خـط در   ( مختلط از ديد هندسي بنگريم، وجود آنها معادل برقرار كردن تناظر يك به يك بين نقـاط صـفحه    

  . اين موضوع مفهوم زوجهاي مرتب را در ذهن ما تداعي مي كند. با اعداد است) مجموعه اعداد حقيقي 

y, عمود بر هم بدينسان با انتخاب دو محور x مجموعه اعداد مختلط، مجموعه اي از زوجهاي مرتب است كه ،

اگر محور افقي را . مولفه اول آنها به مختصات افقي و مولفه دوم آنها به مختصات عمودي نقاط صفحه اشاره دارند

د مختلط داراي دو بخش حقيقي و مختلط محور اعداد حقيقي و محور عمودي را محور اعداد موهومي بناميم، هر عد

  . است

),(، عدد مختلط مربوط به نقطه اي با مختصات i=−1با انتخاب نماد  ba را به صورت bia  aكه در آن  +

اين طرز نمايش نامگذاري محورها به . نشان مي دهيم بخش موهومي عدد مختلط مي گوييم،  راbرا بخش حقيقي و

اگر نقطه اي بر محور افقي واقع باشد، بخش موهومي عدد صفر است و عدد حقيقي . شيوه بالا را تاييد مي كند

 موهومي ،ت و عددمحض است، به طور مشابه اگر نقطه اي بر محور عمودي واقع باشد، بخش حقيقي عدد صفر اس

  . بيان مي كنندzمعمولا اعداد مختلط را با . استi، نشانگر )1,0(واضح است كه نقطه با مختصات . محض است

),()1,0(1 babiai ≡+⇒≡−=  

)Re  را با نماد zبخش حقيقي   )z و بخش موهومي آن را با Im( )zنشان مي دهيم .  

  

i45عدد مختلط  : ۱مثال    .  نسبت داده شده است)4,5(، در صفحه به  نقطه اي با مختصات +

   :اعداد متناظر با اين نقاط را بنويسيد  :۲مثال   

  

  
  

  نمايش اعداد مختلط در صفحه )۱(شکل



                                            )                                    ۱ (رياضي عمومی   آشنايی با اعداد مختلط

  

 179 

 (2,3) 2 3i≡ +    

( 3, 5) 3 5i− − ≡ − −  

(5, 6) 5 6i− ≡ −          

    

  .,Im)(Re حقيقي و موهومي هر يك از اعداد مختلط زير را بيابيدبخش هاي  :۳مثال                  

 60)6090Im(90)6090Re( =+=+ ii  

3)32Im(2)32Re( =+=+ ii    

 

    : اعمال اصلي در اعداد مختلط . ۱. ۱ . ۸

  . ضرب و تقسيم را در اينجا براي اعداد مختلط بيان مي كنيم،تفريق، چهار عمل اصلي جمع

  :جمع و تفريق دو عدد مختلط ) الف 

12فرض كنيم كه       , zz دو عدد مختلط باشند :  

ibaz

ibaz

222

111

+=

+=
 

2121در اينصورت رابطه     , zzZzzZ −=+=   .   به صورت زير است+−

)۱( ibbaaZ )()( 2121 +++=+ 

)٢( ibbaaZ )()( 2121 −+−=− 

    

  .با توجه به اعداد داده شده ، عبارات زير را به دست آوريد: ۴مثال 

 135962389 4321 ==−−=−= ziziziz  

a) 32 zz +      b) 41 zz −      c) 41 zz +        d) 23 zz −  

:حل   

a) izz 532332 +−=+  

b) izz 8441 −−=−  

c) izz 82241 −=+  

d) izz 652323 +=−       

  :ضرب و تقسيم دو عدد مختلط ) ب   

12فرض كنيم كه        , zzدو عدد مختلط باشند :  

ibaz

ibaz

222

111

+=

+=
 

21در اينصورت رابطه  zzZ   .   به صورت زير است∗=∗
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)٣( ibababbaaZ )()( 12212121 ++−=∗ 

    

12 :نشان دهيد  :۵مثال  −=i  

    :حل               

 izz == 21  

1 1 1 1 1

2

1 2

2 2 2 2 2

0, 1

1 1

0, 1

z a b i a b

z z i

z a b i a b

= + ⇒ = = 

→ = − → = −

= + ⇒ = = 

    

ه ب شبيه  به عنوان يك ضريب عددي توجه كنيم، مي توان گفت كه عمليات ضرب اعداد مختلط كاملاiًاگر به 

  : يعني معادل آن قرار داده شود، ni است، به طوري كه در انتها به جاي  هاضرب چند جمله اي

1

1

4

3

2

→

−→

−→

→

i

ii

i

ii

 

iyxz در يک عدد مختلط a ضرب يک عدد حقيقی    +=:  

 az =1  

2 1 2
. .z x iy a z z z ax ayi= + → = = +  

  در يک عدد مختلط، آن عدد به طور جداگانه  در هر يک از مولفه هايش aضرب يک عدد حقيقی در واقع با 

               .ی شودضرب م

از بحث اعداد حقيقی به ياد داريم که صفر عنصر خنثای جمع و تفريق و يک عنصر خنثای ضرب است و از آن 

در مجموعه اعداد مختلط هم صفر عنصر خنثای جمع . طريق به معرفی مفهوم قرينه و معکوس يک عدد پرداختيم

  :است 
zz =+ 0  

رينه يک عدد مختلط بايد به دنبال عدد ديگری باشيم که حاصل جمع آن دو با هم صفر پس برای به دست آوردن ق

21نماد . باشد zz ، باشد، بايد روابط زير در 1z قرينه 2z برای اينکه . را برای نشان دادن قرينه انتخاب کرده ايم=−

  :ار باشدمورد آنها برقر

                                                       1 2 1 2,x x y y= − = −⇔21 zz −=  
: اثبات    

    021 =+ zz  

0,00

,

212121

222111

=+=+⇒=+

+=+=

yyxxzz

iyxziyxz
 

  2121 , yyxx −=−=        
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  .فت که تفريق در حقيقت جمع با قرينه عدد استبه کمک مفاهيم بالا می توان گ

  

1=zنيز عنصر خنثای ضرب است  .  
zz =1.  

پس برای به دست آوردن معکوس يک عدد مختلط بايد به دنبال عدد ديگری باشيم که حاصل ضرب آن دو در هم 

نماد . يک باشدبرابر با 
2

1

1

z
z   1z معکوس 2z برای اينکه . را برای نشان دادن معکوس انتخاب کرده ايم=

  :باشد،  بايد روابط زير در مورد آنها برقرار باشد

 

1
2 2 2

1 1

1

12
2 2 2

1 1

1

x
x

x y
z

yz
y

x y

 = +
= ⇒ 

 = −
 +

  

:اثبات  

       1. 21 =zz  

  










+
−=

+
=

⇒




=−−

=−
⇒





=+

=−

=+=−⇒=

+=+=

2

1

2

1

1
2

2

1

2

1

1
2

2

2

1121

12

2

1211

2112

2121

2112212121

222111

00

1

0,11.

,

yx

y
y

yx

x
x

yxyxx

yyyxxy

yxyx

yyxx

yxyxyyxxzz

iyxziyxz

 

            

z بنابراين اگر . نيز استفاده می کنندz−1برای نشان دادن معکوس از نماد  x iy=    آنگاه+

1

2 2 2 2

x y
z i

x y x y

− = −
+ +

  

  .معکوس و قرينه اعداد زير را به دست آوريد : ۶مثال     

a) iz 311 +=    b) iz 42 =     c) 53 =z     d) iz 724 −−=  

:حل      

a) iziziz
10

3

10

1
,3131 1

111 −=−−=−⇒+= −  

b) 
4

,44 1

22 2

i
ziziz −=−=−⇒= −  

c) 
5

1
,55 1

33 3
=−=−⇒= −zzz  

d) 1

4 4 4

2 7
2 7 2 7 ,

53 53
z i z i z i− −

= − − ⇒ − = + + = +    
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  :مختلط تقسيم اعداد ) پ 

  . است2z در معکوس 1z برابر با حاصلضرب 2z بر 1zمی توان گفت که حاصل تقسيم 

)).((.
2

1

2

1

1

2

1

2

1

1
11

1

21

2

1 i
yx

y

yx

x
iyxzz

z

z

+
−

+
+== −    

  :فرض کنيد:   ۷ مثال

iz 311 +=  iz 42 =  53 =z   iz 724 −−=  

.عمليات تقسيم زير را انجام دهيد  

a) 
2

1

z

z
         b)

4

3

z

z
         c)

1

32 .

z

zz
 

:حل     

a) i
i

i
z

z

4

1

4

3
)

4
).(31(

2

1 −=−+=  

b) i
i

z

z

4

5
)

4
(5

4

3 −=−×=  

c) iii
i

i

z

zz
26)

10

3

10

1
).(20(

31

20.

1

32 +=−=
+

=    

  چند تعريف. ۲. ۱ . ۸

 نشان داده می شود، بيانگر فاصله نقطه متناظر با آن عدد در z که با نماد z  عدد مختلطاندازه) الف 

  .صفحه تا مبدا مختصات است

  

 . يک عدد مختلط همان فاصله تا مبدا مختصات استاندازه )۲(شکل

)۴ ( 

22

22

))(Im())(Re( zzz

yxrz

yixz

+=

⇒+==

+=

 

21فاصله دو نقطه در صفحه را می توان بر اساس مفهوم قدر مطلق به صورت  zz   . بيان کرد−
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  aiz ای به  يعنی دايره باشد، a برابر )1,0(، مشخص کننده تمام نقاطی است که فاصله تمام آنها از نقطه −=

        .a و شعاع )1,0(مرکز 

   نشان می دهند و چنين تعريف می شود z را با نماد zج عدد مختلطمزدو) ب 

)۵( yixzyixz −=⇒+= 

  خواص جبری. ۳. ۱ . ۸
  .اکنون که اعمال اصــلی را می توان در دو عمـــل ضرب و جـــمع خلاصه کــرد، به خواص آنها می پردازيم

  .خاصيت جابجايی،  هم در ضرب و هم جمع برقرار است :جايیجاب)   الف 

)۶( 

1221

1221

.. zzzz

zzzz

=

+=+
 

  .خاصيت شرکت پذيری  نيز،  هم در ضرب و هم جمع برقرار است :شرکت پذيری )    ب 

)٧( 
)..()..(

)()(

321321

321321

zzzzzz

zzzzzz

=

++=++
 

 :توزيعپذيری جمع نسبت به ضرب )   پ 

)٨( ).().().( 3121321 zzzzzzz +=+ 

  )ت    

)٩( 

3

2

3

1

3

21

2121

1
.

11

z

z

z

z

z

zz

zzzz

+=
+

=

 

)١٠(           
2

2

21

2

1

z

zz

z

z
=    

21در اعداد مختلط عبارت : نكته zz   . هيچ مفهومی ندارد، مگر اينکه هر دو حقيقی محض باشند>

  

izاگر : ۸مثال    311 +=، iz 42 = ،53 =z و iz 724  .حاصل عبارات زير را به دست آوريد =−−

a) )).(.( 4321 zzzz +   b) 
41

1

zz
    c) 

1

432 ).(

z

zzz +
 

:حل     

a) ( ) ( ) iiiiii 611033110).31()3510(4().31( −=−−+=−−++  
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b) iii
zzzz 40

1

40

3
)

4

1
).(

10

3

10

1
(

1
.

11

4141

−−=−−==  

c) iii
i

i

i

ii

z

zzz

10

72

10

64
)

10

3

10

1
).(1228(

31

1228

31

)73).(4().(

1

432 −=−+=
+

+
=

+

−
=

+
 

          

      )۱۱(         و مزدوجاندازهخواص ) ث 

zz =      (11-1) 

2121 zzzz +=+     (11-2) 

2121 zzzz −=−     (11-3) 

2121 .. zzzz =     (11-4) 

2

1

2

1

z

z

z

z
=      (11-5) 

2
. zzz =      (11-6) 

j

zz
z

zz
z

2
)Im(,

2
)Re(

−
=

+
=  (11-7) 

2121 . zzzz =     (11-8) 

2

1

2

1

z

z

z

z
=      (11-9) 

|||||| 2121 zzzz +≤+                               (11-10) 

|||||| 2121 zzzz −≤−                              (11-11) 

 

ا در می توانيم صورت و مخرج کسر ر: روش ساده ای را برای تقسيم دو عدد ارائه می دهد) ۱1- ۶(رابطه : نكته

  .مزدوج مخرج ضرب کرده و جواب نهايی را به دست آوريم

  

izاگر: ۹ مثال   311 +=، iz 42 = ،53 =z و iz 724   .حاصل عبارات زير را به دست آوريد =−−

 a) 21.zz          b) 41zz        c) )Re( 2z         d) 43 .zz  

 

:حل     

a) iii 412)4).(31( +=−  

b) 021.23)1319()72).(31( =−=−−+ iii  

c) 0)Re( 2 =z  

d) )72.(53510)3510( iii +−≡+−=−−      
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   مختصات قطبی .۲ . ۸

),(تی  فاصله نقطه ای با مختصات دکارrاگر  yx در صفحه متناظر با عدد مختلط iyxz  از مبدا مختصات =+

22  يعنیباشد yxr  زاويه خط متصل کننده اين نقطه به مبدا با محور افقی باشد، θهمچنين   و =+

)arg(z=θ،آنگاه  ),( θrرا مختصات قطبی نقطه ),( yxبا توجه به شکل و به کمک تعاريف سينوس .  می ناميم

  :کسينوس روابط زير را خواهيم داشتو 

  

  نمايش عدد مختلط در مختصات قطبی) ۳( شکل

    (12))sin(cossin,cos θθθθ irzryrx +=⇒==  

 

)arg(z    ند داشته باشد اما مقدار اصلی آن را          هر مقداری می توا)(zArg    ناميده که هموارهππ <<− )(zArg 

  . است

    

  .  حتما بايد در محدوده   باشد-٣ شکل

  : به صورت زير فرمول بندی می کنيمبه کمک روابط بالا تبديل بين مختصات دکارتی و قطبی را

                                         
)(tan,

)sin(cos),(

122

x

y
yxzriyxz

irzrz

−=+==⇒+=

+=⇒=

θ

θθθ
     

    

6

π
θ =

 

6

π
θ −=  
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  .مختصات قطبی هر يک از اعداد را بنويسيد:  ۱۰مثال 

iz 311 +=  iz 42 =  53 =z   iz 224 −−=  

 

:حل     

a) iezradr 24.1

1

1 1024.1)3(tan,10 =⇒=== −θ  

b) 
i

ezradr 2
2 4

2
,4

ππ
θ =⇒==  

c) 50,5 3 =⇒== zradr θ  

d) 
i

ezradr 4

3

4 8
4

3
,8

ππ
θ

−
=⇒−==      

هآنگا    )sin(cos,)sin(cos 11112222 θθθθ irzirz +=+=        اگر: ۱. ۲ . ۸ قضيه 

)arg()arg()arg( 2121 zzzz +=  
.خوانندهبه عهده : اثبات  

 

:با توجه به قضيه فوق مي توان نتيجه گرفت: نتيجه  

))sin()(cos( 21212121 nnnn irrrzzz θθθθθθ +++++++= ⋯⋯⋯⋯  
 

):قانون دموآور (۲. ۲ . ۸قضيه   

  ،nآنگاه به ازاي هر عدد طبيعي  )sin(cos θθ irz +=     اگر 

)sin(cos θθ ninrz nn +=  

با توجه به نتيجه فوق داريم،: اثبات   

)sin(cos)sin(cos θθθθ ninrirz nnnn +=+=  

: دموآور گويند r=1  آنگاه رابطه زير را قانون   اگر   

)sin(cos)sin(cos θθθθ nini n +=+                                                (13) 

 

. حاصل عبارتهاي زير را بدست آوريد :۱۱مثال   

8620 )344(,)1(,)33( iii +−+−  

:حل  

20 20 20

20 10

20 20
) (3 3 ) ( 12) (cos sin ) ( 12) (cos( ) sin( ))

6 6 3 3

1 3
( 12) ( cos sin ) (12) ( )

3 3 2 2

a i i i

i i

π π π π
π π

π π

− = − = + − +

= − + = − +

 

      6 6 6 36 6 3 3
) (1 ) ( 2) (cos sin ) ( 2) (cos sin ) (2) ( ) 8

4 4 2 2
b i i i i i

π π π π
+ = − = + = − = −  
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8 8 8

24 23

16 16
) ( 4 4 3 ) (8) (cos sin ) (8) ( cos sin )

3 3 3 3

1 3
(2) ( ) (12) ( 1 3 )

2 2

c i i i

i i

π π π π
− + = − = − −

= − − = − +

 

  

 nn zz )()( = :ثابت كنيد:  ۱۲مثال   

:حل    
nnnn zninrninrz )()sin(cos)sin(cos)( =−=+= θθθθ         

  

θθθ :رابطه اويلر sincos ie i +=  

  

θirezمی توانيم نمايش ديگری برای اعداد مختلط به صورت قطبی به شکل             ) ۱۴(به کمک رابطه اويلر و رابطه        = 

  .بيان کنيم

  :ش بسيار ساده ای بيان کنيممی توانيم ضرب و تقسيم اعداد مختلط را در فضای قطبی به رو

)(

2

1

2

1
2211

)(

21212211

2121

2121

,

,

θθθθ

θθθθ

−

+

=⇒==

=⇒==

iii

iii

e
r

r

z

z
erzerz

errzzerzerz

 

iezاگر : ۱۳مثال    24.1

1 10=،iez 2
2 4

π

=،53 =zو i

ez 4

3

4 8

π
−

  .اصل عبارات زير را به دست آوريدح =

    

a) 21zz         b)
4

2

z

z
       c)

2

31

z

zz
 

:حل     

a) iezz 81.2

21 104=  

b) 
i

e
z

z
4

5

4

2

4

8
π

=  

                  c)   ie
z

zz 33.

2

31

4

105 −=   

 

 

   ريشه های اعداد مختلط.۳ . ۸
10 ,, −nωω … n ريشه  zn دارای  =ω معادله. حيح باشنديک عدد ص  n z يک عدد مختلط و   فرض کنيد

n .نشان می دهند   z z گويند و با    n ام عدد مختلط   می باشد که آنها را ريشه های 
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آنگاه )sin(cos|| θθ izz +=    اگر 

    )
2

sin
2

(cos||

1

n

k
i

n

k
z n

k

θπθπ
ω

+
+

+
=     ,     1,,1,0 −= nk …         (14) 

فرض كنيد: اثبات    

1,,1,0,
2

,||

)sin(cos||)sin(cos)sin(cos

)sin(cos

1

−=
+

==→

+==+=+=→

+=

nk
n

k
z

izznini

i

n

nnnn

k

k

…
θπ

ϕρ

θθϕϕρϕϕρω

ϕϕρω

     

       
    به راحتي مشاهده مي شود كه

     n
n z

1

110 |||||||| ==== −ωωω ⋯      ,     0110 =+++ −nωωω ⋯  

   

. را بيابيد-۱ عدد مختلط ريشه هاي چهارم : ۱۴مثال    

: را به صورت قطبي مي نويسيم- ۱عدد   :حل   

  πππθ π sincos1)
1

0
(tan,1 1 ier i +==−⇒=
−

== −  

          بنابراين

 )
4

2
sin

4

2
(cos14

1 ππππ
ω

+
+

+
=

k
i

k
k         ,      3,2,1,0=k    

  

iik

iik

iik

iik

2

2

2

2

4

6
sin

4

6
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2

2

2

2

4

4
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4

4
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2

2

2

2

4
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4

2
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2

2

2

2

4
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4
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+
+
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+

+
+
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+

+
+
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ω
ππππ

ω

ω
ππππ

ω

ω
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ω

ω
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. را بدست آوريد        3

1

)1( i+−   :۱۵ال      مث   
:      حل  

   )
4

sin
4

(cos21
4

)
1

1
(tan,2 41 πππ

θ
π

ieir
i

−==+−⇒−=
−

== −
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    )
3

4
2

sin
3

4
2

(cos)2( 3

1
π

π
π

π
ω

−
+

−
=

k

i

k

k       ,    2,1,0=k   

    

12

3
sin

12

3
cos

12

15
sin

12

15
cos2
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7
sin
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7
cos1

12
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12
cos0

2

1

0

ππππ
ω

ππ
ω

ππ
ω

iik
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−−=+=→=
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: چهار ريشه معادله زير را بدست آوريد :۱۶مثال   

0164 24 =++ zz  

2zx : بدست مي آوريم  = ل معادله درجه دو بر حسبح با: حل   

izx 3222 ±−==  

:بنابراين كافيست ريشه هاي زير را حساب كنيم  

2

1

2

1

)322(,)322( ii −−+−  

iiz

iizr

iiz

iizr

31)
3

5
sin

3

5
(cos2

31)
3

2
sin

3

2
(cos2

3

4
)

2

32
(tan,4

31)
3

4
sin

3

4
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3
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3

(cos2
3

2
)

2

32
(tan,4

4

3

1
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2

1

1
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−

−
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ππ

πππ
θ

ππ
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.معادله زير را حل كنيد : ۱۷مثال   

0222 =−− izz  
  با حل معادله درجه دو :حل   :بدست مي آوريم

izizi
i

z +=+−=→±=
+±

= 3,33
2

842
21  
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 تمرين
  .مقادير زير را بدست آوريد

        

30 193
2)

2 1

i i

i

−
−

                                        
5

1)
(1 )(2 )(3 )i i i− − −

   

            
1

4)
1

i

i

−
+

                                                3) (1 2 )(3 4 )i i+ +   

            
5 5 20

6)
2 4 4 3

i

i i

+
+

− +
                                                             

45) (2 )i+   

1
8)

3 2i+
                                                

1
7)

(4 2 )(2 3 )i i+ −
  

6

9) 3(cos 40 sin 40 ) . 4(cos80 sin80 )

3(cos 20 sin 20 )
10)

4(cos 40 sin 40 )

i i

i

i

   + +   

 + 
+

� � � �

� �

� �

         

: مطلوب است 3 (1, 1)z = − و 2 ( 1,2)z = − ، 1 (2,3)z =  11)  اگر

4 1 2
3 1 3 2

2 3

, , 5
z z

z z z z
z z

−
−

 

:جوابهاي دستگاه زير را بدست آوريد )۱۲  





=−++

+=−+

izizi

izzi

2)2()2(

22)1(

21

21
 

  . مقادير زير را بدست آوريد)۱۳

)31(8 )  ۷۰سال                                      ( i+)                           (20 )     ۷۱سال
2

3

2

1
( i+  

  

  .ريشه های زير را حساب کنيد) ۱۴

4

1

1

1








−
+
i

i
,   3

1

)31( i+ , 4

1

)3( i−− , 6

1

8  ,  2

1

)43( i+  , 3

1

)22( i+  

  

0321ثابت كنيد كه اگر ) ۱۵ =zzzآنگاه حداقل يكي از سه عامل صفر است   .  

  

  . معادلات زير را حل کنيد
216) (4 ) 2 3 0iz i z i+ + + − = 
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217) (2 3) 5 0z i z i+ − + − =  
418) 1 0z + = 

5 419) 1 0z z z+ + + + =⋯  
4 2

2 2

4

4

2

2

20) 2 4 0

21) (1 ) 16

1
22)

1 3

23)

1
24)

3

25) 2 1 0

z z

z z

i
z

i

z i

i
z

i

z iz

+ + =

− =

−
=

+

=

−
=

+

+ − =

  

  

)1()1(0هيد كه ريشه هاي معادله نشان د) ۲۶ 66 =++− zzعبارتند از   

12
cot,

12

5
cot,

ππ
iii ±±±  

 

2)معادله درجه دومی با ضرايب حقيقی پيدا کنيد که          ) ۲۷ )i+ ريـشه ديگـر را  نيـز    .  يکی از ريشه های آن باشـد

 .بدست آوريد

1z را طوری بيابيد که عدد  bو aاعداد ) ۲۸ i=   :  يک جواب از معادله زير باشد+

035 =++ bazz   
1) نشان دهيد نقاط) ۲۹ 2 )i+،(2 3 )i+،(3 2 )i+ 2)و )i+ راسهای يک مربع هستند.  

  

pاگر ) ۳۰ qi+ يک جواب از معادله زير باشد نشان دهيدp qi− نيز يک جواب از آن است:  

0,,,0, ≠∈≠∈ qRqpaRa ni                      0.... 01

1

1 =++++ −
− azazaza n

n

n

n  
  

1فرض کنيد ) ۳۱ 2z i= + ،2 3 2z i= 3و +

1 3

2 2
z i= −   : هر يک از مقادير زير را حساب کنيد+

843 1

2

1

3

1 −+− zzz   ,     4

213 )342( zzz +−   ,  

2

21

12

32

52

izz

izz

−++

−−+
    ,   21 43 zz −  

 

  نشان دهيد) ۳۲

ziiz                                                            -الف −=        

2121                                                   -ب )( zzzz +=+  

1                                                         -ج
43

)2( 2

=
−
+
i

i
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)1(8)1(     : با استفاده از صورت قطبی نشان دهيد- د 7 ii +−=+−  

||||||                                                   - ه 2121 zzzz   )نامساوي مثلث    (+≥+

||||||                                                 -  و 2121 zzzz −≤−  

  

0422ريشه های معادله  β وαاگر ) ۳۳ =+− zzباشند نشان دهيد )
3

cos(2 1 π
βα

nnnn +=+.  

  

  :با استفاده از قانون دموآور ثابت کنيد) ۳۴
 

θθθ

θθθ

cos3cos4)3cos()

sin4sin3)3sin()

3

3

−=

−=

b

a
  

θθθθ cos5cos20cos16)5cos() 35 +−=c  
  

  : ثابت كنيدn=4,3,2,…اگر ) ۳۵

0
)1(2

sin
4

sin
2

sin)

1
)1(2

cos
4

cos
2

cos)

=
−

+++

−=
−

+++

n

n

nn
b

n

n

nn
a

πππ

πππ

⋯

⋯

  

  

nizعبارت ) ۳۶ )2sin2cos1( θθ bia   را به صورت=++   .  بنويسيد+

  

  ).مقاديری حقيقی هستند y وx(معادله زير را حل کنيد ) ۳۷

2 3 4 2 5 10 ( 2) ( 3)x iy ix y i x y y x i− + − − − = + + − − +  
  

  .نشان دهيد معادلات زير فاقد جوابند) ۳۸

sin                   )                                                      الف cos 2 (cos sin ) 1x x i x x i+ + − = +  

0x)                                                                                                                       ب iye + =  

  .شکل دکارتی اعداد زير را بنويسيد) ۳۹
7 3

2 3 4 4, 8 , . , 2
i i i

i ie e e e ie
π π π

π π
−

+ −  
  

| اعداد مختلطی باشند که W وZان دهيد اگرنش) ۴۰ | 1Z 1ZW و = 1 آنگاه ≠
1

Z W

W Z

−
=

−
.  
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