
 

 

  مقدمه
  .  آماده شده استریاضی دوجزوه حاضر به منظور دوره کلی و مرور جامع مطالب اصلی درس 

باشد، پیشنهاد  این درس میسوالات مطرح شده در آزمون % 80از آنجاکه هدف این مجموعه ایجاد توانایی براي پاسخگویی به بیش از 
  :شود می

  .ید مسلط باش در درس ریاضی دو به مباحث زیر کاملاً
  
 )از کل سوالات% 10به طور متوسط (در بحث توابع دو متغیره  .1

  .شود ز یافتن مسیرهایی که جواب حد وابسته به مسیر میاز مختصات قطبی و در صورت نیا حد توابع با تأکید بر استفاده  ـالف
   ضمنی اي ـ گیري زنجیره   قواعد مشتقـب 
  دار تقریبی توابعمقه  دیفرانسیل کامل و استفاده از آن در محاسب ـج
  هاي اویلر در توابع همگن  قضیه ـد
   ژاکوپین و مساله حذف تابع اختیاري ـو

  
 )از کل سوالات% 10به طور متوسط  (هاي برداري در بحث میدان .2

  ه یافتن انحناء و تابوع اول و دوم و نیز روابط مربوط بروابط مربوط به بردارهاي یکه مماس و قائم ن
 
 )از کل سوالات% 10به طور متوسط ( ر برداري نابلادر بحث اپراتو .3

   استفاده از گرادیان به عنوان بردار عمود بر سطح رویه و مسایل مربوط به آن  ـالف
  استفاده از گرادیان به عنوان تغییرات جهتی و مسایل مربوط به آن ـ ب 

 
 )از کل سوالات% 10به طور متوسط  (در بحث مسایل اکسترمم .4

  ∆هاي نسبی با توجه به تعریف  اکسترمم  یافتن ـالف
   در نواحی هاي مطلق اکسترمم ـ یافتنب 
  روش لاگرانژهاي مشروط با تأکید بر  اکسترمم یافتن  ـج

 
 )از کل سوالات% 20به طور متوسط  (هاي دو گانه در بحث انتگرال .5

  گیري  تغییر ترتیب انتگرال ـالف
  گیري پیچیده است یر در انتگرال دوگانه در مسایلی که تابع زیر علامت انتگرال و یا میدان انتگرالتغییر متغـ ب 
   استفاده از مختصات قطبی ـج

  
  
  
 



  

 

 )از کل سوالات% 20به طور متوسط  (الخط هاي منحنی در بحث انتگرال .6
 ـالف ها براي محاسبه طول یک منحنی و محاسـبه سـطح حاصـل از دوران یـک      هاي محاسبه المان طول قوس و استفاده از آن  روش  

  منحنی حول محورهاي مختصات
  الخط نوع دوم و توجه به  هاي منحنی ساختار کلی انتگرالـ ب 

      (A روش محاسبه مستقیم  
      (Bتر  استفاده از تابع پتانسیل و یا مسیرهاي جایگزین ساده شرایط مستقل از مسیر بودن انتگرال و  

(C      استفاده از قضیه گرین )در صـورت   )حالت سه بعدي(در صورت بسته بودن مسیر و استفاده از قضیه استوکس  )حالت دوبعدي
  بسته بودن مسیر

  
 )از کل سوالات% 10به طور متوسط  (گانه هاي سه در بحث انتگرال .7

 ـالف روي یکـی از   سیم ناحیه سه بعدي و فقـط ترسـیم تصـویر ناحیـه     کارتی با تأکید بر عدم نیاز به تردود در مختصات د نوشتن ح 
  صفحات مختصات

اي و کروي بـا تأکیـد    هاي مختصات استوانه ال براي انتخاب یکی از دستگاهانتگرع زیر علامت وتابهاي داده شده   توجه به نوع رویهب  ـ
  ها لبر نوشتن حدود انتگرا

  
 )از کل سوالات% 10به طور متوسط  (السطح هاي منحنی در بحث انتگرال .8

   روش محاسبه المان سطح و استفاده از آن براي محاسبه مساحت یک رویه ـالف
  السطح نوع دوم و توجه به  هاي منحنی ساختار کلی انتگرالـ ب 

      (Aروش محاسبه مستقیم   
(B     در صورت بسته بودن سطح  استفاده از قضیه دیورژانس  

  
 ارادتمند شما

 محمدصادق معتقدي



  ۲رياضي عمومي 

 

۱  

  حد و پيوستگي در توابع دو متغيره
مي گوئيم 

( ) ( )
( )

0 0x , y x , y
lim f x , y L
→

  : هرگاه بتوان استلزام منطقي زير را نشان داد=

  ( ) ( ) ( )
2 2

0 00 , 0 ; 0 x x y y f x , y L∀ β > ∃ α > < − + − < α → − < β  

)گوئيم تابع  و مي )f x , y در نقطه ( )0 0x , yهرگاه، پيوسته است :  

  
( ) ( )

( ) ( )
0 0

0 0
x , y x , y

lim f x , y f x , y
→

=    

   :توجه
 بررسي  برقراري استلزام منطقي فوقهاي خاص را بدون ارجاع ب منديم وجود يا عدم موجود بودن يك حد دو متغيره در نقطه معمولاً علاقه

، اگر بتوانيم نشان دهيم )باشد دو متغيره در صورت وجود يكتا ميتابع يك حد حاصل (به خصوص از آنجا كه . كنيم

( ) ( )
( )

0 0x , y x , y
lim f x , y
→

) به ازاء لااقل دو طريق نزديك شدن به نقطه  )0 0x , yموجود عدمشود،   به دو جواب متفاوت منجر مي 

  . حد مذكور ثابت شده استبودن 

)دقت داريم براي ميل كردن به نقطه  )0 0x , yر حد مورد بحث به ازاء تعدادي از اين  بيشمار مسير و طريق مختلف وجود دارد و البته اگ

  .مسيرها به جواب يكساني منجر شد، اثباتي براي وجود حد مذكور صورت نپذيرفته است

)ممكن است براي نزديك شدن به نقطه   :۱ نكته )0 0x , yدو مسير خاص : 

0x روي خط )الف x= قرار بگيريم و y 0 را بهyميل دهيم .  

0y روي خط )ب y= قرار بگيريم و x 0 را بهxميل دهيم .  

دست آمد، به معناي عدم موجود بودن آن  رد بحث به، اگر دو جواب متفاوت براي حد مو)تغيير ترتيب ميل دادن متغيرها(مدنظر قرار گيرد 
  .!)و نه چيز ديگر(حد خواهد شد 

) بسياري مواقع در تحليل حدهاي دو متغيره براي حالت  :۲ نكته ) ( )x , y 0 , 0 كه به ابهام→0
0

اند، استفاده از تغيير   انجاميده

xمتغيرهاي  r cos
y r sin

= θ
 = θ

طبيعتاً در اين حالت . تواند براي ارزيابي حد مورد بحث مناسب باشد صات قطبي ميخت و رفتن به م

r  .تواند باشد  مقداري دلخواه ميθ و البته →0

 بود، عدم θايم و اگر جواب وابسته به   حاصل حد مورد نظر را يافته،شخص رسيد وابسته نشد و به جواب مθبديهي است اگر جواب به 
  .هاي ديگر داريم اي حاصل كار به ابهام رسيد، نياز به بررسيθ اگر به ازاء  وشود موجود بودن آن حد ثابت مي

)اي حالت متغيره بر بسياري مواقع در تحليل حدهاي دو  :۳ نكته ) ( )x , y 0 , 0 كه به ابهام→0
0

 استفاده از بااند،  انجاميده

yي با جنسيمسيرها m x α= يا y n x m xβ α=  n يا m وابسته بودن جواب به توان  ميα و βبه ازاء مقادير خاصي از كه  −
 .داد را نشان داده و عدم موجود بودن حد مورد بحث را نشان 



 ۲رياضي عمومي 

 

۲  

 .حاصل حدهاي زير را در صورت وجود پيدا كنيد  : مثال

 )مبهم(  
( ) ( )x , y 2 , 1

3x y 7 0I lim I
x 2y 4 0→

+ −
= → =

+ −
  )۱  

  :دن متغيرهاتغيير ترتيب ميل دا  : حل
  

( )
H

y 1 y 1

6 y 7 y 1 0 1x 2 lim lim
2 2 y 4 2 y 2 0 2→ →

+ − −
= → = = →

+ − −
  

( )
H

x 2 x 2

3x 1 7 3x 6 0y 1 lim lim 3
x 2 4 x 2 0→ →

+ − −
= → = = →

+ − −
  

  .باشد از آنجا كه به دو جواب متفاوت رسيد حد مورد نظرمان موجود نمي

 )مبهم(  
( ) ( )

x y

2 2x , y 0 , 0

x y e 0I lim I
0x y

+

→
= → =

+
 )۲  

)بررسي كنيد كه تغيير در ترتيب ميل دادن متغيرها به  : حل )0 , كند و در هر دو حالت به صفر   در جواب ايجاد نميتغييري 0
  . برابر صفر است، جز آن كه اگر حد موجود باشد،توان گرفت اي راجع به وجود حد نمي لذا فعلاً نتيجه. رسيم مي

  :در مختصات قطبي داريم

  ( )r cos r sin
r cos sin 0

2r 0 , r 0 ,

r cos r sin . eI lim lim cos sin e cos sin e
r

θ + θ
θ + θ

→ ∀ θ → ∀ θ

θ θ
= = θ θ = θ ⋅ θ ⋅  

cosعبارتو چون  sinθ ⋅ θ وابسته بهθ  باشد پس حد مورد نظر موجود نمي. است.  

  )مبهم(  
( ) ( )

3

x , y 0 , 0

x 0I lim I
x y 0→

= → =
+

 )۳  

  .كند ترتيب تغيير ميل كردن متغيرها در جواب ما تغييري حاصل نميتغيير در   : حل
3  :با استفاده از مختصات قطبي داريم 3r cosI lim

r cos r sin
θ

=
θ + θ

  

عبارت
3cos

cos sin
θ

θ + θ
  .ماند  كراندار باقي نميθ ولي به ازاء همه مقادير ، استθ وابسته به 

  
3

2
r 0 ,

cosI lim r
cos sin→ ∀ θ

θ
=

θ + θ
  

به ازاي 
4

−π
θ   .نمايدكمك  ارزيابي وجود حد مورد نظر صريح درتواند به طور  رسيم، لذا استفاده از مختصات قطبي نمي  به ابهام مي=

3yاگر از طريق مسيرهاي حال  x m x= − ) كه البته همگي از + )0 ,   : داريم، به بررسي حدمان بپردازيم،گذرد  مي0

    )mوابسته به (  
3

3x 0

x 1I lim
mx x m x→

= =
− +

  

  .باشد د نظر موجود نميپس حد مور

  )مبهم(  
( ) ( )

4

2 8x , y 0 , 0

x y 0lim I
0x y→

→ =
+

 )۴  

4xاگر روي مسيرهاي .كند بررسي كنيد مختصات قطبي چرا به تحليل مساله كمك مستقيم نمي  : حل m y= كه البته از مبدأ 

    )mوابسته به ( : داريم،گذرند به بررسي بپردازيم مي
( )

4 4

2 2y 0 4 8

m y . y mI lim
m 1m y y→

= =
++

    

 .باشد پس حد موجود نمي



  ۲رياضي عمومي 

 

۳  

  مشتقات جزئي در توابع دو متغيره
)براي تابع  )z f x , y= اگر چه معناي عباراتي نظير z

x
∂
∂

z يا 
y

∂
∂

  :مشخص است، اما در بيان رياضي داريم...  يا 

  ( ) ( )
x 0

f x x , y f x , yz lim
x x∆ →

+ ∆ −∂
=

∂ ∆
  

  ( ) ( )
y 0

f x , y y f x , yz lim
y y∆ →

+ ∆ −∂
=

∂ ∆
  

  ( ) ( )2 y y

x 0

f x x , y f x , yz z lim
x y x y x∆ →

+ ∆ − ∂ ∂ ∂
= = ∂ ∂ ∂ ∂ ∆ 

  

 : داريم،توابعي پيوسته باشند و مشتقات جزئي آن zهرگاه   : قضيه

  
2 2z z

x y y x
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

  

)فرض كنيد داشته باشيم   : مثال ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2
x y x , y 0 , 0

f x , y x y
0 x , y 0 , 0

 +
≠

= −
 =

) مطلوبست محاسبه  )f 0 , 0
x

∂
∂

. 

از آنجائي كه عبارت   : حل
2 2

2
x y
x y

+

−
) خود در  به خودي )0 , باشد، لذا مجاز نيستيم از اين عبارت مشتق نسبت به   تعريف شده نمي0

x گرفته و حد حاصل كار را در نقطه ( )0 , ) محاسبه كرده و آن را به عنوان 0 )f 0 , 0
x

∂
∂

  . گزارش كنيم

  : استفاده از تعريف داريمبا

  

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

x 0

2 2

2

x 0 x 0

f x x , y f x , yf lim
x x

x 0

f x , 0 f 0 , 0 x 0f 0 , 0 lim lim 1
x x x

∆ →

∆ → ∆ →

+ ∆ −∂
= →

∂ ∆

∆ +

∆ − ∆ −∂
= = =

∂ ∆ ∆

  

  :توضيح اضافه
  :شود مشاهده مي

  
( ) ( )

2 2

2x , y 0 , 0

x ylim
x y→

+

−
  

) پس .)رسيم با تغيير ترتيب ميل دادن متغيرها به دو جواب متفاوت مي(موجود نيست  )f x , y در ( )0 ,   پيوسته نيست، حد ندارد و 0

)ولي ديديم  )f 0 , 0
x

∂
∂

 . موجود است



 ۲رياضي عمومي 

 

۴  

 
 :فرض كنيد داشته باشيم  : مثال

zمطلوبست محاسبه  zI x y
x y

∂ ∂
= −

∂ ∂
.  

  

( )2z y f x y=  

  :با فرض  : حل

  u x y=  

  ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2

2 2 2

z f d f uy y . y f u . y
x x d u x

z y f u
z f d f u2 y f u y 2 y f u y . 2 y f u y f u . x
y y d u y

∂ ∂ ∂ ′= = = ∂ ∂ ∂= →  ∂ ∂ ∂ ′= + = + = +
 ∂ ∂ ∂

  

  :شود حال مشاهده مي

  ( ) ( )3 2 2z zI x y x y f y 2 y f x y f 2 y f 2z
x y

∂ ∂ ′ ′= − = − + = − = −
∂ ∂

  

Pمساله حذف تابع اختياري   
  :فرض كنيد داشته باشيم

  ( ) ( )( )u x , y , z F v x , y , z= يا ( ) ( )( )F u x , y , z , v x , y , z 0=  
x تابعي از دو متغير مستقل zتوابعي مشخص شده و  uو vكه در آن  , yباشد  مي.  

، به صورت روبرو )Fحاصل از حذف تابع اختياري (zمعادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي حاكم بر 
  :قابل حصول است

  

u u
x y

0
v v
x y

∂ ∂
∂ ∂

=
∂ ∂
∂ ∂

  

 :يد داشته باشيمفرض كن  : مثال

  ( )2F x 3y , y z 0+ =  

zمطلوبست محاسبه  zI 3y 2 x y
x y

∂ ∂
= −

∂ ∂
.  

  :داريم  : حل

  2u x 3y , v y z= + =  
  :لذا بايد داشته باشيم

u u
2 x 3

x y z z0 0 2 x z y 3y 0z zy z yv v y x
x y

x y
z z2 x z 3y 2 x y
x y

∂ ∂
∂ ∂  ∂ ∂

= → = → + − = →∂ ∂  +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

∂ ∂
= −

∂ ∂

 

  



  ۲رياضي عمومي 

 

۵  

Pديفرانسيل كامل توابع دو متغيره   
)براي تابع دو متغيره  )z f x , y= ديفرانسيل كامل مرتبه ،nشود ام به صورت زير تعريف مي.  

  
n

nd z dx dy z
x y

 ∂ ∂
= + ∂ ∂ 

  

  :مثلاً داريم

  z zdz dx dy
x y

∂ ∂
= +

∂ ∂
  

  ( ) ( )
2 2 2

2 22
2 2
z z zd z dx 2 dx dy dy

x yx y
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂∂ ∂

  

)كه عبارت   شرط لازم و كافي براي آن  :۱ توجه ) ( )P x , y dx Q x , y dy+ يك ديفرانسيل كامل باشد يعني بتوان تابعي مانند 

( )u x , y يافت به طوري كه du P dx Qdy= P   : آن است كه،+ Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
  

yتغييرات متغيرهاي  به ازاء z مبين كل تغييرات تابع dz   :۲ توجه , x به اندازه dx و dyباشد  مي. 

)ام تابع سه متغيره n ديفرانسيل كامل از مرتبه   :۳ توجه )w f x , y , z=آيد دست مي  از رابطه زير به: 

  
n

nd w dx dy dz w
x y z

 ∂ ∂ ∂
= + + ∂ ∂ ∂ 

  

 :فرض كنيد داشته باشيم  : مثال

  ( )
2

2

x y
2

x
f x , y t t dt= +∫  

)مقدار تقريبي براي  )f 1.1 ,   . پيدا كنيد0.98

    : حل

  ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 2f y x y x y 2 x x x
x

∂
= + − +

∂
  

  ( ) ( )22 2f 2 x y x y x y 0
y

∂
= + −

∂
  

f  :دانيم مي fd f dx dy
x y

∂ ∂
= +

∂ ∂
  

1به ازاء  2dx , dy , x 1 , y 1
10 100

= = − =   :بدست مي آيد =

  ( ) ( ) 10 2 4 2 14 21 2d f 1 2 2 2 2 2
10 100 100 100 100

   = − + − = − − = −   
   

  

  :گوييم حال مي

  ( ) ( ) ( )
1

1

14 2 14 2
f 1.1 , 0.98 f 1 , 1 d f f 1.1 , 0.98

100 100
− −

+ = + → =∫   



 ۲رياضي عمومي 

 

۶  

 : فرض كنيد داشته باشيم  : مثال

  ( )3 2z x y , f x , y , z 0= + =   

dمطلوبست محاسبه  z
d x

xتواند برحسب مخلوطي از  جواب مي(. , y , z جزئي  و مشتقاتfنسبت به اين متغيرها باشد (.  

    : حل

  ( )3 2 2z x y d z 3x dx 2 y d y I= + → = +  

  ( ) ( )f f ff x , y , z 0 dx dy dz 0 II
x y z

∂ ∂ ∂
= → + + =

∂ ∂ ∂
  

)از  )Iداريم :  

  
2d z 3x dxdy

2 y
−

=  

  : داريمIIو با قرار دادن اين عبارت در 

  
2 2

x y z y z y x
d z 3x dx 1 3xf dx f f dz 0 dz f f dx f f

2 y 2 y 2 y

    −
+ + = → + = − →           

  

  

2

y x

y
z

3x f f
d z 2 y

fd x
f

2 y

−
=

+
  

Pاي در توابع دو متغيره گيري زنجيره  قاعده مشتق  
)چنانچه  )v v x , y= و ( )u u x , y=و ( )z z u , v=، توان نشان داد  ميباشند:  

  z z u z v
x u x v x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

  z z u z v
y u y v y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

  :فرض كنيد داشته باشيم  : مثال
2

2

u x y

v x 3y

 =


= −
  

چنانچه بخواهيم عبارت 
2 z

x y
∂

∂ ∂
v نسبت به z برحسب مشتقات  , uرسيم؟  بازنويسي كنيم به چه مي  

    : حل

  2
u v

z z u z. . z . y z . 2 x
x u x v x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ν
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

  ( ) ( ) ( )
2

2 2
u v u u u y u v y v u y v v y

z y z 2 x z 2 y z y z u z v 2 x z u z v
x y y
∂ ∂

= + = + ⋅ + + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂

  

  ( )( ) ( )( )2
u uu uv vu vv2yz y z .2xy z . 3 2x z .2xy z . 3= + + − + + −  
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Pگيري ضمني در توابع دو متغيره  قاعده مشتق  
)چنانچه  )F x , y , z توان نشان  مي. ه به آن دو باشدتوانند مستقل و متغير سوم بايد وابست ، طبيعي است در اين عبارت دو متغير مي=0

  :داد

  x y y

z z x

F F Fz z x, ,
x F y F y F

′ ′ ′∂ ∂ ∂
= − = − = −

′ ′ ′∂ ∂ ∂
  

2yبا اين فرض كه   : مثال z x yx z 3x y z 0+ + − z مطلوبست محاسبه =
x

∂
∂

. 

   : حل

  ( )
2y z x yF x , y , z x z 3x y z 0+= + − =  

  :داريم

  ( ) 2

2

2 y z 1 x y
x

y z x y 1z

y z x y . z . ln z 3y zFz
x F x . ln x x y z 3x y

+ −

+ −

+ + −′∂
= − = −

′∂ + −
  

)فرض كنيد داشته باشيم   : مثال )f x , y , z z حاصل =0 x yI . .
x y z

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
  كدام است؟

   : حل

  x y z

z x y

F F F
I 1

F F F

′ ′ ′     −
= − − = −          ′ ′     

  

Pتوابع دو متغيره همگن و قضيه اويلر   
)تابع  )f x , y را همگن از درجه αگويند هرگاه داشته باشيم  مي:  

  ( ) ( )f x , y f x , yαλ λ = λ  
  :مطابق قضيه اويلر در چنين وضعيتي داريم

  f fx y f
x y

∂ ∂
+ = α

∂ ∂
  

  ( )
2 2 2

2 2
2 2
f f fx 2 xy y 1 f

x yx y
∂ ∂ ∂

+ + = α α −
∂ ∂∂ ∂

  

  :صورت دوم قضيه اويلر
)هرگاه  ) ( )f z g x, y= بوده و تابع ( )g x, y همگن از درجه αداريم باشد ،:  

( )
( )

f zz zx y
x y f z

∂ ∂
+ = α

′∂ ∂
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zهاي زير در معادله  يك از گزينه كدام  : مثال zx y 3z
x y

∂ ∂
+ = −

∂ ∂
 كند؟  صدق مي

)) الف ) yz 3 x y f
x

− = − +  
 

1) ب   1z f
x y x y

 
=  + 

  

4) ج 4
x y yz f

xx y
+  =  

 +
   

3α از درجه  همگنz،اي صحيح است كه در آن مطابق قضيه اويلر گزينه  : حل =   . باشد−
  :شود مشاهده مي
1αهمگن از درجه ) الفگزينه    . است=
  .باشد همگن نمي) بگزينه 
3αهمگن از درجه ) جگزينه  =   .باشد  مي−

)فرض كنيد داشته باشيم   : مثال )
3 3 3x y

f x , y cos
x y

 + =
 +
 

 حاصل 
f
x
f
y

∂
∂
∂
∂

  كدام است؟ 

  :بديهي است  : حل

  ( ) ( ) ( )0f x , y f x , y f x , yλ λ = = λ  
)يعني  )f x , y 0 تابعي همگن از درجهα   : پس طبق قضيه اويلر داريم. است=

  f fx y 0 f
x y

∂ ∂
+ = ⋅

∂ ∂
  

  
f

f f yxx y
fx y x
y

∂
∂ ∂ ∂

= − → = −
∂∂ ∂
∂

  

)اين نتيجه براي هر تابع دو متغيره  )f x , y 0اي كه همگن از درجهα   . صحيح است، باشد=

2هر گاه   : مثال 2 2x y z 1+ + zگاه   آن= zx y
x y

∂ ∂
+

∂ ∂
  : برابر است با

 

  :گيري ضمني داريم طبق قاعده مشتق  : حل

  
x

2 2 2 2z

y

z

Fz 2x
x F 2z z z x y x yx y

F x y z z zz 2y
y F 2z

′∂ = − = − ′∂ ∂ ∂ + → + = − − = −′ ∂ ∂∂ = − = − ′∂ 

  

2و چون  2 2x y z 1+ +   :شود  حاصل چنين مي=

  
21 z 1z

z z
−

− = −  
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2 : داريم :راه ديگر  2 2x y 1 z+ = ) و از آنجا كه− ) 2 2g x, y x y= ) تابعي همگن از درجه دو مي باشد و+ ) 2f z 1 z=  طبق فرم دوم ،−
  :قضيه اويلر داريم 

( )
( )

2f zz z 1 z 1x y 2 z
x y f z 2z z

∂ ∂ −
+ = α = = −

′∂ ∂ −
  

  مسايل اكسترمم در توابع دو متغيره

P۱ (هاي نسبي در توابع دو متغيره اكسترمم  

)گوئيم تابع  مي )z f x , y= در ( )0 0x , yهاي  رگاه عبارت ه، داراي نقطه بحراني استz
x

∂
∂

z و 
y

∂
∂

) در  )0 0x , y  توأما صفر و يا

  ).چهار حالت(نهايت شوند  بي

zاي هرگاه  مطابق قضيه
x

∂
∂

z و 
y

∂
∂

) در  )0 0x , yوأماً صفر باشند، با فرض ت:  

  

( )

( )

( )

2

0 02

2
2

0 0

2

0 02

z x , y A
x

z x , y B B AC
x y

z x , y C
y

∂
= 

∂ 


∂ = → ∆ = −
∂ ∂ 

∂ =
∂ 

  

Aچنانچه  ∆0 و <0 ) تابع ، باشد> )f x , y در ( )0 0x , yداراي نقطه مينيمم نسبي است .  

Aچنانچه  ∆0 و >0 ) تابع ، باشد> )f x , y در ( )0 0x , yداراي نقطه ماكسيمم نسبي است .  

∆0چنانچه  ) تابع ، باشد< )f x , y در ( )0 0x , yداراي نقطه زيني است .  

∆0چه چنان ) باشد اين قضيه نوع نقطه بحراني در = )0 0x , yكند  را مشخص نمي.  

  
  زيني

  
minنسبي   

  
maxنسبي   

) فرض كنيد تابع  :توجه )z f x , y= در ( )0 0x , y داراي نقطه بحراني باشد ولي قضيه گفته شده براي تعيين نوع اين نقطه بحراني 

 .مناسب نباشد

  :در چنين وضعيتي عبارت
)  )گرايند  به صفر مي∆x و ∆y(دهيم  را تشكيل مي ) ( )0 0 0 0J f x x , y y f x , y= + ∆ + ∆ −  

J داشته باشيم ∆x و ∆yير چنانچه به ازاء همه مقاد - ) تابع در ،<0 )0 0x , y داراي minنسبي است .  

J داشته باشيم ∆x و ∆yچنانچه به ازاء همه مقادير  - ) تابع در ،>0 )0 0x , y داراي Maxنسبي است .  

)ساني نداشته باشد، تابع در  علامت يكx∆ ،J و ∆yچنانچه به ازاء همه مقادير  - )0 0x , yداراي نقطه زيني است .  
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 شود،   بديهي است گاهي نوع نقطه بحراني با نگاه معلوم مي :توجه

4تابع : مثلاً 4z x y= ) در نقطه بحراني + )0 ,   .است) طلقو م( نسبي Min داراي 0

2تابع : مثلاً 2z x y= − ) در نقطه بحراني + )0 ,   .است) و مطلق( نسبي Max داراي 0
3تابع : مثلاً 4z x y= در نقطه بحراني ( )0 ,   . داراي نقطه زيني است0

 .ها را در توابع زير تعيين كنيد حراني و نوع آننقاط ب  : مثال

  ( ) 2 2f x , y 2x x y y 5x 3y= + + − − )۱  

    : حل
  x y 1→ = =

f 4 x y 5 0
x
f x 2 y 3 0
y

∂ = + − = ∂
 ∂ = + − =
 ∂

  

)تنها نقطه بحراني در نقطه  )1 ,   .دهد  رخ مي1

  ( ) ( ) ( )

2

2

2
22

2

2

f 4 A
x

f 1 B B AC 1 4 2 7 0 , A 4 0
x y

f 2 C
y

 ∂
= =

∂


∂ = = → ∆ = − = − = − < = >
∂ ∂

 ∂ = =
 ∂

  

)پس تابع در  )1 ,   . نسبي استmin داراي 1
  ( ) 2 2f x , y 4x y 2x y x= − − )۲  

    : حل

  ( )2f 4 y 4 x y 1 0 I
x

∂
= − − =

∂
  

  ( )2f 8x y 2 x 0 II
y

∂
= − =

∂
  

  ( )
x 0

II : 2 x 4 y x 0
4 y x 0 x 4 y

=
− = →  − = → =

  

  I 2 1x 0 4 y 1 0 y
2

= → − = → = ±  

  ( )I 2 2 2 1x 4 y 4 y 4 4 y y 1 0 12 y 1 0 y
12

= → − − = → − − = → = −  

10 نقاط بحراني در بنابراين وضعيت. قابل قبول نيست   دارد و مختلطكه جوابي ,
2

 − 
 

10 و  ,
2

 
 
 

  . دهد  رخ مي

  

2

2

2

2

2

f 4 y
x

f 8 y 4 x
x y

f 8x
y

 ∂
= −

∂


∂ = −
∂ ∂

 ∂ =
 ∂
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10نقطه در  ,
2

 
 
 

  : داريم

  2A 2 , B 4 , C 0 B AC 16 0= − = = → ∆ = − = >  

10  نقطهپس در ,
2

 
 
 

10نقطه در  و  زيني داريموضعيت  ,
2

 − 
 

  : داريم

  2A 2 , B 4 , C 0 B AC 16 0= = − = → ∆ = − = >    

10  نقطهپس در ,
2

− 
 
 

  .زيني داريموضعيت  

  هاي مطلق توابع دو متغيره در يك ناحيه اكسترمم) ۲

x اي مشخص در صفحه  ناحيهDفرض كنيد  y باشد، براي تعيين مقادير اكسترمم تابع ( )z f x , y= در اين ناحيه به صورت زير عمل 
  :كنيم مي

)نخست تمام نقاط بحراني تابع  )f x , y را يافته و مقادير zخل ناحيه  را در نقاط بحراني كه داDكنيم  محاسبه مي، واقعند.  
دست  در انتها كمترين و بيشترين اعداد به. آوريم دست مي  بهDهاي مرزي ناحيه   تك تك منحنيروير  را بzسپس مقادير اكسترمم 

  . دهيم مورد نظر گزارش مياكسترمم هاي را به عنوان zآمده براي 
    : قضيه

)اگر تابع  )z f x , y= خطي باشد ( )z ax by C= +  خطوط راست باشند، مقادير اكسترمم تابع D و نيز تمام مرزهاي ناحيه+
( )f x , yحيه  در ناDاي ناحيه   در يكي از نقاط گوشهDدهد  رخ مي.  

z  :ابع دو متغيرهنيمم مطلق ت مقادير ماكزيمم و مي  : مثال 2 x y= −  

2در ناحيه  2x y 4+   .پيدا كنيد را ≥

   : داريميافتن نقاط بحرانيبراي ) ۱  : حل

  z 2 0 ,
x

∂
= ≠ ∞

∂
  

  .پس تابع مذكور نقطه بحراني ندارد
  : روي مرزهاي ناحيهzيافتن مقادير اكسترمم ) ۲
  

    
2تنها مرز ناحيه  2x y 4+   .شود كه به صورت پارامتري چنين بيان مي،  است =

  x 2 cos t
;0 t 2

y 2 sin t
=

≤ ≤ π =
  

  :آيد تك متغيره به صورت زير در مي روي اين مرز به فرم zو لذا تابع 
  ( ) ( )z t 2 2 cos t 2sin t 4cos t 2 sin t= − = − 

  



 ۲رياضي عمومي 

 

۱۲  

  :آيد لذا بدست مي

  max

min

z 20
:

z 20

 = +


= −
 پس در كل 

( ) ( )

( ) ( )

2 2
max

2 2
min

z 4 2 20

z 4 2 20

 = + + − = →
 = − + − = −

  

 : م مطلق تابعنيم مقادير ماكزيمم و مي  : مثال

  2 2z 2 x y 4 x= + −  
2اي كه از سمت راست به دايره  را در ناحيه 2x y 5+ y و از سمت چپ به خط = 2 x=   . محدود شده است محاسبه كنيد−

    : حل
  تعيين نقاط بحراني تابع ) ۱

z 4 x 4 0
x

x 1 , y 0
z 2 y 0
y

∂
= − =

∂
→ = =

∂
= =

∂

  

  
  

)چون  )1 , 0 D∈است، پس يكي از كانديدهاي جواب چنين است :  ( )z 1 , 0 2= −  
 
  :تعيين مقادير اكسترمم تابع روي مرزها) ۲

yروي مرز  2 x= ): داريم− )1 x 1− ≤ ≤  
  

( ) ( ) 22 2z x 2 x 2 x 4 x 6 x 4 x= + − − = −  

( ) [ ]1z x 12 x 4 x 1 , 1
3

′ = − → = ∈ −  

  : روي اين مرز عبارتند ازzو لذا كانديد اكسترمم 
  ( )

( )
2

z 1 10
z 1 2

1 1 1 2z 6 4
3 3 3 3

− =
 =

      = − = −           

 
  

  

2روي مرز  2x y 5+ ):  داريم= )1 x 5− ≤ ≤  ( ) ( )2 2 2z x 2 x 5 x 4 x x 4 x 5= + − − = − +

( )z x 2 x 4 x 2 1 , 5 ′ = − → = ∈ −   

  

)  : روي اين مرزها عبارتند ازzلذا كانديداي اكسترمم  )
( )
( )

z 1 10

z 5 10 4 5

z 2 1

 − =
 = − →


=

  

  :پس در كل

  min

max

z 2

z 10

= −
 =
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z تابع min و maxمقادير   : مثال 3x y= x در ناحيه محصور شده به خطوط + x و =3 y 1+ y و = 2 x= و y x= را پيدا  
 . كنيد

 نيز خطي است، كانديداي مقادير z خط راست و تابع Dچون تمام مرزهاي ناحيه   : حل
  :اند  كه چنينDاي ناحيه   در نقاط گوشهz عبارتند از مقادير D در ناحيه zاكسترمم 

  

  ( )
( )

( )
( )
( )

( )

min

max

1 1A , z A 22 2
z B 12 z 2B 3 , 3
z C 15C 3 , 6 z 15

5z D1 2D , 33 3

  
=      = =   →  = =  

 =    
 

  نقاط تقاطع: 

P ۳ (ي مشروط در توابع دو متغيرهها اكسترمم  

)براي يافتن مقادير اكسترمم تابع )z f x , y= با اين شرط كه ( )g x , y   : تابعي به صورت، باشد=0
  ( ) ( ) ( )L x , y f x , y g x , y= + λ   

  ).گويند  را ضريب لاگرانژ ميλ(دهيم   تشكيل مي،كه به تابع لاگرانژ مساله موسوم است

با حل دستگاه

( )

L 0
x
L 0
y

g x , y 0


∂ =

 ∂


∂ = ∂
=



x مقادير   , y اي كه به اكسترمم شدن تابع( )f x , yبا شرط ( )g x , y   .آيد دست مي انجامند، به  مي=0

)دست آمده  اگر يكي از نقاط به :توجه )0 0x , yباشد و داشته باشيم : 

  
( )0 0

x y

x x x x y

y y x y y x , y

0 g g

J g L L

g L L

=  

Jچنانچه  ) در، باشد<0 )0 0x , y اكسترمم مشروط حاصله از نوع Maxنسبي است .  

Jچنانچه  ) در، باشد>0 )0 0x , y اكسترمم مشروط حاصله از نوع Minنسبي است .  

)هاي تابع  روش لاگرانژ قابل تعميم است، مثلاً براي يافتن اكسترمم :توجه )w f x , y , z= با دو شرط ( )h x , y , z  و =0
( )g x , y , z ت تابع لاگرانژ ب=0 )ه صور ) ( ) ( ) ( )L x , y , z f x , y , z g x , y , z h x , y , z= + λ + µ بوده و دستگاه 

 :گرانژي كه بايد حل شود چنين استلا

  
( ) ( )

L L L0 , 0 , 0
x y z

g x , y , z 0 , h x , y , z 0

∂ ∂ ∂ = = = ∂ ∂ ∂

 = =
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2كمترين و بيشترين فاصله مبدأ مختصات از تابع   : مثال 2x x y y 4+ +  .  را بيابيد=

)فاصلة يك نقطه دلخواه   : حل )x , y 2 تا مبدأ 2x y+لذا هدف ما يافتن مقادير اكسترمم .  استd و يا به تعبيري مقادير 

2اكسترمم  2x y+ 2 با شرط 2x y x y 4+ +   . است=
  :تابع لاگرانژ مسئله چنين است 

  ( ) ( )2 2 2 2L x , y x y x x y y 4= + + λ + + −  

  :گرانژ مسئله چنين است و دستگاه لا

  

( )

( )

( )

2 2

2 2

L 0 2 x y 2 x 0 2 x 2 x y
x
L x 2 x y0 x 2 y 2 y 0 2 y x 2 y x y
y y x 2 y

g x , y 0 x x y y 4

∂ = → + λ + λ = → = −λ + ∂
∂ +

= → λ + λ + = → = − λ + → = → =
∂ +

 = → + + =


  

  :با جايگذاري در معادله سوم داريم

  2 2 2 2 2 4 8x y x x x 4 3x 4 x d
3 3

= → + + = → = → = →    اگر=

  2 2 2 2 2x y x x x 4 x 4 y 4 d 8= − → − + = → = → = →    اگر=

  :هي استپس بدي

min max
8d , d 8
3

= =  

  :راه خوب مسئله

  2 2 2 2 2 4 8x x y y 4 r r cos sin 4 r
1 sin cos 2 sin 2

+ + = → + θ θ = → = = →
+ θ θ + θ

  

  ( )
2
max max

2
minmin

8r 8 r 8
2 1

8 8 8r r
2 1 3 3

 = = → = + −

 = = → = +
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۱۵  

  اپراتور برداري نابلا
∇
 شود در مختصات دكارتي به صورت زير تعريف مي:  

  i j k
x y z

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂

    

  گراديان يك تابع اسكالر) ۱
)گراديان تابع اسكالري به صورت  )w f x , y , z=شود  به فرم زير تعريف مي:  

  w w wgrad w w i j k
x y z

∂ ∂ ∂
= ∇ = + +

∂ ∂ ∂

    

    : مهم توجه

)اگر  )F x , y , z F  گراديانفضائي باشد، بردار حاصله از) رويه( معادله يك سطح =0 F FF i j k
x y z

 ∂ ∂ ∂
∇ = + + ∂ ∂ ∂ 

   در هر نقطه از 

  .دهد مذكور را نشان مي  بردار عمود بر رويه در نقطه،اين سطح
  :آيد از اين موضوع به خصوص سه استفاده زير به عمل مي

  ادله صفحه مماس و خط عمود بر يك رويه در هر نقطه از آن نوشتن مع)الف

   نوشتن معادله خط مماس و صفحه عمود بر يك منحني حاصل از تقاطع دو رويه در هر نقطه)ب

  ها  تعيين زاويه بين دو رويه در هر نقطه تقاطع آن)ج

معادله يك منحني از طريق فصل مشترك دو رويه   : مثال
2

2

x yz 3
C :

xz y 3

 − =


+ =
  .صيف شده است تو

)اي از اين منحني با مختصات   در نقطهاولاً   ها را بنويسيد؟ ايم معادله آن اي عمود ترسيم كرده  خطي مماس و صفحه2,1,1(

)اي با مختصات در نقطه ثانياً   . زاويه بين دو رويه را بيابيد 2,1,1(

  .آوريم را بدست آورده و سپس ضرب خارجي اين دو بردار نرمال را بدست ميابتدا گردايان دو رويه فوق   : حل

( )
( )

2
1

2,1,1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆF x, y,z x yz 3 F 2xi zj yk n F 4i j k= − − → ∇ = − − → = ∇ = − −
   

( )
( )

2
2

2,1,1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆG x, y,z xz y 3 G zi 2yj xk n G i 2j 2k= + − → ∇ = + + → = ∇ = + +
 

 

شود، كه بردار هادي خط مماس و بردار نرمال  بديهي است كه از ضرب خارجي اين دو بردار، برداري عمود بر هر دو بردار حاصل مي اولاً
  :لذا خواهيم داشت. ستصفحه عمود ا

1 2

ˆ ˆ ˆi j k
ˆ ˆn n 4 1 1 9j 9k

1 2 2
× = − − = − +
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۱۶  

) : معادله صفحه عمود  ) ( ) ( )0 x 2 9 y 1 9 z 1 0 y z 0 y z− − − + − = →− + = → =  

  معادله خط مماس 
y 1 z 1

: 9 9
x 2

− − =
−

 =

 

  : بديهي است زاويه بين دو رويه از طريق زاويه بين نرمال هاي آنها بدست مي آيد و داريم ثانياً
1 2

1 2

n .n 4 2 2cos 0
n n 9 18

− −
θ = = =

 
   

  .بنابراين دو رويه در نقطه مورد نظر بر هم عمودند 

  مشتق سوئي يك تابع اسكالر) ۲

)  مشتق پذيرمشتق سوئي تابع )w f x , y , z= در جهت بردار u كه مبين شدت تغييرات تابع w در جهت uباشد از رابطه زير   مي
  .آيد دست مي به

  u u
dfDf f .
du

= = ∇ λ 


  

uكه در آن(
u
u

λ =

 بردار برداريكهuمي باشد (  

  :از آنجا كه
)α زاويه بين f∇

 و uλ 
: (  u uf . f cos∇ λ = ∇ λ α 

    

∇f در جهت بردار fلذا حداكثر مشتق سوئي تابع 
همان ، مقدار اين حداكثرودهد   رخ مي f∇

 مشتق  بوده و البته مشتق سوئي تابع

∇f در هر جهت عمود بر fپذير
برابر صفر خواهد شد .  

  :تعريف مشتق سوئي

)اگر تابع  )w f x, y, z= در نقطه ( )0 0 0x , y , z1سوئي آن در جهت بردار  پذير نباشد، براي محاسبه مشتق  مشتق 2 3u u i u j u k= + +
   

  :باشد، استفاده كنيم از تعريف كه به صورت زير ميبايد 

( ) ( ) ( )0 1 0 2 0 3 0 0 0
u 0 0 0

t 0

f x tu , y tu , z tu f x , y , z
D f x , y , z lim

t→

+ + + −
=  

3مشتق سويي تابع   : مثال 2w x y z= ) در نقطه + )1 , 1 , u و در جهت بردار 2 2 i 2 j k= + +
   چه كسري از بيشترين مقدار 

 . در نقطه مذكور استwمشتق سويي تابع 

    : حل

  ( )2 2
u

u 2 i 2 j kw 3x i 2 y z j y k w 1 , 1 , 2 3 i 4 j k ,
u 3

+ +
∇ = + + → ∇ = + + λ = =

         
  

) در نقطه wمشتق سويي تابع  )1 , 1 ,  : چنين بدست مي آيدu و در جهت 2

  ( )u
2 i 2 j k 6 8 1w . 3 i 4 j k . 5

3 3
 + + + +

∇ λ = + + = =  
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۱۷  

) در نقطة w حداكثر مشتق سويي تابع و )1 , 1 ,   :  برابر است با2
5
26

w  نسبت مورد نظر= 9 16 1 26∇ = + + = →
  

)توزيع دما در محيطي با رابطه   : مثال )2x x y z T x , y , z+ )اي با مختصات  داده شده است چنانچه در نقطه= )1 , 2 ,  قرارگرفته 3
  باشيم در چه جهتي حركت كنيم كه بيشترين احساس گرمي حاصل شود؟

)    : حل )T 2 x y z i x z j x y k∇ = + + +
    

) در نقطهTجهت بيشترين افزايش   )1 , 2 , 3 ( )T 1 , 2 , 3 8 i 3 j 2k :∇ = + +
    

)يعني اگر در نقطه  )1 , 2 ,   : باشيم3
8ـ حركت در جهت  i 3 j 2k+ +

  شود  به بيشترين احساس گرما منجر مي.  
)ـ حركت در جهت  )8 i 3 j 2k− + +

  شود  به بيشترين احساس سرما منجر مي.  
)ـ حركت در هر جهتي عمود بر  )8 i 3 j 2k+ +

  اي ور لحظهبه ط. (شود  به احساس تغيير دما منجر نمي(  

)مشتق سوئي تابع  : مثال )f x , yاي خاص در دو جهت  در نقطه( )2 i j−
 و ( )i 3 j+

 2 به ترتيب 10 و5
10

مشتق .  شده است

2سوئي در همان نقطه و در جهت i 3 j+
 شود؟  چقدر مي 

   : حل

fكنيم در نقطه مورد بحث  فرض مي ff i j
x y

∂ ∂
∇ = +

∂ ∂

  به صورت i jα + β
 باشد .  

  :هاي مسئله داريم  فرضازحال 

  
( )

( )

2 i ji j . 2 5 2 10
5 31 8,

7 710i 3 ji j . 3 1
1010

 −
α + β = → α − β =       → α = β = −

  +
α + β = → α + β =      

  

  
  

2حال مشتق سوئي در نقطه مورد بحث و در جهت  i 3 j+
 

  :شود ي چنين م

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )31 2 8 331 8 2 i 3 ji j .
7 7 13 7 13

  + −− +
+ =  

 

  
  

)اگر تابع   : مثال )
( ) ( )

( ) ( )
2 3

4 4

0 , x , y 0,0
f x , y x y , x , y 0,0

x y

=


= 
≠

+

) و  )1 2u u ,u= گاه مشتق جهتي تابع  باشد، آن) واحد( برداري يكّهf در 

(    كدام است؟u در امتداد 0,0(

۱ (3 5
2 2u u−  ۲ (

3 5
1 2

2 2
1 2

u u
1 2u u−

  ۳ (
2 3
1 2

4 4
1 2

u u
u u+

  .وجود ندارد) ۴  

  :طبق تعريف مشتق سويي، حاصل مورد نظر برابر است با  : حل

  ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 3
1 2

4 4 2 3
1 2 1 2 1 2

4 4t 0 t 0 1 2

tu tu

f tu , tu f 0,0 tu tu u u
lim lim

t t u u→ →

− +
= =

+
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۱۸  

  ديورژانس و كرل يك تابع برداري) ۳
)براي تابع برداري  )F x , y , z P i Q j R k= + +

  داريم :  
P Q Rdiv F . F
x y z

∂ ∂ ∂
= ∇ = + +

∂ ∂ ∂

    

i j k

curL F F
x y z

P Q R

∂ ∂ ∂
= ∇ × =

∂ ∂ ∂

  

    

  :ديورژانس كرل تابع  : مثال
  ( ) ( ) ( )2 2 3F x y z i x y z y j x z k= − + + + −

    

  را پيدا كنيد

    : حل

  ( ) ( ) ( )

2 2 3

i j k

F i 0 x y j 1 y k y z z
x y z

x y z x y z y x z

∂ ∂ ∂
∇ × = = − − + + +

∂ ∂ ∂

− + −

  

     

  :پس داريم

  ( ) ( ) ( ) ( ). F x y 1 y y z z y 1 y 1 0
x y z

∂ ∂ ∂
∇ ∇ × = − + − − + + = − − + + =

∂ ∂ ∂

    

rاگر   : مثال xi yj zk= + +
 باشد، حاصل ( )2div r . r را بيابيد .  

   : حل

( )( )2 22 2 2 2 2 2r x y z r r x y z xi yj zk= + + → = + + + + →
  

  ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2div r r x x y z y x y z z x y z
x y z
∂ ∂ ∂

= + + + + + + + +
∂ ∂ ∂

  

  ( ) ( ) ( ) ( ) 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 23x y z x 3y z x y 3z 5 x y z 5 r= + + + + + + + + = + + =  

)  .كرل گراديان هر تابع اسكالر همواره صفر است  : نكته )w 0∇ × ∇ =
  

)  .ديورژانس كرل هر تابع برداري همواره صفر است  : نكته ). F 0∇ ∇ × =
    

  لاپلاسين يك تابع اسكالر) ۴
  .نامند لاپلاسين آن تابع مي بع راديورژانس گراديان يك تا

  ( )
2 2 2

2 2 2
w w ww . w

x y z
∂ ∂ ∂

∆ = ∇ ∇ = + +
∂ ∂ ∂

   

  . گويند هرگاه لاپلاسين تابعي صفر شود آن تابع را همساز مي
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۱۹  

)فرض كنيد   : مثال )u x , y تابعي همساز باشد حاصل ( )4 x u∇كدام است؟ ( )4 2 2∇ = ∇ ∇ 

    : حل

  ( ) ( )
2

x x x xx2 x u u x u u u x u
xx

∂ ∂
= + = + +

∂∂
  

  ( )
2

y y2 x u x u
y

∂
=

∂
  

  :نويسيم نخست مي

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
x x x y y x x x y y x2 2x u x u 2u x u x u 2u x u u 2u

x y

 ∂ ∂
∇ = + = + + = + + =  ∂ ∂ 

  

)البته )x x y yu u+ زيرا طبق فرض .صفر است ،uتابع همساز است .  

  :رويم حال به سراغ اصل مساله مي

  ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

4 2 2
x2 2 2x u x u 2u 2 u 0

y xx x y

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ =∇ ∇ = + = + =      ∂ ∂∂ ∂ ∂   

  

2 2

2 2 u
x y

 ∂ ∂
+  ∂ ∂ 

    .باشد  صفر ميو است uلاپلاسين ،  
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۲۰  

Pچند نكته در ارتباط با توابع برداري   
) كه از طريق بردار موضعي Cفرض كنيد متحركي روي منحني  ) ( ) ( ) ( )R t x t i y t j z t k= + +

   در حال حركت باشد، بردارهاي 
)  :آيند دست مي تحرك به صورت زير بهسرعت و شتاب اين م ) ( ) ( ) ( ) ( )R t V t x t i y t j z t k′ ′ ′ ′= = + +

     
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R t V t a t x t i y t j z t k′′ ′ ′′ ′′ ′′= = = + +

      

) از رابطه ،بردار يكاني مماس برمنحني ـ ) ( )
( )

R t
T t

R t

′
=

′




آيد دست مي  به.  

) از رابطه ،)نوع اول(بردار يكاني عمودي اصلي ـ  ) ( )
( )

T t
N t

T t

′
=

′




آيد دست مي  به.  

) از رابطه ،بردار يكاني عمودي نوع دومـ  ) ( ) ( )B t T t N t= ×
  آيد دست مي  به.  

)از رابطه ، انحناء منحنيـ  )
( ) ( )

( ) 3

R t R t
t

R t

′ ′′×
κ =

′



آيد دست مي  به.  

) از رابطه ،تاب منحنيـ  )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) 2

R t . R t R t
t

R t R t

′ ′′ ′′′×
τ =

′ ′′×

  

 آيد دست مي  به.  

)اي كه نرمال آن  صفحهـ  )T t
گوئيم  است را صفحه قائم منحني مي.  

)اي كه نرمال آن  صفحه ـ )B t
گوئيم  است را صفحه بوسان منحني مي.  

)اي كه نرمال آن  صفحهـ  )N t
گوئيم  است را صفحه اصلاحي مي.    

Pهاي تعريف شده در صفحه  رابطه انحناء براي منحني  
) در صفحه با معادله دكارتي C اگر منحني )۱ )F x , y   : تعريف شده باشد داريم=0

  
( )

( )
3

2 2

y
x

1 y

′′
κ =

′+

  

  

) در صفحه با معادله پارامتري C اگر منحني )۲ )
( )

x x t
y y t

 =
 =

  : تعريف شده باشد، داريم

  

( )

( )
3

2 2 2

x y x y
t

x y

′ ′′ ′′ ′−
κ =

′ ′+

  

    

) در صفحه با معادله قطبي C اگر منحني )۳ )r f= θتعريف شده باشد، داريم :  
( )

( )

2 2

3
2 2 2

r 2 r r r

r r

′ ′′+ −
κ θ =

′+
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۲۱  

Pدايره انحناء   

اي كه در نقطه   انحناء مخالف صفر باشد، دايره0Pحه بوده و در نقطة  يك منحني در صفاگر 

0P به شود و مركزش در طرف مقعر منحني بوده و شعاع آن برابر شعاع انحناء در   مماس مي
    .گويند  مي0Pدايره بوسان منحني در نقطه نقطه مذكور است را دايره انحناء يا 

  .آيد دست مي انحناء چنين بهدايره مختصات مركز 

( )
0 0

2 2

C P C P
0 0

y 1 y 1 yx x , y y
P Py y

′ ′+ ′+
= − = +

′′ ′′
  

yحداكثر انحناء منحني   : مثال ln x=دهند؟ اي رخ مي  در چه نقطه 

  ( )

( )
3

2 2

y
x

1 y

′′
κ =

′+

  

    : حل

  2
1 1y ln x y y
x x

′ ′′= → = → = −  

  :داريم

  ( )

( ) ( )

2 2

3 3 3
2 2 22 2 2

3

1 1
xx xx

x 1 x 111
x x

κ = = =

  + +  +     

  

) كردن maxبراي  )xκداريم :  

  ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ){ }

3 1
2 22 2 1

2 2 22
32

3x 1 x 1 2 x x
2x 0 0 x 1 x 1 3x 0
x 1

+ − +
′κ = → = → + + − = →

+
  

  2 11 2 x 0 x
2

− = → =  

حداكثر انحناء بيضي   : مثال
2

2 y4 x 1
9

+   چقدر است؟=

  : بيضي داده شده در فرم پارامتري داريمبا نوشتن معادله  : حل

  
2

2
1 1 1x cos t x sin t , x cos ty4 x 1 2 2 2

9 y 3 sin t y 3 cos t , y 3 sin t

  ′ ′′= = − = − + = → → 
  ′ ′′= = = − 
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۲۲  

)باتوجه به رابطه  )

( )
3

2 2 2

x y x y
t

x y

′ ′′ ′′ ′−
κ =

′ ′+

  :آيد دست مي  به
( )

2 2

3 3
2 22 2 2

3 3 3sin t cos t
2 2 2t

1 1 35sin t 9cos t cos t
4 4 4

+
κ = =

   + +   
   

  

  :آيد و داريم دست مي طبيعي است حداكثر انحناء به ازاء حداقل مقدار مخرج عبارت حاصله به

  max 3
2

3
2 12

1 0
4

κ = =

 + 
 

  

rانحناء منحني   : مثال 1 cos= + θ كدام  درθ3  برابر با
2

 شود؟  مي

   : حل
  r 1 cos r sin r cos′ ′′= + θ → = − θ → = − θ  

)باتوجه به رابطه  )

( )

2 2

3
2 2 2

r 2 r r r

r r

′ ′′+ −
κ θ =

′+

  : داريم

  ( )

( )

( )

( )( ) ( )

2 2 2

3 3 1
2 2 2 2 2

1 cos 2cos 2sin cos cos 3 1 cos 3

2 2 1 cos2 1 cos1 cos 2cos sin

+ θ + θ + θ + θ + θ + θ
κ θ = = =

+ θ+ θ+ θ + θ + θ

  

  :هيمخوا پس ما مي

  
( )

( ) ( )
1 1
2 2

1
2

3 3 12 1 cos 1 1 cos
2 2

2 2 1 cos

= → + θ = → + θ = →

+ θ

  

  1 1 2 41 cos cos ,
2 2 3 3

π π
+ θ = → θ = − → θ =  

بر منحني معادله خط مماس   : مثال
3

3 2

x y
c :

z y 2

 =


+ =
) در نقطه  )1 , 1 ,   چيست؟1

  :داريم، اگر منحني را به صورت پارامتري بنويسيم   : حل

  ( ) ( )
( )

533 3 6 2
23 63 6

x t
6 tc : y t R t t i t j 2 t k R t i 3 t j k

3 2 tz 2 t

 =
 − ′= → = + + − → = + +
 −= −

        

) در نقطه لذا بردار مماس بر منحني )1 , 1 , t كه نظير 1   : چنين است،باشد  مي=1
  ( )R 1 i 3 j 2k′ = + −

    

xو معادله خط مماس در نقطه مذكور  1 y 1 z 1
1 3 2
− − −

= =
−

  .باشد  مي
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۲۳  

  :ويه داده شده و داريم به صورت فصل مشترك دو رCمنحني  :راه ديگر

  
3 2

3 2 2

x y 0 F 3x i 1 j 0k
C :

z y 2 0 G 0 i 2 y j 3z k

 − = → ∇ = − +


+ − = → ∇ = + +

  

    

)هاي دورويه در  نرمال )1 , 1 ,   : عبارتست از1
  ( ) ( )1 2n F 1 , 1 , 1 3 i j , n G 1 , 1 , 1 2 j 3k= ∇ = − = ∇ = +

       
  :آيد دست مي و بردار مماس بر منحني در نقطه مورد نظر از ضرب خارجي اين دو نرمال به

  1 2

i j k
n n 3 1 0 3 i 9 j 6k i 3 j 2k

0 2 3
× = − = − − + ≡ + −

  
        

)اگر   : مثال ) 2 3R t t i t j t k= + +
  در  باشد، امتداد بردار يكاني قائم نوع دوم را t  . بيابيد=1

   : حل
  ( ) ( )2 3 2R t t i t j t k R t i 2 t j 3 t k′= + + → = + +

        
  :پس بردار يكاني مماس چنين است

  ( ) ( )
( )

2

2 4

R t i 2 t j 3 t kT t
R t 1 4 t 9 t

′ + +
= = →

′ + +

   


  

  ( )
( ) ( )

( )

3
2 4 2

2 4

2 4

8 t 36 t2 j 6 t k 1 4 t 9 t i 2 t j 3 t k
2 1 4 t 9 t

T t
1 4 t 9 t

+
+ + + − + +

+ +
′ =

+ +

    

  

tدر    :ريم دا=1

  ( ) ( )i 2 j 3k 22 i 16 j 18kT 1 , T 1
14 14 14

+ + − − +′= =
     

   

  :بنابراين امتدادهاي بردار يكاني مماس و بردار يكاني قائم نوع اول عبارتند از
  i 2 j 3k , 11 i 8 j 9k+ + − − +

     
  

  .كه البته بر هم عمودند و امتداد بردار يكاني قائم نوع دوم از ضرب خارجي دو بردار فوق چنين خواهد شد

  
i j k
1 2 3 42 i 42 j 14k 3 i 3 j k
11 8 9

= − + ≡ − +
− −

  
     

  

v  :مي دانيم  :راه ديگر aB
v a

×
=

×


  

v همان امتداد بردار ،پس امتداد بردار يكاني قائم نوع دوم a×
 مي باشد و چون:  

( ) ( ) ( )2 3 2R t t i t j t k R t i 2 t j 3 t k R t 2 j 6 t k′ ′′= + + → = + + → = +
           

( ) ( )v R 1 i 2 j 3 k , a R 1 2 j 6 k′ ′′= = + + = = +
       

i j k
v a 1 2 3 6 i 6 j 2k 3 i 3 j k

0 2 6
× = = − + ≡ − +
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) انحناء و تاب منحني  : مثال )r t cos t i sin t j t k= + +
  را بيابيد . 

   : حل
  ( )r t cos t i sin t j t k= + +

    
  ( )r t sin t i cos t j k′ = − + +

    
  ( )r t cos t i sin t j′′ = − −

   
  ( )r t sin t i cos t j′′′ = −

   

  
i j k

r r sin t cos t 1 sin t i cos t j k
cos t sin t 0

′ ′′× = − = − +
− −

  
     

  
i j k

r r cos t sin t 0 k
sin t cos t 0

′′ ′′′× = − − =
−

  
   

  :حال داريم

  
2 2

3 3 3
2 2

sin t i cos t j kr r sin t cos t 1 1
2r sin t i cos t j k sin t cos t 1

− +′ ′′× + +
κ = = = =

′  − + + + + 
 

   

    

  ( ) ( )
2 2 2

2 2

sin t i cos t j k . kr . r r 1 1
2r r sin t i cos t j k sin t cos t 1

− + +′ ′′ ′′′×
τ = = = =

′ ′′×  − + + + 
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  هاي دوگانه بحث انتگرال

P منظم در صفحه ) ناحيه( تعريف ميدانx y  

x كه در صفحه Dناحيه  y تعريف شده است را نسبت به محور xند، هرگاه هر خط به موازات محور گوي ها منظم ميx ها كه از نقاط
  .كنيم، از داخل اين ناحيه عبور نكند  ترسيم ميDهاي مرزي ناحيه  تلاقي منحني

      
  نسبت به هر دو محور منظم   منظمyفقط نسبت به محور   نسبت به هر دو محور نامنظم

Pهاي دوگانه  انواع مسايل انتگرال  
P۱ (شده استها در آن نوشته محاسبه يك انتگرال دوگانه وقتي حدود انتگرال   

  :يك انتگرال دوگانه با حدود معلوم شده، ممكن است به يكي از دو فرم زير بيان شود

  ( )
( )

( )x b y Q x

x a y P x
f x , y dy dx

= =

= =∫ ∫  

  

  ( )
( )

( )y d x N y

y c x M y
f x , y dx dy

= =

= =∫ ∫  

)مثلاً براي محاسبه انتگرال بالايي كافي است از تابع  )f x , y با فرض آنكه x ثابت است، نسبت به متغير y انتگرال بگيريم و پس 
  . در اين تابع اوليه، انتگرال يگانه معين حاصله را حل كنيمyاز اعمال حدود 

و البته حدود انتگرال خارجي اعداد ثابت (دقت داريم حدود انتگرال داخلي شامل هر متغيري باشد اين حدود به متغير ديگر تعلق دارد 
dxب  لذا مهم است دقت كنيم آيا ترتي.)باشد كه به متغير باقيمانده تعلق دارد مي dy يا dy dxبه طور مناسب بيان شده است؟   

مطلوبست محاسبه   : مثال
1 x

2

0 0
I cos x dx dy= ∫ ∫. 

گيري نسبت به  و به تعبيري قرار است انتگرال تعلق دارد yلذا اين حدود به تغيير .  استxحدود انتگرال داخلي داراي متغير   : حل
dx شروع شود و ترتيب yمتغير  dyبه طور مناسب نوشته نشده است :  

  
1 x 1 1

2 2 2 2

0 0 0 0

y x 11 1I cos x dy dx cos x . y dx x . cos x dx . sin x sin 1
y 0 02 2

=
= = = = =

=∫ ∫ ∫ ∫  
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۲۶  

P۲ (گيري  حيه انتگرالهاي دوگانه باتوجه به نا روش نوشتن حدود انتگرال  

    
  )هاyالمان موازي محور ( منظم y نسبت به محور Dناحيه   )هاxالمان موازي محور ( منظم x نسبت به محور Dناحيه 

( ) ( )
( )

( )d N y

D y c x M y
f x , y dA f x , y dx dy

= =
=∫∫ ∫ ∫  ( ) ( )

( )

( )b Q x

D x a y P x
f x , y dA f x , y dx dy

= =
=∫∫ ∫ ∫  

)دقت كنيد در محاسبه  )
D

f x , y dA∫∫گيري با چه متغيري شروع شود، امكان محاسبه  گرالكند، انت  آن چيزي كه حكم مي

)تابع اوليه تابع  )f x , y نسبت به متغيرهاي x و يا yمنديم  باشد، البته اگر اين امكان نسبت به هر دو متغير موجود باشد، علاقه  مي
  . نسبت به آن متغير منظم باشدDيري را با متغيري شروع كنيم كه ناحيه گ ترتيب انتگرال

د  را به چنD نسبت به آن نامنظم است، بايد Dگيري را نسبت به متغيري شروع كنيم كه ميدان  بديهي است اگر بخواهيم انتگرال
ها را نوشته و از طريق  قسمت منظم نسبت به آن متغير تفكيك كرده و سپس براي هر كدام از اين زير نواحي، حدود مربوط به انتگرال

1 2D D D
....= + +∫∫ ∫∫   .كنيم  حاصل مورد نظر را حساب ∫∫

  :گيري مشخص شده است هاي دوگانه وقتي ميدان انتگرال روش نوشتن حدود انتگرال

حاسبهست م مطلوب  : مثال
( ) 3

D

dy dxI
x y

=
yهاي   ناحيه محدود شده به منحنيDكه در آن ∫∫+ 1 , y 2 , y x , y 2 x= = =  .باشد  مي=

   : حل

امكان محاسبه تابع اوليه 
( ) 3

1

x y+
 Dميدان .  نسبت به هر دو متغير موجود است

  . نامنظم استyنسبت به متغير 
    :نويسيم لذا مي

  

  
( ) ( )

y 2 y 2 2 2

3 2 2 2 2yy 1 x 1 1 1
2

x y
dx dy 1 1 1 4 1 9 16I dy dy dyy 2 2x 4 y 9 y 36 yx y 2 x y 2

=

= =

=  − −
= = = − − = −  =+ +  ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

  
2

2
1

27 dy 7 1 7 1 7 71
172 72 y 72 2 72 2 144y

− −  = − = − = − = =  × ∫  
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 P ۳ (گيري تغيير ترتيب انتگرال  
اي است كه اساساً امكان محاسبه تابع اوليه  گيري به گونه لشود و ترتيب انتگرا گاهي يك انتگرال دوگانه با حدود مشخص شده داده مي
، در حالي كه محاسبه تابع اوليه، )كار بسيار دشوار است يا اين(باشد، وجود ندارد  تابع زير علامت انتگرال نسبت به متغيري كه مورد نظر مي

  .نسبت به متغير ديگر به سادگي موجود است

  »!از اين ستون به آن ستون فرج است «در اين شرايط به مصداق ضرب المثل

ها را براي ترتيب عوض شده نسبت به  گيري را رسم كرده و از آنجا حدود انتگرال هاي داده شده، ميدان انتگرال باتوجه به حدود انتگرال
  .دهيم حالت اصلي، نوشته و حل را ادامه مي

: مطلوبست محاسبه  : مثال
4 2

3

0 x
I 1 y dy dx= +∫ ∫ 

  شروع شود yهايي با متغير   است يعني قرار است انتگرالxداخلي داراي حدود انتگرال   : حل

31دانيم امكان محاسبه تابع اوليه  و ما مي y+ نسبت به متغير yلذا با .  وجود ندارد
  .دهيم گيري كار را ادامه مي گيري و تغيير ترتيب انتگرال  انتگرالترسيم ميدان

    

  
2y 2 y 2 22

3 3 2 3

y 0 x 0 0 0

yI 1 y dx dy 1 y x dy y 1 y dy
0

=

= =
= + = + = +∫ ∫ ∫ ∫  

  ( ) ( )
3

3 2 y 22 2 521 y 27 1
y 09 9 9

=
= + = − =

=
  

)گيري را در مسأله  ترتيب انتگرال  : مثال )
2

1 x 1

1 2 x
2

I f x , y dx dy
+

−
= ∫    . عوض كنيد∫

  :كنيم گيري را رسم مي نخست ميدان انتگرال  : حل

2

1x 1 ,
2: 2 x x 1 0

1y 2 ,
2

= −
− − = →

=
2 نقاط تقاطع 

y x 1

y 2 x

= + →
=

  

2 yy 2 x x
2

= → = ±  

  
  : لذا. نامنظم استxگيري نسبت به متغير ميدان انتگرالبا توجه به شكل، 

  ( ) ( )
1 y y2
2 2 2

y 10 y 1
2 2

I f x , y dx dy f x , y dx dy
− −

= +∫ ∫ ∫ ∫  
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P ۴ ( گيري با ضابطه منحصر به فردي تعريف نشده انتگرال در كل ناحيه انتگرالمواردي كه تابع زير علامت  
ها،  اي تقسيم كنيم كه در هر كدام از آن گيري را به زير نواحي كوچكتر به گونه اي مناسب ناحيه انتگرال در اين نوع مسايل بايد به گونه

 قسمت با قرار دادن ضابطه مناسب براي تابع و نوشتن حدود مقتضي ت انتگرال را مشخص نمائيم، سپس در هربتوانيم تكليف تابع زير علام
  .كنيم ها، حل را دنبال مي براي انتگرال

)مطلوبست محاسبه   : مثال )
D

I f x , y dx dy= ) كه در آن ∫∫ ){ }D x , y | x y 1 , x 0 , y 0= + ≤ ≥ باشد و   مي≤

( )
x x 2 y

f x , y
y x 2 y

<
=  ≥

 .باشد  مي

    : حل
  
  

  :بايد بنويسيم

1D نامنظم نسبت به : y  
2Dنامنظم نسبت به : x  

  
  

  

( )

1 2

1 21 y 1 x
3 3

xD D D y 0 x 2 y x 0 y
2

1 2 1 21 x1 y3 3 3 3
xx 2 y yy 0 x 0 0 0
2

I y dx dy x dy dx

xy x dy x y dx y 1 y 2y dy x 1 x dx
2

− −

= = = =

−−

= == =

= = + = +

 = + = − − + − − 
 

∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
  

P ۵ (هاي دوگانه هايي از انتگرال استفاده  
) مشخص در صفحه با چگالي اي  ناحيهDاگر  )f x , yباشد، داريم :  

  
D

S 1 dx dy=   Dمساحت ناحيه :  ∫∫

  ( )
D

m f x , y dx dy=   Dجرم ناحيه  :  ∫∫

  D D
x dx dy y dx dy

x , y
S S

= =
∫∫ ∫∫

  Dمختصات مركز سطح ناحيه  :  

xود شده به مساحت ناحيه محد  : مثال y 1+ x و خط = y 1+  . را بيابيد=

xبراي رسم   : حل y 1+ ) داريم = )x 1 , y 1 , 0 x , y≤ ≤   :بايدلذا .  ≥

  

)نقطه كمكي(

x 0 y 1
x 1 y 0x y 1:

1 1x y
4 4

= → =
 = → =+ = 
 = → =

  

( )
( ) ( )2

31 1 x 1 1 12 2

0 1 x 0 0 0

4 4S 1 dy dx 1 x 1 x dx 2 x dx x
3 3

−

−

 = = − − − = = = 
 ∫ ∫ ∫ ∫  
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2ي قسمتي از سطح داخل بيض  : مثال 2x 4 y 1+  فاصله مركز .ايم  كه در ربع اول دستگاه مختصات قرار گرفته است را در نظر گرفته=
 ها چقدر است؟yسطح آن تا محور 

    : حل

  

  :لذا

  

D
x dx dy

, x
S

=
∫∫

  

  

1x 0 y
2

y 0 x 1

 = → =

 = → =

  

  

  ( )

21 11 4 y 22 2 2 1 1
20 0 0 2 3 2

0 0

1 1 4 yx dx dy x dy
2 0 8 1 4 4x 1 4 y dy y y

1 1 2 31
84 2

4 1 1 4
2 6 3

−
−

 = = = − = − π π π   π × × 
 

 = − = π π 

∫ ∫ ∫
∫  

P ۶ (هاي دوگانه تغيير متغير در انتگرال  

)يد در محاسبهفرض كن )
D

I f x , y dx dy= ) به واسطه پيچيده بودن تابع∫∫ )f x , y)  كه امكان محاسبه تابع اوليه آن نسبت به

و يا هر دوي موارد فوق، ) كدام از متغيرها منظم نيست كه نسبت به هيچ (Dيه و يا پيچيده بودن ناح) كدام از متغيرها موجود نيست هيچ

)بخواهيم از تغيير متغيرهاي )
( )

u u x , y
v v x , y

 =
 =

  ).هاي مذكور رفع شود تا پيچيدگي( استفاده كنيم 

  :در چنين وضعيتي نخست ژاكوپين تغيير دستگاه مختصات را از رابطه
  

dxدر حقيقت داريم و (كنيم  محاسبه مي dy j du dv=.(  
  

1J
u u
x y
v v
x y

=
∂ ∂
∂ ∂
∂ ∂
∂ ∂

  

x كه در صفحه Dسپس تبديل يافته ناحيه  y تعريف شده را در u vآوريم و آن را  دست مي  بهD′ناميم  مي.  
)با بازنويسي عبارت  )f x , y dx dy برحسب du , dv , u , v به ( )h u , v du dvرسيم  مي.  

 :توان گفت حال مي

  
( )

D
I h u , v J du dv

′
= ∫∫  

2هاي  مساحت ناحيه محصور شده به منحني  : مثال 2x y 1 , x y 2 , y x , y 3x= = =  . را پيدا كنيد=

    : حل
  

 با تغيير متغيرهاي Dبه واسطه پيچيده بودن ميدان 
2

x y u
y v

x

=

 =

  : داريم
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x y

2
x y

3 2

1 1 1 1J
u u y x 3y 3v

2 y 1 xv v
x x

= = = =

−

  

  

2

2

x y 1 u 1
x y 2 u 2

y x v 1

y 3x v 3

= → =
 = → =
 = → =
 = → =

  

  :گوييم حال مي

  
( ) ( ) ( )

3 2

D D v 1 u 1

1 1S 1 dx dy du dv du d
3v 3

3 21 1 1ln v u ln 3 ln 1 2 1 ln 3
1 13 3 3

′ = =
= = = ν

ν

= ⋅ = − ⋅ − =

∫∫ ∫∫ ∫ ∫
  

 .ا كنيدحاصل انتگرال را پيد  : مثال

  
x y1 1 x
x y

0 0
I e dy dx

−−
+= ∫ ∫  

  :بواسطه پيچيده بودن تابع زير علامت انتگرال با تغيير متغيرهاي زير  : حل
  

  :داريم

uxx y u 2
x y uy

2

+ ν
=− =

→ + = ν ν − =
  

  1 1J
1 1 2
1 1

= =
−

  

  

uy 0 0 u
2

y 1 x x y 1 1
ux 0 0 u

2
ux 1 1

2

ν − = → = → ν =


= − → + = → ν =
 + ν

= → = → = − ν


+ ν = → =

  

    

( )

( ) ( )

u u u1 1 1
1 1

D 0 0 0

1 1 2 1 1

1 1 1 1I e du d e du d e dv e e d
2 2 2 2

11 1 1e e e e
02 2 4

ν
−ν ν ν

′ − ν

− −

ν
= ν = ν = ν = ν − ν

− ν

= − ν = −

∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫  
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P ۷ (هاي دوگانه در مختصات قطبي انتگرال  
)متغيرهاي دستگاه مختصات دكارتي  )x , y و قطبي ( )r , θ به صورت مقابل به همديگر 

:                                  شوند وابسته مي
2 2x r cos r x y

; yArc tany r sin x

= θ = +
   θ =   = θ  

  

)                                        :توان نشان داد و مي )dx dy r dr d ; | J | r= θ =  
  

2كه وجود جمله  طوري همان :توجه 2x y+ممكن است استفاده از دستگاه )اي مرزهاي دايره(گيري   در معادله مرزهاي ناحيه انتگرال ،

مختصات قطبي را براي حل مناسب كند، وجود جمله 
2 2

2 2
x y
a b

، )مرزهاي بيضي شكل(گيري   در معادله مرزهاي ناحيه انتگرال+

x شبه قطبي يممكن است استفاده از تغيير متغيرها a r cos
y b r sin

= θ
 = θ

 : را براي حل مناسب كند، در اين حالت داريم

2 2
2

2 2
x y r
a b

+ dx و = dy a b r dr d= θم در اينجا و بايد دقت كنيr   باشد به معناي فاصله نقطه تا مبدأ مختصات نميديگر.  

Pها در مختصات قطبي  روش نوشتن حدود انتگرال  

xهايي كه در صفحه  براي منحني yبي و برحسب ها در مختصات قط اند ولي معادله آن  ترسيم شدهr , θبيان شده است، داريم :  

    
  )المان شعاعي( منظم r نسبت به متغير Dناحيه   )المان محيطي( منظم θ نسبت به متغير Dناحيه 

( )

( )b N r

r a M r= θ =∫ ∫  
( )

( )Q

r P

β θ

θ = α = θ∫ ∫  

 .لهای زيرمطلوبست محاسبه انتگرا  : مثال

  ( ){ }2 2 2

D
I x dx dy , D x , y | 1 x y 9 , y 3 x= = ≤ + ≤ ≤∫∫ )۱  

      : حل
  :در مختصات قطبي داريم

  

( ) ( )
3

3 2
2 r 1
3

I r cos r dr d

π

− π
θ = =

= θ θ∫ ∫  
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۳۲  

( )

3
3 3 4

2 1
3

31 cos 2 1 1 13I d r dr sin 2 . r
2 12 2 2 4
3

1 1 2 1 2 1 4 1sin sin . 81 1 10
2 3 2 3 2 3 2 3 4

π

− π
θ =

π
+ θ  = θ = θ + θ  − π 

π π − π   = + − − − = π   
   

∫ ∫  

  ( )+ ∞ + ∞
− +

− ∞
= ∫ ∫

2 2x y

0
I e dy dx )۲  

  :در مختصات قطبي داريم   : حل

2 2r r

0 r 0

1I e r dr d . e
0 02 2

π + ∞
− −

θ = =

π + ∞ π = θ = θ − = 
 ∫ ∫  

  

  
: + ≤

= − −∫∫ 2
2

2
2

xD 4y 1
9

xI 1 4y dx dy
9

 )۳  

  :ير شبه قطبي زير داريمبا تغيير متغ   : حل

  
( )

2
2 2xx 3 r cos 4 y r

9
1y r sin 1dx dy 3 r dr d2

2


= θ + =  → 
= θ    = θ    

  

  :توان نوشت مي

  
( ) ( )

2 1
2

0 r 0

3
2 2

3I 1 r r dr d
2

2 13 1 3 11 r 2
0 r 02 3 2 3

π

θ = =
= − θ

 π   = θ − − = π = π   =   

∫ ∫
  

  
2 2D

dx dyI
x y

=
+∫∫ )۴ 

  : مطابق شكل استDكه در آن 

  
  :در مختصات قطبي داريم  : حل

  r dr dI
r

θ
= ∫∫  

1x 1 r cos 1 r
cos

= → θ = → =
θ
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  ( ) ( )2 2 2 2x 1 y 0 1 x y 2 x 0− + − = → + − = →  

  

( )( ) ( )

2

2 cos
4

10 r
cos

4 4

0 0

r 2r cos 0 r 2 cos

r dr dI
r

12cos d 2sin Ln sec tan 2 Ln 2 1
cos

π
θ

θ = =
θ

π π

− θ = → = θ

θ
→ =

 = θ − θ = θ − θ + θ = + + θ 

∫ ∫

∫

  

  

 . مساحت محدود شده در شكل مقابل را حساب كنيد  : مثال

  

  

  :بايد بنويسيم.  نامنظم استrناحيه مذكور نسبت به   : حل
r 1

1
r

=
→ θ = θ =

  

  
1 1

2

D D 0 r 0 1 r 0
S dx dy r dr d r dr d r dr d

π
θ

θ = = θ = =
= = θ = θ + θ∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

  

rاحيه بيرون دل نماي  مساحت ن  : مثال 1 cos= − θ و داخل دايره r sin= θچقدر است؟  

   : حل
2

2
2 2 2

r sin r r sin

1 1x y y x y
2 4

= θ → = θ →

 + = → + − = 
 

  

  
sin

2

0 r 1 cos
s r dr d

π
θ

θ = = − θ
→ = θ∫ ∫  

  

)بـراي محاسـبه حجـم زيـر رويـه   : مثال ) 2 2 2f x , y k x y= − هـاي  انتگـرال، مجمـوع xy از صفحـه D در بـالاي ناحيـه −

( ) ( )
2 2 2 2

2 2

a sin b y bsin b y

0 a y a sin ycot
V f x , y dx dy f x , y dx dy

γ − γ −

− γ γ

   
   = +   
      

∫ ∫ ∫  بـه دسـت آمـده اسـت كـه در آن ∫

0
2
π

< γ 0 و > a b k< <   كدام است؟Vحجم . اند  ثابت>
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  : به شكل زير استDشده، ناحيه   با توجه به حدود دو انتگرال نوشته  : حل

    
  :توان نوشت رد نظر با استفاده از مختصات قطبي ميبنابراين براي محاسبه حجم ناحيه مو

  ( ) ( ) ( )
3b b

2 2 2 2 2

D 0 a 0 a

1V f x , y dx dy k r rdr d k r
3

γ γ  − = = − θ = θ −
 
 

∫∫ ∫ ∫  

  ( ) ( )
3 3

2 2 2 22 2k a k b
3

 γ  = − − −
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   منحني الخط هايانتگرال

   منحني الخط نوع اولهاي انتگرال

)يك انتگرال منحني الخط نوع اول به صورت  )
c

f x , y , z ds∫شود كه در آن   بيان ميc يك منحني مشخص و 

( ) ( ) ( )2 2 2ds dx dy dz= +   .باشد  ميc المان طول قوس روي منحني +
 و ارتباطي كه بين متغيرها روي آن وجود دارد، عبارت cروال كلي براي محاسبه اين انتگرال آن است كه باتوجه به معادله منحني 

( )f x , y , z dsتگرال يگانه معين معمولي را حل كنيم را برحسب تنها يك متغير نوشته و با در نظر گرفتن حدود آن متغير، يك ان.  

    :۱ توجه
) در صفحه با رابطه cاگر منحني  )y P x= داريمباشد  بيان شده:  

  ( )2ds 1 p x dx′= +  
) در صفحه با رابطه cاگر منحني  )x P y=ان شده باشد داريم بي:  

  ( )2ds 1 p y dy′= +  

) در صفحه با رابطه پارامتري cاگر منحني  )
( )

x p t
y q t

 =
 =

  : بيان شده باشد داريم

  ( ) ( )2 2ds p t q t dt′ ′= +  
) در صفحه با رابطه قطبي cاگر منحني  )r p= θبيان شده باشد داريم :  

  ( ) ( )2 2ds p p d′= θ + θ θ  

 در فضا با رابطه پارامتري cاگر منحني 
( )
( )
( )

x p t
y q t
z r t

=
 =
 =

  : بيان شده باشد داريم

  ( ) ( ) ( )22 2ds p t q t r t dt′ ′ ′= + +  

    :۲ توجه
) چگالي  باcبراي منحني  )x , y , zρداريم :  

  
c

L ds=   طول منحني: ∫

  ( )
c

m x , y , z ds= ρ∫ :جرم منحني  

  c c c

c c c

x ds y ds z ds

x , y , z

ds ds ds

= = =
∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

  مختصات مركز طول: 
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x يك منحني در صفحه c اگر   :۳ توجه y−ورهاي مختصات را قطع نكرده، داريم باشد كه مح: 

  x
c

S 2 y ds= π   xول محور ح مساحت سطح حاصل از دوران منحني ∫

  y
c

S 2 x ds= π   yول محور ح مساحت سطح حاصل از دوران منحني ∫

)مطلوبست محاسبه   : مثال )2 2

c
I x y ds=  قسمتي از منحني c كه در آن ∫+

32
22 2t , t , t

2 3

 
 
 
 

t كه از نقطه نظير   تا =0

t  . پيموده شده است=1

   : حل

  ( )
212

22 2 2 222 22 t 3ds x y z dt 1 . . t dt t 1 2 t dt t 1 dt
2 3 2

    ′ ′ ′= + + = + + = + + = +      
  

  ( )
22 4

22 2 2t tx y t t
2 4

 
+ = + = +  

 
  

  :وشتتوان ن حال مي

  
1 4

2

t 0

tI t t 1 dt
4=

 
= + +  

 ∫  

xفاصله مركز ثقل منحني به معادله   : مثال t sin t
, 0 t

y 1 cos t
= +

≤ ≤ π = −
  ها كدام است؟x از محور 

    : حل

  
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 22 2

c c 0

2 2 2 2

c c 0

yds y x y dt 1 cos t 1 cos t sin t dt

y
ds x y dt 1 cos t sin t dt

π

π

′ ′+ − + +

= = =
′ ′+ + +

∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

  

  
( ) ( )

( )

2 3

0 0 0

00 0

t t 8 t1 cos t 2 1 cos t dt 2sin .2cos dt sin
2 2 3 2 2

3tt 4sin2 1 cos t dt 2cos dt 22

π π π

π π π

− +

= = = =

+

∫ ∫
∫ ∫

  

21طول منحني   : مثال 1y x ln x
4 2

= 1 در بازة − x e≤   كدام است؟≥

    : حل

  

2 2
2

2

22

2

x 1 x 1 1ds 1 y dx 1 dx 1 dx
2 2 x 4 24 x

x 1 1 x 1 x 1dx dx dx
4 2 2 2 x 2 2 x4 x

 
′= + = + − = + + − 

 

 
= + + = + = + 
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  :گوييم حال مي

  ( )
e 2 2

2

c 1

ex 1 x 1 e 1 1 1L 1 ds dx ln x e 1
12 2 x 4 2 4 2 4 4

      = = + = + = + − = +                ∫ ∫  

2 به معادله cطول قوس منحني   : مثال 1 tx ln 4 t , y tan
2

− = + = 
 

0 در بازه  t 2≤   . را بيابيد ≥

   : حل

  
( )2

1

1x ln 4 t
2

ty tan
2

−

 = +

 =


  

  
( ) ( )

2

1

2

t 2 22 2
2 2

2 2 2 22 2t 0 0

1
1 2t t 42L x y dt . dt dt
2 4 t t 4 t 4 t1

2

 
 

   ′ ′= + = + = +   +    + + +     

∫ ∫ ∫  

  ( ) ( )
2 2

2
2 00

2 2 21 dt ln t t 4 ln 2 2 2 ln 2 ln ln 1 2
2t 4

 + = = + + = + − = = +     +  ∫  

  :ياد آوري 
tArcsinh
a

 
 
 

2يا 2
2 2

1 dt ln t t a
t a

 = + + 
 +∫  

tArccosh
a

 
 
 

2يا 2
2 2

1 dt ln t t a
t a

 = + − 
 −∫  

rقسمتي از منحني   : مثال 1 sin= + θطول اين منحني و مساحت رويه : ايم ات واقع است را در نظر گرفته كه در ربع اول دستگاه مختص
 ها كدام است؟yحاصل از دوران اين منحني حول محور 

    : حل
                                                                         r 1 sin= + θ  

  

  ( ) ( ) ( )2 22 2ds r r d 1 sin cos d 2 1 sin d′= + θ = + θ + θ θ = + θ θ  

  ( )2 2

c 0 0
L 1 ds 2 1 sin d 2 sin cos d 2 2cos 2 sin 2 22

2 2 2 2 0

π π

θ =

π
θ θ θ θ = = + θ θ = + θ = − + = 

 ∫ ∫ ∫  

  :ثانياً
  ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
y

c 0

3 5
2 22 2

0 0

S 2 x ds 2 1 sin cos 2 1 sin d

2 4 22 2 1 sin . cos d 2 2 1 sin 4 2 1
5 5

π

θ =

π π

= π = π + θ θ + θ θ

π
= π + θ θ θ = π + θ = −

∫ ∫

∫
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  :يادآوري
  

2 2
1 sin sin cos , 1 sin sin cos

2 2 2 2
θ θ θ θ   + θ= + − θ= −   

   
  

2 21 cos 2 cos , 1 cos 2 sin
2 2
θ θ

+ θ = − θ =  
  

  )كار يك نيرو(الخط نوع دوم  هاي منحني انتگرال

r يك منحني معلوم و cاگر  x i y j z k= + +
 بردار موضعي هر نقطه از c باشد، كار نيروي 

( ) ( ) ( )F P x , y , z i Q x , y , z j R x , y , z k= + +
   روي مسير cآيد، كه به يك انتگرال منحني الخط  دست مي  از رابطه زير به

  . نوع دوم موسوم است

  
c c

W F . dr P dx Q dy R dz= = + +∫ ∫
   

P عبارت cلي براي محاسبه اين نوع انتگرال نيز آن است كه باتوجه به معادله منحني روال ك dx Q dy R dz+  را برحسب تنها يك +
  .متغير بيان كرده و باتوجه به حدود تغييرات آن متغير، انتگرال يگانه معين حاصله را حل كنيم

    :۱ توجه
)ميدان نيروي  ) ˆF x , y , z P i Q j R k= + +

 مستقل از آن مسير و تنها به نقاط ،گويند، هرگاه كار آن روي يك مسير  را پايستار مي 

 .ابتدايي و انتهايي مسير بستگي داشته باشد

Fشرط لازم و كافي براي آن كه نيروي  P i Q j R k= + +
   پايستار باشد، و به تعبيري P dx Q dy R dz+ مستقل از مسير  ∫+

  : باشد آن است كه

F كرل )الف
 صفر باشد ( )F 0∇ × =

 و اين متناظر است با برقراري همزمان سه معادله زير :  

  

P Q
y x
P R
z x
Q R
z y

 ∂ ∂
= ∂ ∂

 ∂ ∂
=

∂ ∂
 ∂ ∂

=
∂ ∂

  

F) ب
 نوشت و اين متناظر است با اين كه تابعي مانند  را بتوان به صورت گراديان يك تابع اسكالر( )u x , y , zموجود باشد كه :  

  P dx Q dy R dz du+ + F يا = u= ∇
   

F را تابع پتانسيل ميدان نيروي پايستار uكه در اين حالت 
دست آورد توان از حل دستگاه زير به ته و آن را مي گف:  

  
u P
x
u Q
y
u R
z

 ∂
= ∂

 ∂
=

∂
 ∂

=
∂
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   :۲ توجه

Pاگر  dx Q dy R dz+ توان  مي،  كند  وصل ميB را به نقطه A مستقل از مسير باشد، حاصل آن را روي هر مرز بازي كه نقطه ∫+

  :دست آورد ه دو طريق بهب
  .پردازيم كند، به محاسبه انتگرال مي  متصل ميB را به Aروي يك مسير دلخواه و ساده كه ) الف
)تابع پتانسيل ) ب )u x , y , z را يافته و ( ) ( )u B u A−كنيم ي را محاسبه م.  

    :۳ توجه

Pاگر  dx Q dy R dz+ P مستقل از مسير بوده و توابع ∫+ , Q , Rها پيوسته باشد، حاصل انتگرال   و مشتقات جزئي مرتبه اول آن

  .مذكور روي هر مرز بسته دلخواهي صفر خواهد شد

Fعكس اين مطلب صحيح نيست يعني ممكن است حاصل ( . dr∫
 كه   روي يك مرز بسته صفر باشد، بدون آنF

 پايستار و انتگرال 

  )مستقل از مسير باشد

2مطلوبست محاسبه   : مثال

c
I y dx x d y= اي است كه در جهت مثلثاتي طي شده و از تقاطع   منحني بستهc كه در آن ∫+

3اي ه منحني
2

1x 2 , x y , y
x

= =  : پديد آمده است=

            : حل

1
3 2

2

3 2 3

c : x 2 dx 0

c : x y dx 3y dy

1 2c : y dy dx
x x


 = → =
 = → =
 − = → =


  

  
  :بايد بنويسيم

  
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3

3

3

2 31

c c c c

2 1 222 2 3 2
2 31y y 2 x 1

4 c cc

I

1 2y 0 2 dy y 3 y dy y dy dx x dx
x x= = =

= = + +

−   
= + + + + +   

   

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
  

2 مطلوبست محاسبه  : مثال

c
I y dx x dy x z dz= + ) منحنيc، كه در آن∫+ )3 2t , t , 1 t−است كه از نقطه  t t تا =0 1= 

 .طي شده است
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   : حل

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 22 2 3 3

t 0

3 2 1 1 4I t 3 t dt t 2 t dt t 1 t dt
5 8 5 4 5=

= + + − − = + + − =∫  

)مطلوبست محاسبه  : مثال ) ( )2 3

c
I 3 x cos y 1 dx cos y x sin y dy= − + 5y قسمتي از منحنيc كه در آن∫− x

3
π

 كه از =

)نقطه  )0 , 1 تا نقطه0 ,
3
π 

 
 

 . طي شده است

  :بينيم  اما با كمي دقت مي.پذير نيست شود انجام روال مستقيم مانند روال قبل امكان مشاهده مي  : حل

  :يابيم  تابع پتانسيل مساله را مي:راه اول

  
2

3

3

u 3 x cos y 1
x

u x cos y x sin y
u cos y x sin y
y

∂ = − ∂ → = − + ∂ = − −
 ∂

  

  :گوييم حال مي

  ( ) ( ) ( )31 1I u 1 , u 0 , 0 1 0 0 0 3 1
3 2 2 2

 π = − = − + − − + = −       
  

1 آن را روي مسيرc چون انتگرال ما مستقل از مسير شده است به جاي محاسبه آن روي مسير :ه دومرا 2c c+كنيم  محاسبه مي:  

1c : y 0 dy 0= → =  

  

2c : x 1 dx 0= → =  

  
  

  :داريم

  
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1
32

c c c x 0 y 0

1
3

x 0 y 0

I 3x 1 dx cos y sin y dy

13x x sin y cos y 3 1
2

π

= =

= =

= = + = − + −

π
= − + + = −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
  

Bهاي  ثابت  : مثال , Aرا طوري بيابيد كه حاصل انتگرال  :  

  ( ) ( )2 3 3 2 2

P Q R

I a x y dx x 2 y z dy b z y z dz= + + + +∫   
  

  .مستقل از مسير باشد و سپس حاصل آن را روي دو منحني زير پيدا كنيد
)مرز دلخواهي كه نقطه ) الف )1 , 0 , ) را به نقطه 1 )1 , 1 ,   .كند صل مي و0
2مرز حاصل از تقاطع كره ) ب 2 2x y z 4+ + z و صفحه = 1= .  
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  :براي مستقل بودن از مسير بايد  : حل

  
2 2

y x

z x
2 2

z y

P Q a x 3x a 3

P R 0 0

Q R 6 y z 2b z y b 3

 = → = → = = → =


= → = → =

  

  :نويسيم براي محاسبه تابع پتانسيل مي

  

2

2
3 3 3 2 3

2 2

u 3x y
x

u zx 2 y z u x y y z
y 2
u 3z y z
z

∂ = ∂
 ∂ = + → = + +

∂
 ∂

= +
∂

  

  ) الف

  ( ) ( ) 1 1I u 1 , 1 , 0 u 1 , 0 , 1 1
2 2

= − = − =  

Pانتگرال مذكور مستقل از مسير است و البته چون توابع ) ب , Q , Rها   و مشتقات جزئي مرتبه اول آن
  .همه جا پيوسته است

 حاصل از تقاطع كره و صفحه داده شده برابر صفر خواهد cحاصل آن روي هر مرز بسته دلخواه مثل 
  .بود

  

  :ضيه گرينق
)هرگاه توابع  ) ( )Q P, , Q x , y , P x , y

x y
∂ ∂
∂ ∂

 محدود شده است، توابعي پيوسته باشند، C كه به منحني بسته Dناحيه در تمام  

  :داريم

  
c D

Q PP dx Q dy dx dy
x y+

 ∂ ∂
+ = − ∂ ∂ ∫ ∫∫  

c  در Dكنيم، ناحيه   حركت ميc در جهت مثلثاتي است و به تعبيري بهتر وقتي روي cحركت روي منحني كه جهت  بدين معناست +
  .سمت چپمان واقع بشود

 وجود دارد؟در زمان استفاده از قضيه گرين دقت كنيد آيا شرايط استفاده از اين قضيه  :توجه

  )توان از قضيه گرين استفاده نمود وقتي نمي(اي از  مساله

2مطلوب است محاسبه   : مثال 2
c

y dx x dy
x y

−

2 دايره c كه در آن ∫+ 2x y 1+   .باشد  مي=
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    : حل

) در اين مساله ) 2 2
xQ x , y

x y
−

=
+

)  و ) 2 2
yP x , y

x y
=

+
)باشند كه هر دو در نقطه  مي )0 ,  يعني مبداء مختصات تعريف 0

)اند و از آنجا كه نشده )0 , 2ور شده به منحنيص در داخل ناحيه مح0 2x y 1+   .باشيم  قرار دارد، مجاز به استفاده از قضيه گرين نمي=

2جواب اگر منحنيبراي محاسبه  2x y 1+ x را در فرم پارامتري به صورت= cos t
; 0 t 2

y sin t
=

≤ ≤ π =
 در نظر بگيريم، عبارت زير 

  :دهد برحسب تنها يك متغير نتيجه ميرا علامت انتگرال 

  ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )2 22 2 2

2 2 2 2
t 0 0 0

sin t cos t dtsin t sin dt cos t cos t dt
I dt 2

cos t sin tcos t sin t

π π π

=

− −− −
= = = − = − π

++∫ ∫ ∫  

  :راه ديگر

2يم  دارcچون روي منحني  2x y 1+   :توان نوشت  لذا مي=
c

y dx x dyI
1
−

= ∫    

Qحال در اين مساله داريم  x= P و − y=2اند و لذا در داخل ناحيه  ي پيوسته كه همه جا توابع 2x y 1+ ك  نيز پيوسته بوده و اين≥
  :توان نوشت باشيم و مي مجاز به استفاده از قضيه گرين مي

  ( )( )22 1 2= − π = − π) مساحت ناحيهD(2= −( ) ( ) ( )
2 2

D
D: x y 1

I x y dx 1 1 dx dy
x y

+ ≤

 ∂ ∂
= − − = − − 

∂ ∂ ∫∫ ∫∫  

در مساله  :توضيح اضافه
2 2 2 2

c:x y 1

y dx x dyI
x y+ =

−
=

  : داريم∫+

  ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 22 2 2 2

1 x y 2 y yy P x yP
yx y x y x y

+ −∂ −
= → = =

∂+ + +
  

  ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 22 2 2 2

1 x y 2 x xx Q x yQ
xx y x y x y

− + − −− ∂ −
= → = =

∂+ + +
  

Pشود  لذا ملاحظه مي Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
دقت كنيد اگر توجه نكنيم كه در اين مساله استفاده ار قضيه .  و انتگرال مذكور مستقل از مسير است

  :باشد، خواهيم گفت گرين مجاز نمي

  
D

Q PI dx dy 0
x y

 ∂ ∂
= − = ∂ ∂ ∫∫  

Iدست آمده  جواب بهكه البته باتوجه به  2= − πاي غلط است  نتيجه.  

Qبرابر شدن  :تر  اضافه توضيح
x

∂
∂

P و 
y

∂
∂

2 در  2
y dx x dx

x y
−

كند، اين انتگرال مستقل از مسير است و لذا حاصل آن روي   تصريح مي∫+

)واهي كه نقطه هر مرز بسته دلخ )0 , برابر صفر ) و اجازه استفاده از قضيه گرين موجود باشد( را در ناحيه داخلي خود نداشته باشد 0
)خواهد شد و البته حاصل اين انتگرال روي هر مرز بسته دلخواهي كه نقطه  )0 ,  اجازه استفاده و( را در ناحيه داخلي خود داشته باشد 0

−2يكسان و برابر ) از قضيه گرين موجود نباشد πاست . 

2بنابراين اگر حاصل  2
y dx x dx

x y
−

   را روي مسير دلخواهي مانند زير بخواهيم، ∫+
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2توانيم حاصل را روي  چون ديديم انتگرال مستقل از مسير است مي 2x y 1+  كه مانند اين =
C در ناحيه داخلي خود دارد را  مبدأ  

  
−2ما اينكار را كرديم و جواب (ه كنيم بو البته محاسبه انتگرال روي آن ساده است، محاس πو آن را به عنوان جواب مورد ) دست آمد  به

  . به طور كامل مشخص شودcگر انتگرال مذكور مستقل از مسير نبود، براي محاسبه آن بايد مسير بديهي است ا .نظر گزارش نمائيم

)مطلوبست محاسبه   : مثال ) ( )2 x

c
I e 3y dx cos y x dy= + + 2 محيط بيضي c كه در آن ∫− 24 x 9 y 1+ كه . ( است=

 .)اتي طي شده استيكبار در جهت مثلث

  :توان نوشت استفاده از قضيه گرين مجاز بوده و مي  : حل

))Dمساحت ناحيه (   ) ( ) ( )2 x

D D
I cos y x e 3y dx dy 1 3 dx dy 4

x y
 ∂ ∂

= − − + = − − = − × 
∂ ∂ ∫∫ ∫∫  

  1 1 24
2 3 3

  − π   = − π =    
    

  

)فرض كنيد   : مثال )Q x , yسته باشد چنانچه  تابعي همساز باشد و مشتقات جزئي تا هر مرتبه آن همه جا پيوc يك منحني بسته 

Qحاصل .  را به خود محدود كرده استDباشد كه ناحيه  QI dx dy
y x

 ∂ ∂
= − ∂ ∂ ∫ كدام است؟  

Q    : حل QP Q
y x

∂ ∂
= = −

∂ ∂
   

  :مطابق قضيه گرين داريم

  
2 2

2 2
D D

Q Q Q QI dx dy dx dy 0
x x y y x y

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − − = − + =       ∂ ∂ ∂ ∂  ∂ ∂      ∫∫ ∫∫  

 عبارت
2 2

2 2
Q Q

x y

 ∂ ∂
+  ∂ ∂ 

  . لاپلاسين آن صفر است،و چون همساز فرض شدهمي باشد  Qلاپلاسين تابع ، 

)مقدار انتگرال   : مثال ) ( )22 y

C

sin x 3y dx 2x e dy−+ + 2 مرز نيم قرص C كه در آن ∫− 2 2x y a+ y و ≥ باشد كه در جهت  ، مي≤0

  هاي ساعت پيموده شده را بيابيد  خلاف عقربه

)  : طبق قضيه گرين داريم  : حل ) ( )2y 2

D
I 2x e sin x 3y dx dy

x y
− ∂ ∂

= − − + ∂ ∂ ∫∫    

  :اي مطابق شكل مقابل است  ناحيهDكه در آن 

  
  ( ) ( )( ) ( )

a a
2

D 0 r 0 0 0
I 2 6y dx dy 2 6rsin r dr d 2r 6r sin dr d

π π

θ= =
= − = − θ θ = − θ θ∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

  ( ) ( ) ( )
a

2 3 2 3 2 3 2 3

0 00 0
r 2r sin d a 2a sin d a 2a cos a 4a

π π π
= − θ θ = − θ θ = θ + θ = π −∫ ∫  
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  السطح هاي منحني انتگرال

  السطح نوع اول هاي منحني  انتگرال) ۱

)يك انتگرال سطح نوع اول به صورت  )
S

f x , y , z ds∫∫شود كه در آن   نوشته ميS يك سطح فضائي و ds المان مساحت روي 

  .باشد اين سطح مي
ها، سطح مذكور را حداكثر در يك نقطه قطع zگويند هرگاه هر خط به موازات محور  ها منظم ميz را نسبت به محور S سطح: تعريف(

  .)كند
)ها باشد كه با معادله z سطحي منظم نسبت به محورSچنانچه  )z h x , y= تعريف شده است و D تصوير اين سطح روي صفحه 

x yفرض شود، داريم :  

  ( ) ( )( )
2 2

S D

h hf x , y , z dS f x , y , h x , y 1 dx dy
x y

   ∂ ∂
= + +   ∂ ∂   ∫∫ ∫∫  

   :دو نكته

2روي هر قسمت از مخروط ) الف 2z a x y=   : داريم+

  2dS 1 a dxdy= +  

2هاي بالايي يا پاييني از كره  كره روي هر قسمت از نيم) ب 2 2 2x y z a+ +   : داريم=

  
2 2 2

adS dxdy
a x y

=
− −

  

)اگر  :توجه )x , y , zρ چگالي هر نقطه از سطح Sيم باشد دار: 

  
S

1 dS∫∫ : مساحت سطحS  

  ( )
S

x , y , z dSρ∫∫ : جرم سطحS  

  S

S

dS

dS

ξ

ξ =
∫∫
∫∫

  Sاُم مركز سطح ξ مختصه 

xصفحة مساحت قسمتي از   : مثال 2 y z 4+ +  كه توسط استوانه =
2

2 y9 x 1
16

+  .شود را حساب كنيد  بريده مي=

سطح مورد نظر ما كه قسمتي از صفحه داده شده است، نسبت به هر سه محور منظم است البته ما تصوير آن را فقط روي صفحه   : حل

x yبته داخل بيضي شناسيم كه ال  مي
2

2 y9 x 1
16

+   . است=
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  z 4 x 2 y= − −  

  ( ) ( )2 22 2
x ydS 1 z z dx dy 1 1 2 dx dy= + + = + − + −  

  1 4 66 4
3 3

  π = π =  
  

) Dمساحت ناحيه  (
S D

S 1 ds 6 dx dy 6= = =∫∫ ∫∫  

2قسمتي از سطح مخروط   : مثال 2z x y= yوسط صفحات  كه ت+ 2 , y 2 x , y x= = . ايم  ناميدهS بريده شده است را =

2مطلوبست محاسبه 

S
I z dS= ∫∫.  

  :سطح مورد نظر قسمتي از مخروط است لذا  : حل

  

2 2

2 2
2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 x 2 yz x y dS 1 dx dy
2 x y 2 x y

x y1 dx dy 2 dx dy
x y x y

   
   = + → = + +
   + +   

= + + =
+ +

  

xتصوير سطح مورد نظر روي صفحه  yچنين است :  

D نسبت به xمنظم   

D نسبت به yنامنظم   

  
  :داريم

  ( ) ( )
2 y2

2 2 2 2
yD y 0 x
2

I x y 2 dx dy 2 x y dx dy
= =

 = + = + 
 ∫∫ ∫ ∫  

2مساحت قسمتي از كره   : مثال 2 2 2x y z a+ + az كه در بالاي صفحه =
2

 .  قرار دارد را حساب كنيد=

  .ها منظم استz نسبت به محور Sسطح   : حل
  :zروي سطح 

 2 2 2z a x y= − −   

    

  

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 x 2 ydS 1 dx dy
2 a x y 2 a x y

x y a1 dx dy dx dy
a x y a x y a x y

   − −   = + +
   − − − −   

= + + =
− − − − − −
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  :داريم

  
2 2 2S D

aS 1 dS dx dy
a x y

= =
− −∫∫ ∫∫  

 :با استفاده از مختصات قطبي داريم

{ }
3

2 a
2 2 2 2

2 20 r 0

32a aS r dr d a a r a20a r r 0

π

θ = =

π
= θ = θ − − = π

− =
∫ ∫  

  

   )شار يك ميدان برداري( نوع دوم هاي منحني السطح انتگرال) ۲

)يك انتگرال سطح نوع دوم به صورت  )
S

F . n dS∫∫
 شود كه در آن   نوشته ميS يك سطح فضايي و n برداريكه عمود بر سطح S 

Fبنا به تعريف حاصل اين انتگرال شار مربوط به ميدان برداري . باشد در هر نقطه از آن مي
 كه از سطح S دهد كند را نشان مي مي عبور.  

)  با رابطهS بديهي است اگر معادله سطح  :توجه )G x , y , z G بيان شده باشد، بردار حاصله از =0 G Gi j k G
x y z

 ∂ ∂ ∂
+ + ∇ ∂ ∂ ∂ 

    ،

Gn رابطهزاين سطح ا بوده و طبيعتاً برداريكه عمود بر Sدر هر نقطه عمود بر سطح 
G

∇
=

∇




قابل حصول خواهد بود . 

2 قسمتي از سطح سهمي گون sفرض كنيد   : مثال 2z x y= z باشد كه توسط صفحات + z و =4  بردار n بريده شده است و =1

F چنانچه . در هر نقطه از آن باشدsيكه عمود بر سطح  z k=
 مطلوبست:                                     ( )I F . n dS

σ
= ∫∫

  

2    : حل 2 2 2 2 2
x yz x y dS 1 z z dx dy 1 4 x 4 y dx dy= + → = + + = + +  

  : چنين بدست مي آيد  در هر نقطه از آنsبردار عمودبر سطح 

  ( )2 2 G G Gˆ ˆ ˆx y z 0 G x , y , z G i j k 2 x i 2 y j 1 k
x y z

∂ ∂ ∂
+ − = = → ∇ = + + = + − →

∂ ∂ ∂

    

  
2 2

G 2 x i 2 y j 1kn
G 4 x 4 y 1

∇ + −
= =

∇ + +

  


  

  ( )2 2

2 2 2 2

x yzF . n F . n
4 x 4 y 1 4 x 4 y 1

− +−
= → =

+ + + +

    

  :گوييم حال مي

  ( ) ( )
( )

2 2 2 2
2 2 2

2 2s D 0 r 1

x y
I F . n ds 1 4 x 4 y dxdy r r dr d

4 x 4 y 1

π

=

− +
= = + + = − θ

+ +∫∫ ∫∫ ∫ ∫
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  گانه هاي سه انتگرال

  هاي سه گانه در مختصات دكارتي انتگرال

)اي به صورت  گانه انتگرال سهدر محاسبه  )
V

f x , y , z dx dy dz∫∫∫ كه در آن Vباشد كه توسط  اي مشخص در فضا مي  ناحيه

  .دهيم ها را نوشته و حل را ادامه  هاي مذكور حدود انتگرال ت رويههايي معلوم، محصور گرديده است، كافي است باتوجه به معادلا رويه
)هاي  اي باشد كه از بالا و پايين به رويه  ناحيهVمثلاً چنانچه  )z Q x , y= و ( )z P x , y= محصور شده و تصوير Vصفحه  روي 

x y سطحي مانند Dهاي   باشد كه از بالا و پايين به منحني( )y N x= و ( )y M x= محدود شده و از راست و چپ به خطوط 
x b= و x a=محدود شده، داريم :  

  ( )
( )

( )

( )

( )b N x Q x , y

x a y M x z P x , y
I f x , y , z dz dy dx

= = =
= ∫ ∫ ∫  

  :گانه هاي سه تغيير متغير در انتگرال

 از تغيير متغيرهاي مبديهي است اگر بخواهي
( )
( )

( )

u u x , y , z
v v x , y , z
w w x , y , z

=
 =
 =

دست  ژاكوبين تغيير دستگاه مختصات از رابطه زير به استفاده كنيم، 

  :آيد مي

, dx dy dz j du dv dw=  
x y z

x y z

x y z

1J
u u u

v v v

w w w

=  

  چند رويه معروف

      

2 2z x y= +  2 2 2x y z 9+ − =  
2

2 2 z4 x 4 y 1
9

+ + =  

  بيضيگون  هذلوليگون يكپارچه  سهميگون دايروي
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2 2x y z− + =  2 2 2x y z 1− + − =  2 2z x y= +  
  مخروط  يگون دوپارچهولهذل  )زين اسبي(سهميگون هذلولوي 

2هاي  مطلوبست محاسبه حجم محدود شده به استوانه  : مثال 2 2x y a+ 2 و = 2 2x z a+  اول دستگاه مختصات يك هشتم كه در =
 .قرار دارد

   : حل

    

  

( )

2 2 2 2a a x a x a
2 2 2 2

x 0 y 0 z 0 0
a a3 3

2 2 2

00

V 1 dz dy dx a x a x dx

x 2aa x dx a x
3 3

− −

= = =
= = − −

 
= − = − =  

 

∫ ∫ ∫ ∫
∫

  

xاي بنويسيد كه حجم محدود شده به صفحات  گانه ه انتگرال س  : مثال y z 1 , y 2 x , y 0 , z 3+ + = = = =  را −
 :نشان دهد

xتصوير حجم مورد نظر روي صفحه   : حل yچنين است : 

  

)D نسبت به yنامنظم است (  

)D نسبت به xمنظم است  (  

  
y 2 x 4 83x 4 x y
x y 4 3 3

=
→ = → = → = + =

  

  
8 4 y 1 x y
3

yy 0 x z 3
2

V dz dx dy
− − −

= = = −
= ∫ ∫ ∫  

حجم محدود شده به صفحات   : مثال
2 x y z 1 , 3
x y 2z 2 , 5
x y 3z 1 , 4

+ − =
 − + =
 + + = −

 . را بيابيد

  :با استفاده از تغيير متغيرهاي زير  : حل

  
2 x y z u
x y 2z v
x y 3z w

+ − =
 − + =
 + + =
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  :داريم

  
( ) ( ) ( )x y z

x y z

x y z

1 1 1 1J
u u u 2 1 1 2 5 1 1 1 2 13

1 1 2v v v
1 1 3w w w

= = = = −
− − − −

−

  

  :هاي محصور كننده ناحيه جديد شش صفحه زيرند با اين تغيير متغيرها رويه
  

  :دهد و حجم مورد نظر چنين است كه يك مكعب را نشان مي

u 1 , 3
v 2 , 5
w 1 , 4

=
 =
 = −

  

  ( ) ( ) ( )1 1dx dy dz du dv dw 2 3 5
13 13

= = − =∫∫∫   حجم∫∫∫

)حجم محدود شده به رويه   : مثال ) ( ) ( )2 2 2x y 2 y z x z 16− + − + +  .  را بيابيد=

با تغيير متغيرهاي   : حل
x y u
2 y z v
x z w

− =
 − =
 + =

2 رويه داده شده به كره 2 2u v w 16+ +   :داريم .شود تبديل مي =

  
( ) ( )

1 1 1J
1 1 0 1 2 1 1 0 3
0 2 1
1 0 1

= = =
− + +

−

  

  :توان گفت حال مي

  ( ) 31 4 2564
3 3 9

π
= × π ) حجم كره (=

2 2 2u v w 16

1 1du dv dw
3 3+ + ≤

=   حجم مورد نظر ∫∫∫=

  اي استوانهدستگاه مختصات 
  .شوند اي و دكارتي به صورت مقابل به هم مربوط مي متغيرهاي دستگاه مختصات استوانه

2 2r x y
x r cos

yy r sin , Arc tan
x

z z
z z

 = += θ
  = θ θ =   

  =  =


  

  
  :توان نشان داد مي

  dx dy dz r dr d dz= θ  
2طور كه وجود جمله  دقت كنيد همان 2x y+ب كند، وجود جمله ساي را براي حل منا وانهتواند استفاده از مختصات است  مي

2 2 2 2a x b y+اي زير را براي حل مناسب كند تواند استفاده از مختصات شبه استوانه  مي.  

  
2 2 2 2 2

1x r cos a x b y ra
1 1y r sin dx dy dz r dr d dz
b a b

z z


 = θ  + =
 → 

= θ = θ 


=
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 :اي در مختصات استوانه :توجه

r a=باشد ر مبدأ مختصات مي دمركز دايره هادي آناي كه   بيانگر استوانه.  
z kr=تقارنش محور دهد كه رأس آن در مبدأ و محور   مخروطي را نشان ميzها است.  
θ = αاي گذرنده از محور   نيم صفحهzفحه دهد كه عمود برص ها را نشان ميx y محور  بوده و باx زاويه αسازد  مي.  

2حجم محدود شده به مخروط   : مثال 2z 4 x y= 2گون   و سهمي+ 2z x y=  . را بيابيد+

  : داريمzبا شروع نسبت به متغير   : حل

  

    

  
2 2

2
2 2 2

z 4 x y z 4 r r 4 r r 0 , r 4
z x y z r

= + → =  → = → = =
= + → = 

 

  : داريمzبا شروع نسبت به متغير 
  2

2 4 4 r

0 r 0 z r
v r dz dr d

π

θ = = =
= θ∫ ∫ ∫  

  : داريمrبا شروع نسبت به متغير 
  

16 2 z

zz 0 0 r
4

v r dr d dz
π

= θ = =
= θ∫ ∫ ∫  

zحجم محدود شده به صفحات   : مثال z و =0 2گون   و هذلولي=1 2 2x y z 16+ −  .  را پيدا كنيد=

  :نويسيم مي. باشد   منظم نميz شروع كنيم چون حجم داده شده نسبت به محور zاگر بخواهيم با   : حل

  
2

2 4 1 2 r 17 1

0 r 0 z 0 0 r 4 z r 16
V r dz dr d r dz dr d

π π =

θ = = = θ = = = −
= θ + θ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

  
  

  : شروع كرده و بنويسيمrشايد بهتر باشد با متغير 

21 2 16 z

z 0 0 r 0
V r dr d dz

π +

= θ = =
= θ∫ ∫ ∫  
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هاي  حجم محدود شده به سهمي گونه  : مثال
2

2

2 2

yz 4 x
9

z 2 36 x y


= +


 = − −

 .  را بيابيد

  :اي زير داريم با تغيير متغيرهاي شبه استوانه  : حل

  
( )

2
2 2

rx cos y4 x r2
9y 3 r sin

1z z j 3 r
2

 = θ + = = θ → 
  = =     

  

  
2

2 2
2 2

2 2 2

yz 4 x z r 1r 2 9 r r9
5

z 2 36 x y z 2 9 r


= + → = → = − → =

 = − − → = −

  

    

  : داريمzبا شروع نسبت به 

  
2

2

12 z 2 9 r
5

0 r 0 z r

3V r dz dr d
2

π = −

θ = = =
= θ∫ ∫ ∫  

  : شروع كنيمrاگرچه خوب نيست ولي اگر بخواهيم با 

  
1 2 z2 z 2 2
5 9

1z 0 0 r 0 z 0 r 0
5

3 3V r dr d dz r dr d dz
2 2

−
π π

= θ = = = θ = =
= θ + θ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

  

)مطلوبست محاسبه  : مثال )2 2 2

V
I x y z dv= + 2هاي  حجم محدود شده به استوانهV كه در آن∫∫∫+ 2x y 2 x+  و =

2 2x y 4 x+ zباشد كه از پايين به صفحه   مي= 2گون   و از بالا به سهمي=0 2z x y=  .  شده است محدود+

   : حل
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2 2 2

2 2 2

2 2 2

x y 2 x r 2 r cos r 2 cos

x y 4 r 4 r cos r 4 cos

z x y z r

 + = → = θ → = θ
 + = → = θ → = θ


= + → =

  

 :اي داريم با استفاده از دستگاه مختصات استوانه

  ( ) ( )
24 cos r

2 2 2

r 2 cos z 0
2

I r z r dz dr d

π
θ

π
θ = − = θ =

= + θ∫ ∫ ∫  

  دستگاه مختصات كروي
  .شوند متغيرهاي دستگاه مختصات كروي و دكارتي به صورت مقابل به هم مربوط مي

x OA cos
OA r sin

y OA sin
′= θ

′ = ϕ →
′= θ

  

  
  

2 2 2

2 2 2

r x y z
yArc tan
x

zArc cos
x y z

 = + +
  θ =    
  
  ϕ =  + +  

  
x r sin cos
y r sin sin
z r cos

= ϕ θ
 = ϕ θ
 = ϕ

  

  :توان نشان داد مي

  2dx dy dz r sin dr d d= ϕ θ ϕ  
2كه وجود جمله  طوري دقت كنيد همان 2 2x y z+ تواند استفاده از مختصات كروي را براي حل مناسب كند، وجود جمله   مي+

2 2 2

2 2 2
x y z
a b c

+   .فاده از مختصات شبه كروي زير را براي حل مناسب كندتواند است  مي+

  
2 2 2

2
2 2 2

2

x a r sin cos x y z r
y b r sin sin a b c
z c r cos dx dy dz a bc r sin dr d d

= ϕ θ
+ + = = ϕ θ 

 = ϕ = ϕ θ ϕ 

  

  در مختصات كروي :توجه

r a=اي است كه مركزش در مبدأ مختصات است  بيانگر كره.  

0ϕ = ϕدهد كه رأس آن در مبدأ و محور تقارنش محور  مخروطي را نشان ميzها است.  

0θ = θاي عمود بر صفحه  صفحه  نيمx yمحور دهد كه با   را نشان ميx 0 زاويهθسازد و از يك طرف به محور   ميz ها محدود
  .باشد مي



  ۲رياضي عمومي 

 

۵۳  

 مطلوبست محاسبه  : مثال

( )
3

V 2 2 2 2

dx dy dzI

x y z

=

+ +
2هاي  ناحيه محدود شده به كرهV كه در آن∫∫∫ 2 2x y z 1 , 4+ +  و =

2مخروط 23 z x y=  .باشد  مي+

  :در مختصات كروي داريم  : حل

2 2 2 2x y z 1 , 4 r 1 , 4 , r 1 , 2+ + = → = =  
2 2 2 23 z x y 3 r cos r sin= + → φ = φ  

3 r cos r sin tan 3
3
π

φ = φ → φ = → φ =  
  

  :توان گفت حال مي

  

( )

2 23
3

0 0 r 1 2 2

r sin dr d dI

r

π
φ = π

φ = θ = =

φ θ φ
= ∫ ∫ ∫  

2 مطلوبست محاسبه  : مثال

V
I z dv= 2ي   ناحيه محدود شده به بالاي كرهV كه در آن ∫∫∫ 2 2x y z 1+ + ي   و پايين كره=

2 2 2x y z 2z+ +  .باشد  مي=

   :از تقاطع داريم  : حل

  
2 2 2 2

2 2 2 2

x y z 1 r 1 r 1
2 cos 1 2 cos 1

3 3x y z 2z r 2 r cos r 2cos

+ + = → = → = π π → φ = → φ = φ = → φ =
+ + = → = φ → = φ 

   

  :داريم

( ) ( )
2 2 cos

3 2 2

0 0 r 1
I r cos r sin dr d d

π
π φ

φ = θ = =
= φ φ θ φ∫ ∫ ∫  

  

ي  مطلوبست محاسبه  : مثال
V

I x dx dy dz= گون   قسمتي از ناحيه داخل بيضيV كه در آن∫∫∫
2

2 2 z4 x 9 y 1
4

+ + باشد   مي=

 . اول دستگاه مختصات واقع شده استيك هشتمكه در 

    : حل
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  ):شبه كروي(با استفاده از تغيير متغيرهاي زير داريم 

  
( )

2
2 2 2

2

1x r sin cos
z2 4 x 9 y r1 4y r sin sin

3 1 1dx dy dz 2 r sin dr d dz 2 r cos 2 3

 = φ θ
 + + =
 = φ θ →

    = φ θ φ   = φ    


  

  :وريم آ لذا بدست مي

  
1

2 2 2

0 0 r 0

1 1I r sin cos r sin dr d d
2 3

π π

φ = θ = =

   = φ θ φ θ φ   
   ∫ ∫ ∫  

  قضيه ديورژانس
  S برداريكه عمود به سمت خـارج سـطح   n را به خود محصور كرده است و Vسته باشد كه حجم    سطح يك رويه فضايي ب     Sفرض كنيد   

)چنانچه ميدان برداري  . باشددر هر نقطه از آن       )F x , y , z P i Q j R k= + +
     و div F

     در تمام سطح S    و حجم V   توابعي پيوسته 
  :باشند داريم

  ( ) ( )
S V

F . n ds . F dv= ∇∫∫ ∫∫∫
    

))فرمول استراگرودسكي(   )
S V

P dy dz Q dx dz R dx dy . F dv+ + = ∇∫∫ ∫∫∫
   

)مطلوبست محاسبه   : مثال )
S

I F . n ds= ∫∫
  كه در آن ( ) ( )2 2 3 2F x y i z x j 2z y k= + + + +

   بوده و Sاي   سطح بسته

2است كه از بالا به كره  2 2x y z 2+ + z و از پايين به صفحه =  . محدود شده است=1

  :داريم  : حل

  ( ) ( ) ( )2 3 2div F . F x y z x 2z y 1 0 2 3
x y z

∂ ∂ ∂
= ∇ = + + + + = + + =

∂ ∂ ∂

    

  
  

  :حال طبق قضيه ديورژانس داريم

  ( )
V V

I div F dv 3 dv= =∫∫∫ ∫∫∫
  

  :اي داريم در مختصات استوانه

  
2 2 2

2 2z y z 2 r z 2 r 1
z 1

 + + = → + = → =
=
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  ( )
22 1 2 r

0 r 0 z 1
I 3 r dz dr d

π −

θ = = =
= θ∫ ∫ ∫  

  :در مختصات كروي داريم

  

2 2 2 2x y z 2 r 2 cos
2 4z 1 r cos 1

 π+ + = → = → φ = → φ =
= → φ =

  

( )
2 2

4 2
10 0 r

cos

I 3 r sin dr d d

π
π

φ = θ = =
φ

= φ θ φ∫ ∫ ∫  

2گون  اي باشد كه به سهمي  سطح بستهSچنانچه   : مثال 2x 4 y 9z= x و صفحه +  : محدود شده است مطلوبست محاسبه=1

   2 3

S
I 4 x y dy dz 3z dx dy= +∫∫  

  :مطابق قضيه استراگرواسكي داريم  : حل

  ( )2 3F 4 x y , 0 , 3z=
  

  2 2. F 4 y 0 9z∇ = + +
   

  :طبق قضيه استراگرودسكي داريم

  ( )2 2

V
I 4 y 9z dv= +∫∫∫  

  ) اي شبه استوانه(با استفاده از تغيير متغيرهاي زير داريم 

2 2 2
x x

4 y 9z r1y r cos
2 1dx dy dz r dx dr d1 6z r sin
3

 =
 + = = θ → 

= θ 
 = θ



  

  
  :آيد دست مي به

( )
2

2 1 1
2

0 r 0 x r

1I r r dx dr d
6

π

θ = = =

 = θ 
 ∫ ∫ ∫  

  

 سطح به سمت خارج برداريكه عمود nو   را به خود محدود كرده است V يك سطح بسته فضايي باشد كه حجم Sفرض كنيد   : مثال

Sچنانچه .  در هر نقطه از آن باشد( )x , y , zφ تابعي همساز باشد و d
d n

φ مبين مشتق سويي تابع φ در جهت n باشد و نيز 

F
هاي زير را پيدا كنيد  يك تابع برداري دلخواه باشد حاصل انتگرال . 
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 )الف
S

dI ds
d n

φ
= ∫∫  

  :از تعريف مشتق سويي  : حل

  ( )
S

I . n ds= ∇ φ∫∫
   

  :از قضيه ديورژانس

  ( )
V

I . dv= ∇ ∇ φ∫∫∫
   

  :ريف لاپلاسيناز تع

  ( )2

V
I dv= ∇ φ∫∫∫  

  :از تعريف تابع همساز

  ( )
V

I 0 dv 0= =∫∫∫  

)) ب )
S

I F . n ds= ∇ ×∫∫
    

  :مطابق قضيه ديورژانس داريم  : حل

  ( )( )
V

I . F dv= ∇ ∇ ×∫∫∫
    

Iجا كه ديورژانس كرل هر تابع برداري صفر است پس از آن 0=.   
  

  قضيه استوكس

 در S برداريكه عمود به سمت خارج سطح n لبة آن را تشكيل داده است و Cدار باشد كه منحني بسته   يك سطح باز لبهSفرض كنيد 
)چنانچه ميدان برداري . دباش هر نقطه از آن مي )F x , y , z P i Q j R k= + +

   و curL F
 در تمام سطح S و منحني C توابعي 

  :پيوسته باشند داريم

  ( )
c S

P dx Q dy R dz F . n ds
+

+ + = ∇ ×∫ ∫∫
   يعني 

c
F . dr

+∫
   

)اسبه مطلوبست مح  : مثال )z 2 z 2I 2 x e dx 2 y z dy x e y dz= + +  منحني است كه از تقاطع بيضي گون c كه در آن ∫+

2 2 2x 4 y 9z 1+ + 2 و صفحه = x y z 0+ +  .گردد  حاصل مي=

  :داريم  : حل

  ( )z 2 z 2F 2 x e , 2 y z , x e y= +
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  ( ) ( ) ( )z z

z 2 z 2

i j k

F i 2 y 2 y j 2 x e 2 x e k 0 0 0
x y z

2 x e 2 y z x e y

∂ ∂ ∂
∇ × = = − − − + − =

∂ ∂ ∂

+

  

      

  :توان نوشت استوكس ميحال طبق قضيه 

  ( )
S

I F . n ds 0= ∇ × =∫∫
    

  :مطلوبست محاسبه  : مثال

  ( )
S

I F . n ds= ∇ ×∫∫
    

2 قسمتي از سطح كره sكه در آن  2 2x y z 1+ + 1zباشد كه در بالاي صفحه   مي=
2

 بردار يكه عمود به سمت n واقع شده و =

) در هر نقطه از آن است و sخارج سطح  ) ( )2 2F x z y i x y j z x k= + + + −
  باشد  مي.  

  :مطابق قضيه استوكس داريم  : حل

  ( ) ( )2 2

c c
I F . dr x z y dx x y dy z x dz= = + + + −∫ ∫

   

  : داريمcروي منحني 

  
2 2

1z dz 0
2

3x y
4

 = → =

 + =


  

  :آيد دست مي به

2

C

xI y dx x y dy
2

 
= + +  

 ∫  

( )
2

D

x: I xy y dx dy
x y 2

  ∂ ∂ = − +   ∂ ∂   ∫∫  قضيه گرينطبق  
  

  

2
3 3

2 4

  − π
= − π =  

 
)Dمساحت ناحيه ( 

D
ydxdy 1dxdy 0= − = −∫∫ ∫∫  

  

    :   بديهي است

  
3

2
2

D 0 r 0
ydx dy r sin r dr d 0

π

θ = =
= θ θ =∫∫ ∫ ∫  
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2 منحني حاصل از تقاطع استوانه Cاگر   : مثال 2x y 1+ 2 و صفحه = x 2 y z 1+ +   باشد و=

( ) ( )2 2 2F z i x y j xy z k= + − + +
  مطلوبست حاصل 

C
I F . dr= ∫

  .  

  :داريم  : حل

( ) ( ) ( )

2 2 2

i j k

F i x 0 j y 1 k 2 x 0
x y z

z x y x y z

∂ ∂ ∂
∇ × = = − − − + −

∂ ∂ ∂

− +

  

   
 

 
 باشد و طبيعتاً بهترين انتخاب همان Cيم از قضيه استوكس استفاده كنيم بايد سطحي را در نظر بگيريم كه لبه پايين منحني اگر بخواه

2سطح هاشور خورده فوق است كه روي صفحه  x 2 y z 1+ +   :زيرا.  واقع است=

  2 i 2 j kn
3

+ +
=

  
   

xو البته تصوير اين سطح روي صفحه  y 2 دايره 2D : x y 1+   :دانيم باشد و مي  مي=

  ( ) ( )2 22 2
x yds 1 z z dx dy 1 2 2 dx 3 dx dy= + + = + − + − =  

 :مطابق قضيه استوكس داريم

  ( ) ( )
S S

2 x 2 y 1 2 x
I F . n ds ds

3
− − +

= ∇ × =∫∫ ∫∫
    

  :هاي دوگانه معمولي تبديل به انتگرال

  
2 2D:x y 1

4 x 2 y 2 3 dx dy
3+ ≤

− +
=   لي تبديل به انتگرال دوگانه معمو∫∫

  :بنا به تقارن 

D D

x dxdy ydxdy 0= =∫∫ ∫∫  

  :بنابر اين بدست مي آيد 

2= π) دو برابر مساحت ناحيه(DI =  

  


