
 

 

  مقدمه
  .  آماده شده استریاضی یکجزوه حاضر به منظور دوره کلی و مرور جامع مطالب اصلی درس 

باشد، پیشنهاد  این درس میسوالات مطرح شده در آزمون % 80از آنجاکه هدف این مجموعه ایجاد توانایی براي پاسخگویی به بیش از 
  :شود می

  .ددر درس ریاضی یک به مباحث زیر کاملاً مسلط باشی
  
 )از کل سوالات% 5به طور متوسط  (در بحث اعداد مختلط .1

1 :هایی مانند اند بخصوص فرم  مختلط بیان شدههایی که در فرم الف ـ تشخیص منحنی 2z z z z R− ± − =  
   ام و لگاریتم اعداد مختلطnمحاسبه توان، ریشه ـ ب 

  
 )کل سوالاتاز % 5به طور متوسط  ( و هندسه تحلیلیدر بحث جبر خطی .2

  ماتریس معکوسبردارهاي ویژه و ه مقادیر ویژه و مباحث مربوط ب -الف
   مسائل ترکیبی خط و صفحه-ب

 
 )از کل سوالات% 15به طور متوسط  (در بحث حد .3

   استفاده از قاعده هوپیتال ـالف
  نهایت د هم ارزي در صفر و بیـ استفاده از قواعب 
  ها نهایت کوچک ها و بی یت  بزرگ بی نها مقایسه مرتبه  استفاده از ـج
  هاي نمایی  ابهام ـد

 
 )از کل سوالات% 20به طور متوسط (در بحث مشتق  .4

  نقطهیک  در  مشتق استفاده از تعریف مشتق و معناي هندسی ـالف
   ضمنی، پارامتري، تابع مرکب، تابع به توان تابع، مشتق انتگرال، مشتق تابع معکوسگیري تققواعد مشـ ب 
  هاي قطبی ابط مربوط به خط مماس بر منحنی رو ـج
  هاي وابسته مساله نسبت  ـد

  سازي مساله بهینههـ ـ 
  قضیه لاگرانژ و دو نتیجه حاصله از آن و ـ 

 



  

 

 )از کل سوالات% 30به طور متوسط  (در بحث انتگرال .5
   قدر مطلق ـ توابع  شامل جزء صحیح  محاسبه انتگرال ـالف
   تجزیه کسرهاـ جزء به جزء  ـگیري تغییر متغیر هاي انتگرال تکنیکـ ب 
  دوارو استوانه اي  هاي پوسته استوانه  محاسبه حجم حاصل از دوران با روش ـج
   محاسبه طول یک منحنی و سطح حاصل از دوران آن حول محورهاي مختصات–د 
  هاي ریمانی  محاسبه حد مجموع ـهـ
  ل از آنر انتگرال و نتایج حاصر میانگین دقضیه مقدا ـ و
  ان یک منحنی و حجم حاصل از دوران یک سطحدورقضایاي گلدن براي محاسبه سطح حاصل از  ـ ز
  ها  آن هاي ناسره و تعیین وضعیت انتگرال ـ ح
  تابع گاما و بتا ـ ط

 
 )از کل سوالات% 5به طور متوسط  (ها در بحث دنباله .6

  نهایت تأکید بر قوانین محاسبه حد توابع در بی تعیین همگرائی و واگرایی با  ـالف
  هاي مربوط به آن ب ـ تعیین یکنوایی و روش

 
 
 )از کل سوالات% 20به طور متوسط  (ها در بحث سري .7

   توجه به شرط لازم براي همگرائی ـالف
 ـهاي کوشی ها با جملات مثبت با تأکید بر آزمون آزمون سريـ ب   هـاي    سـري و مقایسـه بـا سـري     هم ارزي جمله عمومیـ  انتگرال 
  مرجع
  هاي متناوب و آزمون لایپ نیتس  سريج ـ
  هاي تابعی با تأکید بر روش کوشی  تعیین بازه همگرایی سريد ـ
  ها ان توابع معروف و استفاده از آنهاي مک لور لوران با تأکید بر سريهاي تیلور و مک   بسطو ـ
  :نندهایی در تعیین حاصل یک سري همگرا ما  روشز ـ
گیـري از بسـط هـاي مـک لـوران             گیري و انتگرال     استفاده از مشتق   ـ  استفاده از روش تجزیه کسرها     ـ  قاعده ادغام  ـ هاي هندسی   سري
  معروف

 
 ارادتمند شما

 محمدصادق معتقدي



  ۱ي عمومي رياض

 

۱  

  اعداد مختلط

  مبناء تعریف اعداد مختلط
iعنصر تعریف نشده در مجموعه اعداد حقیقی یعنی  1= −  
z (بیان اعداد مختلط در فرم دکارتی x i y= +(:  

   Re z x= : ی مت حقیققسz    
   Im z y= :  قسمت موهومیz  

   2 2z x y=   zقدر مطلق یا اندازه : +
  z x i y=   zمزدوج  : −

 .ضرب یک مختلط در مزدوجش حاصلی حقیقی دارد  : مهم توجه

  ( ) ( ) 22 2z z x i y x i y x y z= + − = + =  
  :   هر عدد مختلط نظیر یک نقطه در صفحه است:توصیف هندسی

)اي با مختصات  نقطه )x , y در صفحه دکارتی z x i y= + ≡  

  دستگاه مختصات قطبی
: OA شعاع حامل نقطه A  

: r طول شعاع حامل نقطه A  
: θاي که شعاع حامل نقطه   زاویهA با جهت مثبت محور xسازد  می.  

  
2 2x r cos r x y

yArc tany r sin x

= θ = +
   θ =   = θ  

  

  .شود  انتخاب می، باتوجه به محل قرار گرفتن نقطه در صفحه و این که در کدام ربع دستگاه مختصات واقع استθ: توجه

  :بیان اعداد مختلط در فرم قطبی
  i iz r e ; e cos i sinθ θ= = θ + θ  

  : بدیهی است
iz r e − θ=  

( ) ( ) ( )
nn i n i n nz r e r e r cos n i sin n , n Nθ θ= = = θ + θ ∈  

( )1 2
1 2 3

3

i i
i1 2 1 2 1 2

i
3 33

z z r e r e r r
e

z rr e

θ θ
θ + θ − θ

θ
= =  
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۲  

  معرفی چند منحنی خاص در صفحه مختلط

1توان نشان داد اگر  به سادگي مي 2z , z 1، حاصل )كنند كه دو نقطه را مشخص مي( دو عدد مختلط معلوم باشند 2z z− مبين 

zبنابراين اگر . فاصله بين اين دو نقطه خواهد بود x i y=   : عددي حقيقي و مثبت باشدR فرض شود و +

*1z z R−   R و شعاع 1zاي است به مرکز   مبین دایره=

*1 2z z z z R− + − =  

1با فرض  2z z R− 1هاي   مبین بیضی با کانون> 2z , zاست .  

1با فرض  2z z R− 1خط واصل   مبین پاره= 2z , zاست .  

1با فرض  2z z R−   )تهی. ( مبین هیچ شکلی نیست<

*1 2z z z z R− − − =  

1با فرض  2z z R− 1هاي   مبین هذلولی با کانون< 2z , zاست .  

1با فرض  2z z R− 1خطی در امتداد واصل   مبین نیم= 2z , z 2 و در سمتzاست .  

1با فرض  2z z R−   )تهی. (ست مبین هیچ شکلی نی>

*1 2z z z z− = 1خطی است با دو سر  مبین عمودمنصف پاره − 2z , z    

*1 2z z R z z− = ) .مبین یک دایره است  − )R 1≠  

  است؟یرابطه زیر بیانگر چه شکل  : مثال

  1zRe
z i

  = + 
  

 :حل 

  
2

2 2
z x i ( y 1) x y ( y 1) i (...)

z + i x +i ( y 1) x i ( y 1) x ( y 1)
− + + +

= × = +
+ − + + +

x+iy  

ما می خواهیم  
 
 

z
Re =1

z+i
  : پس.

  .یک خط استکه مبین 
2

2 2 2 2
2 2

x y ( y 1) 1 x y y x y 2y 1 y 1 0
x ( y 1)

+ +
= → + + = + + + → + =

+ +
  

  ام و لگاریتم نپرین یک عدد مختلط nهاي محاسبه ریشه

) : عددي صحیح باشدkدانیم اگر  می )i 2kie e θ + πθ =  
izلذا با فرض  r e θ=توان نوشت  می:  
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۳  

  ) الف

  ( ) ( ){ }
1 1 11 2kii 2kn nin n nn n 2k 2kz z r e r e r e r cos i sin

n n

θ + π 
 θ + πθ   θ + π θ + π = = = = = + 

 
  

kمثلاً  (k مقدار متوالی برايn اءتوان دید به از می 0 , 1 , ... , n 1= − (،nآید دست می  جواب متمایز از رابطه فوق به.  
nاُم متمایز بوده که همگی در فاصلهn ریشهn عدد مختلط دارايپس هر rاز مبداء مختصات قرار گرفته و رئوس یک n ضلعی منتظم 

  .دهند را تشکیل می
  ) ب

  ( ) ( )( ) ( )i 2kiln z ln r e ln r e ln r i 2kθ + πθ= = = + θ + π  

lnپرین یک عدد مختلط داراي بیشمار مقدار است که قسمت حقیقی همگی نلگاریتم  r2  و در فاصله است , 2 , ...π π در امتداد 
  . دارندقرارموهومی از هم 

 .را بدست آورید زیر يحاصل عبارتها  : مثال

  3A = - 8i)1  

  
r 8

8i
2

=
− ≡ −π θ =

  

  

3

3 3 3

3

k 0 8 cos isin
6 6

2k 2k
2 2A 8i 8 cos i sin k 1 8 cos i sin

3 3 2 2
7 7k 2 8 cos isin
6 6

 − π − π = → +   −π −π  + π + π   π π = − = + → = → +    
   

   π π = → +  
 

  

  B = ln ( -1))2  

  
( ) ( ) ( )

r 1
1

B Ln 1 Ln 1 i 2k ; k 0, 1, 2,

=
− ≡  θ = π

= − = + π + π = ± ± 
  

aفرض کنید   : مثال ,b دو عدد مختلط معلوم باشد، رابطه z z a z a z a a b b− − +   بیانگر چیست؟=

  : توان نوشتيم  : حل

  z ( z a ) a (a z ) b b ( z a ) ( z a ) b b− + − = → − − =  
2  .استb و شعاع  a به مرکز يا دایرهکه مبین  2( z a ) ( z a ) b b z a b z a b→ − − = → − = → − =  
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۴  

mفرض کنید داشته باشیم  : مثال m mz cos i sin
4 4
π π

= m مطلوبست محاسبه+
m 0

A z
∞

=
= ∏. 

    : حل

  
m

0 1 2 0 1 2

i
4m m m

i i i 1 1 1i ( ...)
4 4 4 4 4 40 1 2

z cos i sin 1e
4 4

A z z z ... e e e ... e

π

π π π
π + + +

π π
= + =

= = =

  

0عبارت  1 2
1 1 1

4 4 4
+ + +1 است که در آن یحد مجموع یک تصاعد هندسq

4
t و = 1tS از رابطه  حاصلشباشد که  می=1

1 q∞ =
−

 قابل 

  :حصول است و داریم

  

1i 1 4i1
4 3 4 4 1 3A e e cos i sin i

3 3 2 2

 
 

π  π − 
  π π

= = = + = − −  

)طلوبست محاسبه م  : مثال ) ( )

( )

6 8

4

1 3 i 1 i
A

1 i

 + − =  
+ 

 

 

   : حل
r 2

1 i

4

 =
+ ≡  π

θ =

  
r 2

1 i

4

 =
− ≡  π

θ = −

  
r 2

1 3 i
3

=
+ ≡ π

θ =

  

      
  :توان نوشت حال مي

  ( ) ( )
( )( )

6 8
i i

3 4 6 2i 4 2i
8 i 8 8

2 i4
i

4

2e 2 e 2 e 2 e
A 2 e 2 cos i sin 2

2 e
2 e

π π
−

π − π
− π

ππ

   
   
   

  = = = = π − π = −
 
 
 
 

  

zناحيه تعريف شده با رابطه   : مثال 2i z 2− ≥  . را مشخص كنيد+
zيه مذكور مرز ناح  : حل 2i z 2− = 2zشان تا دو نقطه  باشد كه مبين نقاطي است كه فاصله  مي+ 2= 1z و − 2i= به يك 

1خط  اندازه است و طبعاً عمود منصف پاره 2z z ًاست و چون مثلا z 2i=كند ، ناحيه خواسته شده نبايد   رابطه اصلي را ارضا نمي
zشامل  2i= 2                            :پس ناحيه خواسته شده چنين است .  باشدi 2i− ≥ 2i 2 0+ → ≥ 8  
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۵  

zرابطه   : مثال 1 3i z 1 4i 7− + + + +   مبين چه شكلي است؟=

  دو دايره) ۴  تهي) ۳  خط پاره) ۲  بيضي) ۱

2zها تا دو نقطه  ما دنبال نقاطي هستيم كه مجموع فواصل آن  : حل 1 4i= − 1z و − 1 3i=   . باشد7 عدد ثابت −

1  :از آنجا كه  2z z 1 3i 1 4i 2 i 5 7− = − + + = + = <  

  .لذا شكل موردنظر يك بيضي است

)مقدار   : مثال )n

n 1
r cos n

∞

=

θ∑ ،0 r 1<   ، برابر كدام است؟>

1 (
2

2
r r cos

1 2r cos r
− + θ

− θ +
  2 (2

1 r cos
1 2r cos r

− + θ

− θ +
  3 (

2

2
r r cos

1 2r cos r
− θ

− θ +
  4 (2

1 r cos
1 2r cos r

− θ

− θ +
  

  

0θ براي :حل  n سري =

n 1
r cos n

∞

=

θ∑ به n

n 1
r

∞

=
0شود و چون   تبديل مي∑ r 1< r ، سري هندسي حاصل همگراست به >

1 r−
  

0θگزينه درست نيز بايد به ازاي  0θها به ازاي   چنين حاصلي داشته باشد، بررسي گزينه=   . چنين حاصلي را در پي دارد=

  ( )
( )

2

2 2
r 1 rr r r

1 r1 2r r 1 r

−− +
= = =

−− + −
   گزينه اول 

  
( )2 2

1 r r 1 1
r 11 2 r r r 1

− + −
= = =

−− + −
   گزينه دوم 

  ( )
( )

2

2 2
r r 1r r r

r 11 2 r r r 1

−−
= = =

−− + −
   گزينه سوم

  
( )2 2

1 r 1 r 1
1 r1 2 r r 1 r

− −
= = =

−− + −
   گزينه چهارم 

  . درست باشد۱پس بايد گزينه 
  راه كامل مسئله

  ( ) ( )( )
( ) ( )2 2

r cos ir sin 1 r cos ir sin

1 r cos r sin

θ + θ − θ + θ
=

− θ + θ

( )
( )

i

i
r cos ir sinre

1 r cos ir sin1 re

θ

θ

θ + θ
= =

− θ − θ−
( )nn in i

n 1 n 1
r e re

∞ ∞
θ θ

= =

=∑ ∑  

  :البته سري مورد نظر مسأله قسمت حقيقي عبارت بالا خواهد بود كه برابر است با

  
2

2
r r cos

1 2 r cos r
− + θ

=
− θ +

( )( ) ( )( )
( ) ( )2 2

r cos 1 r cos r sin r sin

1 r cos r sin

θ − θ − θ θ

− θ + θ
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۶  

  جبرخطی

  یمقادیر ویژه و بردارهاي ویژه یک ماتریس مربع) 1
nاگر براي یک ماتریس مربعی nA n و برداري مانندλ بتوان عددي مانند× 1X   :اي یافت که  به گونه×

  A X X= λ
  

  
  .گویند  میλ را بردار ویژه نظیر مقدار ویژه X و A را یک مقدار ویژه ماتریس λدر این صورت 

 کم کنیم و سپس دترمینان ماتریس حاصله را صفر A ،λبراي محاسبه مقادیر ویژه کافی است، از عناصر روي قطر اصلی ماتریس ) الف
  .آیند دست می ها بهλآید، معادله مشخصه ماتریس نام داشته و از حل آن  دست می اي که از بسط این دترمینان به قرار دهیم معادله

  A I 0− λ =  
  : کافی است دستگاه همگن زیر حل شود1λبراي یافتن بردار ویژه نظیر ) ب

  ( )1A I X 0− λ =
   

  
)X


  ) 1λ بردار ویژه نظیر مقدار ویژه 
nبراي هر ماتریس مربعی ) ج nA   .دست آید   تا مقدار ویژه بهnباشد و از حل آن باید   میn، معادله مشخصه یک معادله درجۀ ×

  :همواره داریم

  1 2 n

1 2 n

... Tr A

... det A

λ + λ + + λ =
 λ λ λ =

  

3 یک ماتریس مربعی Aاگر ) د   :داریم، باشد ×3
  1 2 3 Tr Aλ + λ + λ =  

  1 2 3 det Aλ λ λ =  

  ( ) ( ){ }2 2
1 2 1 3 2 3

1 Tr A Tr A
2

λ λ + λ λ + λ λ = −  

بزرگترین مقدار ویژه ماتریس   : مثال
3 1 2

A 0 4 0
2 1 4

−
 . را بیابید=

   : حل

  
3 1 2

0 4 0 0
2 1 4

− λ −
− λ =

− λ
  معادله مشخصه : 

  : سطر دوم داریمنسبت بهبسط با 

( ) ( ) ( ){ }4 3 4 4 0− λ − λ − λ − = →( )( )24 7 8 0− λ λ − λ + = →2

4 0 4

7 17
7 8 0

2

− λ = → λ =

 ±

λ − λ + = → λ =


     

7پس بزرگترین مقدار ویژه 17
2

  . است+
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۷  

ماتریس   : مثال
3 0

A 1 1 2
1 1 2

α
= 1λ را طوري تعیین کنید که α مقدار اولاً. مفروض است− هاي این ماتریس   ویژهمقدار یکی از =

 .ثانیاً بردار ویژه نظیر آن را تعیین کنید.باشد 

    : حل
1λاگر قرار است ) اولاً ن حاصل کار صفر دترمینا،کنیم   را از روي قطر اصلی کم می1اي از این ماتریس باشد باید وقتی عدد   مقدار ویژه=
  : یعنی باید.شود

  ( ) ( )
2 0

41 0 2 0 2 0 2 1 2 0 4 3 0
3

1 1 1

α
− = → − − α − − = → − + α = → α =  

1λبراي یافتن بردار ویژه نظیر ) ثانیاً   :نویسیم  می=

  ( )A 1I . X 0− = →
  

42 0 x 03
1 0 2 y 0

1 1 1 z 0
− = →  

  4 2 32 x y 0 x y y x
3 3 2

xx 2z 0 x 2z z
2

x y z 0

 + = → = − → = −

 − + = → = → =


+ + =

  

1λپس بردار ویژه نظیر    :تواند چنین باشد  می=

  
x 1 2
3 3x 3
2 2

1x 1
2 2

− ≡ − ≡ −  

ماتریس   : مثال
1 5 1

A a 4 5
1 b 7

−
 باشد دو 42 و دترمینان این ماتریس 3هاي این ماتریس  چنانچه یکی از مقادیر ویژه.   مفروض است=

 مقدار ویژه دیگر چیست؟

   : حل
  1 2 3 2 3 2 3Tr A 3 12 9λ + λ + λ = → + λ + λ = → λ + λ =  

  1 2 3 2 3 2 3det A 3 42 . 14λ λ λ = → × λ × λ = → λ λ =  
  :آید دست می از اینجا به

  2 32 , 7λ = λ =  
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۸  

  معکوس یک ماتریس مربعی) 2
) یک ماتریس مربعی غیر منفرد باشد Aاگر  )A   :پذیر است و داریم معکوس، ≠0

:Nسیماترهاي   ماتریس همسازهA  
:N′ ماتریس الحاقی A ) ماتریس) ترنسپوز(ترانهادهN(  i j ji11

i j
N NNA , A

A A A
−− ′′

= = =  

  ( ): N 1 .α + β
αβ αβ= − Aهمسازه عنصر  ∆ αβ  

αβ∆) دترمینان کهاد عنصرA αβ :( دترمینان حاصل از حذف سطرα و ستون β در ماتریس Aباشد یم .  

 را طوري تعیین کنید که درایه واقع بر سطر دوم و ستون اول از معکوس ماتریس αمقدار   : مثال
1 0

A 1 2 1
1 1 0

α −
 . باشد3 برابر با =

   : حل

  21N
3

A

′
=1

21A 3− = →    

  :میگوی حال می
  ( ) ( )A 0 1 1 0 1 1= α − + − = − α −  

  ( )1 2
21 12 12

1 1
N N 1 1 1

1 0
+′ = = − ∆ = − =  

  :خواهیم پس ما می

  1 43
1 3

−
= → α =

− α −
  

  .کند اش صدق می  معادله مشخصه دری مربعهر ماتریس :قضیه کیلی هامیلتون

2معادلۀ مشخصه یک ماتریس  : مثال 2 به صورتA مانند ×2 3 5 0λ − λ +   کدام است؟A معکوس ماتریس .باشد  می=

   :طبق قضیه کیلی هامیلتون  : حل
  2A 3A 5I 0− + =  

1Aطرفین را از سمت راست در   :کنیم  ضرب می−

  ( )1 1 1A 3I 5A 0 A 3I A
5

− −− + = → = −1 1 1A A A 3A A 5I A 0− − −− + = →  

  :چند خاصیت دترمینان

  1 n
n n

1B , B B ,
B

−
×= α = αB B′=  
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۹  

3 یک ماتریس مربعی Aدانیم  می  : مثال  : دارد2 است که دترمینان برابر ×3

  )A ماتریس همسازه N. ( را بیابیدNدترمینان ماتریس ) الف
)) ب )Tr AN′را بیابید .  

  :م ي دارفرض مسألهاز   : حل

  
( )

3 3A N ?
,

Tr AN ?A 2
×  = 

  ′ ==  
 

  ) الف

  1 1 1N NA A N 2A
A 2

− − −′ ′
′= → = → =  

  1 3 1 3 21N 2A N 2 A 2 2
A

− −′ = → = = =  

  ) ب

  1 1 1N NA A N 2A
A 2

− − −′ ′
′= → = → =  

  :م یدار Aاز سمت چپ در با ضرب رابطه فوق 

  ( )1
3 3

2 0 0
A N A .2A AN 2I Tr AN Tr 0 2 0 6

0 0 2

−
×′ ′ ′= → = → = =  

  رتبه یا رنک یک ماتریس) 3
  .کردتوان از داخل آن ماتریس استخراج  رتبه یک ماتریس برابر است با درجه بزرگترین دترمینان مربعی غیر صفر که می) الف
  Min)هاي مستقل خطی و تعداد سطرهاي مستقل خطی تعداد ستون(                              :رتبه یک ماتریس برابر است با) ب

رتبه ماتریس  : مثال
1 3 1 2
1 4 1 2

A
0 7 2 4
2 6 2 4

−
  چیست؟ =

   : حل
  سطر سوم=سطر اول +سطر دوم  

  سطر چهارم=2)سطر اول(  
  . 2 باشد یا کمتر از2یم رتبه ماتریس یا تا است، پس انتظار دار2رسد تعداد سطرهاي مستقل خطی پس به نظر می
2یم آیا لااقل یک دترمینانپرس حال از خود می    قابل استخراج است یا نه؟A مخالف صفر از داخل×2

  1 3
0 Rank A 2

1 4
≠ → =

−
  مثلاً : 
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۱۰  

  يادآوري از ضرب بردارها

  :سه بردار زير را در نظر بگيريد  : مثال

  u a i b j c k= + +
  

  v mi n j p k= + +
  

  w i j k= α + β + γ
  

  :هاي زير قابل محاسبه است  به صورتu و vضرب داخلي دو بردار ) ۱

  u . u a m b n c p= + +
   

  2 2 2 2 2 2u . v u v cos a b c m n p cos= θ = + + + + θ
     

  .ها صفر باشد ن است كه ضرب داخلي آنآشرط عمود بودن دو بردار 
  : استحصول  به صورت زير قابلu و vضرب خارجي دو بردار ) ۲

  
i j k

u v a b c
m n p

× =
   

uتوان نشان داد بردار حاصله از  مي. ها صفر باشد وازي بودن دو بردار آن است كه ضرب خارجي آنشرط م v×
  بر هر دو بردار v و u 

u بردار است كه داراي مقدار ضلاع قابل ساخت روي اين دوالا  آن برابر مساحت متوازياندازهعمود است و  v sin θ
 باشد  مي.  

  : به صورت زير قابل محاسبه استu و v و wضرب مخلوط سه بردار ) ۳

  ( )
a b c

u . v w m n p× =
α β γ

    

 ضرب دهد و اگر حاصل  حجم متوازي السطوح قابل ساخت روي اين سه بردار را نشان مي،از ضرب مخلوطدست آمده  قدر مطلق عدد به
  .)وابستگي خطي دارندو يا به عبارتي (يعني سه بردار مذكور در يك صفحه واقعند مخلوط سه بردار صفر باشد،

  يادآوري از معادلات صفحه و خط در فضا
)اي كه از نقطه  معادله صفحه) ۱ )0 0 0x , y , zگذرد و بردار نرمال آن   مي( )N a , b , c=

چنين است،باشد  مي :  

  ( ) ( ) ( )0 0 0a x x b y y c z z 0− + − + − =  

)معادله خطي كه از نقطه ) ۲ )0 0 0x , y , zگذرد و بردار هادي آن   مي( )u p , q , r=
باشد چنين است  مي:  

0  :نداردفرم استا 0 0x x y y z z
p q r

− − −
= =  

  :فرم پارامتري
0

0

0

x p t x

y q t y

z r t z

 = +
 = +
 = +
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۱۱  

  .معلومات زير را در نظر بگيريد
1P   :صفحات : x 2 y z 3+ − =  

  2P : 2 x y z 1− + =  
  3P : x y 2z 2− + =  

  4P : 2 x 4 y 2z 4+ − =  
   :خط

  z: x y 1
3

∆ = − =  

  :نقاط 
  ( ) ( )A 4 , 2 , 1 , B 1 , 2 , 2  

  .به موارد زير پاسخ دهيد

   واقع باشند، حجم مكعب كدام است؟1P و 4Pاگر دو وجه مكعبي روي صفحات   : مثال

aدانيم فاصله دو صفحه موازي  مي  : حل x b y c z d 0
a x b y c z d 0

+ + + =
 ′+ + + =

 از رابطه 
2 2 2

d d

a b c

′−

+ +
  .آيد دست مي  به

  : با هم موازيند و داريم1P و 4Pدر اين مسأله دو صفحه 
  1P : x 2 y z 3 0+ − − =  
  4P : x 2 y z 2 0+ − − =  

  :و فاصله اين دو صفحه طول ضلع مكعب خواهد بود كه چنين است

  
3

3 1V L
6

 
= =   

 
)حجم مكعب:   ) ( )

( ) ( ) ( )2 2 2

3 2 1L
61 2 1

− − −
= = →

+ + −
  

   يكي از وجوه مكعب باشد، سطح مكعب كدام است؟1P مركز يك مكعب و صفحه Aاگر نقطه   : مثال

)دانيم فاصله نقطه  مي  : حل )0 0 0A x , y , z تا صفحه a x b y c z d 0+ + + 0 از رابطه = 0 0

2 2 2

a x b y c z d

a b c

+ + +

+ +
دست   به

  .آيد مي
  :دهد كه چنين است  نصف طول ضلع مكعب را مي1P تا صفحه Aدر اين مسأله فاصله نقطه 

  
2

2 8S 6L 6
6

 
= =   

 
)سطح مكعب  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2 2 2

1 4 2 2 1 1 3L 4
2 61 2 1

+ + − −
= = →

+ + −
  

   كدام است؟∆ تا خط Bفاصله نقطه   : مثال

    : حل
x t
y t 1
z 3t

=
 = +
 =

   در فرم پارامتري∆معادله خط:  

) تا نقطه∆اي از خط فاصله نقطه )B 1 , 2 ,   :  عبارتست از2

  ( ) ( ) ( )2 2 2 2d t 1 t 1 2 3t 2 11t 16 t 6= − + + − + − = − +  
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۱۲  

  :  بودن اين فاصله بايدminو براي 

  
2

22 t 16 16 8d 0 0 t
22 112 11t 16 t 6

−′ = → = → = =
− +

  

  :لذا فاصله نقطه تا خط چنين است

  
28 8d 11 16 6

11 11
 = − × + 
 

  

   كدام است؟A گذرنده از نقطه 1P و 2Pمعادله صفحه گذرنده از فصل مشترك دو صفحه   : مثال

2Pمعادله كليه صفحات گذرنده از فصل مشترك دو صفحه   : حل 1P و =0 1 به صورت =0 2P k P 0+  kشود كه   نوشته مي=

  .باشد  چنين مي1P و 2Pدر اين مسأله معادله كليه صفحات گذرنده از دو صفحه .  ثابت استيعدد

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x 2 y z 3 k 2 x y z 1 0 1 2k x 2 k y k 1 z 3 k 0+ − − + − + − = → + + − + − − − =  
)شرط گذاشتن اين صفحه از نقطه  )A 4 , 2 ,   :طلبد كه  مي1

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 21 2k 4 2 k 2 k 1 1 3 k 0 6k 4 0 k
3

+ + − + − − − = → + = → = −  

  :پس معادله صفحه مورد نظر چنين است

  2 2 2 21 2 x 2 y 1 z 3 0
3 3 3 3

 −     −  −       + + − − + − − − =            
            

  

  كدام است؟2P و 3P و موازي صفحات Bمعادله خط گذرنده از نقطه   : مثال

)                                    : حل )3N 1 , 1 , 2= −
 :  3نرمال صفحةP           و          ( )2N 2 , 1 , 1= −

 :  2نرمال صفحهP  
3Nاز ضرب خارجي

2 وN
 دست  دهد و چنين به شود كه بردار هادي خط مورد نظر ما را نشان مي مي برداري عمود بر اين دو بردار حاصل

  :آيد مي

  ( ) ( ) ( )2 3

i j k
N N 2 1 1 i 2 1 j 4 1 k 2 1 i 3 j k

1 1 2
× = − = − + − − + − + = − − −

−

   

  :شود چنين نوشته ميمورد نظر پس معادله خط 

  x 1 y 2 z 2
1 3 1

− − −
= =

− − −
  

   است؟ كدام1P نسبت به صفحه Aقرينه نقطه   : مثال

) به صورت 1Pنرمال صفحه   : حل )1 , 2 ,  1P كه برصفحه AHباشد، پس معادله خط   نيز ميAHي خط دها  است كه بردار−1
  :عمود است به فرم زير خواهد بود 

  
x t 4

x 4 y 2 z 1 y 2 t 2
1 2 1

z t 1

= +
− − − = = → = +

−  = − +

  

  :دهيم  قرار مي1P، مختصات فوق را در صفحه Hبراي يافتن مختصات نقطه 

  ( ) ( ) ( ) 2t 4 2 2 t 2 t 1 3 6 t 4 t
3

−
+ + + − − + = → = − → =  
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۱۳  

  :يعني

  

2 104 : x
3 3

2 2H: 2 2 : y
3 3

2 51 : z
3 3


− + =


 −  + =  

 
 − − + =  

 

  

  :توان گفت پس مي

  

A A
H A H A

A A
H A H A

A A
H A H A

x x 10x x 2 x x 2 4
2 3

y y 2y y 2 y y 2 2
2 3

z z 5z z 2z z 2 1
2 3

′
′

′

′

+  = → = − = − 
 

′+  = → = − = − 
 

′+  = → = − = − 
 

  

  كدام است؟1P و2Pهاي دو صفحه از داخلي زاويه ساخته شده روي نرمالنيمس  : مثال

)                          : حل )2N 2 , 1 , 1= −
 :  2نرمال صفحهP              و              ( )1N 1 , 2 , 1= −

 :  1نرمال صفحهP  
  :آيد دست مي و نيسماز زاويه ساخته شده روي اين دو بردار به صورت زير به

  1 2

1 2

N N i 2 j k 2i j k 3i j
1 4 1 4 1 1 6N N
+ − − + +

+ = + =
+ + + +
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۱۴  

  حد و پيوستگي در يك نقطه
)گوئیم تابع می )f xدر نقطه x a=داراي حد است هرگاه حد چپ و حد راست تابع در این نقطه موجود و با هم برابر باشند .  
)گوئیم تابع می )f xدر نقطه x a=یوسته است هرگاه در این نقطه داراي حد بوده و مقدار تابع در این نقطه موجود و با حد مذکور  پ

  .مساوي باشد

)  اش هاي مثبت ضابطهx تابعی فرد است که براي fدانیم می  : مثال ) [ ]x 4
f x

x 4
−

=
−

 این تابع در نقطه حدهاي چپ و راست. باشد می  

x 4=  . را پیدا کنید−

    : حل

  تابع فرد

  
  :حد راست

  
( )

( )
( )

( )
( )

[ ]
x 4 x 4 x 4

x 4 3 4 1lim f x lim f x lim
x 4 4 4 0+ − − − −→ − → →

− − −
= − = − = − = − = −∞

− −
  

  :حد چپ
   صفر قطعی0

0=  
0 )   صفر حدي+ )

( )
( )

( ) [ ]
x 4x 4 x 4

x 4 4 4lim f x lim f x lim
x 4 4 4− + + +→→ − →

− −
= − = − = − = −

− −
  

)ر تابع با ضابطه نمودا  : مثال )
( )

3

2
xf x

x 1
=

−
 از خط مجانب ديگر كدام Aكند، فاصله نقطه   قطع ميA، خط مجانب خود را در نقطه 

  است؟
1 (1

3
  2 (2

3
  3 (1

4
  4 (1

2
  

   : حل

  ( ) 2
3x 2f x x 2

x 2x 1
−

= + +
− +

23

3 2

2

2

x 2x 1x
x 2x 2x x

2x x

2x 4x 2
3x 2

− +
+− +

−

− +
−

  

2 از آنجا كه حد
3x 2

x 2x 1
−

− +
yدر بينهايت ، صفر مي باشد ،  لذا  x 2= ط  مجانب مايل تابع بوده و طول محل تلاقي منحني تابع و اين خ+

  :آيد مجانب چنين به دست مي
  2 2

3x 2 3x 2 2x 2 x 2 0 x
3x 2x 1 x 2x 1

− −
+ + = + → = → =

− + − +
  



  ۱عمومي رياضي 

 

۱۵  

  :عرض اين نقطه تقاطع چنين است

  

3

2

2
2 83f
3 32 1

3

 
    = = 

   − 
 

  

2و فاصله نقطه تقاطع مذكور يعني 8,
3 3

 
 
 

x تا مجانب ديگر كه همان مجانب قائم  2 است برابر =1 11
3 3

−   . است=

  گيري يادآوري سه قاعده مشتق
  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )y x f g x y x g x . f g x′ ′ ′= → =  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )g x g xf x

y x f x y x g x ln f x g x f x
f x
′  ′ ′= → = ⋅ + ⋅ ⋅ 

  
  

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )g x

f x
y x h t dt y x g x . h g x f x . h f x′ ′ ′= → = −∫  

  قاعده هوپيتال
) در رفع ابهام حد )

( )x a

f x
I lim

g x→
0که یکی از حالات مبهم  =

0
∞ یا

∞
) را داراست، چنانچه )

( )x a

f x
lim

g x→

′
′

متناهی یا ( موجود باشد 

  .دهد  را نشان میI  حاصلحاصل آن،) نامتناهی

 .حاصل حدهاي زیر را پیدا کنید  : مثال

  ( ) ( )
h 0

f x 3h f x 2h
I lim

h→

+ − −
= )1  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )H

h 0

3 f x 3h 2 f x 2h
I lim 3f x 2f x 5f x

1→

′ ′⋅ + − − −
′ ′ ′→ = = + ) )مبهم( = ) ( )f x f x 0I

0 0
−

= =  

))مبهم(   ) ( )
2

sin x 2

x
4

tan x 1 1 1 0I lim
tan x 1 1 1 0π

→

− −
= = =

− −
  )2  

  
( ) ( )

( )
( ) ( )

2
sin x 2

H 2

2
x

4

1 tan xcos x . ln tan x sin x tan x
0 2 1tan x 2

I lim
1 1 21 tan xπ

→

 +
+ ⋅   + → = = =

++
  

  3

2

2x 1
2

3
xx 1

3

x

1 t d t

I lim

1 t dt

+

→

+

=

+

∫
∫

  )3  

 ( ) ( )

( ) ( )

2
H

2 9 6x 1

2 1 2 x 1 0 2 10 2 10
I lim 2 5

3 2 2 2 23 x 1 x 2 x 1 x→

+ + −
→ = = = =

−+ − +
)مبهم (

3

3
1

1

...
0I
0

...

= =
∫
∫
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۱۶  

0مواردي كه نبايد با ابهام  ×    اشتباه گرفت∞
0م وضعیت مبهم دانی می ×   :دهد که داشته باشیم  وقتی رخ می∞

  )نهایت کوچک بی(صفر حدي ×نهایت بزرگ بی
  :در حالیکه بدون هیچ ابهامی داریم

  ) حديصفر(×)راندار و محدود حتی نامعلومک(→0
  )صفر واقعی(×)نهایت بزرگ بی(=0  

  .د یر را بدست آوریحاصل حدود ز  : مثال

x

1B lim x
x→ − ∞

 =   
    

x

1A lim x
x→ + ∞

 =   
  

xوقتي   : حل → − 1 : داريم∞ 0
x

  : پس→−

  
xوقتي   : حل → + 1 : داريم∞ 0

x
+→ 

  :پس
1 0 1
x

−   = = −    
1صفر واقعی      0 0

x
+   = =    

  

( ) ( )B 1= − ∞ − = + ))صفر واقعی(=0    پس :∞ )A = + ∞   پس :×
      

x 0

1D lim x sin
x→

=    
x 0

1C lim x
x→

 =   
  

  
xوقتي   : حل 1:  داريم→0

x
→  و ∞

  :لذا
  1 1~

x x
 
  

  

  صفر حدي

D:حل  0 sin 0
↑

↓
= × ∞   پس :=

  کراندار اگرچه نامعلوم

  
x 0

1C lim x 1
x→

=   پس :=
      
    

x

1E lim x sin
x→ ∞

=  

xوقتي   : حل     →   : داريم∞

    1 1 10 sin ~
x x x

= →  

    
x

1E lim x 1
x→ ∞

=   پس :=
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  قواعد هم ارزي

و سپس عمل رفع ابهام را مجازیم در ابتدا و یا در اواسط حل یک حد مبهم، هم ارز و معادل برخی جملات موجود در مسأله را قرار داده 
  .ادامه دهیم

در استفاده از هر نوع قاعده هم ارزي چنانچه هم ارز يكي از جملات را قرار داده و دقيقاً قرينه همان عبارت در حال جمع شدن با آن بود، 
  .ه آن قاعده هم ارزي استفاده كنيملازم است از فرم تعميم يافت

  :ده هم ارزيعچند قا
xوقتی  → ±  : داریم∞

     ) زوج باشدnاگر (

    ) فرد باشدnاگر (

n

n n n 1 n 2

n

ba x
n a

a x b x c x ... ~
ba x

n a

− −


+

+ + + 
  +   

  

nوقتی  → )   : داریم∞ )
P 1 P

P P P n n1 2 ... n ~
P 1 2

+
+ + + +

+
  

)وقتی  )A x )   :یم دار→0 ) ( )n A x
1 A x ~ 1

n
+ +  

)وقتی  )A x → ± )   : داریم∞ ) ( )A x ~ A x     

nوقتی  → )   : داریم∞ )
k

n k nk n ! ~
e

 
 
 

  

Aوقتی    : داریم→0

  
2 3 4

A A A Ae ~ 1 A ...
2! 3! 4!

+ + + + +  

  
2 4A Acos A ~ 1 ...

2! 4!
− + − +  

  
3 5A Asin A ~ A ...

3! 5!
− + − +  

  
3 5A 2Atan A ~ A ...

3 15
+ + +  

  
3 51 A 1 3 AArcsin A ~ A ...

2 3 2 4 5
×

+ + +
×

  

  Arccos A Arcsin A
2
π

= −  

  
3 5A AArc tan A ~ A ...

3 5
− + − +  

  
2 4A AcoshA ~ 1 ...

2! 4!
+ + +  
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3 5A AsinhA ~ A ...

3! 5!
+ + +  

  2 21 1~ 1 A A ... , ~ 1 A A ...
1 A 1 A

+ + + − + − +
− +

  

  ( ) ( )
2 3 2 3A A A Aln 1 A ~ A ... , ln 1 A ~ A ...

2 3 2 3

 
− − + + + + − + − +  

 
  

  ( ) ( )m 2m m 1m1 A ~ 1 A A ...
1! 2!

−
+ + + +  

  : زیر را بیابیدحدهايحاصل   : مثال

  
n

6
7n

i 1

1I lim i
n→ ∞

=

= ∑  )1  

)  :حل  )
7 6

6 6 6 6
7 7n n n

1 1 n n 1 1 1 1I lim 1 2 3 ... n ~ lim lim 0
7 2 7 2n 7 7n n→ ∞ → ∞ → ∞

 
= + + + + + = + = + =  

 
  

  2 2x 0

1 1I lim
sin x arc tan x→

= − = ∞ − ∞ )2  

)  :حل  ) ( )1 12 2

2 2 2 2x 0 x 0

tan x sin x tan x sin xarc tan x sin xI lim lim ~
sin x arc tan x sin x arc tan x

− −

→ →

+ −−
= =  

  
( ) ( )

3 3 3

2 2 4x 0 x 0

x x xx x x x 2 x
3 6 6 1lim lim

3x x x→ →

      
 + − − −    −             = = −  

)مقدار حد   : مثال ) ( ) ( )( )n 1 2 n
x
lim x a x a x a x
→∞

+ + + − را بيابيد .  

   : حل
  ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )2

1 2 3 n 1 2 1 2 3 nx a x a x a x a x a a x a a x a x a+ + + + = + + + + +   

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 2 n n 1
1 2 3 1 3 2 3 1 2 1 2 3 n 1 2 3 nx a a a x a a a a a a x a a a x a x a a a a x −= + + + + + + + + = + + + + + +    

  :توان گفت بنابراين مي

  ( )n n 1 1 2 nn
1 2 n

x x

a a a
lim x a a a x x lim x x

n
−

→∞ →∞

+ + +
= + + + + + − = + −

 حاصل حد   

xبا فرض  →+   : داريم∞

  1 2 na a a
n

+ + +
=

حاصل حد   

xو البته با فرض  →−  . خواهد شد∞+ حاصل حد ∞
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  : مثال
[ ]

n

m 1
2n

mx

A lim
n

=

→∞
=

∑
   چقدر است؟A باشد،آنگاه مقدار 

 :حل 

  [ ] [ ] [ ]
2n

x 2x nx
A lim

n→∞

+ + +
=

  

  : داريمAدانيم براي هر عدد حقيقي  اما مي
  [ ]A 1 A A− < ≤  

  :توان گفت لذا مي
  ( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ] ( ) ( ) ( )x 1 2x 1 nx 1 x 2x nx x 2x nx− + − + + − < + + + ≤ + + +    

  ( ) [ ] [ ] [ ] ( )
2 2 2

x 2x nx1 2 n x n 1 2 n x

n n n

+ + ++ + + − + + +
→ < ≤

   

و چون 


2n1 2 n n
2

+ + + → ∞لذا داريم :  

  ( ) ( )
2 2n n

1 2 n x n 1 2 n x xlim lim
2n n→∞ →∞

+ + + − + + +
= =

   

  :بنابراين

  xA
2

=  

  
aها   در هر کدام از موارد زیر ثابت  : مثال , bرا پیدا کنید : 

  
x 2

x 0 0

1 tlim dt 3
a x sin x t b→

= −
+ +∫ )1  

  :حل 

  

x 2 2

0 H

x 0 x 0

t xdt
t b x b0 0I lim I lim

a x sin x 0 a cos x a 1→ →

+ +
= = → = =

+ + +

∫  

  :د ی، با باشد −3 حد حاصل باشداگر قرار
  a 1 0 a 1+ = → = −  

aحال در شرایط  1= 0 حد فوق مبهم −
0

  .شود  می

  :پس داریم

  

2 2

2x 0 x 0 x 0

x x 1
b x b x b x0 2 2 4I lim ~ I lim lim 3 b

11 cos x 0 9b bx1 1 22
→ → →

+ + + − −
= = = = = → = − → =

− +   −− + −  
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  3 2x 0

sin x alim b 3
x x→

 
+ + = 

 
 )2  

  

3 5

2

3 2 3 2 2 2x 0 x 0 x 0

2

2x 0

x xx
sin x a a 1 1 x a6 5!I lim b ~ lim b lim b

6 5!x x x x x x

1 a 1 xlim b
6 5!x

→ → →

→

 
− +      = + + + + = − + + +           

 

+   = + − + +  
  

  

2که  شود باتوجه به آن3 حاصل حدباشداگر قرار 
1

x
=   : باید∞

  : اولاً
  1 a 0 a 1+ = → = −  

  :دوماً

  1 19b 3 b
6 6

− + = → =  

  :البتهو 

  
2

x 0

xlim 0
5!→

=  

  ها نهايت كوچك ها و مقايسه بين بي نهايت بزرگ مقايسه بين بي
xهرگاه  → + a و ∞ b 0> m و < n 1>   :تر داریم نهایت بزرگند و از حیث جمله پراهمیت همگی عبارات زیر از جنس بی باشد، <

x x b a x x x
m nlog log x x n m x! x<< << << << << << <<  

xهرگاه  0 a و →+ b 0> m و < n 1>   :تر داریم ث جمله پراهمیتنهایت کوچکند و از حی  باشد، همگی عبارات زیر از جنس بی<
1 1

b a x xx x n m
− −

>> >> >>  
  :به تعبیري

  . شود نهایت بزرگ توانی، بزرگ می ا سرعت بیشتري نسبت به بینهایت بزرگ نمایی ب بی
  .شود نهایت کوچک توانی، کوچک می نهایت کوچک نمایی با سرعت بیشتري نسبت به بی بی

Aگوئیم  دقت کنید وقتی می  : مهم توجه B>>باشد به ازاء هر دو عدد دلخواه   می,α βداریم : 

A B ~ Aα + β α  
A B, 0
B A

→ ∞ →  

 . زیر را بیابیدحدهايحاصل   : مثال

  n n n 2n
n

I = lim 2 + 5 + 3
→ ∞

 )1  

nوقتي   : حل → n                                                                                                        : داريم∞ n n2 5 9<< <<  

n  :پس n
n

I ~ lim 9 9
→ ∞

=  
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n 7 n 1

n 1 n 4n

2 3I lim
2 3

+ −

− +→ ∞

+
=

+
 )2  

    : حل
n 7 n 1 n 1

n 1 n 4 n 4 5n n

2 2 3 3 3 3 1I lim ~ lim
2 2 3 3 3 3 3

− −

−→ ∞ → ∞

× + ×
= =

× + ×
  

  
5x

4 6 xx

x eI lim
x e→ ± ∞

=
+

 )3  

xوقتي   : حل → 4 هر دو عبارت ∞+ 6xx ,e6 نهايت بزرگ هستند و چون  از جنس بيx 4e x>>داريم :  
  نهایت بزرگ توانی بی

  نهایت بزرگ نمایی بی  =0
5x

6 x xx x

x e xI ~ lim lim
e e→ + ∞ → + ∞

= =  

xوقتی  → −   : داریم∞

 نهایت بزرگ بی  
6 x

4

e 0

x

 →


→
  

  :پس

  
( )

5x 5x

4 3 3x x

x e e eI lim lim 0
x x

− ∞

→ − ∞ → − ∞
= = = =

− ∞
  

  
1
x

1x 0
x

4 7 xI lim

5 6x
→

+
=

+

 )4  

xوقتي   : حل 0 1 : داريم→+
x

→ +   : لذا،∞

  
1
x5 → + ∞

1
x4 ,→ + ∞  

  :ن است ی حد راست چنپس

  
1
x

1x 0
x

4 4I ~ lim 0
5

5
+

+ ∞

→

 = = 
 

  

xوقتی 0 1: داریم→−
x

→ −   : لذا،∞

  
1 1
x x4 0 , 5 0→ →  

  :ن است ی حد چپ چن پس،نهایت کوچک نمایی بیشتر است بی نهایت کوچک توانی اهمیتش از که بی از آنجائی

  
x 0

7 x 7I ~ lim
6 x 6−→

=  

  .باشد پس در کل حد مذکور موجود نمی

xدقت داریم وقتی → 1:یم دار∞± 0
x

  :پس،  →

  
1
x

1x x
x

4 7 x 1 7 x 7I lim lim
1 6 x 6

5 6 x
→ ± ∞ → ± ∞

+ +
= = =

+
+
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  حالات ابهام نمايي
)چنانچه در محاسبه حد  ) ( )g x

x a
I lim f x

→
0 به یکی از حالات مبهم نمایی یعنی = 01 , 0 , , 0∞  برخورد کردیم، از دو طرف ∞∞

)نویسیم  فته و می گرlnرابطه فوق  ) ( )( )
x a

ln I lim g x . ln f x
→

ت را که دیگر ابهام مقدماتی سدر سمت را، سپس حد ایجاد شده =

ln رفع ابهام نموده و با محاسبه ،دارد I حاصل Iآوریم دست می  را به.  

a اگر   :۱ توجه , b , c , dتی باشند، حاصل  اعداد ثاب
c x d

x

alim 1
x b

+

→ ∞

 
+ + 

 . خواهد شدace دارد، ∞1 که ابهام 

aاگر   :۲ توجه , b , x اعداد ثابتی باشند، حاصل m و نیز ... m m 1
x
lim a x b x ...−

→ ∞
+  . خواهد شد1 دارد، ∞0 که ابهام +

 .حاصل حدهاي زیر را پیدا کنید  : مثال

))مبهم(   )
1
x

x 0
I lim cos x I 1

+

∞

→
= → = )1  

xبا تغيير متغير   : حل t=داريم :  

  ( ) 2
1
t

t 0
I lim cos t 1

+

∞

→
= =  

  :نویسیم حالا می

  ( ) ( ) 1H
2

2 2t 0 t 0 t 0

ln cos t1 0 tan t 1ln I lim ln cos t lim ln I lim I e
0 2 t 2t t

−

→ → →

−
= = = → = = − → =  

) )مبهم(   )
1

2 0ln x
x

I lim x 4x I
→ + ∞

= + → = ∞  )2  

)    : حل ) ( )2 H2
x x

ln x 4 x1ln I lim ln x 4 x lim
ln x ln x→ + ∞ → + ∞

+ ∞
= + = = →

∞
  

  
22

2
2x x

1 8 x
x 8xx 4 xln I lim lim 2 I e

1 x 4 x
x

→ ∞ → ∞

+

++
= = = → =

+
  

  

   را طوري پیدا کنید کهαثابت   : مثال
x

x

2x 3lim 3
2x 7→ ∞

 + α
= + α 

 . باشد 

  :داريم  : حل

( )
x

xx x
2

x x x x

2 x 7 42 x 3 4 2lim lim lim 1 lim 1 e
72 x 7 2 x 7 2 x 7 1 x
2

− α

→ ∞ → + ∞ → ∞ → ∞

 
 + α − α    + α − α − α

= = + = + =      α+ α + α + α      + 
 

  

2  :پس 1e 3 2 ln 3 ln 3
2

− α = → − α = → α = −  
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  .دست آورید حاصل حد زیر را به  : مثال

)مبهم(  
4

1
2 x

x 0

xI lim cos h x I 1
2

∞

→

 
= − → =  

 
  

  :هم ارزي داريماستفاده از با   : حل

  
4 44

1 1 1 1t2 4 2 4x xx t 24
x 0 x 0 t

x x x x 1I ~ lim 1 lim 1 I lim 1 e
2! 4! 2 24 24t

=

→ → → ∞

     + + − = + → = + =             
    

  :يادآوري 

  
  
  

( ) x
x 0
lim 1 x e

β
αβ

→
+ α =    x

x
lim 1 e

x

β
αβ

→ ∞

α + = 
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  هاي مربوطه مشتق و بحث

  تعريف مشتق تابع در يك نقطه
)گوئيم تابع مي )f x 0 در نقطهxوسته باشد و ثانياً مشتق چپ و راست تابع در اين نقطه ر است هرگاه اولاً در اين نقطه پيپذي  مشتق

  : به تعبيري.موجود و با هم برابر باشند

( ) ( )0 0f x f x− +′ ′=( ) ( ) ( )
0 0

0
x x x x

lim f x lim f x f x ,
− +→ →

= =  

)   :۱ توجه )0f x′توان از طریق حد   را در صورت وجود می( ) ( )
0

0

x x 0

f x f x
lim

x x→

−

−
 .دست آورد  به

)   :۲ توجه )0f x′ در صورت وجود مبین شیب خط مماس برمنحنی ( )y f x= 0ي   نقطهدرx x=باشد  می. 

) زاویه بین دو منحنی   :۳ توجه )y f x= و ( )y g x=0 در نقطه تقاطعx x= همان زاویه بین خطوط مماس برآن دو منحنی در نقطه 
 :مذکور بوده و داریم

1 2

1 2

m m
tan

1 m m
−

α =
+

  

)که در آن  )2 0m g x′= و ( )1 0m f x′=  وα0 در نقطه ین دو منحنیه بی زاوx x=  باشد می.  

)اگر   : مثال )
2 1x sin x 0

f x x
0 x 0

 ≠= 
 =

  باشد ،

xآیا این تابع در  )الف x آیا این تابع در ) بسته است؟                         پیو =0    مشتق پذیر است؟=0

x آیا مشتق تابع در )ج    حد دارد؟=0

)  )الف  : حل ) 2
x 0 x 0

1lim f x lim x sin 0 sin 0
x→ →

= = × ∞ =  

)و چون  )f x x پس تابع در ، =0   . پیوسته است=0

2چون ) ب 1lim x sin
x

x خود در ي به خود  حد ی از این عبارت مشتق بگیریم و حاصل کار و یا حتمیستینمجاز  و  باشدی معین نم=0

xحاصل کار را در  ) به عنوان =0 )f   :اما طبق تعریف داریم. میده  گزارش0′

  ( ) ( ) ( )
2

x 0 x 0 x 0

1x sin 0f x f 0 1xf 0 lim lim lim x sin 0 sin 0
x 0 x 0 x→ → →

−−
′ = = = = × ∞ =

− −
  

)پس  )f x′ در نقطه x ) و البته ضابطه  موجود است=0 )f x′چنین است  :  

   ( )
2

2
1 1 12 x sin x cos x 0

f x x xx x 0
0

 − 
+ ≠  ′ =    =
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  : شودیمشاهده م) ج

) )نا مشخص(   ) ( )
x 0 x 0

1 1lim f x lim 2 x sin cos 2 0 sin cos
x x→ →

′ = − = ∞ − ∞  

)پس  )
x 0
lim f x
→

  . باشدی موجود نم′

) ی چپ و راست بر منحنيزاویه بین نیم مماسها  : مثال )
x

f x
x 2

=
+

x در نقطه    چیست؟=0

xاگر  : حل   : داريم، باشد<0

xشیب نیم مماس راست در(   0= (   ( ) ( )
( )

( ) 12
x 2 1f x f x f 0 m

x 2 2x 2
+′ ′= → = → = =

+ +
  

x اگر   : داریم، باشد>0

xشیب نیم مماس چپ در(   0=  (  ( ) ( )
( )

( ) 22
x 2 1f x f x f 0 m

x 2 2x 2
−− − −′ ′= → = → = =

− + − +
  

  :پس زاویه بین دو نیم مماس مذکور چنین است

  1 2

1 2

1 1
m m 4 42 2tan Arc tan

11 m m 3 31
4

+−  α = = = → α =  +  −
  

  ق در تعيين مقدار تقريبي يك تابع در يك نقطهاستفاده از مشت
  : داريم، به اندازه كافي كوچك باشد∆xاگر 

( ) ( ) ( )0 0 0f x x f x f x x′+ ∆ + ∆  
0x  در نزدیکی نقطهآن تابع را  بدانیم، قادریم مقدار تقریبی 0xاي مانند  یعنی اگر مقدار یک تابع و مشتق آن را در نقطه x= 

)یعنی )0x x+   . تخمین بزنیم∆

3sin ي براییک مقدار تقریب ،با استفاده از مشتق  : مثال 29پیدا کنید . 

    : حل
( ) ( )3 2

0

f x sin x f x 3sin x cos x

x 30 x 1 rad
180

′= → =

−π
= → ∆ = − = 

  

  :لذا

  
3 2

3 3 2 3 1 1 3 1 3 3sin 29 sin 30 3sin 30 cos30 sin 29 3 1
180 2 2 2 180 8 180

   −π −π π       + → + = −                       
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  هاي وابسته سبتاستفاده از مشتق در بحث ن
چنانچه كميتي به چند متغير وابسته باشد و تمامي آن متغيرها خود با زمان در حال ،باشد  از آنجا كه مشتق به معناي سرعت تغييرات مي

از ، براي مشخص كردن سرعت تغييرات آن كميت كافي است رابطه آن را با متغيرهاي مذكور نوشته و )تابعي از زمان باشند(تغيير باشند 
  .طرفين اين رابطه نسبت به زمان مشتق بگيريم

 چنانچه در شرایط موجود شعاع قاعده آن با سرعت . متر است5 متر و ارتفاع 2 قاعده  شعاعي را در نظر بگیرید که دارایمخروط  : مثال
m

s4 در حال بزرگ شدن و ارتفاع آن با سرعت m
s 1حال کوچک شدن باشد، سرعت تغییرات حجم مخروط چیست؟ در  

   : حل

dv  )حکم( ?
dt

 )فرضیات(  =
dr mr 2m 4 sdt
dh mh 5 1 sdt

 = = +

 = = −


  

 2 21 dv dr dhv r h 2 r h r
3 dt 3 dt dt

π  = π → = + 
 

  حجم مخروط:

  :در شرایط گفته شده داریم

 ( )( )( ) ( )( )( )2dv 76 m2 2 4 5 2 1 sdt 3 3
π π

= + − =  

  اي قطبيه دو رابطه در ارتباط با خط مماس بر منحني
: β در نقطهمماس و شعاع حامل خط  زاویه بینA  
: α زاویه بین خط مماس در A و محور xها  

drr
d

′ =
θ

  

  r r r tantan , tan
A Ar r tan r

′+ θ
β = α =

′ ′− θ +
  

 همدیگر را قطع کنند، براي محاسبه زاویه بین این دو منحنی کافی است Aاي مانند  توان نشان داد اگر دو منحنی قطبی در نقطه می
1دا کرده و از طریق  پیA مربوط به هر کدام را در نقطه βزاویه  2β − β زاویه بین آن دو منحنی را در نقطه Aآوریمدست   به.  

r یزاویه بین خط مماس و شعاع حامل بر منحن  : مثال ln= θ+ θ 1 در نقطه نظیرθ  .  را بیابید=

 :حل

 

1r ln r 1

1 r 0 1 , r 1 1
r 1 1tan Arc tan
r 2 2

′= θ+ θ → = +
θ

′θ = → = + = +

 → β = = → β =  ′  

  

h 
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)هاي قطبي  زاويه بين خطوط مماس بر منحني  : مثال ) ( )r 3 1 sin , r 2 1 sin= − θ = + θدر نقطه تقاطع كدام است؟   

   : حل

  ( ) drr 2 1 sin 2cos
d

= + θ → = θ
θ

  

  ( )
1

2 1 sinr 1 sintan dr 2cos cos
d

+ θ + θ
ψ = = =

θ θ
θ

  

  ( ) drr 3 1 sin 3cos
d

= − θ → = − θ
θ

  

  ( )
2

3 1 sinr 1 sintan dr 3cos cos
d

− θ − θ
ψ = = =

− θ − θ
θ

  

1از رابطه )  يكسان استθجايي كه (عشان زاويه بين دو منحني در نقطه تقاط 2α = ψ − ψآيد و داريم  به دست مي:  

  1 2
2 2

1 2
2 2

1 sin 1 sin 2 2
tan tan cos cos cos costan

1 sin 1 sin1 tan tan 21 sin cos1 1 1cos cos cos cos

+ θ − θ
−ψ − ψ πθ − θ θ θα = = = = = ∞ → α =

+ θ − θ+ ψ ψ    − θ θ+ + +  θ − θ   − θ − θ

  

  گيري چند قاعده مشتق

  :گيري ضمني مشتق) ۱
)هرگاه داشته باشيم  )F x , y تواند به عنوان متغير مستقل و ديگري بايد   ميy يا xز دو متغير طبيعي است در اين رابطه يكي ا  =0

  .مدنظر قرار گيرد) تابع(متغير وابسته 
)م، كافي است متوالياً از رابطه  پيدا كنيx را نسبت به yاگر بخواهيم مشتقات تا هر مرتبه  )F x , y  و با عنايت xت به متغير بنس  =0

  . تابع فرض شده است، مشتق بگيريمyكه   آنهب
  :اي آشنا به خاطر داریم به عنوان رابطه

x
x

y

Fdy y
dx F

′
′= = −

′
  

3lnاشته باشيم فرض كنيد د  : مثال y xy x 2+ + x در ′′xxy، مطلوبست محاسبه = y 1= = 

  : از رابطه داده شده داريمxگيري متوالي نسبت به متغير  با مشتق  : حل

  2y y xy 3x 0 *
y
′

′+ + + =  

  
2

2
yy y y y xy 6x 0 **

y

′′ ′− ′ ′ ′′+ + + + =  

xبا قرار دادن  y 1=   .آوریم دست می به را در نقطه موردنظر ′′y حاصل **شود و قرار دادن این مقادیر در   پیدا می′y حاصل * در =
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  :گيري از تابع مركب مشتق) ۲
)باشيم هرگاه داشته  ) ( )( )y x f g x= داريم :  

( ) ( )( )dy g x . f g x
dx

′ ′=  

  :اي گيري زنجيره مشتق) ۳
)هرگاه داشته باشيم  ) ( ) ( )y f t , t g w , w h x= =   : داريم=

dy df dg dh. .
dx dt dw dx

=   

 ت، شتاب اين متحرك چقدر است؟ اسxكند  ها حركت ميxمعادله سرعت متحركي كه بر روي محور   : مثال

dv    : حل dv dx 1 1a . . x
dt dx dt 22 x

= = = dxv)شتاب( =
dt

= →  

  :گيري پارامتري مشتق) ۴

)باشم  هرگاه داشته )
( )

x p t
y q t

 =
 =

  : داريم

( )
( )

dy
q tdy dt

dxdx p t
dt

′
= =

′
  

  :توان نوشت همچنین می
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2

2

2 3

q t q t q td y d dy d d dt d 1. .
dxdx dx dx p t dt p t dx dt p tdx
dt

q t p t p t q t q t p t p t q t1
p tp t p t

′ ′ ′      = = = =            ′ ′ ′       

′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′− −
= =

′′ ′

  

منحني   : مثال
2

3

x t t

y t t

 = −

 = +

t در اطراف نقطه   ؟ چگونه رفتاري دارد=1

  )د        )ج  ) ب  ) الف
    

  :خواهد را ميو جهت تقعر مشتق اول و دوم براي صعودي و نزولي بودن علامت در واقع   : حل

  
2dy 1 3t

dx 1 2t
+

=
−

  

  
( )( ) ( )( )

( )

22

2 3

6t 1 2t 2 1 3td y

1 2tdx

− − − +
=

−
  

tدر    : داریم=1

dy )نزولی است(   4 0
dx 1

= <
−
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))تقعر به سمت پائین(   )( ) ( )( )
( )

2

2 3
6 1 2 4d y 2 0

11dx

− − −
= = <

−−
  

  .لذا گزینه ج صحیح است

  گيري از تابع به توان تابع مشتق) ۵
)هرگاه داشته باشيم  ) ( ) ( )g xy x f x=توان نوشت  مي:  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )g xf xy fln y g . ln f g ln f g y x g x ln f x g x . f x

y f f x
′ ′ ′

′ ′ ′= → = + → = +  
 

  

  )قضيه لايپ نيتس(گيري از انتگرال  مشتق) ۶

)هرگاه داشته باشيم  ) ( )
( )

( )g x

f x
y x h x , t dt=   : داريم∫

  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )g x

f x

h x , t
y x g x . h x , g x f x . h x , f x dt

x
∂

′ ′ ′= − +
∂∫  

)كه  با فرض آن  : مثال )
2t

0

sin txf t dx
x

= df، حاصل ∫
dt

  چيست؟

)    : حل )
2 22 2t t 3 3 3

2 0 0

df sin tt sin tx 1 2 1 2 3t2t . 0 dx .x costx dx sin t sin tx sin t sin t
dt t x x t t t t0t

∂  = − + = + = + = ∂  ∫ ∫  

  س يك تابعگيري از معكو مشتق) ۷
)دانيم  مي )( )1f f x x−   : لذا خواهيم داشت=

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1

f x f x

1f x . f 1 f
f x

− −′ ′′ = → =
′

  

)به تعبیري هرگاه نقطه  )a , b به نمودار تابع f و طبیعتاً نقطه ( تعلق داشته باشد( )b , a1بع  به نمودار تاf   :، داریم) متعلق باشد−

( ) ( ) ( )
1

b

1f
f a

− ′ =
′

  

)با اين فرض كه   : مثال ) 3f x x 3x ln x= + ) باشد حاصل + ) ( )
1

4
f −  .  را بيابيد′

xشود كه با قرار دادن  با كمي دقت مشاهده مي  : حل  :م يدارآيد، بنابراين  به دست مي 4 عدد f در داخل =1

  ( ) ( ) ( )
1

4 2

1 1 1f
f 1 713x 3

x 1x

− = = =
′

+ +
=

  

   تابع نسبت به تابعگيري از مشتق) ۸
)براي محاسبه مشتق تابع  )f x نسبت به تابع ( )g x كه مبين نسبت شدت تغييرات تابع fات تابع  به شدت تغييرgباشد، داريم  مي:    

  ( )
( )

f xdf
dg g x

′
=

′
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Pاستفاده از علامت مشتق اول در تعیین وضعیت صعودي و نزولی بودن یک تابع و تعیین نقاط اکسترمم نسبی   
)اگر تابع  )f x؛اي پیوسته باشد  در فاصله  

)جاهایی که  )f x′پذیري صفر باشد، تابع   مثبت و یا احتمالاً در تعداد نقاط شمارشf اکیداً صعودي و جاهایی که ( )f x′ منفی و یا 
  . نزولی است اکیداfًپذیري صفر باشد، تابع  احتمالاً در تعداد نقاط شمارش
x در fترتیب که اگر تابع  توان نقاط اکسترمم نسبی تابع را یافت، بدین و با توجه به این موضوع می a= پیوسته بوده و علامت f  در ′

xاطراف  a= عوض شود تابع f در x a=که  به طوري. داراي اکسترمم نسبی است:  
x a
f
f

Max

′ + −
 

  
x a
f
f

Min

′ − +
 

  

Pاستفاده از علامت مشتق دوم در تعیین وضعیت تقعر و تحدب یک تابع و تعیین نقاط عطف   
)اگر تابع  )f x؛اي پیوسته باشد  در فاصله  

)جاهایی که  )f x′′ منحنی به سمت بالا و تابع ) تقعر( مثبت باشد، انحناءfمقعر است .  
)جاهایی که  )f x′′ منحنی به سمت پایین و تابع ) تقعر( منفی باشد، انحناءfمحدب است .  

x در fترتیب که اگر تابع   بدین.توان نقاط عطف تابع را یافت و باتوجه به این موضوع می a= پیوسته بوده و نمودار f در این نقطه 
fو علامت ) نوك تیز نداشته باشدنقطه (داراي خط مماس باشد  x در اطراف ′′ a=تابع ، عوض شود f در x a=داراي عطف است .  

  .کند نحنی عبور میویژگی منحصر به فرد نقطه عطف آن است که خط مماس برمنحنی در آن نقطه از داخل م

x a
f
f
′′ + −

∪ ∩
  

x a
f
f
′′ − +

∩ ∪
  

  عطف  عطف

Pسه قضيه   

)هرگاه ) 1 )f a 0′ ) بوده ولی = )f x′ در اطراف x a= ًتابع  تغییر علامت ندهد طبیعتاf در x a=باشد  داراي اکسترمم نسبی نمی. 
x در fشود در این شرایط تابع  ولی ثابت می a=داراي عطف است .  

x در fهرگاه تابع ) 2 a= داراي اکسترمم نسبی باشد و بدانیم ( )f a′ موجود است، الزاماً باید ( )f a 0′   . باشد=
  :آزمون مشتق دوم) 3

)هرگاه  )f a 0′ ) و = )f a 0′′ x در f باشد، تابع < a= داراي Minنسبی است .  
)هرگاه  )f a 0′ ) و = )f a 0′′ x در f باشد، تابع > a= داراي Maxنسبی است .  
)هرگاه  )f a 0′ ) و = )f a 0′′ x در f باشد، تابع در = a= ا عطف باشدی ممکن است داراي اکسترمم نسبی و.  
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Pدو نكته   
)اگر تابع ) 1 )y f x= در نقطه ( )a , bباید اولاً ، داراي اکسترمم نسبی باشد ( )f a b= ًباشد، ثانیا ( )f a′ در صورت وجود برابر 

  .صفر شود
)اگر تابع ) 2 )y f x= در نقطه ( )a , b باشد باید اولاً  داراي عطف( )f a b= ًباشد، ثانیا ( )f a′′در صورت وجود برابر صفر شود .  

Pدو تعريف   
)جاهایی که ) 1 )f x′ ًبرابر صفر است و یا اصولا ( )f x′اشد را نقاط بحرانی تابع ب  موجود نمی( )f xگویند  می.  
)اگر ) 2 )f a 0′′ ) و = )f a 0′ ) باشد ولی علامت ≠ )f x′′ در اطراف x a= تغییر علامت ندهد، طبیعتاً تابع f در x a= داراي 

xگویند تابع در  باشد و اصطلاحاً در این شرایط می عطف نمی a=داراي نقطه مپلا است .  

fیعنی  (fنمودار مشتق تابع   : مثال در شکل مقابل ترسیم شده ) ′
f، روي علامت است , f′′ هاي مختلف اظهار نظر کرده و   در قسمت′

dنوع نقاط  , c , bرا براي منحنی fتعیین کنید .  

  
fدر فواصلي كه نمودار   : حل f است، هاx بالاي محور ′   . مثبت است′

fدر فواصلی که نمودار  fاست، ها x پایین محور ′   . منفی است′
fدر فواصلی که نمودار  f، مشتق است  نزولی ′ f یعنی ′   . منفی است′′
fدر فواصلی که نمودار  f، مشتق است  صعودي ′ f یعنی ′   . مثبت است′′
  :شود پس ملاحظه می

b ،f تا aدر فاصله  0′ f و > 0′′ >  
c ،f تا bدر فاصله  0′ f و < 0′′ >  
d ،f تا cدر فاصله  0′ f و < 0′′ <  
e ،f تا dدر فاصله  0′ f و < 0′′ >  
g ،f تا eدر فاصله  0′ f و چون < f ثابت مانده ′ 0′′ =  

)از آنجا که  )f b 0′ ) بوده و = )f b 0+′ ) و < )f b 0−′ )البته چون .  نسبی استMin داراي b در نقطه f لذا تابع > )f b 0′  و =

( )f " b   .دهد باشد، قضیه آزمون مشتق دوم نیز همین نتیجه را می  می<0
)از آنجا که  )f c 0−′′ ) و < )f c 0+′′ ) و البته > )f " c fزیرا شیب نمودار  (=0  داراي c در نقطه fلذا تابع )  در اینجا صفر است′

  .عطف است
)از آنجا که  )f d 0′ ) بوده و = )f x′ در اطراف نقطه dتغییر علامت نداده ) ( )f d ) و ′− )f d  در نقطه f، لذا تابع ) هر دو مثبتند′+

dه چون  نیز داراي عطف است، البت( )f d 0′′ ) بوده و = )f d 0−′′ ) و > )f d 0+′′  در fتوان دریافت نمودار   است، از اینجا نیز می<

  .است  داراي عطف dنقطه 
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)تابع   :مثال ) ( ) ( )2 2x y2 2f x , y x y e
− +

=  ض است، ماکزیمم مطلق این تابع را پیدا کنید؟ مفرو+

2 اين امكان وجود دارد كه با فرض ،مشاهده مي كنيم با توجه به وضعيت خاصي كه تابع دو متغيره داده شده دارد  : حل 2x y t+ = 
   :يعني، رفتار اين تابع دو متغيره را از طريق تابع تك متغيره زير ارزيابي كنيم

      ( ) tf t t e ; t 0−= ≥  
)حال براي یافتن اکسترممهاي مطلق  )f tمی نویسیم :  

      ( ) ( )t t tf t e t e 1 t e− − −′ = − = −  
tتنها نقطه بحرانی لذا    : است و داریم=1

  ( ) ( ) ( )1 0
tt t

1 tf 1 1e , f 0 0e 0 , lim f t lim 0
e e

− −

→∞ →∞
= = = = = =  

1 برابر با f مطلق maxپس
e

  . است0 برابر با f  ق مطلmin و  است
  البته
( )max f t در t ) و طبیعتاً =1 )max f x , y 2 در 2x y 1+   . رخ می دهد=
( )mi x f t در t ) و طبیعتاً=0 )min f x , y در x y 0=   . رخ می دهد=
)زاویه خط مماس بر منحنی   :مثال )2y ln x=از منحنی که خط مماس از داخل منحنی عبور می کند، با محور  در نقطه اي x ها 

 چقدر است؟

  :داريم. جائي كه خط مماس بر منحني از داخل منحني عبور مي كند، نقطه عطف منحني است  : حل

  2 2
1 2ln x 2 2Lnx 1 ln xy 2ln x y 2
x x x x

− −′ ′′= = → = =  

  :طبیعی است طول نقطه عطف چنین است
  y 0 1 ln x 0 x e′′ = → − = → =  

  :حال مشاهده می شود

  ( ) 2ln e 2y e
e e

′ = xشیب خط مماس در (:= e=(  

1 ها در نقطه عطف  ها در نقطه عطفxپس زاویه خط مماس با محور  2tan
e

−  
 
 

  . است

Pقضيه مقدار مياني  :  
)هرگاه تابع  )f x در فاصله [ ]a , bآنگاه ،  پیوسته باشد ( )f x همه مقادیر بین ( )f a و ( )f b را به ازاء [ ]x a , b∈ کند می اختیار.  

  :قضيه بولتزانو
)ه  هرگا )f x در فاصله [ ]a , b پیوسته بوده و ( ) ( )f a . f b   : باشد، آنگاه >0

( ) ( )c a , b | f c 0∃ ∈ =  
) در فاصله fیعنی نمودار تابع  )a , b لااقل یکجا محور xکند ها را قطع می.  

Pقضيه رول  :  
)هرگاه )f x در فاصله [ ]a , bدر فاصله  و  پیوسته باشد( )a , bپذیر باشد و البته   مشتق( ) ( )f a f b= باشد ، آنگاه :  

( ) ( )c a , b | f c 0′∃ ∈ =  
)یعنی شیب خط مماس برنمودار در فاصله  )a , bشود  لااقل یکجا صفر می.  
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P قضيه مقدار ميانگين در مشتق( قضيه لاگرانژ:(  
)هرگاه )f x در فاصله [ ]a , bدر فاصله  و  پیوسته باشد( )a , bآنگاه،پذیر باشد  مشتق:  

( ) ( ) ( ) ( )
f b f a

c a , b f c
b a

−
′∃ ∈ =

−
  

  
  

)یعنی خط مماس در فاصله  )a , bخط واصل بین نقاط   لااقل در یکجا موازي پارهx b= و x a=شود  می.  
  : است زیر از قضیه لاگرانژ قابل حصول نتیجهدو

)هرگاه معادله ) 1 )f x 0′ ] در بازه = ]a , b داراي mمعادله ،  ریشه حقیقی باشد( )f x ] در بازه =0 ]a , b حداکثر ممکن است 
mداراي    . ریشه حقیقی باشد+1

) مطلق تابع max  مطلق و min به ترتیب مقادیر M و mهرگاه ) 2 )f x′ در بازة a x b≤   : آنگاه، باشد≥
( ) ( )f b f a

m M
b a

−
< <

−
  

2x معادله   : مثال x sin x cos x 0− −   داراي چند ریشه حقیقی است؟=
  فقط یک ریشه حقیقی) 2    حداکثر دو ریشه حقیقی) 1
  فاقد ریشه حقیقی) 4    فقط و فقط دو ریشه حقیقی) 3

)با فرض   : حل ) 2f x x x sin x cos x= −   :میر، داپذیر است مشتقهم  که البته هم پیوسته و −
  ( ) ( )f x 2 x sin x x cos x sin x x 2 cos x′ = − − + = −  

)بنابراین معادله  )f x 0′ ) لذا طبق نتیجه قضیه لاگرانژ معادله . فقط داراي یک ریشه حقیقی است= )f x  حداکثر ممکن است =0
  .داراي دو ریشه حقیقی باشد

  :شود ملاحظه می

  ( )
( ) ( ) ( )1 1

f 0 1 0
c 0 , 100 | f c 0

f 100 0
 = − <   → ∃ ∈ = >  

  

  ( )
( ) ( ) ( )2 2

f 0 1 0
c 100 , 0 | f c 0

f 100 0
 = − <   → ∃ ∈ − = − >  

 

  . صحیح استسوم گزینه کلپس در 
)با توجه به تابع   :مثال )f x Arc sin x= حاصل Arc sin x

x
10 در فاصله  x

2
≤   گیرد؟ اي قرار می در چه محدوده≥

)با استفاده از نتيجه قضيه لاگرانژ براي تابع   : حل )f x در فاصله [ ]0 , xداريم : 

  Arc sin x Arc sin 0min f max f
x 0

−′ ′≤ ≤
−

  

) و چون )
2

1f x
1 x

′ =
−

10بدیهی است براي  باشد ، یم  x
2

≤   : داریم≥

  
2

1 1 2min f 1 , max f
1 0 311

2

′ ′= = = =
−  −  

 

  

Arc  :پس sin x 21
x 3

≤ ≤   
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  سازي مسایل بهینه
  .باشد، اکسترمم کنیم اي خاص بین آن دو متغیر برقرار می خواهیم یک کمیت را که به دو متغیر وابسته بوده و البته رابطه گاهی می

براي این منظور رابطه بین آن دو متغیر و نیز رابطه بین آن کمیت با دو متغیر مذکور را یافته و از اینجا کمیت مورد بحث را برحسب تنها 
 مقادیر اکسترمم کمیت مورد نظر را ،اینک باتوجه به محدوده مجاز براي این متغیر و با استفاده از مشتق. کنیم تغیر بازنویسی مییک م

  .کنیم محاسبه می
میله اي به طول یک متر در دست است، می خواهیم با دو قسمت کردن آن از یک قسمت دایره و از قسمت دیگر مربع بسازیم، این   :مثال

 :ي چگونه انجام شود کهتقسیم بند
   باشد؟maxمجموع مساحت ها ) الف
   باشد؟minمجموع مساحت ها ) ب

  : متر از ميله براي ايجاد مربع داريمx-1 متر از ميله براي ايجاد دايره و xبا فرض انتخاب   : حل

  xx 2 r r
2

= π → =
π

  محیط دایره: 

  1 x1 x 4a a
4
−

− = →   محیط مربع: =

  :حال در حقیقت هدف اکسترمم کردن تابع زیر است 

  ( )2 22 2

1 2
1 xx 1 x xs s s s

2 4 4 16
−  − = + = π + → = +   π π  

  

  : می نویسیمSبراي اکسترمم کردن 

  ( ) ( ) ( )2 1 x 4x 1 x2 x x 1 xs x 0 0 0 0 x
4 16 2 8 8 4

− − π −− π′ = → − = → − = → = → =
π π π + π

  

    :شود مشاهده می

  ( ) 1 1s x s 0
2 8 4

 π′′ ′′= + → > π + π 
  

ترمم نسبی موجود در یعنی نوع اکس
4

π
+ π

  : داریمxهاي حدي براي  شود براي حالت مشاهده می.  استmin از نوع 

  1
16

xکل= 0 s= →  

  1
4

=
π

xکل 1 s= →  

  
2 1

1 4 *
4 4 16

π − π + π   = + = π + π 
xکل s

4
π

= →
+ π

  

  :گوئیم پس می
  max

1s ,
4

=
πmins *=  
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θ

R

چنانچه محيط اين قطاع ثابت باشد، مساحت اين . مفروض است) برحسب راديان (θ و زاويه مركزي R از يك دايره با شعاع قطاعی  :مثال
 اي اكسترمم مي شود؟ و اين اكسترمم از چه نوعي است؟θقطاع به ازاي چه 

  

k2R           : حل R k R
2

+ θ = → =
+ θ

  محيط قطاع                           = 

  مساحت                      زاويه مركزي
2Rs π=                      π2                                                                                          

     2
R

2
Rs

22 θ
=

π
θπ

=                  θ                                                                           

با توجه به اينكه در قسمت اول 
θ+

=
2

kRدست آمد، داريم به:  

kR مقدار Rبجاي 
2

=
+ θ

  :دهيم  را قرار مي

( ) ( )
( )

rad20220
2

222
2

k0
d
ds

22
k

2
Rs

4

22

22

=θ⇒=θ−θ+⇒=
θ+

θθ+−θ+
⇒=

θ

θ








θ+
=

θ
=

  

  . مساحت قطاع مذكور اكسترمم شده و اين اكسترمم از جنس ماكزيمم استrad2=θلذا در 
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  هاي مربوطه انتگرال و بحث
P انتگرال نامعین تعریف  

)هرگاه  )F x یک تابع اولیه ( )f xیعنی ، باشد ( ) ( )F x f x′   : داریم=

( ) ( )f x dx F x C= +∫  

  )سابقضیه اساسی ح (انتگرال معینتعریف 
)هرگاه  )f x در بازه [ ]a , b پیوسته و ( )F x یک تابع اولیه ( )f xباشد، داریم :  

  ( ) ( ) ( ) ( )
b

a

b
f x dx F x F b F a

a
= = −∫  

Pو یا توابع شامل قدر مطلق و جزء صحیحندارد ضابطه یکتائی ،گیري ر بازه انتگرالگیري معین از توابعی که د  انتگرال   
اي بشکنیم که در هر  هاي کوچکتر به گونه گیري را به زیر بازه  مسایل آن است که به طریقی مناسب بازه انتگرالروال کلی در این نوع

  .مدهی پس حل را ادامه میقسمت بتوانیم تکلیف تابع زیر علامت انتگرال را معلوم کنیم، س

 :هاي زیر مطلوبست محاسبه انتگرال  : مثال

  
1

1

1I x dx
3−

 = +  ∫  )1  

  :دانيم مي  : حل

  1 2 1 11 x x 0 x 1
3 3 3 3

 − < < − → − < + < → + = −  
  

  1 2 1 1x 0 x 1 x 0
3 3 3 3

 − < < → < + < → + =  
  

  2 1 4 1x 1 1 x x 1
3 3 3 3

 < < → < + < → + = +  
  

  ( ) ( ) ( )
1 2 1
3 3

1 21
3 3

I 1 dx 0 dx 1 dx
−

− −
= − + +∫ ∫ ∫  

  ( ) ( ) { }
3

22

2
I f x dx , f x min 1 , x

−
= =∫  )2  

  :دانيم مي  : حل

  
2

2

2

x 1 x 1

1 x 1 x 1

x 1 x 1

 < − → >
− < < → <


> → >

  

  :توان دید پس می
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  ( )
2x 1 x 1f x

1 x 1 , x 1

 − < <= 
< − >

  

  :لذا

  ( ) ( ) ( )
31 1

2 2

2 1 1
I 1 dx x dx 1 dx

−

− −
= + +∫ ∫ ∫  

  ( ) ( )
x

2
5

0
I x t u t dt= ∫ )3  

)uتابع پله واحد است (  

xبديهي است اگر   : حل   :داريم،  باشد >5

  ( ) ( )
x

2
5

0
I x t u t dt 0= =∫  

xاگر    : داریم، باشد<5

  ( ) ( )
x

2 2
5 5

0
I x t u t dt t u= =∫ ( )

05
2

5
0

t dt t u+∫ ( ) ( )
1x

3 3

5

x1 1t dt t x 125
53 3

= = −∫  

  :در نهایت داریم

  ( ) ( ) ( ) ( )3
53

0 x 5
1I x x 125 . u x1 3x 125 x 5

3

<
= = −

− >

  

Pگيري معين از توابع زوج ـ فرد ـ متناوب  انتگرال  
) اگر )الف )f xدر بازه  [ ]a , a−پیوسته باشد :  
)چنانچه  ) ( )f x f x−    : داریم،)تابع زوج باشد (=

  ( ) ( )
a a

a 0
f x dx 2 f x dx

−
=∫ ∫  

)چنانچه  ) ( )f x f x− =   :  داریم،)تابع فرد باشد (−

  ( )
a

a
f x dx 0

−
=∫  

) اگر )ب )f xابعی متناوب با دوره تناوب  تT باشد و nعددي صحیح باشد، داریم :  

  ( ) ( )
n T T

0 0
f x dx n f x dx=∫ ∫( ) ( )

b b n T

a a n T
f x dx f x dx ,

+

+
=∫ ∫    
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24 مطلوبست محاسبه انتگرال  : مثال

4

I x tan x dx
π

π
−

= ∫ .  

)بديهي است   : حل ) 2f x x tan x= تابعي فرد است و انتگرال آن در بازه متقارن ,
4 4
π π − 

 
  . صفر خواهد شد

Pقضیه مقدار میانگین در انتگرال   
)هرگاه تابع  )f x در بازه [ ]a , b،آنگاه  پیوسته باشد :  

[ ]
( )

( )

b

a
f x dx

c a , b f c
b a

∃ ∈ =
−

∫  

)از نظر هندسی ( ) ( )b a . f c− برابر مساحت مستطیلی با ابعاد ( )b a− و ( )f cاست (  

( )
b

a
f x dx∫ برابر مساحت محدود به منحنی ( )y f x= و محور x ها در بازه[ ]a , bاست .  

  .دهد لذا قضیه مقدار میانگین برابر بودن دو سطح مذکور را نشان می

 
   هاشورخورده|||||هاي  مجموع مساحت= هاشور خورده           هاي مجموع مساحت

  :آید از قضیه فوق دو نتیجه به عمل می
)مقدار متوسط تابع ) الف )f x در بازه [ ]a , bآید دست می  از رابطه زیر به:  

( )
b

a
f x dx

f
b a

=
−

∫  

Mاگر ) ب , m به ترتیب مقادیر Min مطلق و Max مطلق تابع  ( )f x در بازه [ ]a , bداریم، باشند :  

( )
b

a
f x dx

m M
b a

≤ ≤
−

∫  

)مقدار متوسط تابع   : مثال ) 4f x tan x= 0 را در بازه ,
4
π 

  
 . پیدا کنید

   : حل

  
( )

( ) ( )( )

4 4

40 4 2 2

0

4 2 2 2 3

0

tan x dx
4f tan x tan x tan x 1 1 dx

0
4

4 4 1 4 1tan x tan x 1 tan x 1 1 dx tan x tan x x 14
3 3 40

π

π

π

= = + − + −
π π−

π
π   = + − + + = − + = − +   π π π   

∫
∫

∫
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 یک کران بالا و پایین براي   : مثال
3

20

dxI
x 4 x 5

=
−  . پیدا کنید∫+

)براي يافتن اكسترم مقادير تابع   : حل )
2

1f x
x 4 x 5

=
− +

] در بازه  ]0 , ) تابع 3 ) 2g x x 4 x 5= −   : را در نظر بگيريم+

  ( )g x 2 x 4′ = −  
  : عبارت است از ط بحرانینق

  [ ]2 x 4 0 x 2 0 , 3− = → = ∈  
  : از آنجا کهحال

  ( ) ( ) ( )g 0 5 , g 2 1 , g 3 2= = =  
  :پس 

  
1min f
5max g 5

min g 1 1max f
1

 == → =  =


  

  :لذا طبق نتیجه قضیه مقدار میانگین در انتگرال داریم

  

3

20

dx

x 4 x 51 1 3 I 3
3 05 1 5

− +
< < → < <

−

∫
  

P گیري هاي انتگرال تکنیک  

  :روش تغيير متغير) ۱
له است، کل انتگرال أ که خود تابعی از متغیر اصلی مسuه با معرفی یک متغیر جدید مناسب مانند اساس روش تغییر متغیر آن است ک

  . نوشته و سپس حل مساله را ادامه دهیمuرا برحسب ) و احتمالاً حدود آن ـ در صورت معین بودن انتگرال ـ(مورد نظر 
  : متغير روتينچند تغيير

2هاي شامل  در انتگرال) الف 2a u− تغییر متغیر u a sin= θتواند مفید باشد  می.  

2هاي شامل  در انتگرال) ب 2a u+ تغییر متغیر u a tan= θتواند مفید باشد  می.  

2شامل هاي  در انتگرال) ج 2u a− تغییر متغیر u a sec= θتواند مفید باشد  می.  
cosا از یهاي شامل توابع گو در انتگرال) الف x و sin xباتوجه به روابط :  

  
2

2 2

x x2 tan 1 tan
2 2sin x , cos x

x x1 tan 1 tan
2 2

−
= =

+ +
  

xuیر استفاده از تغییر متغ tan
2

)دهد   که نتیجه می= )21du 1 u dx
2

=   .تواند مفید باشد  می+
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2cosهاي شامل توابع گویا از  در انتگرال) ب x 2 وsin x باتوجه به روابط :  

  
2

2 2
2 2

tan x 1sin x cos x
1 tan x 1 tan x

= =
+ +

  

uغیر استفاده از تغییر مت tan x=دهد   که نتیجه می( )2du 1 u dx=   .تواند مفید باشد  می+

 :توان نشان داد با استفاده از روش تغییر متغیر می  : نكته

  ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

a a

0 0

f x f a x adx dx
f x f a x f x f a x 2

−
= =

+ − + −∫ ∫  

   
m m2 2

m m m m
0 0

sin x cos xdx dx
4sin x cos x sin x cos x

π π
π

= =
+ +∫ ∫  

 :هاي زیر مطلوبست محاسبه انتگرال  : مثال

  dxI
x x

=
+∫  )1  

  :با تغيير متغير  : حل
  x u= →2x u dx 2u du= → =    

  :داریم

  ( )2
2u du d uI 2 2 ln u 1 C 2 ln x 1 C

u 1u u
= = = + + = + +

++∫ ∫  

  
ln 2

x

0
I e 1 dx= −∫) 2  

xeبا تغيير متغير   : حل 1 u−   : داريم=

  x 2 x
2

2u due 1 u e dx 2u du dx
u 1

− = → = → =
+

  

  0x 0 u e 1 0= → = − =  
  ln 2x ln 2 u e 1 1= → = − =  

  :آید دست می پس به

  ( ) ( )
1 1 2 11

2 2 00 0

2u d u u 1 1I u 2 du 2 u tan u 2 1 0 0
4u 1 u 1

−+ −  π  = = = − = − − −   + +  ∫ ∫  

  2

40

sin 2xI dx
4 cos x

π

=
−∫  )3  

2cos: با تغيير متغير  : حل x u=داريم :  
  ( )2 cos x sin x dx du sin 2 x dx du− = → = −  

  2x 0 u cos 0 1= → = =  
  2x u cos 0

2 2
π π

= → = =  
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  :آید دست می بهپس 

  
0

21

0d u uI arc sin 0
12 64 u

− π = = − = − − 
 −∫  

  
3 3

20

xI dx
x 1

=
+∫ )4  

2xبا تغيير متغير   : حل 1 u+   : داريم=

  2 2x 1 u 2 x dx 2u du+ = → =  
  x 0 u 1= → =  

  x 3 u 2= → =  
  :آید دست می و به

  ( ) ( )23 22 3

20 1

u 1 u du 2x x dx u 4I u
1u 3 3x 1

−  
= = = − =  +  ∫ ∫  

  
1

2 2

0
I x 1 x dx= −∫ )5  

xبا تغيير متغير   : حل sin= θداريم :  

  d x cos d= θ θ  
  x 0 sin 0 0= → θ = → θ =  

  x 1 sin 1
2
π

= → θ = → θ =  

cos cosθ = θدر نتیجه :  

  ( )

cos

2 22 2 2 2

0 0
I sin 1 sin cos d I sin cos d

θπ π

 = θ − θ θ θ → = θ θ θ 
 ∫ ∫


  

  
2

2 2 22

0 0 0

1 1 1 1 cos 4 1 1 1I sin 2 d sin 2 d d sin 4 2
2 4 4 2 8 4 8 2 160

π π π π
− θ π π     = θ θ = θ θ = θ = θ − θ = =     

     ∫ ∫ ∫  

  روش جزء به جزء) ۲
uاساس روش جزء به جزء آن است كه براي دو تابع  , vداريم :  

  u . dv uv v du= −∫ ∫  
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 :هاي زیر مطلوبست محاسبه انتگرال  : مثال

  2I x sec x dx= ∫ )1  

  :با روش جزء به جزء داريم  : حل

  2

x u dx du
tan x vsec x dx dv

= = →  == 
  

  I x tan x tan x dx x tan x ln cos x C= − = + +∫  

  ( ) 23I x ln x dx= ∫ )2  

lnبا تغيير متغير   : حل x u=داريم :  

  u1 dx du dx x du dx e du
x

= → = → =  

  :آید دست می به

  ( ) ( ) ( )3 2u u 2 4uI e . u e du u e du= =∫ ∫  

  مشتق    انتگرال
4ue    2u  

4u1 e
4

  
  

2 u  
4u1 e

16
    

2  
  

4u1 e
64

  
  0  

  :پس

  ( ) 22
u ln x4u 4ln xu 2u 2 ln x 1I e I . x

4 16 64 4 8 32
=

  
 = − + → = − +       

  

  ( )I sin 2 ln x dx= ∫ )3  

lnغير با تغيير مت  : حل x t=داريم :  

  td x dt dx e dt
x

= → =  

  :آید دست می به

  ( ) tI sin 2 t e dt= ∫  

+

−

+
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  مشتق    انتگرال
te    sin 2 t  

te  
  

2 cos 2 t  
  

te  +→∫  
4 sin 2 t−  

  :پس

  
4 I

t t tI e . sin 2 t e . 2 cos 2 t 4 e sin 2 t dt= − − ∫


  

  ( ) ( ) ( )( )t ln xt t1 1I e sin 2 t 2 e cos 2 t I x sin 2ln x 2 x cos 2ln x
5 5

== − → = −  

  x
4

1 6I e dx
x x

− 
= + 

 ∫ )4  

x1Aاگر براي محاسبه   : حل e dx
x

−=   : داريم، از روش جزء به جزء استفاده كنيم∫

  مشتق    تگرالان

xe −    
1
x

  

xe −−    
2

1
x

−  

xe −    
3

2
x

  

  
xe −−  −→∫  4

6
x

−  

  :پس داریم

  
x x x

x x
2 3 4

1 e e 2 e 6e dx e dx
x x x x x

− − −
−= − + − −∫ ∫  

  :بنابراین

  
x x x

x
4 2 3

1 6 e e 2 ee dx
x xx x x

− − −
− 

+ = − + − 
 ∫  

+

−

+

−

+
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  روش تجزیه کسرها) 3
)اساس روش تجزيه كسرها آن است كه عبارتي به فرم  )

( )
P x
Q x

) كه در آن  )P x و ( )Q xاي از   دو چندجملهx هستند و درجه صورت از 

  .تر بنويسيم هاي ساده درجه مخرج كمتر است، را به صورت مجموع چند كسر با مخرج
)در ابتدا لازم است  )Q xبيان كنيم)تجزيهغير قابل (هاي درجه اول و درجه دوم   را به صورت حاصلضرب عبارت .  
)متناظر هر عبارت  ) kx − αشود،   که در مخرج ظاهر میkگردد  تا کسر به صورت زیر بیان می.  

  
( ) ( )

1 2 k
2 k

A A A
...

x x x
+ + +

− α − α − α
  

)متناظر هر عبارت ) k2x x+ α + βشود،   که در مخرج ظاهر میkگردد   تا کسر به صورت زیر بیان می.  

  
( ) ( )

1 1 2 2 k k
2 2 k2 2

B x C B x C B x C
...

x x x x x x

+ + +
+ + +

+ α + β + α + β + α + β
  

)( )2x x+ α + βباشد  غیرقابل تجزیه می(.  

مثلاً براي کسري به صورت 
( ) ( ) ( ) 23 2

3x 1

x 3 x 1 x 4

−

− − +
  :نویسیم  می

  
( ) ( ) ( )2 3 2 22

A B C D E x F G x H
x 3 x 1 x 4x 1 x 1 x 4

+ +
+ + + + +

− − +− − +
  

  :توجه کنید که
Pهاي استفاده شده همواره برابر درجه مخرج کسر اصلی است  تعداد ثابت.  
P نویسیم درجه صفر میعبارت  اگر در مخرج عبارت درجه اول و یا توانی از آن بود، در صورت.  
Pنویسیم درجه یک میعبارت   کسر ،ی از آن بود، در صورت اگر در مخرج عبارت درجه دوم غیرقابل تجزیه و یا توان.  
Pمیابی یرا مها   در انتها با متحد قرار دادن مجموع نوشته شده با کسر اصلی، ثابت.  

 :هاي زیر مطلوبست محاسبه انتگرال  : مثال

  
( )
2

2
x 4x 8I dx
x x 4

− +
=

+∫ )1  

  :با روش تجزيه كسرها داريم  : حل

  
( )

( ) ( )

( )
22

22 2

A x 4 B x C xx 4 x 8 A B x C
x x 4x x 4 x x 4

+ + +− + +
= + =

++ +
  

  :ها داریم با متحد قراردادن صورت

  
A B 1
C 4 A 2 , B 1 , C 4
4A B

+ =
 = − → = = − = −
 =

  

  :حال داریم

  ( )2 1
2 2

2 1x 4 1 1 xI dx 2 ln x ln x 4 4 tan
x 2 2 2x 4 x 4

− − −  = + + = − + − ×      + + ∫  
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( ) ( )2

dxI
x 1 x 3

=
− +∫ )2  

  :با روش تجزيه كسرها داريم  : حل

  
( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 A B C
x 3 x 1x 1 x 3 x 1

= + +
+ −− + −

  

xطرفین عبارت بالا را در اگر    :دی آی ، بدست مکنیم  ضرب +3

  
( )

( ) ( )
( )

x 3
2 2

B x 3 C x 31 1A A
x 1 16x 1 x 1

= −+ +
= + + → =

−− −
  

)طرفین را در و اگر  ) 2x   :دی آیکنیم،  بدست م ضرب −1

  
( )

( ) ( )
2

x 1A x 11 1B x 1 C C
x 3 x 3 4

=−
= + − + → =

+ +
  

  
( )

( )( ) ( )
( )

2
x 1

2 2
2 x 1 x 3 x 11 1A B 0 B

16x 3 x 3
=

 − + − −−  = + + → = −
 + + 

  

  
( )

( ) ( )
2

1 1 1
1 1 1 116 16I dx ln x 3 ln x 14

16 16 4 x 1x 3 x 1 x 1

 
 −

= = + − − − + + − + − − 
∫  

Pي ناسرهها  انتگرال  
دارد و این موضوع ممکن است به واگرا شدن حاصل ) سرهان(طبیعت غیرعادي ) یا ترکیب این دو حالت(هاي معین در دو حالت زیر  انتگرال

  .انتگرال بیانجامد
  .گیري بیکران شود  وقتی تابع زیر علامت انتگرال در یکی از نقاط مربوط به بازه انتگرال)الف

  . باشدگیري بیکران  بالایی و پایینی انتگرالا هر دو حدی وقتی یک )ب
  :به چند بحث زیر در این زمینه دقت کنید

) فرض کنید )1 )f x در تمام بازه [ )a , + ) براي تعیین تکلیف انتگرال ناسره ، پیوسته باشد∞ )
a

I f x dx
+ ∞

=   :نویسیم  می∫

  ( ) ( ) ( )
x

I F x lim F x F a
a → + ∞

+ ∞
= = −  

  .گوئیم  را همگرا و در غیر این صورت آن را واگرا میIچنانچه حاصل فوق عددي مشخص و محدود شود، 
) فرض کنید )2 )f x در تمام بازه ( ]a , b پیوسته باشد و ( )

x a
lim f x

+→
=  باشد، براي تعیین تکلیف انتگرال ناسره ∞

( )
b

a
f x dx∫نویسیم می:  

  ( ) ( ) ( )
x a

b
I F x F b lim F x

a ++ →
= = −  

  .گوئیم صورت آن را واگرا می  را همگرا و در غیراینIچنانچه حاصل فوق عددي مشخص و محدود باشد، 
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) فرض کنید )3 )f x در تمام بازه [ ]a , b به جز در a x c b< = ) پیوسته باشد و > )
x c
lim f x
→

=  باشد، براي تعیین تکلیف ∞

)اي به صورت  انتگرال ناسره )
b

a
f x dx∫نویسیم  می:  

  ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
I f x dx f x dx f x dx

−

+
= = +∫ ∫ ∫  

  . نیز واگرا استI بودن یک یا هر دو انتگرال فوق، ا نیز همگرا است و در صورت واگرIال فوق تک به تک همگرا باشند، چنانچه دو انتگر

Pهاي ناسره چند نكته در انتگرال  

P در انتگرال ناسره )1
a 0

dx
x

+ ∞

P شرط لازم و کافی براي همگرائی آن است که ∫< 1>  

 در انتگرال ناسره )2
a 0

P
0

dx
x

>

P شرط لازم و کافی براي همگرائی آن است که ∫ 1<  

) فرض کنید تابع )3 )f x در کل بازه [ )a , + x پیوسته باشد، چنانچه در ∞ → + ) بدانیم ∞ ) ( )f x ~ g x آنگاه وضعیت 

)هاي ناسره  انتگرال )
a

g x dx
+ ∞

) و ∫ )
a

f x dx
+ ∞

  . از حیث همگرائی و واگرائی مشابه همدیگر است∫

) فرض کنید تابع )4 )f x در کل بازه ( ]0 , a پیوسته باشد ( )
x 0

lim f x
+→

= x، چنانچه در ∞ 0 ) بدانیم →+ ) ( )f x ~ g x 

)هاي ناسره  آنگاه وضعیت انتگرال )
a

0
g x dx∫ و ( )

a

0
f x dx∫از حیث همگرائی و واگرائی مشابه همدیگر است .  

 .هاي زیر را در صورت وجود پیدا کنید حاصل انتگرال  : مثال

  dxI
cos h x

+ ∞

− ∞
= ∫  )1  

x    : حل x
2 dxI

e e

+ ∞

−
− ∞

=
+∫  

x xe e 0−+   . است1 لذا انتگرال ناسره از نوع <

  


( ) ( ) ( ){ }
x

1 x 1 1
2

x

u

e dxI 2 2 tan e 2 tan e tan e

e 1

+ ∞
− − + ∞ − − ∞

− ∞

+ ∞
= = = −

− ∞ 
+  

 

∫  

) )همگرا است(   ) ( ){ }1 12 tan tan 0 2 0
2

− − π = + ∞ − = − = π 
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2

6 3
0

x dxI
x 2x 2

+ ∞

=
+ +∫ )2  

 1ناسره نوع   : حل

3xبا تغییر متغیر  u=داریم :  
  23x dx du=  

  x 0 u 0 , x u= → = = ∞ → = ∞  
  :یدآ دست می بهپس 

  
( )

( )2 2
0 0

du
1 du 13I arc tan u 1

03 3u 2u 2 u 1 1

∞ ∞ + ∞
= = → +

+ + + +∫ ∫  

1 )همگراست(   1 .
3 2 4 3 4 12

π π π π = − = = 
 

  

  
1

0
I ln x dx= ∫ )3  

  2ناسره نوع   : حل
x 0

lim ln x
+→

= − ∞  

  :د ی آی بدست مبا روش جزء به جزء

  ln x dx x ln x x= −∫  

  :چونو 
x 0

lim x ln x 0
+→

=  

  :داریم

))همگراست(   ) ( ) ( )
1

I x ln x x ln1 1 0 0 1
0

= − = − − − = −  

  
1

20

dxI
x x

=
−∫ )4  

  :م ي باشد و داري م2ناسره نوع شود لذا  نهايت مي گيري بي حد انتگرالتابع زير علامت انتگرال در هر دو   : حل

) )همگراست(   ) ( )
2

1x 1dx 2I arcsin arcsin 1 arcsin 1
1 0 2 21 1x 24 2

 −  π π = = = − − = − − = π   
     − −   

 

∫  

  
7

2

dxI
x 3

=
−∫ )5  

1  : حل
x 3−

x در    :مي باشد و داريم3 نامعين است پس ناسره نوع =3
3 7

2 3
A B

dx dxI
x 3 x 3

−

+
= +

− −∫ ∫
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  :شود ملاحظه می

3A  )واگراست(   ln x 3 ln 0 ln 1
2

−
+= − = − = − ∞  

  .پس در کل نیز واگراست
  :گفتیم کردیم می دقت کنیم اگر به ناسره بودن توجه نمی

  7
I ln x 3 ln 4 ln 1 ln 4

2
= − = − =  

  .زیرا دیدیم انتگرال واگراست.که غلط بود 

 .  را طوري پیدا کنید که انتگرال داده شده همگرا باشدcدر موارد زیر ثابت   : مثال

  2
3x 4 cI dx

5x 1 4x 3x 7

 
= + −  + ++ ∫ )1  

  :حل

  ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

3 4
2 2 5

2
c
4

1

x 7 5x 13 4 cI ln x 7 ln 5x 1 ln 4 x 3 ln
12 5 4

4x 3

+ ∞
  
  + ++ ∞     = + + + − + =       +     

  

)  باید، همگرا باشدIاگر بخواهیم  )
x

lim A x
→ + ∞

,حاصلش   x چون براي این منظور نباشد و ∞0 → +   : باید∞

  درجه صورت= درجه مخرج 

3  :لذا  4 c 762 c
2 5 4 5

  + = → = 
 

  

  
( )

2

c
1

dxI
x ln x

= ∫ )2  

    : حل
ln x u x 1 u ln 1 0
1 x 2 u ln 2dx du
x

=  = → = =
 = → == 

  

  :آید دست می به

  
ln 2

c
0

duI
u

= ∫  

  . باشدC<1که براي همگرایی کافی است 

  
c 40

dxI
x 1

∞

=
+∫ )3  

  : راه اول: حل 
xدر  → +   : داریم∞

  4c c4 4
c

1 1 1~
x 1 x

x

=
+

  



  ۱رياضي عمومي 

 

۴۹  

4دانیم  و می
c

dx

x
  : اگر، همگراست∫

  4 1 c 4
c

> → <  

  :راه دوم

سري   
c 4

n 0

1

n 1

∞

= +
∑  

  : اگر،همگراست مذکور يسر

4  )طبق آزمون مقاسیه درجه صورت و مخرج( 1 c 4
c

> → <  

  
1

c
0

1 cos xI dx
x

−
= ∫ )4  

x بودن مساله به واسطه آن است كه در ناسره  : حل xشود وقتي  ملاحظه مي. شود  مخرج تابع زير علامت انتگرال صفر مي=0 0→ 
  :داريم

  
2

c c c 2

x
1 cos x 1 12~

2x x x −
−

=  

و شرط همگرایی 
1

c 2
0

1 1 dx
2 x   :طلبد که  می∫−

  c 2 1 c 3− < → <  

2 انتگرال nبه ازاي كدام مقدار   : مثال
1

n 3x dx
x 1 2x n

∞
 

− + + ∫همگرا است؟   

   : حل

  ( ) ( )

( )( )
( )

( )( )

2 2 2

2 2
1 1

n 2x n 3x x 1 2n 3 x 3x n
I dx dx

x 1 2x n 2x n x 1

∞ ∞+ − + − − +
= =

+ + + +∫ ∫  

  : باشد و به تعبيري2xطلبد صورت فاقد جمله  تر از يك باشد و اين مي طلبد اختلاف درجه مخرج و درجه صورت بزرگ شرط همگرايي مي

  32n 3 0 n
2

− = → =  

  :راه ديگر

  ( ) ( ) ( )

( )

n
2

2 3
11 2 4 1

x 1n 3x 3I dx n ln x 1 ln 2x n ln
x 1 42x n

2x n

∞
∞ ∞

 
 +     = − = + − + =    +   + 
 +
 

∫  

)براي همگرايي انتگرال بايد حد  )

( )

n

3
2 4

x 1

2x n

+

+

x وقتي  → طلبد درجه صورت و مخرج اين كسر  نهايت نباشد و اين مي ، صفر يا بي∞

3عني يكسان باشد؛ ي 3n 2
4 2

 = = 
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Pدو تابع خاص ـ توابع گاما و بتا   
  :شود تابع گاما به صورت زیر تعریف می

( ) ( )x 1

0
e x dx 0

∞
− α −Γ α = α >∫  

  :توان نشان داد می
  ( ) ( )1Γ α + = α Γ α  

  ( ) ( )n 1 n! ; n NΓ + = ∈  

  ( )1 , 1 1
2

 Γ = π Γ = 
 

  

  .شود تابع بتا به صورت زیر تعریف می

  ( ) ( ) ( )
1

11

0
B , x 1 x dx ; 0 , 0β −α −α β = − α > β >∫  

  :توان نشان داد می

  ( ) ( ) ( )
( )

B ,
Γ α Γ β

α β =
Γ α + β

  

  ( ) ( )
( ) ( )2 2m 1 2n 1

0

m n
sin x .cos x dx ; m , n 0

2 m n

π

− − Γ Γ
= >

Γ +∫  

 .هاي زیر را پیدا کنید حاصل انتگرال  : مثال

  3x

0
I x e dx

∞
−= ∫ )1  

3  :تغيير متغير  : حل 2
2 2

3

du dux u 3x dx du dx dx
3x

3u

= → = → = → =  

  :توان نوشت میحال 

  
1 1
6 u u 2

2
0 03

du 1 1 1 1I u e e . u du
3 3 2 3

3u

−∞ ∞
− −

+

 = = = Γ = π 
 ∫ ∫  

  
1

0

dxI
ln x

=
−∫ )2  

ln(با تغيير متغير   : حل x u− = ux e −=   : داريم)→

  u1 dx du dx x du dx e du
x

−− = → = − → = −  
  ( )x 0 u ln 0+ += → = − = − − ∞ = + ∞  

  x 1 u ln 1 0= → = − =  
  :آید دست می به

  
10 u

u 2

0

e du 1I e u du
2u

+ ∞− −−

+ ∞

−  = = = Γ = π 
 ∫ ∫  
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  چند کاربرد انتگرال معین

Pمحاسبه سطح محصور به دو منحني   

) مساحت محصور به دو منحنی )y g x=و( )y f x= ،x b= و x a=طه  از راب( ) ( )
b

a
f x g x dx−∫آید دست می  به.  

  سطح خالص بین دو منحنی :یک اصطلاح

( ) ( )( )
b

a
f x g x dx−∫ مساحت خالص بین دو منحنی ( )y g x= و ( )y f x= و دو خط x b= و x a=دهد، بدین  ا نشان می ر

 است مساحت f بالاي gهایی که نمودار  آید و در بازه  است مساحت مثبت به احتساب میg بالاي fهایی که نمودار  معنا که در بازه
  .گردد ها محاسبه می آید و جمع جبري این مساحت  میمنفی به احتساب

)به خصوص )
b

a
f x dx∫سطح خالص محدود شده به منحنی ( )y f x= و محور x ها را در فاصلهa x b≤ طوریکه  دهد به  نشان می≥

  : داشتدر شکل مقابل خواهیم

( )
b

1 2 3 4
a

f x dx S S S S= − + − +∫  

( )
b

1 2 3 4
a

f x dx S S S S= + + +∫  

  
b به ازاء Iحداکثر   : مثال , aهاي مختلف چقدر است؟ ( )a b< 

  ( )
b

2

a
I 4 x x dx= −∫  

) منحني حاصل انتگرال فوق مبين سطح خالص محدود شده به  : حل ) 2f x 4 x x= ]ها در فاصله x و محور − ]a , bاست  .  

  

  
a به ازاء I بدیهی است حداکثر  مطابق شکل فوقبنابراین b و =0   .دهد می رخ =4
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Pطول قوس يك منحني   
)طول منحنی  )y f x= در بازه a x b≤   :آید دست می  از رابطه زیر به≥

  ( )
b

2

a
L 1 f x dx′= +∫  

)طول قوس منحنی   : مثال )
x

0
f x cos t dt= 0 را در فاصله ∫ x

2
π

≤  . را پیدا کنید≥

   : حل

  ( ) ( ) 22 2 22

0 0 0
L 1 f x dx 1 cos x dx 1 cos x dx

π π π

′= + = + = +∫ ∫ ∫  

  2

0

2x x2 cos dx 2 . 2 . sin 2 . 2 . 22
2 2 20

π π  
= = = =  

 ∫  

Pمساحت حاصل از دوران يك منحني حول محورهاي مختصات   

( ) ( )
b

2
x

a
: S 2 f x 1 f x dx′= π   هاx محور لمساحت رویه حاصل از دوران منحنی حو∫+

  
( )

b
2

y
a

: S 2 x 1 f x dx′= π   هاy مساحت رویه حاصل از دوران منحنی حول محور ∫+

)منحني با معادله   : مثال )y f x sin x= = ،0 x≤ ≤ π حول محور xمساحت .  دوران كرده استA ار حاصل را بيابيدرويه دو .  

   : حل

  
b b

2 2
x

a a 0
S 2 yds 2 y 1 y dx 2 sin x 1 cos x dx

π
′= π = π + = π +∫ ∫ ∫  

cosبا تغيير متغير  x t= داريم sin x dx dt−   :  ؛ بنابراين=

  ( )
1 1

2 2
x

1 0
S 2 1 t dt 4 1 t dt

−

= π + − = π +∫ ∫  

tاينك با تغيير متغير  tan= θداريم :  

  ( )2dt 1 tan d= + θ θ  

  ( )4 42 2 3
x

0 0
S 4 1 tan 1 tan d 4 sec d

π π

= π + θ + θ θ = π θ θ∫ ∫  

  ( )( ) ( ){ }4

0

14 sec tan ln sec tan 2 2 ln 2 1
2

π
 = π θ θ + θ + θ = π + + 
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 برابر است با طول آن ،کند طبق قضیه گلدن پاپیوس مساحت سطح حاصل از دوران یک منحنی حول محوري که آن را قطع نمی :توجه 
  .کند اي که مرکز طول در اثر دوران طی می منحنی ضربدر محیط دایره

  : باشد داریمR آن تا محور دوران  و فاصله مرکز طولLلذا اگر طول منحنی 
S L . 2 R= π  

2 را حول محوري که تا مرکز دایره Rاي به شعاع  دایره  : مثال Rدهیم مساحت سطح حاصله چقدر است؟   فاصله دارد دوران می 

  ) همان مرکز دایره استمرکز طول دایره(

  :طبق قضيه گلدن داريم  : حل
  مساحت سطح حاصل از دوران =) کند  که دوران میاي طول منحنی (×) کند اي که مرکز طول در اثر دوران طی می محیط دایره(  

  ( ) ( )( ) 2 22 R 2 2 R 8 R= π ⋅ π = π  

Pحجم حاصل از دوران يك سطح حول محورهاي مختصات .  

( ) ( )( )
b

2 2
x

a
: V f x g x dx= π   هاx حجم حاصل از دوران سطح هاشور خورده حول محور ∫−

( ) ( )( )
b

y
a

: V 2 x f x g x dx= π   هاy حجم حاصل از دوران سطح هاشور خورده حول محور ∫−
  

yحجم حادث از دوران سطح محدود شده به یک طاق از منحنی   : مثال sin x= و محور x ها را حول محورx و محور yپیدا کنید  

    : حل
y)هاxمحور (   y و    =0 sin x=  

2
x

0

1V sin x dx x sin 2 x
02 2

π ππ  = π = − 
 ∫  

  
( )y

0
V 2 x sin x dx 2 x cos x sin x

0

π π
= π = π − +∫  

)منحني به معادله   : مثال )y f x=خطوط موازي محورهاي مختصات كه از هر . گذرد در ربع اول مفروض است  كه از مبدأ مختصات مي
 Aاگر حجم ايجادشده از دوران ناحيه . كنند ، به ترتيب بالا و زير منحني ايجاد ميB و Aرسم شوند دو ناحيه نقطه دلخواه منحني 

   كدام است؟f حول همين محور باشد، تابع B برابر حجم ايجادشده از دوران ناحيه x ،nحول محور 
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   : حل

  ( )
x

2

0
: f x dxπ∫ حجم حاصل از دوران ناحيه Bر  حول محوxها  

  ( )22: y x f x xπ = π حجم حاصل از دوران كل دو ناحيه A و B حول محور xها  
  .ها، اختلاف دو عبارت بالا استx حول محور Aالبته حجم حاصل از دوران ناحيه 

  :حال از فرض مسئله داريم

  ( ) ( ) ( )
x x

2 2 2

0 0
xf x f x dx n. f x dxπ − π = π∫ ∫  

  :ن بدست مي آيد با مشتق گيري از طرفي

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 22 f x nf x 2x f x f x f x nf x 2x f x n f x
f x 2x
′

′ ′+ − = → = → = →∫  

  ( ) ( )
n
2nln f x ln x ln c f x cx

2
= + → =  

کند، برابر است با مساحت آن سطح   طبق قضیه گلدن پاپیوس حجم حاصل از دوران یک سطح حول محوري که آن را قطع نمی:توجه 
  .کند اي که مرکز سطح در اثر دوران طی می ضربدر محیط دایره

V  : باشد، داريمR و فاصله مركز سطح تا محور دوران Sسطح لذا اگر اندازه  S . 2 R= π 

 دایره دارد؟  اي تا محور گذرنده از قطر نیم  چه فاصلهRاي با شعاع  دایره مرکز سطح نیم  : مثال

 :اريمطبق قضيه گلدن د  : حل

  حجم حاصل از دوران که یک کره است) = کند مساحت سطحی که دوران می (×) کند اي که مرکز سطح در اثر دوران طی می محیط دایره(  

4Ry
3

=
π

) )مرکز سطح کره(:  )3 24 1R R . 2 y
3 2

 π = π π 
 

  

  

Pهاي ريماني جموع حد م  
  :به شکل مقابل دقت کنید

]فرض کنید بازة  ]a , b را به nایم   قسمت مساوي تقسیم کرده

bکه طول هر قسمت  ax
n
−

∆   .باشد  می=
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)طبیعی است سطح زیر نمودار منحنی )y f x= محدود به محور که xها و خطوطx b=و x a= ،از طریقاست ( )
b

a
f x∫ قابل 

  .باشد  به صورت زیر قابل تخمین می باشد ویمحصول 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
b

xa

b af x dx lim f a f a x f a 2 x ... f b x
n→ ∞

−
= + + ∆ + + ∆ + + − ∆∫  

  ( ) ( ) ( ) ( )( )
b

xa

b af x dx lim f a x f a 2 x ... f b
n→ ∞

−
= + ∆ + + ∆ + +∫  

  :به عنوان مثال دقت کنید

( )
1

x0

1 1 2 nf x dx lim f f ... f
n n n n→ ∞

      = + + +      
      ∫  

  
 

( )
1

x0

1 1 3 2n 1f x dx lim f f ... f
n 2n 2n 2n→ ∞

      −
= + + +             ∫  

  
 :حاصل حدهاي زیر را بیابید  : مثال

  
n

7
8n

i 1

1I lim i
n→ ∞

=

= ∑ )1  

( )
17 7 7 8

7 7 7 7 7
8n n 0

11 1 1 2 n x 1I lim 1 2 3 ... n lim ... x dx
0n n n n 8 8n→ ∞ → ∞

       = + + + + = + + + = = =             ∫  

  
2 2 2 2 2 2n

1 1 1I lim ...
n 1 n 2 n n→ ∞

= + + +
+ + +

 )2  

  :داريم  : حل

  

( )

2 2 2n

1
2

20

1 1 1 1I lim ...
n 1 2 n1 1 1

n n n

11 dx ln x 1 x ln 1 2
01 x

→ ∞

 
 
 

= + + + 
      + + +      

      

 = = + + = + 
 +∫
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n

1
n

i 1

1 2i 1I lim tan
n 2n

−

→ ∞
=

 −
=  

 ∑ )3  

    : حل
1

1 1 1 1
n 0

1 1 3 2n 1I lim tan tan ... tan tan x dx
n 2n 2n 2n

− − − −

→ ∞

      − = + + + =      
        ∫  

  :م ی آوری بدست مجزء به جزءبا استفاده از روش 

  
1

2
1du dxu tan x 1 x

dv dx v x

−  = = → + 
=  =

  

  ( )1 1 1 2
2

x 1tan x dx x tan x dx x tan x ln 1 x
21 x

− − −= − = − +
+∫ ∫  

  :پس

  ( )1 2 11 1I x tan x ln 1 x ln 2
02 4 2

− π = − + = − 
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  ها دنباله
}يك دنباله مانند  }naاي از اعداد است كه با قرار دادن مقادير طبيعي به جاي   رشتهn در جمله عمومي naگردد  حاصل مي.  

P دنباله { }na را همگرا به Lهرگاه ،گویند  می n
n
lim a L
→ ∞

n و چنانچه =
n
lim a
→ ∞

نامعلوم باشد، بیکران باشد، یکتا ( موجود نباشد 

  .گویند ، دنباله مورد نظر را واگرا می ...) ونباشد
P دنباله { }naهرگاه بتوان اعداد حقیقی ،گویند   را کراندار میm و Mکه به طورياي یافت  را به گونه :  

  nn N ; m a M∀ ∈ ≤ ≤  
P دنباله { }naهرگاه،گویند دي می را صعو :  

   n 1 nn N ; a a+∀ ∈ ≥  
}دنباله  }naهرگاه ،گويند  را نزولي مي :  

  n 1 nn N ; a a+∀ ∈ ≤  
  )آید در هر کدام از موارد فوق اگر علامت مساوي را کنار بگذاریم وضعیت اکید پیش می(

  :چند نكته
Pباشد هاي گفته شده در محاسبه حد توابع قابل استفاده می ها، تمام قضایا، قواعد هم ارزي و روش  براي محاسبه حد دنباله .  
P در محاسبه n

n
lim a
→ ∞

هایی که  خصوص در دنباله توجه قرار گیرد، این موضوع به مورد n  بودنا فردی اگر لازم باشد باید وضعیت زوج 

)ها شامل  جمله عمومی آن ) n1−باشد، مهم است  می.  
Pهاي زیر قابل استفاده است ها روش  براي اثبات یکنوائی دنباله.  

  : چنانچه)1

n 1 nn ; a a 0+∀ − } دنباله ≤ }naصعودي است .  

n 1 nn ; a a 0+∀ − } دنباله ≥ }naنزولی است .  
  ).گردد با حذف علامت مساوي طبیعت اکید حاصل میو البته (

naاي n اگر براي هر )2   : باشد<0

nچنانچه  1

n

a
n ; 1

a
+∀ } دنباله ≤ }naصعودي است .  

nچنانچه  1

n

a
n ; 1

a
+∀ } دنباله ≥ }naنزولی است .  

  )گردد با حذف علامت مساوي طبیعت اکید حاصل می( 
naاي nچنانچه براي هر و    .شود  باشد وضعیت برعکس نتیجه می>0
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) چنانچه تابع )3 )a x براي x   .پذیر باشد  مشتق≤1
)اگر  )a x 0′ } آنگاه دنباله < }naاکیداً صعودي است .  
)اگر  )a x 0′ } آنگاه دنباله > }naاکیداً نزولی است .  

Pهاي بالا و پایین یک دنباله مانند   براي تعیین کران{ }naهاي زیر استفاده کرد توان از روش  می:  
  naهاي قابل برقرار براي   با استفاده از نامساوي)1
) مشابه یافتن مقادیر اکسترمم تابع )2 )a x با این توجه که xباشد  عددي طبیعی می.  
Pچند قضيه   
  . هر دنباله همگرا، کراندار استـ
  . هر دنباله یکنوا و کراندار، همگرا استـ
+همگرا است یا به یا  ، هر دنباله صعوديـ   .گراید و به تعبیري هر دنباله صعودي و از بالا کرندار همگرا است  می∞
− همگرا است یا به  یا ، هر دنباله نزولیـ   .همگرا استگراید و به تعبیري هر دنباله نزولی و از پایین کراندار   می∞

 .هاي زیر را تعیین کنید وضعیت همگرایی یا واگرایی دنباله  : مثال

  
2n12 cos

n

   −  
   

 )1  

 )مبهم(    : حل
2n

n
n n

1lim a lim 2 cos 1
n

∞

→ ∞ → ∞

 = − = 
 

  

nبراي  → 1: یمار د∞ 0
n

  :اعده هم ارزي داریمومطابق ق و →

  

2

2

2

n
t

2 1n
n t 2

n 2n n n t

11 1lim a lim 2 lim 1 lim e2n 11 2n t2!

=

→ ∞ → ∞ → ∞ → ∞

              = − = + → =      +   −             

  

دنباله مذکور همگراست به 
1
2e.  

  
2n2n 1

2n 1

  + 
  −   

 )2  

 )مبهم(    : حل
2n

n
n n

2n 1lim a lim 1
2n 1

∞

→ ∞ → ∞

 +
= = − 

  

  :توان دید می

  ( ) nn n
1

n n n

2n 1 22n 1 2lim lim lim 1 e
2n 1 2n 1 2n 1→ ∞ → ∞ → ∞

− +    +
= = + =    − − −    

  

  :گوییم حالا می

))دنباله مذکور واگراست(   )
nn

1
n

n n

2n 1lim a lim e e
2n 1

∞ ∞

→ ∞ → ∞

  + = = = = ∞  −   
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  ( ){ }35 log n 1 n log 2+ − )3  

) )مبهم(    : حل )3
n

n n
lim a lim 5 log n 1 n log 2
→ ∞ → ∞

= + − = ∞ − ∞  

)  بی نهایت توانی )log 0 +

 = = − ∞



  
  بی نهایت نمایی

( ) 53

n nn n

n 1
lim a lim log log

2→ ∞ → ∞

  +  = =  
 
 

  

  .دنباله واگراست

  ( ) n2

2

n 1
1n
2

  
  + − 
  
  +
   

 )4  

 :دانيم مي  : حل
nزوج   
nفرد   ( ) n 1

1
1

+
− =  −

  

  : داریمحال

   زوج باشدnاگر 

   فرد باشدnاگر 

2

2n n 2

n
n 2

2n 0 n 2

1n 1
2lim lim 1 1 1 ;1 1n n2 2lim a

3n 1
2lim lim 1 1 0 ;1 1n n2 2

+

→ ∞ →∞

→ ∞

−

→ →∞

    +      = + = =      +    +
    = 

    −     = − = =     +   +
   

  

  .پس دنباله واگراست

2n دنبالهوضعیت اکیداً یکنوایی   : مثال 1arc tan
2n 3

 +
 

− 
 .  را تعیین کنید

   : حل

  ( ) 2

n 2

8

2n 3
a 0

2n 11
2n 3

−

−
′ = <

 +
+  − 

  

  .پس دنباله مذکور اکیداً نزولی است

n دنباله با جمله عمومی   : مثال
1 1 1a ...

n 1 n 2 n n
= + + +

+ + +
 .به ترتیب به موارد زیر پاسخ دهید.  مفروض است

  همگرایی) ج  یکنوایی) ب  کراندار بودن) الف
    : حل

1  )الف 1 1 1 1 1 1 1 1n N; ... ... ...
n n n n n n n 1 n 2 n n n n n

∀ ∈ + + + < + + + < + + +
+ + + + + +

  

  n n
1 1 1n a n a 1

2n n 2
→ < < → < <  

  . دنباله مذکور کراندار استلذا
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  :نویسیم می) ب

  
( )( )

n 1 n
1 1 1 1 1 1 1 1a a ... ...

n 2 n 3 2n 2n 1 2n 2 n 1 n 2 2n
1 1 1 1 0

2n 1 2n 2 n 1 2n 1 2n 2

+
   

− = + + + + + − + + +   + + + + + +   

= + − = >
+ + + + +

  

  .دنباله مذکور اکیداً صعودي است
  . طبق قضیه مذکور دنباله همگراست،چون دنباله مذکور کراندار و اکیداً یکنواست) ج

  :جا که ن از آ :توضیح بیشتر

  ( )
1

n 0

1 1 2 nlim f f f f x dx
n n n n→ ∞

      + + + =      
       ∫  

  

( )

n
n n n

1

0

1 1 1 1 1 1 1lim a lim ... lim ...
1 2 nn 1 n 2 n n n 1 1 1
n n n

11 dx ln 1 x ln 2
01 x

→ ∞ → ∞ →∞

 
 

= + + + = + + + 
+ + +  + + +

 


= = + =

+∫
  

lnلذا دنباله مذکور همگراست به  2  

1دنبالة همگراي   : مثال 2z , z , را كه در آن n
1 5 1z 1 3i 1
4 n n

   = − + +   
   

 حد دنباله باشد، تعداد جملات cاگر . گيريم ، در نظر مي

nzدنباله كه خارج ناحيه  c 0.01−  تاست؟باشند، چند  مي>

    : حل

  n
n n

1 5 1 1c lim z lim 1 3i 1 3i
4 n n 4→∞ →∞

   = = − + + = +   
   

  

nzبراي آنكه جملات خارج ناحيه  c 0.01−   :نويسيم  را مشخص كنيم، مي>

  n
5 3iz c 0.01 0.01

4n n
−

− ≥ → + ≥  

  2 2 2
25 9 169 13 10.01 0.01 n 325

4n 10016n n 16n
+ ≥ → ≥ → ≥ → ≤  

  . جمله خارج ناحیه مذکور است 325پس 

Pچند دنباله خاص   
  دنباله تصاعد حسابی) الف

nیک دنباله تصاعد حسابی با رابطه بازگشتی  n 1a a d−=   .شود  قدر نسبت تصاعد حسابی گفته میdشود که در آن   بیان می+
)به بیان دیگر جمله عمومی یک دنباله تصاعد حسابی به صورت  )n 1a a n 1 d= +   .شود  نوشته می−

) جمله اول دنباله فوق از رابطهnتوان نشان داد مجموع  می )1 n
n

n a a
S

2

+
  . قابل محاسبه است=
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  دنباله تصاعد هندسی) ب
nیک دنباله تصاعد هندسی با رابطه بازگشتی  1 na q a+   .شود  قدر نسبت تصاعد هندسی گفته میqه در آن شود ک  بیان می=

nبه بیان دیگر جمله عمومی یک دنباله تصاعد هندسی به صورت  1
n 1a a q  جمله اول nتوان نشان داد مجموع  شود می  نوشته می=−

)دنباله فوق از رابطه )n
1

n
a 1 q

S
1 q

−
=

−
  . قابل محاسبه است

qبدیهی است اگر  n باشد، >1
n
lim q 0
→ ∞

1aنهایت جمله اول دنباله مذکور از رابطه   و به تعبیري حد مجموع بی=
S

1 q∞ =
−

 قابل 

  .حصول است
 . هاي معادله زیر را پیدا کنید تمامی جواب  : مثال

  2 3 41 2z 4z 8z 16z 0+ + + + =  
  :كه در آن. سمت چپ معادله مجموع پنج جمله اول يك تصاعد هندسي است  : حل

  1q 2z , t 1= =  
  :حاصل آن از طریقباشد و  می

  ( )n
1

n
t 1 q

S
1 q

−
=

−
  

  :شود یعنی معادله مذکور چنین بیان می. قابل محاسبه است

  
( )( )
( ) ( )

5
5 5 5

1 1 2z 1 10 1 2z 0 z z
1 2z 32 32

−
= → − = → = → =

−
  

1 عدد مختلط پنجمبنابراین محاسبه پنج ریشه 
32

1ها   مدنظر است که البته یکی از این
2

معادله قبول  بدیهی است ریشه قابل وباشد   می

  .)کند در آن صدق نمی(نیست 
  :طبق فرمول

  n n 2k 2kA r cos i sin
n n

 θ + π θ + π    = +    
    

  

  :در اینجا داریم

  
1r1A 32

32 0

 == → 
 θ =

  

  :پس طبق فرمول 

  5 1 0 2k 0 2kz cos i sin
32 5 5

+ π + π = + 
 

  

  ( )1 1k 0 cos 0 i sin 0
2 2

= → + =  

  
  :باشد که مدنظر نمی
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  :باشد صورت زیر می بههاي معادله اصلی  جوابو 

  

1 2 2k 1 cos isin
2 5 5

1 4 4k 2 cos isin
2 5 5
1 6 6k 3 cos isin
2 5 5
1 8 8k 4 cos i sin
2 5 5

π π = → + 
 

π π = → + 
 

π π = → + 
 

π π = → + 
 

  

  هاي نامتناهي سري

nيك سري نامتناهي به صورت  1 2 3
n 1

a a a a ...
∞

=

= + + نهايت جمله  گويند هرگاه مجموع بي شود و آن را همگرا مي  نوشته مي∑+

  .گويند فوق در حد به سمت عددي مشخص و محدود نزديك شود و در غير اين صورت اين سري نامتناهي را واگرا مي

P هاي نامتناهي  براي همگرائي سريلازم قضيه شرط  

nافی براي آن که سري شرط لازم ولی غیرک

n p

a
∞

=
n همگرا باشد این است که∑

n
lim a 0
→ ∞

  : بنابراین=

n
n
lim a 0
→ ∞

=  
naاگر سري   →

∞

    همگرا باشد∑

na
∞

nاگر   →  . واگرا است∑
n
lim a 0
→ ∞

≠  

na
∞

nاگر   →  .نیاز به ارزیابی بیشتر دارد شرط لازم براي همگرائی را دارد و ∑
n
lim a 0
→ ∞

=  

آیا سري   : مثال
n 2

1I
1n ln 1
n

∞

=

=
 − 
 

 ؟گرایی را دارد شرط لازم براي هم∑

n )مبهم(    : حل
n n

1 1lim a lim
1 0n ln 1
n

→ ∞ → ∞
= =

∞ × − 
 

  

  
( )n 1n

1 1lim 1 0
ln e1ln 1

n

−→ ∞
= = − ≠

 − 
 

  

  .) واگراست(رط لازم براي همگرایی را ندارد پس سري مذکور ش
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nدانیم حاصل سري   می  : مثال

3n 1n 1

3a
1

a 7

∞

+=

−
n  : مطلوبست حاصل حد باشد  می2 برابر ∑+

n
lim a ?
→ ∞

=  

  : یعنی . است پس همگراست و باید شرط لازم براي همگرایی را ارضا کند2چون حاصل آن   : حل

  n

n 3n 1

3a 3a 7lim 1 0 1 0 a
a 7 a 7 2

∞
∞

→ ∞ + ∞

 
− = → − = → =  + + 

  

Pهاي با جملات مثبت يا واگرائي سري يين همگراييهايي در تع  آزمون  
  آزمون مقایسه) 1
nاه هرگ nn ; 0 a b∀ < ≤  

nbهمگرائی سري 
∞

na، همگرائی سري ∑
∞

  .دهد  را نتیجه می∑

naواگرائی سري 
∞

nb، واگرائی سري ∑
∞

  .دهد  را نتیجه می∑

  خرجآزمون مقایسه درجه صورت و م) 2

nدر سري 

n

P
Q

∞

اند، شرط لازم و کافی براي همگرائی سري  هاي توانی و رادیکالی تشکیل شده   فقط از عبارتnP و nQ که در آن ∑

  :آن است که

nPدرجه صورت یعنی (<1
→

   )nQ درجه مخرج یعنی −

  )آزمون نسبت(آزمون دالامبر ) 3

naدر سري 
∞

nبا محاسبه حد ∑ 1

n n

a
L lim

a
+

→ ∞
=  

Lچنانچه  L باشد سري مورد نظر واگرا و چنانچه <1 L اگر  و باشد سري مورد نظر همگرا است>1  باشد، این آزمون کمکی =1
  .کند نمی

  )امnآزمون ریشه(آزمون کوشی ) 4

naدر سري 
∞

n با محاسبه حد ∑
n

n
L lim a

→ ∞
=  

Lچنانچه  L باشد سري مورد نظر واگرا و چنانچه <1 Lاگر و  باشد سري مورد نظر همگرا است >1  باشد، این آزمون کمکی =1
  .کند نمی
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   : مهم توجه

n  )در صورت موجود بودن حدهاي مذکور( 1 n
n

n nn

a
lim lim a

a
+

→ ∞ → ∞
=  

n وقتی خاطر داریم به :توجه → ∞   

  ( )
k

n k nkn ! ~
e

 
 
 

  

   )c 1 , b 0 , a 1> > n    ) اعداد ثابتند< b n
alog n c<< <<  

  
c n d

a c
n

alim 1 e
n b

+

→ ∞

 
+ = + 

   nاي با درجه دلخواه از  هر چند جمله =1و
n
lim
→ ∞

  

 .هاي زیر را تعیین کنید وضعیت همگرایی و واگرایی سري  : مثال

  
5 4 2

n 1

n 3n 1
n n 1

∞

=

+ +

+∑ )1  

3    : حل 4 7 1
2 5 10

= − =    درجه مخرج−درجه صورت <

  .اگراستپس طبق آزمون مقایسه درجه صورت و مخرج سري مذکور و

  
2

1

n
log n

∞

=
∑ )2  

1    : حل 1n log n
n log n

> → nدانيم  مي : > 2∀ ≥  

1چون 
n

∞

1 واگراست پس طبق آزمون مقایسه سري ∑
log n

∞

  . نیز واگراست∑

  n
n 1

n!
n

∞

=
∑ )3  

  :حل

  

( )
( )

( )

n nn 1 nn 1 1
nn n n n nn

n

n 1 !
a n 1 n n 1 1 1 1lim lim lim lim lim 1 e 1

n!a n 1 n 1 en 1
n

+
+ −

→ ∞ → ∞ → ∞ → ∞ → ∞

+

+    + − −
= = = = + = = <   + +   +  

  .پس طبق آزمون دالامبر سري مذکور همگراست
  :و یا

  

1

n
n n n

n n nn n n n

1n
n!n! 1elim a lim lim lim 1

n en n→ ∞ → ∞ → ∞ → ∞

 
 
 = = = = <  

  .پس طبق آزمون کوشی سري مذکور همگراست

n
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 )4 n
n 1

1
n

∞

=
∑     

n    : حل
nn n

1 1lim lim 0 1
nn→∞ →∞

= = <  

               . سري مذکور همگراست،شود ی مشخص میشوبا استفاده از آزمون ک
2n

n 1

n 1
n

∞

=

+ 
 
 ∑ )5  

  

    : حل
2n n n

nn n
n n n n

n 1 n 1 1lim a lim lim lim 1 e 1
n n n→∞ →∞ →∞ →∞

+ +     = = = + = >     
     

  

  . واگراستمذکورطبق آزمون کوشی سري 
2

n
n 1

n
2

∞

=
∑ )6  

    : حل
2

2 n
n nn nn n n

n n 1lim a lim lim
2 22→∞ →∞ →∞

= = =  

مقدار حد 
2
n

n
A lim n

→∞
  :شود  خص می به طریق زیر مش=

 
n

12
nln A lim 0 A 1

1→∞

×
→ = = →  )مبهم( =

2
n

n n

2A lim n ln A lim ln n
n→∞ →∞

∞
= → = =

∞
  

  ( )n

n 0

3 4i
n!

∞

=

−∑ )7  

)    : حل )n
n nn

n n n n n

3 4i3 4i 5 5elim a lim lim lim lim 0
n nn! n
e e

→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

−−
= = = = =  

  . طبق آزمون کوشی همگراستمذکورسري پس 

 )8 ( )
( )

2

n 1

n!
2n !

∞

=
∑  

)    : حل )
( )

2
2

n nn 2n n n

n
n! 1elim a lim lim 1
2n ! 42n

e

→∞ →∞ →∞

 
 
 = = = <

 
 
 

  

  . طبق آزمون کوشی همگراستمذکورپس سري 
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  آزمون انتگرال) 5

naدر سري 
∞

) خاص به بعد نزولی شوند، آنگاه وضعیت این سري و وضعیت انتگرال ناسره nها لااقل از یک na اگر ∑ )a x dx
∞

∫ 
  ).ها یکسان باشد  ندارد مقدار همگرائی آنیدلیل (گرا یا واگرائی مشابه همدیگر استاز حیث هم

   .وضعیت همگرایی و واگرایی سري روبرو را تعیین کنید  : مثال
n

n 1

e
n

∞ −

=
∑   

بديهي است   : حل
ne

n

−
  .ه و مجازيم از آزمون انتگرال استفاده كنيم نزولي بودn با افزايش 

}  )همگراست(   }
x

x 1

1

e 2dx 2e 2 e e
1 ex

+ ∞ −
− − ∞ −+ ∞  = − = − − =  

  ∫  

  .پس طبق آزمون انتگرال سري همگراست
 کوشی به ما کمکی هاي دالامبر و یا آزمون حتماً ، لگاریتمی باشد و یا رادیکالی و یاها فقط عبارت توانی هایی که در جمله عمومی آن سري
  .کند نمی

  زمون مقایسه حدآ) 6

nJدو سري  b
∞

= nI و ∑ a
∞

= nچنانچه  . را در نظر بگیرید∑

n n

a
lim L

b→ ∞
  :توان گفت  فرض شود، می=

  . مشابه همدیگر استI  وJنهایت نباشد، وضعیت دو سري   صفر و بیLاگر ) الف
Lاگر ) ب   . نیز همگرا استI نیز همگرا باشد آنگاه J باشد و =0
Lاگر ) ج =   . نیز واگرا استIاگرا باشد آنگاه  نیز وJ باشد و ∞

  !)من درآوردي(هاي مرجع  آزمون ارجاع به سري) 7
Pهاي زیر به ازاء  می توان نشان داد تمام سري P همگرا و به ازاء <1   . واگرایند≥1

  
( )

n
a

P P Pn
a

log1 1
n n n log

∞ ∞ ∞

∑ ∑ ∑  

nاز طرفي در دو سري na , b
∞ ∞

∑ n چنانچه براي ∑ → ∞ ،nb و naارز باشند  هم( )n na ~ b وضعيت دو سري گفته شده از ،

  .حيث همگرا يا واگرايي مشابه همديگر است

naين براي يك سري مورد نظر مانندبنابرا
∞

n اگر براي∑ → هاي چهارگانه اول   را هم ارز جمله عمومي يكي از سريna بتوان ∞

  .توان با نكات گفته شده وضعيت سري مورد بحث را تعيين نمود بحث ديد، مي
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  .ی و واگرایی سري زیر را تعیین کنیدوضعیت همگرای  : مثال

  ( )3 4 3

n 1

1n 1 sin . log n 4n 1
n

∞

=

 + + + 
 ∑ )1  

nتوجه داريم وقتي   : حل → ∞:  

  ( ) ( )
3 4

3 4 3 32
5
2

1 1 3 log nn 1 sin . log n 4n 1 ~ . . log nnn n
n

     + + + =        
  

5جا که حال از آن
2

log n

n

∞

5Pهاي مرجع به ازاء طبق سري(است  همگر∑ 1
2

=   . همگراستکورمذسري پس  ،)<

Pهاي متناوب  يا واگرائي سرييي آزمون لايپ نيتس در تعيين همگرا  

)در سري متناوب ) n
n1 a

∞

همگرائي آن است كه دو اند، شرط كافي براي   مثبت فرض شدهnها براي همه مقادير na كه در آن ∑−

  :ء شونداشرط زير تواماً ارض
  n

n
* lim a 0

→ ∞
=  

na   . نزولی باشدna خاص به بعد n خاص به بعد منفی باشد و یا از یک n لااقل از یک ′**

Pيك تعريف و يك قضيه :  
    :ري زیر را در نظر بگیریددو س

nI a
∞

= ∑  
naبا شرط ( 0>(  

( ) n
nJ 1 a

∞

= −∑  

  . همگرائي مطلق داردJيند سري متناوب گو  نيز همگرا است و در اين وضعيت اصطلاحاً ميJشود   همگرا باشد ثابت ميIچنانچه ) الف
  . همگرائي مشروط داردJگويند سري متناوب   واگرا باشد، در اين وضعيت اصطلاحاً ميI همگرا ولي Jچنانچه ) ب

 .هاي زیر را تعیین کنید روط ـ همگرایی مطلق ـ واگرایی سريوضعیت همگرایی مش  : مثال

  ( ) n

n 2

1 ln n
n

∞

=

−∑ )1  

lnاولاً به بررسي   : حل n
n

∞

)هاي مرجع واگراست  پردازيم كه البته طبق سري  مي∑ )P  پس فعلاً مطمئن هستيم سري متناوب .=1

  .دارداصلي همگرايي مطلق ن
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  :ل توجه داريماح

  n
n n

ln nlim a lim 0
n→ ∞ → ∞

= =  

  n n 2
ln n 1 ln na a

n n
−′= → =  

na′ لااقل از nیعنی  .شود  خاص به بعد منفی میna از nودش  خاص به بعد نزولی می.  
  . سري متناوب ما همگراست و همگرایی مشروط داردس طبق قضیه لایپ نیتسپ

  ( )
( )

n

2
n 3

1

n ln n n

∞

=

−

+∑ )2  

به بررسی 
( )2

1
n ln n n

∞

  :پردازیم  می∑+

nچون وقتی  → ∞  

  
( ) ( )22

1 1~
n ln nn ln n n+

  

هاي مرجع سري  و چون طبق سري
( )2

1

n Lnn

∞

پس ،  همگرا است∑
( )2

1
n ln n n

∞

  . نیز همگراست∑+

  .ها سري متناوب اصلی نیز همگراست و البته همگرایی مطلق دارد و به تبع آن

  ( ) n

n 1

2n 31
3n 1

∞

=

 +
−  + ∑ )3  

  :حل 

nزوج   
0≠  

nفرد   
( ) n

n

2
2n 3 3lim 1

23n 1
3

→ ∞


 + − =  +   −


  

  .همگرایی نداشته و واگراستلازم براي سري مذکور شرط 

Pهاي تابعي  تعيين بازه همگرائي سري  

)در سري تابعي  )a n , x
∞

توان از طريق حل يكي از نامعادلات زير  شود را مي ا همگرا ميه هايي كه سري به ازاء آنx محدودة ∑

  .دست آورد به

  ( )n
n
lim a n , x 1
→ ∞

)                و یا> )
( )n

a n 1 , x
lim 1

a n , x→ ∞

+
<  

اصله حرار داده و به بررسی سري عددي هاي مرزي را در داخل سري اصلی قxو اگر لازم باشد وضعیت سري در نقاط مرزي ارزیابی شود، 
  .پردازیم می
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 . هاي زیر را تعیین کنید شعاع همگرایی سريفاصله همگرایی و   : مثال

  
( )

( ) ( )

2n
2

n
2n3

n 1

11 n!
3n

x
n 4n 1 . n

∞

=

 
− 

 

+ +
∑ )1  

  :شرط همگرايي كوشي  : حل

  
( )

( ) ( )

( )

( )

22 nn
n 22 n

n
n 2n3 nn n 3 2nn

11 1 , n!1 n!
3n3n

lim x 1 lim . x 1
n 4n 1 . n n 4n 1 n→ ∞ → ∞

   −−   
   < → ≤

+ + + +
  

  

n 2
1 7
3 3

2 2n

1 n1
3n e 1lim x 1 e x 1 x e

1.n e

−

→ ∞

   − ⋅   
   < → < → <  

پس فاصله همگرایی 
7
3x e< و شعاع همگرایی 

7
3R e=باشد  می.  

n

0n

n

x.
4n2
4n2

2

∑
∞

=








−
+)2  

  : كوشيشرط همگرايي  : حل
2

2 4lim . 1
2 4

nn
n

n

n x
n→∞

+  < → − 
  

n n n n n
4

n n n n n

2n 4 2n 4 2n 4 8 8 4lim . x 1 lim lim lim 1 lim 1 e
2n 4 2n 4 2n 4 2n 4 n 2→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

+ + − +         < → = = + = + =         − − − − −           

4فاصله همگرایی لذا 
4

1e x 1 x
e

< → 4eشعاع همگرایی و  >
1R   .باشد می =

( ) ( )n n

2
n 1

3 4i 2x 1

n 1

∞

=

− −

+
∑)3  

  :حل

( ) ( )n n

n 2 n 2n n

3 4i 2x 13 4i 2x 1
: lim 1 lim 1

n 1 n 1→∞ →∞

− −− −
< → < →

+ +
   شرط همگرایی 

9 16 2x 1 1 1 1 4 6 2 31 2x 1 2x 1 2x x
1 5 5 5 5 5 5 5

+ × −
< → − < → − < − < → < < → < <  
2 3x
5 5

<    فاصله همگرایی  : >

1و چون  1 1 1 1x x
10 2 10 2 10
−

< − < → −   : پس>
1R

10
  شعاع همگرایی :  =
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 . ت سري را در نقاط مرزي نیز مشخص کنیدهاي زیر را تعیین کنید و وضعی ناحیه همگرایی سري  : مثال

  ( ) n

n 1

ln x
2n 1

∞

=
+∑ )1  

  : كوشيشرط همگرايي  : حل

  ( ) n
1 1n

nn n

ln xln x
lim 1 lim 1 1 ln x 1 e x e

2n 1 2n 1
− +

→ ∞ → ∞
< → < → − < < → < <

+ +
  

  :در خود نقاط مرزي داریم

)  . همگراستنیتس لایپسري از نوع متناوب و مطابق آزمون  ) n
1 1

x e
2n 1

∞
− −

= →
+∑  

1  .مقایسه درجه صورت و مخرج واگراستسري از نوع با جملات مثبت و با آزمون  1x e
2n 1

∞
+= →

+∑  

1پس در کل بازه همگرایی  1e x e− ≤   . می باشد >

  
n

n n
n 1

x

1 1
2 3

∞

=    +   
   

∑ )2  

  :شرط همگرايي   : حل

  ( )
n

nnn n nn n

x 1 1lim 1 ~ lim 2 x 1 2x 1 x
2 21 1

2 3

→ ∞ → ∞

−
< < → < → < <

   +   
   

  

  :توجه داریم

  

n n n

n n n n nn n

1 1 1
1 2 2 2x lim ~ lim 1 0
2 1 1 1 1 1

2 3 2 3 2

∞

→∞ →∞

     
     
     = → → = ≠

         + +         
         

∑   

  

   فرد باشد  nاگر 
  

   زوج باشدnاگر 

( ) ( )
n n

n n

n n n nn

1 1 11 1
1 2 2x lim
2 1 1 1 1 1

2 3 2 3

∞

→∞

    −− −       = − → → = 
        ++ +        

       

∑   

  : پس فاصله دقیق همگرایی چنین است. زیرا شرط لازم براي همگرایی را ندارد.که هر دو واگراست

  1 1x
2 2

− < <  



  ۷۱  ۱مومي رياضي ع

zاگر   : مثال x i y= 2nیه همگرایی سري  باشد ناح+ z

n 1

e
∞

−

=
  . را در شکل نشان دهید∑

   :شرط همگرایی  : حل

  ( ) 22 2 x i yn z zn
n
lim e 1 e 1 e 1− +− −

→∞
< → < → <  

  : حقیقی باشدαاگر می دانیم 
e eα α=  

i 2 2e cos i sin cos sin 1α = α + α = α + α =  

  پس
( )2 2 2 2x y 2i x y y x 2i x ye 1 e e 1

− − + − −< → <  
  ( ) ( )

2 2 2 2y x y x 2 2e 1 1 e 1 y x 0 y x− −< → < → − < → <  

Pبسط تيلور و مك لوران يك تابع   
)بسط تيلور تابع  )f z 0 حول نقطهzشود  به صورت زير نوشته مي:  

  ( ) ( ) ( ) ( )n 2
n 0 0 1 0 2 0

n 0

f z a z z a a z z a z z ...
∞

=

= − = + − + − +∑  

که در آن ضرایب بسط تیلور از رابطه 
( ) ( )n

0
n

f z
a

n!
 تا 0z فاصله minو شعاع همگرائی این بسط برابر است با . آیند دست می  به=

)همه نقاط تکین تابع  )f zهاي حقیقی و مختلط م از تکین اع.  
0zقطه مطابق تعریف بسط تیلور یک تابع حول ن   .گویند  را بسط مک لوران آن تابع می=0

)در بسط تیلور تابع   : مثال )
( ) ( )

( )

22 2

32

x 3x 1 x 1
f x

x x 3

+ + +
=

+ +
0x حول نقطه  ) ضریب جمله =1 )x  . را پیدا کنید−1

   : حل

  ( ) ( )
f 1

f 1
1!
′

′= )ضریب جمله  = )x 1−  

  :گیریم گیري از طرفین ضابطه داده شده لگاریتم نپرین می براي سهولت در امر مشتق
  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2ln f x 2 ln x 3x 1 ln x 1 3ln x x 3= + + + + − + +  

  :گیري داریم پس از مشتق

  ( )
( )

( )
( )

x 1
2 2 2

f x f 12 x 3 2 x 2 x 1 5 2 32 3 2 3
f x f 1 5 2 5x 3x 1 x 1 x x 3

=′ ′+ +      = + − → = + −     
     + + + + +

  



  ۷۲ ۱رياضي عمومي 

  :از آنجاکه

  ( ) ( ) ( )
( )

2

3
5 2 2f 1

55
= =  

)لذا  )f ) که همان ضریب جمله شود  محاسبه می1′ )x 0x در بسط تیلور تابع، حول نقطه−1   . است=1
  : مک لورانچند بسطمعرفی 

( )
( )

( )
( )

( )

( )

2 3 4 n
z

n 0

n 2n 13 5

n 0

n 2n2 4

n 0

3 5 2n 1

n 0

2 4 2n

n 0

z z z ze 1 z ...
2! 3! 4! n!

1 zz zsin z z ...
3! 5! 2n 1 !

1 zz zcos z 1 ...
2! 4! 2n !

z z zsin h z z ...
3! 5! 2n 1 !

z z zcos h z 1 ...
2! 4! 2n !

∞

=

∞ +

=

∞

=

∞ +

=

∞

=


 = + + + + + =




− = − + − + = +

 − = − + − + =



 = + + + =

+


= + + + =



∑

∑

∑

∑

∑





  zمه مقادیر معتبر براي ه  

  
( )

n 2 3

n 0

n n 2 3

n 0

1 z 1 z z z ...
1 z

1 1 z 1 z z z ...
1 z

∞

=

∞

=


 = = + + + +
 −




= − = − + − + −
+

∑

∑
zبراي  معتبر  1<  

  : خواهیم رسید، مثلاًيهاي فوق به سري توابع جدید با اعمال جبري روي سري

  ( ) ( ) ( )
n 1 2 3 4

n nn

n 0 n 0

1 z z z z1 z ln 1 z 1 z ...
1 z n 1 2 3 4

∞ ∞ +

= =

= − → + = − = − + − + −
+ +∑ ∑∫  

  :مثلاًو یا 

  
( )

n n 1 2
2

n 0 n 1

1 1z n z 1 2z 3z ...
1 z 1 z

∞ ∞
−

= =

= → = = + + +
− −∑ ∑  

  :مثلاًو یا 

  ( ) ( )
2n nz zn 2n

2
n 0 n 0

1 11 z 1 z
1 z 1 z

∞ ∞
→

= =

= − → = − →
+ +∑ ∑ ∫  

  ( )
2n 1 3 5

n

n 0

z z zArc tan z 1 z ...
2n 1 3 5

∞ +

=

= − = − + − +
+∑  

 مشتق



  ۷۳  ۱مومي رياضي ع

) ن تابعادر بسط مک لور 3x  ضریب  : مثال ) ( ) x2 e1x3xxf   . بیابید=+−−

  :با توجه به بسط تابع نمایی داریم  : حل

( ) ( ) ( ) ( )










+

−
+

−
+−−+= ....

!3
x

!2
xx11x3xxf

32
2  

( )313 21 1
2! 3! 3

−
= − + − ×    3xضریب =

x و 5xضریب   : مثال , x7 ) ن تابعادر بسط مک لور را 6 ) ( ) ( )1xln1xxf 23 1xبا شرط ( را پیدا کنید =++ <(  

)    : حل )n n

n 0

1 1 x
1 x

∞

=

= − →
+ ∑ ∫ ( ) ( ) ( ) ( )

( )2

n 12n 1
n nx x 2

n 0 n 0

xxln 1 x 1 ln 1 x 1
n 1 n 1

+
∞ ∞+

→

= =

+ = − → + = −
+ +∑ ∑  

  :بنابراین داریم

( ) ( ) ( ) ( )














+
−+= ∑

∞

=

+

0n

1n2
n3

1n
x11xxf  

( )× − =
0

1 1   5x ضریب  = 1
( )−

= × =
2

1 1
1

3 3
  x6  ضریب 

( )
2
1

11
111 1 −

=
+

  7x ضریب =×−

)  تابع در بسط مک لوران6zضریب   : مثال )
2

3
cos zf z
1 z

=
−

 . بیابید را

    : حل

  ( ) ( )
4 8

3 6
6

z zf z 1 z z ... 1 ... a 1
2! 4!

 
= + + + − + − + → =  

 
  

)  تابعدر بسط مک لورانرا  5zضریب   : مثال )
4zf z

sin z
  . بیابید=

)    : حل )
4

3 5
zf z

z zz ....
6 120

=

− + − +

  

  

4 3 5

6 8
4

5
3

6 8

6

z z zz
6 120z zz

z6 120 z
6z z

6 120
z ............
6
............

− +

− +
+

−  

5  :پس
1a
6

= 



  ۷۴ ۱رياضي عمومي 

)ن تابع ادر بسط مک لور  : مثال )f x 1 x sin x=  .  را پیدا کنید3x ضریب جمله +

  :باتوجه به فرمول  : حل

  ( ) ( ) m 2 2m 1 1
m m m m 1 a bm a ba b a ...

1 ! 2!

−− −
+ = + + +  

  )باید برحسب قواي صعودي مرتب شودکه : (نویسیم می

  

( ) ( )
1
2

1 3 5
1 2 32 2 21 3

2

f x 1 x sin x

1 1 1 1 1 31 x 1 x 1 x
x2 2 2 2 2 21 x

1! 2! 3! 3!

− − −

= +

 − − −                            = + + + + ⋅ − +    
  

 
 

 
  

  :در نتیجه

  ( ) ( )
1 111 12 23!

2!

 
      −    − +       

 
 

  3xضریب جمله  : 

)ن تابع ادر بسط مک لور  : مثال ) ( )
1
xf x 1 x=   کدام است؟x ضریب جمله +

xطبيعي است كه تابع تعريف شده در : راه بد  : حل ، اما اگر مقدار اين تابع را در نقطه صفر، برابر )تعريف نشده است( نامعين است =0

)حد اين تابع در نقطه  ) :توان گفت تعريف كنيم، مي) باشد  ميeكه برابر  (0( )
1
x

x 0
lim 1 x e
→

+   : و چون=

  ( ) ( )
f 0

f 0
1!

′
  نا در بسط مک لورx ضریب  :=′

xنقطه با استفاده از تعریف مشتق در    : داریم=0

  ( ) ( ) ( )
1H
x2x 0

k

1 1 1f 0 lim ln 1 x 1 xx 1 xx→

 
 

′  → = − + + ⋅ ⋅ ++ 
 
 


) مبهم  ) ( )
1
x

x 0

1 x e 0f 0 lim
x 0 0→

+ −
′ = =

−
  

  :توان نوشت می

  ( ) ( )
( )

( )H
2 2x 0 x 0

x 1 ln x 1 x ln x 1 1 10 0k lim k lim
0 0x 1 x 2 x 3x→ →

− + + + − + − +
= = → = =

+ +
  

  H

x 0

1
1x 1k lim

2 6 x 2→

−
+

→ = = −
+

  

  :و در نهایت

  ( ) ( )1 ef 0 e
2 2

 ′ = − = − 
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  :مسئلهحل راه خوب 

  ( )
2x xln f x 1 ...

2 3
= − + −( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3
x 1 1 x xf x 1 x ln f x ln 1 x x ....

x x 2 3

 
= + → = + = − + − →  

 
    

  :گیري داریم پس از مشتق

  ( )
( )

( )
( )

( )x 0

e

f x f 01 2 x 1 e... f 0
f x 2 3 f 0 2 2

=′ ′
′= − + + → = − → = −  

  يمسائلي در محاسبه حاصل يك سر
 اما در مواردي خاص ممکن است بتوانیم حاصل یک سري را پیدا ،اصولاً هیچ راه حل کلی براي یافتن حاصل یک سري همگرا وجود ندارد

  .کنیم
 :هاي زیر مطلوبست محاسبه حاصل سري  : مثال

  
( ) n

n 1

1I
5 3cosn

∞

=

=
+ π

∑ )1  

)  يممی دان: حل ) ncos n 1π =   : لذا سري مذکور چنین است −

  
1 2 3 4 5 6

1 3 5 2 4 6

1 1 1 1 1 1I ...
2 8 2 8 2 8

11
1 1 1 1 1 1 642... ...

1 12 2 2 8 8 8 1 1
4 64

= + + + + + +

  
= + + + + + + + = +  

    − −

  

q با شرط q و قدرنسبت 1tنهایت جمله یک تصاعد هندسی با جمله اول  دقت داریم حد مجموع بی 1t برابر >1
1 q−

  . است

  
n 1

3n 4I
n!

∞

=

+
= ∑)2  

    : حل

  ( )

( ) ( )

n 1 n 1

3n 4 3 4I
n! n! n 1 ! n!

1 1 1 1 1 1 13 ... 4 ... 3 e 4 e 1 7e 4
0! 1! 2! 3! 1! 2! 3!

∞ ∞

= =

  
= + = +    −   

   
= + + + + + + + + = + − = −   

   

∑ ∑
  

  :دقت داریم
n 0 1 2

x 1

n 0

x x x x 1 1 1e ... e ...
n! 0! 1! 2! 0! 1! 2!

∞

=

= = + + + → = + + +∑  

  قاعده ادغام  : نكته

  ( )
q

n n 1 n n 1
n p

a a a a
n p n q+ +

=

− = −
= =∑  
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  2
n 2

1I
4n 1

∞

=

=
−∑ )3  

  :حل 
  :با روش تجزیه کسرها داریم

  
( ) ( )

n 2 n 2

1 1 1 1I
2n 1 2n 1 2 2n 1 2n 1

∞ ∞

= =

 
= = − − + − + ∑ ∑  

  :طبق قاعده ادغام داريم

  1 1 1 1 1 1 1
n 2 n2 2n 1 2n 1 2 3 6

    − = − =   = = ∞− + ∞   
  

  
n 1

n 3

1I n
4

∞ −

=

 =  
 ∑ )4  

  :داریم :حل

  n

n 0

1 x
1 x

∞

=

=
− ∑  

  :گیري داریم پس از مشتق

  
( )

n 1
2

n 1

1 n x
1 x

∞
−

=

=
− ∑  

1xدر 
4

  : داریم=

  

I

n 1 1 1 2 1 n 1

2
n 1 n 3

1 1 16 1 1 1 16 2 5n 1 2 n I 1
4 9 4 4 4 9 4 1811

4

∞ ∞− − − −

= =

       = → = + + → = − − =       
        − 

 

∑ ∑


  


