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(1) ÍÜµ¿õ ¢�Àä�

�õÀÖõ .1 x

ø ©¤�Þª �� �Î��¤ ¤¢ ¢Àä ô�úÔõ �î ÝþÀþ¢ .Ýþ¢Âî ´±½¬ üÖ�Ö� ¢�Àä� ö�õ�Â�� �µªÁð �bÆÜ� ø¢ ¤¢

ßØ�ó .¢�� ¢øÀ½õ Ý�õ�÷üõ ´±·õ ý�þ�ð ¢�Àä� ¥øÂõ� �»÷� �� ´Æ¿÷ ø Àõ� ÀþÀ� �û´�Þî ýÂ�ðù¥�À÷�

�� Ã�÷ üÔ�õ ¢�Àä� ø �þ�ð ¢�Àä� �î üÞÆì �� ¢Âî ��¹þ� �¤ ¢Àä ô�úÔõ �b ã¨�� üÞÜä �b �Â¹� �¤øÂ®

.¢�ªüõ ùÀ÷��¡ ,R ,üÖ�Ö� ¢�Àä� �bä�Þ¹õ ¥øÂõ� ,Ý�û�Ôõ ßþ� �bä�Þ¹õ ø À÷Àª �µ¡��ª \¢Àä" ö���ä

ô�Üãõ ´Èðüõ �¨ ��¤¢ ��¢�ãõ Û� ñøÁ±õ ý¢��õ Ýû¢Ã÷�ª öÂì ¤¢ �î üþ�ûÇª�î üÏ ¤¢

.¢¥�¨üõ ÛÌãõ ¤��¢ �¤ �ûÇª�î ßþ� �î ´¨� üþ�ûüµ¨�î ©�¿µ¨¢ ¥��û üÖ�Ö� ¢Àä ô�úÔõ �î Àª

� � x°Æ�Â� 3 ��¤¢ �b ó¢�ãõ Âû .Ý��îüõ ü¨¤Â� ö��î� �¤ á�®�õ ßþ� ,¾þ¤�� ý¥�¨¥�� üîÀ÷� � �

:´ª�÷ Âþ¥ �¤�¬ �� x3 �b ÜÞ� °þÂ® Â� ö¢Âî Ý�ÆÖ� ¥� Å� ö���üõ �¤ üÖ�Ö� °þ�Â®

x3 + ax2 + bx+ c = 0 (1)

�� (1) �ó¢�ãõ ,x = t� a
3
Ý�û¢ ¤�Âì Âð� .¢Âî éÁ� �¤ ôø¢ �b �¤¢ �b ÜÞ� ö���üõ ù¢�¨ ü�þÃÚþ�� ×þ ��

ÛØª

t3 + pt+ q = 0 (2)

�b ó¢�ãõ Ý��îüõ Çª�î ñ�� .À�µÆû c ø b ,a °þ�Â® °Æ�Â� üþ�û�¤�±ä p; q ö� ¤¢ �î Àþ�üõ ¤¢

1



Ýþ¤�¢ ,t = u+ v Ý�Æþ��� Âð� .Ý��î Û� �¤ (2)

(u+ v)3 + p(u+ v) + q = 0

u3 + v3 + (3uv + p)(u+ v) + q = 0

(3)

ý�Â� .Àþ�üõ ´¨¢�� (2) ý�Â� t = u+ v ���� ×þ ,À�î ëÀ¬ �ó¢�ãõ ßþ� ¤¢ �î u; v �ø¥ Âû ý�Â�

¤�Ñµ÷� �î ´¨� ñ�ú¹õ ø¢ �� �ó¢�ãõ ×þ (3) �î Ý��îüõ ùÀû�Èõ ´Æ¿÷ ü�ø¥ ß��� ö¢¤ø� ´¨¢��

.Àª�� �µª�¢ ���� ´þ�ú÷ü� �f �Þãõ Ýþ¤�¢

:Ý�û¢üõ ¤�Âì .Ý�¨Â� üÊ¿Èõ ���� �� Ý��îüõ üã¨ ,u; v ö��õ ÂÚþ¢ �bÎ��¤ ×þ ö¢øÃê� ��

uv = � p

3
�þ 3uv + p = 0 (4)

:À�þ�üõ ¤¢ Âþ¥ ù�Úµ¨¢ �¤�¬ �� (4) ø (3) �¤�¬ ßþ� ¤¢ �î8><
>:

u3 + v3 = �q

u3v3 = � p3

27

(5)

�î Ý�Æþ��� ôø¢ ��¤¢ �ó¢�ãõ ×þ Ý�÷���üõ v3 ø u3 ´�Þî ø¢ �Â®Û¬�� ø á�Þ¹õ ßµª�¢ �� ñ��

:À�ª�� v3 ø u3 Çþ�û�Èþ¤

z2 + qz � p3

27
= 0 (6)

Å�

z =
�q �

q
q2 + 4

27
q3

2

(2) ���� ,t = u + v ¥� ù¢�Ôµ¨� �� ø �ú÷� °ãî ßµêÂð �� Å� ,À�µÆû v3 ø u3 Âþ¢�Öõ z ���� ø¢

:Àþ�üõ ´¨¢��

t =
3

vuut�q +
q
q2 + 4

27
p3

2
+

3

vuut�q �
q
q2 + 4

27
p3

2
(7)

üóø ,´¨� 3 ��¤¢ ��¢�ãõ Û� Ûõ�î ¤�µ¨¢ �fÂû�Ò ´¨� éøÂãõ 1�÷�¢¤�î ñ�õÂê �� �î ñ�õÂê ßþ�

:¢¥�¨üõ �õÂ� �¤ ÛØÈõ ø¢ ö� ¥� üÜÞä ùb¢�Ôµ¨� ø ë�ê �¤�±ä ¢¤�õ ¤¢ ´ì¢ üÞî
©ø¤ ø ñ�õÂê ßþ� ¢�ªüõ �µÔð �î üþ��ó�µþ� À�ÞÈ÷�¢ (1501-1576) Girolamo Cardano �÷�¢¤�î �õ� øÂ��1
üÔ¿õ �� ÝÆì �� (1499-1557) Niccol�o Tartaglia ��ó��¤�� �ó�Ø�÷ ýÂÚþ¢ üþ��ó�µþ� ö�À�®�þ¤ ¥� âì�ø ¤¢ �¤ ë�ê Û�

.´¨� ù¢Âî ´ê�þ ¤¢ ö� ßµª�Àû�Ú÷

2



.Àª�� �µª�¢ ���� ø¢ �þ ×þ ,º�û ´¨� ßØÞõ ,ax2 + bx + c = 0 ,ôø¢ ��¤¢ �b ó¢�ãõ ×þ (1

��¢�ãõ .´¨� ���� ø¢ ¢��ø ö�Øõ� ÂÚ÷��� x= �b�
p

b2�4ac

2
ü�ãþ ,���� ñ�õÂê ¤¢ � ¢��ø

�¤ ���� ×þ ÍÖê �fÂû�Ò (7) ñ�õÂê üóø À�ª�� �µª�¢ üÖ�Ö� ���� �¨ �� ´¨� ßØÞõ 3 ��¤¢

¤¢ (2) ý�Â� t = � ���� ×þ �f ·õ Âð� �î �Âþ¥ ´Æ�÷ üÜØÈõ ßþ� ÛÞä ¤¢ .Àû¢üõ ´¨¢��

:Ý�Æþ��� Ý�÷���üõ ,Àª�� ´¨¢

t3 + pt+ q = (t � �)(t2 +At +B)

ÂÑ÷ �� ñ�� ßþ� �� .Àª À�û��¡ �À�� ÂÚþ¢ üó�Þµ�� ý�û���� t2 +At + B = 0 ü¨¤Â� �� ø

Âþ¥ ñ�·õ .´Æ�÷ ¤�¢¤�¡Â� ôø¢ ��¤¢ ��¢�ãõ Û� ñ�õÂê ���Èõ üµ�õ�Þä ¥� (7) ñ�õÂê À¨¤üõ

:ÀþÂ�Ú� ÂÑ÷ ¤¢ �¤

t3 � 3t+ 2 = 0

��� �b ó¢�ãõ ý�û���� Å� ,´ª�÷ (t� 1)2(t+ 2) �¤�¬ �� ö���üõ �¤ t3 �3t+ 2 �¤�±ä

:Ýþ¤�¢ q = 2 ø p = �3 �� ���� �� ,ÝþÂ�ð ¤�î�� �¤ �÷�¢¤�î ñ�õÂê Âð� ñ�� .1;1;�2 ¥� À��¤�±ä

t =
3
p
�1+

3
p
�1 = �2

.¢�ªüõ Û¬�� �û���� ¥� üØþ ÍÖê ø

ö���ä ��
p�1 ÛØª �� üþ��ª� ßµêÂþÁ� ø ¢Àä ô�úÔõ �b ã¨�� �� Â¹�õ �î �¤ ýÂ�ýÀ� ÛØÈõ (2

:ÀþÂ�Ú� ÂÑ÷ ¤¢ �¤ Âþ¥ �b ó¢�ãõ .Ý��îüõ ¼þÂÈ� ñ�·õ ×þ Âî£ �� Àª \¢Àä"

t3 � 6t+ 4 = 0 (8)

ýÂ�ð¤�µî�ê �¤ (t� 2) �ÜÞ� ö���üõ Å� ,À�îüõ ëÀ¬ �ó¢�ãõ ßþ� ¤¢ t = 2 �î À��î ùÀû�Èõ

:Ýþ¤�¢ ø ¢Âî

t3 � 6t + 4 = (t� 2)(t2 + 2t� 2)

3



:À�þ�üõ ´¨¢�� (8) �ó¢�ãõ ý�û���� �b �Üî t2 + 2t � 2 = 0 ö¢�¢ ¤�Âì ��

t = 2 ; �1�
p
3

:Ýþ¤�¢ (7) ñ�õÂê ¥� ÂÚþ¢ üêÂÏ ¥�

t =
3

s
�4+

p
�16

2
+

3

s
�4�

p
�16

2

:´ª�¢ Ý�û��¡ Ý��î �¬�¡ 4
p
�1 ��

p�16 Âð�

t =
3

q
�2+ 2

p
�1+

3

q
�2� 2

p
�1 (9)

í�ØÈõ ü�ãõ ÂÑ÷ ¥� ùø�ä �� ø ´Æ�÷ ùÀª Âî£ ���� �¨ ¥� ×þ º�û Âû�Ò ¤¢ �¤�±ä ßþ�

��� µ õ Ýû¢Ã ÷�ª öÂì ö�÷�À �®� þ¤ .Ý þ�ùÀÈ÷ Ûþ� ì üþ� �ãõ
p�1 ý�Â � ö� � î� � � î �Â þ¥ ´¨�

Ûì�À� �þ ¢¤�¢ ü�ãõ
p�1 À��î ­Âê .Àª Û¨�µõ Âþ¥ ý¤�¬ �b ±¨�½õ �� ö���üõ �î À÷Àª

¢�½�� Â���� �î À��î ���� �¤�¬ ßþ� ¤¢ .¢�¢ ô�¹÷� �¤ ýÂ±� ý¢�ä ��±¨�½õ ö� �� ö���üõ

:(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

(1+
p
�1)3 = 1+ 3

p
�1� 3�

p
�1

= �2+ 2
p�1

:¢�ªüõ ù¢�¨ Âþ¥ �¤�¬ �� (9) Å� ,(1�
p
�1)3 = �2�

p
�1 Ýþ¤�¢ �fú��Èõ ø

t = 1+
p
�1+ 1�

p
�1 = 2

���ÜÞä ¢Àä ×þ �¤�¬ �� ö� �� Âð� ,Ý�µÆ�÷ Ûþ�ì üþ��ãõ
p�1 ý�Â� �î ßþ� ÝèÂ�Üä ü�ãþ

À�÷�õ ýÂþ¢�Öõ ¢�¡ ��µî ¤¢ �÷�¢¤�î !¢¤ø� Ý�û��¡ ´¨¢�� �¤ �ó¢�ãõ ���� ,Ý�û¢ ô�¹÷� ýÂ±�

���Èõ ýÂ±� ¤�µê¤ ßØ�ó ø À�µÆ�÷ ¢Àä ¢�¡ À�� Âû �î ¢Âîüõ ¢�ÀÞÜì \ý¥�¹õ ¢�Àä�" �¤
p�1

¢�Àä� ßµêÂþÁ� �î ö��»Þû ,À�¨¤ ¢�Àä� ¢¤�õ ¤¢ üÖþ�Ö� �� ö���üõ �ú÷� ×Þî �� ø À÷¤�¢ ¢�Àä�

.À�îüõ Â�¤��Þû ´±·õ Âþ¢�Öõ ü¨¤Â� ý�Â� �¤ ù�¤ Â±� ¤¢ üÔ�õ

4



üþ��ãõ Â�±ã� ø ´ê�þ ���®�þ¤ ¤¢ �¤ ¢�¡ ý�� �f¹þ¤À� ö� ñ�·õ� ø
p�1 ô�úÔõ öÂì �¨ �� ø¢ üÏ

¤�³¨�î ý¦øÂ÷ ��Æõ À÷¢�¢ ���¤�
p�1 ý�Â� ü¨À�û ýÂ�±ã� �î ý¢�Âê� ß�óø� .Àª ���¤� ö� ý�Â� üÖ�ì¢

«��¡ ø ¢Àä �÷�ð ßþ� Õ�ì¢ ø âõ�� ü¨¤Â� üóø À÷¢�� 3ö�ð¤� Â�ø¤ ö�¦ üÆ�þ�¨ ¤�À��Æ� ø 2Û¨ø

¢�Àä�" �� ¢¤�¡Â� ý¥øÂõ� ©ø¤ .5À�¨¤ ñ�Þî �� 4§øb�ð ü÷�Þó� ï¤Ã� ö�À�®�þ¤ ¤��� ¤¢ �ú÷� ýÂ±�

��¤¢ ��¢�ãõ Û� ,ùÀ�þ� ý�ûÇ¿� ¤¢ ÍÜµ¿õ ¢�Àä� ü¨¤Â� ¥� Å� .´¨� §øb�ð ©ø¤ \ÍÜµ¿õ

¤¢ Âð� Ýþ¢Âî ���¤� 3 ��¤¢ ��¢�ãõ Û� ý�Â� �î üªø¤ ¢�¢ Ý�û��¡ ö�È÷ ù¢Âî ü¨¤Â� �f¢À¹õ �¤ 3

.¢�ªüõ Â¹�õ �ó¢�ãõ ý�û���� ��Üî ßµê�þ �� ø ´¨� Ûõ�î üªø¤ ,¢Â�ð ô�¹÷� ÍÜµ¿õ ¢�Àä� ���¤��

ÍÜµ¿õ ¢�Àä� üêÂãõ .2 x

xy ü��Êµ¿õ �b½Ô¬ ñ�� .Ýþ�ù¢�¢ ¤�Âì ´¨�¤ Í¡ ×þ ¯�Ö÷ �� ×þ �� ×þ ÂÒ��� ¤¢ �¤ üÖ�Ö� ¢�Àä�

üÖ�Ö� ¢Àä ü�ãþ ,Ý��îüõ ´�±·� üÖ�Ö� ¢�Àä� ù�Úþ�� ö���ä �� �¤ ö� ¤¢ x ¤�½õ ø ÝþÂ�ðüõ ÂÑ÷ ¤¢ �¤

¢Àä ô�úÔõ ¥� üÞ�Þã� �� �½Ô¬ ô�Þ� �� Í¡ ßþ� ¥� ¤Áð �� .Ý�û¢üõ Çþ�Þ÷ (x;0) �b ÎÖ÷ �� �¤ x

¥� z0 = (x0; y0) ø z = (x; y) �b ÎÖ÷ ø¢ ý�Â� .´¨� üÖ�Ö� ¢�Àä� ùÀ÷Â�ðÂ� ¤¢ �î À�¨¤ Ý�û��¡ üÖ�Ö�

ü�ãþ ,\üÖ�Ö� ¢�Àä�" �� Âð� �î ¢Âî Ý�û��¡ ÓþÂã� ý¤�Ï �¤ �Â®Û¬�� ø á�Þ¹õ ô�úÔõ �½Ô¬

(x+ x0;0)ü�ãþ ,üó�Þãõ �Â®Û¬�� ø á�Þ¹õ ô�úÔõ ö�Þû ,¢�ª ¢øÀ½õ (x0 ;0) ø (x;0)ý�û�ø¥

.Àû¢ ´¨¢�� �¤ (xx0 ;0) ø

:Ý��îüõ ÓþÂã� z0 = (x0; y0) ø z = (x; y)ý�Â� âÞ� (1-2)

z + z0 = (x+ x0; y + y0)

Caspar Wessel2

Jean Robert Argand3

Carl Friedrich Gauss4

:À��î �ã��Âõ Âþ¥ ��µî 3 ÛÊê �� ÍÜµ¿õ ¢Àä ô�úÔõ ñ�½� ü¿þ¤�� Â�¨ �ãó�Îõ ý�Â�5
Ebbinghaus, H. D., et al Numbers, Springer 1991.
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ø À�û¢üõ Û�ØÈ� �¤ á�®�� ý¥��µõ ×þ §�b¤ ¤�ú� z+ z0 ø z0 ,z ,0 = (0;0) ¯�Ö÷ °��Â� ßþÀ�

.(1 ÛØª) ´¨� ��Êµ¿õ �bÀ±õ ¥� âÏ�¨ ý�û¤�¢Â� ý�Â� ý¤�¢Â� âÞ� ö�Þû ¯�Ö÷ âÞ� ÛÞä

x

y

O

z

z0

z + z0

âÞ�«��¡ (1-1-2)

.z + z0 = z0 + z (üþ�¹���) ýÂþÁ� Ëþ�ã� (1-1-2)

.z + (z0 + z00) = (z + z0) + z00 ýÂþÁ�´îÂª (2-1-2)

�î ´¨� üðÄþø ßþ� ý�¤�¢ (�ÎÖ÷ ßþ� ÍÖê ø) 0 = (0;0) �ÎÖ÷ Â��ü� ÂÊ�ä (3-1-2)

z + 0 = 0+ z = z

�¤�¬ �� z üÔ�õ �þ ��þÂì ,z = (x; y)ý�Â� ��þÂì ÂÊ�ä (4-1-2)

�z = (�x;�y)

:�î ´¨� üðÄþø ßþ� ý�¤�¢ (�ÎÖ÷ �÷�Úþ) ø ¢�ªüõ ÓþÂã�

z + (�z) = (�z) + z = 0

¢Àä �î ,�Ôó�b õ Âû ý�Â� ÂÒ��µõ üðÄþø �î À÷�ªüõ �¹�µ÷ ßþ� ¥� üð¢�¨ �� �Þû ÂîÁó�ë�ê «��¡

.´¨� ¤�ÂìÂ� ,´¨� üÖ�Ö�

ÂÑ ÷ � � ßû£ ¥� ¤ø¢ ¥� è� ¤¢ z0 = (x0; y0) ø z = (x; y) �Â®Û¬�� ÓþÂã � �Â® (1-2)

�î á�Þ¹õ é�¡ Â� �î À��î ���� ´Æ¿÷ .Àª Àû��¡ ßªø¤ ö� ´�ä�®�õ �f¹þ¤À� üóø À�¨¤ Àû��¡

6



¤ø¢ �î Àª Àû��¡ ü¬��¡ ¥øÂ� ßÞÌµõ �Â®Û¬�� ý�Â� üÔþÂã� ß��� ,Àª ÓþÂã� �Ôó�b õ �� �Ôó�b õ

�î ¢�ªüõ �¹�µ÷ ,Ý��î ÓþÂã� (xx0 ; yy0) �¤�¬ �� �¤ z � z0 Âð� .´¨� üÖ�Ö� ¢�Àä� §�÷�bõ «��¡ ¥�

«��¡ é�¡ �î ,¢�ªüõ ÂÔ¬ ,ÂÔ¬ Â�è ÂÊ�ä ø¢ �Â®Û¬�� ü�ãþ ,(1;0) � (0;1) = (0;0)

¢�Àä� �Â®«��¡ �� Â���±ª ¢Âî Ý�û��¡ ÓþÂã� �î ü�Â®Û¬��«��¡ .´¨� üÖ�Ö� ¢�Àä� ýÂ±�

(x;0) � (x0;0)�Â®Û¬�� ü�ãþ ,¢�� Àû��¡ ¤�ð¥�¨ üÖ�Ö� ¢�Àä� �Â®Û¬�� �� ø ´¨� üÖ�Ö�

.¢�ªüõ (xx0 ;0) Â��Â�

�½Ô¬ ¤¢ ý��ÎÖ÷ zz0 .Ý��îüõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬ �� �¤ z � z0 ,z0 = (x0; y0) ø z = (x; y)ý�Â�

Âð� Å� .´¨� �bÀ±õ ¥� z0 ø z Û¬��ê �Â®Û¬�� Â��Â� ��Êµ¿õ �bÀ±õ ¥� ö� �b Ü¬�ê �î ¢�� Àû��¡

.´ª�¢ Àû��¡ ¤�Âì 0 ÃîÂõ �� rr0 á�ãª ùbÂþ�¢ ýø¤ z � z0 ,Àª�� r0 ø r °��Â� �� �bÀ±õ ¥� z0 ø z �b Ü¬�ê

zz0

z

z0

�
�0

� + �0

r

r0

rr0
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z

y

x

r

�

ø z 6= 0 Ý��îüõ ­Âê ñ�� .zz0 = 0 �fõøÃó �¹�µ÷ ¤¢ ø Àª Àû��¡ ÂÔ¬ r0 �þ r ,Àª�� ÂÔ¬ z0 �þ z Âð�

ø ÝþÂ�ðüõ z �� 0 Û¬�ø Í¡Ý�÷ �� x ¤�½õ ´±·õ Í¡Ý�÷ ¥� �b þø�¥ Â��Â� �¤ ��¤�¬ ßþ� ¤¢ .z0 6= 0

0 ñ�� rr0 á�ãª ùbÂþ�¢ ýø¤ �ÎÖ÷ ö� �¤ zz0 ö��î� .ÝþÂ�ðüõ ÂÑ÷ ¤¢ z0 ý�Â� �¤ �0 °��Â� ß�Þû ��

.Àª�� � + �0 Â��Â� ö� Ûõ�� á�ãª �� x ¤�½õ ´±·õ �Þ�÷ ¥� �b þø�¥ �î ÝþÂ�ðüõ

�Â®«��¡ (1-2-2)

.z � z0 = z0 � z (üþ�¹���) ýÂþÁ�Ëþ�ã� (1-1-2-2)

.z � (z0 � z00) = (z � z0) � z00 ýÂþÁ�´îÂª (2-1-2-2)

�î ´¨� üðÄþø ßþ� ý�¤�¢ (�ÎÖ÷ ßþ� ÍÖê ø) (1;0) �bÎÖ÷ Â��ü� ÂÊ�ä (3-1-2-2)

z � (1;0) = (1;0) � z = z

�î ¢¤�¢ ¢��ø z0 (¢Âê �� ÂÊ½�õ) ýÂÊ�ä z 6= 0 Âû ý�Â� §�Øãõ ÂÊ�ä (4-1-2-2)

z � z0 = z0 � z = (1;0)

ø r = 1 Ýþ¤�¢ (1;0) ¢¤�õ ¤¢ ,(3-1-2-2) ý�Â� .´¨� ´¨�¤Â¨ �f õ�î ñø� ´�¬�¡ ø¢ ��±��

,r ü�ãþ ,0 ¥� z �Ü¬�ê ,z 6= 0 Âð� ,ü�Â® §�Øãõ ÂÊ�ä ý�Â� ùÂ¡��� .¢�ªüõ �¹�µ÷ ÝØ� ø � = 0

À�îüõ ëÀ¬ Íþ�Âª ¤¢ �î ´¨� ý��ÎÖ÷ �÷�Úþ (��) �b þø�¥ ø r�1 �Ü¬�ê �� z0 ù�Ú÷� ,´¨� ÂÔ¬�÷
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(3 ÛØª)

1

z

z�1

�

��

r

1

r

ùÀ÷��¡ z �b ÎÖ÷ ü±Îì ��Êµ¿õ ((Óó�) 2 ÛØª) Àª ù¢�¢ ´±Æ÷ z = (x; y) �b ÎÖ÷ �� �î (r; �) �ø¥

ö¢øÃê� �� ,´Æ�÷ �÷�Úþ � üóø ¢�ªüõ ß��ã� ¢Âê �� ÂÊ½�õ ¤�Ï �� ,�bÀ±õ ¥� �Ü¬�ê ,r �Ôó�b õ .À÷�ªüõ

(z ÕÜÎõ ¤Àì) jzj �� �¤ r .Àþ�üõ ´¨¢�� ÂÚþ¢ ñ�±ì Û��ì ¤�ÀÖõ ×þ ,� �� (2�) ¼�½¬ �ÂÌõ Âû

¥� âÏ�¨ Í¡Ý�÷ ×þ ýø¤ ¯�Ö÷ �b Þû ý�Â� �î À��î ���� .À�û¢üõ Çþ�Þ÷ arg(z) �� üû�ð �¤ � ø

,x < 0 ,(x;0) ¯�Ö÷ arg(z) = � ;y > 0 ,(0; y) ¯�Ö÷ arg(z) = �
2
�f ·õ .´¨� Â ��Â � arg(z) ,0

.À�û¢üõ Çþ�Þ÷ �¤ y < 0 �� (0; y) ¯�Ö÷ arg(z) = 3�
2

,ýÂ±� «��¡ Û�ÞØ� ý�Â� .Àª �¬�¡ �Â® ø âÞ� «��¡ (1-2-2) ø (1-1-2) ¤¢

:Àþ�üõ Âþ¥ ¤¢ �î ´¨� �ÂÎõ Ã�÷ � ø + �bÎ��¤

:Ýþ¤�¢ z; z0; z00 ý�Â� üÈ¿� ö�÷�ì (3-2)

z � (z0 + z00) = (z � z00) + (z � z00)

(z + z0) � z00 = (z � z00) + (z � z00)

.Ý��îüõ ü¨¤Â� �¤ �Ñ½ó ßþ� �� ùÀõ� ´¨¢�� ¸þ�µ÷ üÌã� ,üÈ¿� ö�÷�ì ��±�� ¥� Û±ì

,ù¢�¢ Çþ�Þ ÷ C �� �¤ ë�ê �Â® ø âÞ� ÛÞä � � �½Ô¬ ¯�Ö÷ �ä�Þ¹õ ý¤�Áð¢�Þ÷ (4-2)

���� .¢�ªüõ ùÀ÷��¡ ÍÜµ¿õ ¢Àä ×þ (x; y) �ø¥ Âû °��Â� ßþ� �� .Ý�õ�÷üõ ÍÜµ¿õ ¢�Àä� �ä�Þ¹õ

Çþ�Þ÷ (x;0) �� �¤ R Â¬��ä Âð� ü�ãþ ,´¨� C ù�Úµ¨¢Âþ¥ ×þ ö� ñ�Þãõ �Â® ø âÞ� �� R�î À��î

¤¢ .´¨� üØþ ÍÜµ¿õ ¢Àä �þ üÖ�Ö� ¢Àä ö���ä �� ,üÖ�Ö� ¢Àä ø¢ �Â®Û¬�� ø á�Þ¹õ ,Ý�û¢
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Ýþ¤�¢ ,À�ª� � ´õ�ä Ýû x0 ø x Âð� �î À� �î ���� ,z0 = (x0;0) ø z = (x;0)�Â®Û¬�� ¢¤�õ

ö�� ø arg(z � z0) = 0 ´ó�� ø¢ Âû ¤¢ Å� ,arg(z) = arg(z0) = � � þ arg(z) = arg(z0) = 0

,À�ª�� ´õ�ãó� ÓÜµ¿õ x0 ø x �î üµó�� ¤¢ .(x;0) � (x0;0) = (xx0;0) Å� ,xx0 = jzz0j ,xx0 > 0

jzjjz0j = �xx0 Â��Â� 0 ¥� ö� �b Ü¬�ê �î ´¨� arg = � �� �ÎÖ÷ �÷�Úþ xx0 ø xx0 < 0 ,arg(zz0) = �

.(x;0) � (x0;0) = (xx0;0) �f¢À¹õ Å� ,Àª��üõ

ö�� .´¨� (�1) ý�Â� ¤Á� ¢��ø �½Ô¬ ¯�Ö÷ ý�Â� �Â® ø âÞ� ÓþÂã� ý¤�ê �¹�µ÷ ßþÂ�¥¤��

üêÂÏ ¥� .Àª�� 1 Àþ�� �bÀ±õ ¥� ö� üó�Þµ�� ¤Á� Âû �Ü¬�ê ,´¨� À��ø Â��Â� �bÀ±õ ¥� (�1;0) �Ü¬�ê

:À÷¤�¢ �¤ ÂÑ÷ ¢¤�õ üðÄþø (0;�1) ø (0;1) �bÎÖ÷ ø¢ �fÖ�ì¢ ø ,arg(�1;0) = � ÂÚþ¢

(0;1) � (0;1) = (�1;0)

(0;�1) � (0;�1) = (�1;0)

.À�µÆû ((�1;0) �þ) (�1)ý�û¤Á� �i ø (0;�1) = �i Å� ,À�û¢üõ Çþ�Þ÷ i �� �¤ (0;1) �bÎÖ÷

.�i ø �1 ü�ãþ ,´¨� ô¤�ú� �bÈþ¤ ¤�ú� ý�¤�¢ ((1;0) �þ) 1 ¢Àä �î ßþ� �¹�µ÷

¤�Ï �� �î Âþ¥ �b ÎÖ÷ n �î ¢�ªüõ �¹�µ÷ �Â® ÓþÂã� ¥� .´¨� ô� n �bÈþ¤ ný�¤�¢ 1 üÜî ¤�Ï ��

:À�ª��üõ 1 ô� n ý�û�Èþ¤ À÷�ùÀª âþ¥�� À��ø ùbÂþ�¢ ýø¤ �Ü¬�Ôó� ýø�Æµõ

(1;0); (cos
2�

n
; sin

2�

n
); (cos

4�

n
; sin

4�

n
); : : : ; (cos

(n� 1)2�

n
; sin

(n� 1)2�

n
)

.À÷�ùÀª ù¢�¢ Çþ�Þ÷ 1 ÝµÈû ý�û�Èþ¤ (�) 4 ÛØª ¤¢ ø 1 ô�¨ ý�û�Èþ¤ (Óó�) 4 ÛØª ¤¢

�

4
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(1;0)

2�

3

:¥� À��¤�±ä 1 ô�¨ ý�û�Èþ¤ �î À��î ���� ýÀã� ý�ûá��¤� ´ú�

(1;0)

(�1
2
;

p
3

2
) = (cos

2�

3
; sin

2�

3
)

(�1
2
;�

p
3

2
) = (cos

4�

3
; sin

4�

3
)
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(2) ÍÜµ¿õ ¢�Àä�

(x; y) �bÎÖ÷ �b Ü¬�ê r ,Àª�� (x; y) �bÎÖ÷ ü±Îì ��Êµ¿õ (r; �) �ø¥ Âð� �î Àþ¤ø� ¢�þ �� Û±ì �bÆÜ� ¥�

ÂÑ÷ ¤¢ (x; y) �� 0 ¥� Û¬�ø Í¡Ý�÷ �� x ¤�½õ ´±·õ Í¡Ý�÷ ¥� �î ´¨� ý��þø�¥ � ø ´¨� �bÀ±õ ¥�

Ýþ¤�¢ .ÝþÂ�ðüõ üÔ�õ �¤ ´ä�¨ �b �ÂÖä ´ú� ø ´±·õ � ý�Â� �¤ ü��·Ü·õ ´ú� .¢�ªüõ �µêÂð

x = r cos � ; y = r sin � (1)

ý�Â � ü±Î ì ��Êµ¿õ �ø¥ ×þ À � î ëÀ¬ ë� ê Í ��ø¤ ¤¢ � î r � 0 � � (r; �) �ø¥ Â û â ì�ø ¤¢

Õ±Ï .Àª�� z0 = (x0; y0) ý�Â� ü±Îì ��Êµ¿õ (r0; �0) À��î ­Âê ñ�� .¢�ªüõ ¤�Ñ�õ z = (x; y)

:Ýþ¤�¢ ÍÜµ¿õ ¢�Àä� �Â® ÓþÂã�

z � z0 = (rr0 cos(� + �0); rr0 sin(� + �0))

= (rr0 cos � cos �0 � rr0 sin � sin �0; rr0 sin � cos �0 + rr0 cos � sin �0)

= (xx0 � yy0; xy0 + x0y)

Å�

(x; y) � (x0; y0) = (xx0 � yy0; xy0+ x0y) (2)

Ó þÂ ã � ö�� � ä � � ö� ¥� ö�� �ü õ ø ´¨� Í Ü µ ¿ õ ¢À ä ø¢ �Â®Û¬�� ýÂ ± � ö� � � ë� ê � Î ��¤

­Âê .Ý��îüõ Õ�Ö½� �¤ üÈ¿� ö�÷�ì ´½¬ ö��î� ,(2) ¥� ù¢�Ôµ¨� �� .¢Âî ù¢�Ôµ¨� �Â®Û¬��

1



:�¤�¬ ßþ� ¤¢ ,z00 = (x00; y00) À��î

z � (z0 + z00) = (x; y) � (x0 + x00; y0 + y00)

= (x(x0 + x00)� y(y0 + y00); x(y0 + y00) + (x0 + x00)y) (2) Õ±Ï

= ((xx0 � yy0) + (xx00 � yy00); (xy0 + x0y) + (xy00 + x00y))

= (xx0 � yy0; xy0 + x0y) + (xx00 � yy00; xy00+ x00y)

= zz0 + zz00

ýø¤ ¯�Ö÷ ¥� ÛØÈµõ C �b ä�Þ¹õÂþ¥ ö���ä �� �¤ ,R ,üÖ�Ö� ¢�Àä� �b ä�Þ¹õ �î Ý��îüõ ý¤ø�¢�þ

:Ýþ¤�¢ ßþ�Â���� ,À÷�ªüõ­Âê üØþ (x;0) ø x ü�ãþ ,ÝþÂ�ðüõ ÂÑ÷ ¤¢ x ¤�½õ

(x; y) = (x;0) + (0; y)

= (x;0) + (0;1)(y;0) ((2) Õ±Ï)

= x+ iy

(x; y) ¥� Â�ñ�Þãõ x+ iy ¢�Þ÷ ,Ý��îüõ üÖÜ� \ÍÜµ¿õ ¢Àä" ö���ä �� �¤ �½Ô¬ ¯�Ö÷ üµìø âì�ø ¤¢

¢�Àä� �� ö¢Âî ¤�î À�÷�õ x+ iy �� ö¢Âî¤�î ,üÈ¿� ø ýÂþÁ�´îÂª ,üþ�¹��� ß�÷��ì �� ���� �� .´¨�

�¤ (2) ¤�µ¨¢ �f ·õ .¢�ªüõ (�1) �� ÛþÀ±� i � i �� �Þû �î ´ª�¢ ���� Àþ�� ÍÖê .´¨� üó�Þãõ

:¢Âî Õ�Ö½� �f¢À¹õ Âþ¥ ÛØª �� ö���üõ

(x+ iy) � (x0 + iy0) = (x+ iy) � x0 + (x+ iy) � (iy0)

= xx0 + iyx0 + xiy0 + (iy)(iy0)

= xx0 + i(yx0 + xy0) + (i � i)(yy0)

= (xx0 � yy0) + i(xy0 + x0y)

�¤ x .À�õ�÷üõ ÍÜµ¿õ ¢Àä ×þ üê¤�ãµõ Çþ�Þ÷ �¤ z = x+ iy �¤�¬ �� ÍÜµ¿õ ¢Àä ×þ Çþ�Þ÷

¢�Àä� ,iy ü�ãþ ,y ¤�½õ ýø¤ ¢�Àä� üÜî ¤�Ï �� .À�õ�÷üõ z üõ�û�õ ´ÞÆì �¤ y ø z üÖ�Ö� ´ÞÆì

(Ýþ¢�¢üõ Çþ�Þ÷ r �� ü±Îì ��Êµ¿õ ¤¢ �î) 0 ¥� z = x+ iy �Ü¬�ê .À÷�ªüõ ùÀ÷��¡ üõ�û�õ

ßþ�Â���� .¢�ªüõ ù¢�¢ Çþ�Þ÷ jzj �� ø ¢�ªüõ ùÀ÷��¡ z ÕÜÎõ¤Àì

jzj =
q
x2 + y2 (3)

2



:À÷¤�ÂìÂ� z0 ø z ÍÜµ¿õ ¢�Àä� ý�Â� Âþ¥ Í��ø¤

jz + z0j � jzj+ jz0j (¶Ü·õ ýø�Æõ�÷) (4)

jz � z0j = jzjjz0j (5)

âÞ� ý�Â� üÜî ý�ùÀä�ì (4) ø ´¨� ÍÜµ¿õ ¢�Àä� �Â®Û¬�� ü¨À�û ÓþÂã� �¹�µ÷ (5) �Î��¤

ü¨À�û ü�ãõ .(ßþÂÞ�) ¢�Þ÷ Õ�Ö½� (3) ø âÞ� ÓþÂã� ßµêÂð ¤�î�� �� �¹�þ� ö���üõ �î ´¨�û¤�¢Â�

.´¨� ô�¨ âÜ® ýø�Æõ �þ Âµð¤Ã� ¶Ü·õ âÜ® ø¢ á�Þ¹õ �î ´¨� ßþ� ö�

,x ¤�½õ �� ´±Æ÷ ö� �b �þÂì ,z = x+ iy ý�Â� .´¨� �ø¢Ãõ ¢�Þ÷ ýÂÚþ¢ À�Ôõ ø ñ�Þãõ ¢�Þ÷

�� ø ´¨� ´¨�¤Â¨ Âþ¥ Í��ø¤ ��±�� .¢�ªüõ ùÀ÷��¡ z �ø¢Ãõ ø ùÀª ù¢�¢ Çþ�Þ÷ z �� x� iy ü�ãþ

:¢�ªüõ ¤�Áð�ø ßþÂÞ� ö���ä

z + z0 = z + z0 (6)

z � z0 = z � z0 (7)

�î À��î ���� ß��»Þû

z � z = jzj2 (8)

°��Â� ßþÀ� .¢ø¤üõ ¤�î�� arg(z) ¢�Þ÷ üû�ð ,� ü±Îì �b þø�¥ ý�Â� ùÂ¡���

z = jzj(cos(arg(z)) + i sin(arg(z)) (9)

:Ýþ¤�¢ .ÝþÂ�ðüõ ÂÑ÷ ¤¢ �¤ jzj = 1 �� z ÍÜµ¿õ ¢�Àä� ñ��

z = cos � + i sin �
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×þ n Âð� �î ¢�ªüõ �¹�µ÷ �Â®Û¬�� ü¨À�û ÓþÂã� ¥� .Ý�û¢üõ Çþ�Þ÷ Ã�÷ cis(�) �� �¤ ¢Àä ßþ�

Ýþ¤�¢ Àª�� ´±·õ ¼�½¬ ¢Àä

(cos � + i sin �)n = cos(n�) + i sin(n�) (10)

ßþ� ¥� üÌã� ���¤� ¥� Û±ì .¢¤�¢ ü÷�ø�Âê ý�û¢Â�¤�î ø ´¨� éøÂãõ 1¤ø��õ¢e ñ�õÂê �� (10) ñ�õÂê

¤�ÂìÂ� ,ÂÔ¬ ø üÔ�õ ,´±·õ ¥� Ýä� ,n ¼�½¬ ¢�Àä� �b Þû ý�Â� (10) �î Ý��îüõ ö�È÷ ÂÏ�¡ ,�û¢Â�¤�î

.À�îüõ ¤�ÂìÂ� �¤ ��� �b Î��¤ �î Ý�û¢üõ ¤�Âì 1 Â��Â� ¢�¢¤�Âì Õ±Ï �¤ z0 ,z ÍÜµ¿õ ¢Àä Âû ý�Â� .´¨�

:Ýþ¤�¢ ü�Â® §�Øãõ ÓþÂã� �� ���� �� ,n = �1 ý�Â�

(cos � + i sin �)�1 = cos(��) + i sin(��)

:Å� ,´¨� zn ü�Â® §�Øãõ ,´±·õ ¼�½¬ ¢Àä :n ,z�n ¥� ¢�ÊÖõ ñ��

(cos � + i sin �)�n = (cos(n�) + i sin(n�))�1 = cos((�n)�) + i sin((�n)�)

.´¨� ¤�ÂìÂ� ö��»Þû ¤ø��õ¢ ñ�õÂê Å�

ü��·Ü·õ ý�û¢�½�� :1 ¢Â�¤�î

ü±¨��õ �¤�±ä Àþ�� �f �Þãõ .¢¤ø� ´¨¢�� ¤ø��õ¢ ñ�õÂê ×Þî �� ö���üõ �¤ ü��·Ü·õ ý�û¢�½�� üÌã�

ø cos3� Ý�û��¡üõ À��î ­Âê �÷�Þ÷ ö���ä �� .¢Âî ×�ØÔ� üõ�û�õ ø üÖ�Ö� ý�û´ÞÆì �� �¤

:Àû¢üõ n = 3 ý�Â� ¤ø��õ¢ ñ�õÂê .Ý�Æþ��� sin � ø cos � °Æ�Â� �¤ sin3�

cos3� + i sin3� = (cos � + i sin �)3

= cos3 � + 3i cos2 � sin � � 3 cos � sin2 � � i sin3 �

= (cos3 � � 3 cos � sin2 �) + i(3 cos2 � sin � � sin3 �)

de Moivre
1

4



Å�8><
>:

cos3� = cos3 � � 3 cos � sin2 �

sin3� = 3 cos2 � sin � � sin3 �

ÍÜµ¿õ ¢�Àä� ô� ��n �bÈþ¤ :2 ¢Â�¤�î

.´¨� Ãþ�Þµõ ô� ��n �bÈþ¤ n ý�¤�¢ 1 �î ÝþÀþ¢ ø Ýþ¢Âî �±¨�½õ �¤ À��ø ô� ��ný�û�Èþ¤ Û±ì �bÆÜ� ¤¢

üÆþ�÷ ù¢�¨ ý�Â� ø Ý��îüõ ù¢�Ôµ¨� (9) ¥� .´¨� ´¨¤¢ z 6= 0 ÍÜµ¿õ ¢Àä Âû ý�Â� °ÜÎõ ßþ�

.Ý�û¢üõ Çþ�Þ÷ � �� �¤ arg(z)

z = jzj(cos� + i sin �)

:Å� ,Ý�Æþ�÷üõ jwj(cos �+ i sin�) �¤�¬ �� �¤ w .wn = z Ýþ¤�¢ ,Àª�� z ô� ��n �bÈþ¤ ×þ w Âð�

jwjn(cosn� + i sin�) = jzj(cos � + i sin �)

Â��Â� jwj ü�ãþ ,jzj = jwjn Ýþ¤�¢ ´¨� jwjn ²� éÂÏ ÕÜÎõ¤Àì ø jzj´¨�¤ éÂÏ ÕÜÎõ¤Àì ö��

ö¢�¢¤�Â ì ýø�Æ õ � � .Àª� �ü õ jzj´± · õ ¢Àä ´± · õ ô� � �n �È þ¤ n

pjzj ¥� ¢�ÊÖ õ � î ´¨� npjzj

Ýþ¤�¢ éÂÏ ø¢ üõ�û�õ ø üÖ�Ö� ý�û´ÞÆì
8<
:

cosn� = cos �

sin n� = sin �

Å�
n� = � + 2k� ; *�½¬ ¢Àä : k

� = �
n
+ k2�

n

:¢�Àä� ¥� À��¤�±ä z ô� ��n ý�û�Èþ¤ ßþ�Â����

n

q
jzj(cos( �

n
+ k

2�

n
) + i sin(

�

n
+ k

2�

n
)) *�½¬ ¢Àä : k

5



ÀþÀ� ´¨�¤ éÂÏ ¤¢ Ãþ�Þµõ ¤�ÀÖõ n ÍÖê À�îüõ üÏ �¤ ¼�½¬ ¢�Àä� ��Üî k üµìø �î À��î ����

ù¢øÃê� �
n
+ k2�

n
�� 2� ¼�½¬ �ÂÌõ ×þ ,¢�ª ù¢øÃê� k �� n ¥� ¼�½¬ ü�ÂÌõ Âð� �î �Âþ¥ Àþ�üõ

´¨¢�� Âþ¥ �Âª �� jzjý�Â� ô� ��n �bÈþ¤ n âì�ø ¤¢ Å� ,¢¤�À÷ §���¨ ø §���Æî Â� ýÂ�� �î ¢�ªüõ

:Àþ�üõ
8<
:

n

pjzj(cos( �
n
+ k2�

n
) + i sin( �

n
+ k2�

n
))

k = 0;1; : : : ; n� 1
(11)

��¢�ãõ Û� ¢¤�õ ¤¢ ü¿þ¤�� ¶½� Ý�÷���üõ Ýþ��µª�¢ ÍÜµ¿õ ¢�Àä� ¥� �î üÔ�¬�� �� ö��î�

�¤�¬ �� �¤ t ,t3 + pt + q = 0 �b ó¢�ãõ Û� ý�Â� �î Ý��îüõ ý¤ø�¢�þ .Ý��î Û�ÞØ� �¤ ô�¨ ��¤¢

ý�û�Èþ¤ Àþ�� u; v �î ÝþÀ�¨¤ �¹�µ÷ ßþ� �� 3uv+ p = 0 �b Î��¤ ×þ ö¢øÃê� �� ø Ý�µª�÷ t = u+ v

:¤�ÀÖõ ø¢ ô�¨ ý�û�Èþ¤ ü�ãþ ,z2 + qz � p3

27
= 0 ôø¢ ��¤¢ �b ó¢�ãõ ý�û���� ô�¨

z =
�q �

q
q2 + 4

27
p3

2
(12)

ÀþÀ� ñ�Àµ¨� ¤¢ üÜÜ¡ º�û À�ª�� Ã�÷ ÍÜµ¿õ q ø p Âð� üóø Ý�µêÂð üÖ�Ö� �¤ q ø p ¥�è� ¤¢ �õ .À�ª��

�� ô�¨ ��¤¢ ��¢�ãõ ¢¤�õ ¤¢ ��Ñ��õ �b Þû �¹�þ� �� ø À�Þî�� ýÂ±� ß�÷��ì ö�Þû �î �Âþ¥ Àþ�üÞ÷

ö��î� üóø ¢�ª üÔ�õ ´¨� ßØÞõ ñ�Øþ¢�¤ Âþ¥ (12) ¤¢ �î À��î ���� .´¨� ë¢�¬ Ã�÷ ÍÜµ¿õ °þ�Â®

Âû ñ�� .À÷�ù¢Âî �À�� ü�ãõ Ã�÷ ÍÜµ¿õ ø üõ�û�õ ¢�Àä� �î �Âþ¥ ¢Âî Àû��¿÷ ¢�¹þ� üÜØÈõ °ÜÎõ ßþ�

ÂÔ¬ ø¢ Âû �þ ���� ×þ �î üµó�� ý��·µ¨� ��) ´¨� ô�¨ �bÈþ¤ �¨ ý�¤�¢ (12) ¤¢ z ¤�ÀÖõ ø¢ ¥� ×þ

�î Ý�û¢üõ ö�È÷ üóø ,Àõ� Àû��¡ ´¨¢�� (u; v) �ø¥ ý�Â� ��¿µ÷� 9 = 3� 3 á�Þ¹õ ¤¢ ø ,(À÷�ª

�þ ,3uv + p = 0 üØÞî �b Î��¤ �î À��î ���� .À�îüõ ëÀ¬ �ó�bÆõ ¤¢ �¹�þ� ¤¢ ��¿µ÷� �¨ Â·î�À�

Å� ,À�û¢ Çþ�Þ÷ (u1; v1) �� �¤ ßØÞõ ���� ×þ .Àª�� ¤�ÂìÂ� Àþ�� uv = � p

3

u1 =
3

vuut�q +
q
q2 + 4

27
p3

2
; v1 =

3

vuut�q �
q
q2 + 4

27
p3

2

��¿µ÷� Âû ñ�� .u1v1 = � p

3
�î ý¤�Ï �� ´¨� ô�¨ �b Èþ¤ ��¿µ÷� ×þ 3

p ¥� ¢�ÊÖõ �¹�þ� ¤¢ �î

6



ÛØª �� Àþ�� (11) ý�û���� ý�Â� ô�¨ �bÈþ¤ ÂÚþ¢

u = !1u1 ; v = !2u2

Àþ�� À÷�Þ� ¤�ÂìÂ� ö��»Þû uv = � p

3
�î ßþ� ý�Â� .À�µÆû À��ø ô�¨ ý�û�Èþ¤ !2 ø !1 �î Àª��

:¥� À��¤�±ä À��ø �Èþ¤ �¨ üóø .!1!2 = 1 Ý�ª�� �µª�¢

1

! = cis(2�
3
) = �1

2
+ i

p
3

2

!2 = cis(4�
3
) = �1

2
� i

p
3

2

:¥� À��¤�±ä �î ¢¤�¢ ¢��ø !1!2 = 1 ý�Â� ö�Øõ� �¨ �ú�� ø

(!1 = !2 = 1) ; (!1 = !; !2 = !2) ; (!1 = !2; !2 = !)

ø (!u1; !2u2) ¥� À��¤�±ä ýÂÚþ¢ ñ�±ì Û��ì ý�û�ø¥ ,Àª�� ñ�±ì Û��ì �ø¥ ×þ (u1; v1) Âð� Å�

���� �¨ Å� ,(!2u1; !u2)
t = u1 + v1

t = !u1 + !2u2

t = !2u1 + !u2

.Àþ�üõ ´¨¢�� t3 + pt + q = 0 �¨ ��¤¢ �b ó¢�ãõ ý�Â�

:Ý��îüõ ü¨¤Â� Ûõ�î ¤�Ï �� �¤ 3 �ÆÜ� ¥�è� ñ�·õ ø¢ ¤�Ã�� ßþ� ��

ô�¨ ý�û�Èþ¤ u; v ø q = 2 ,p = �3 Ýþ¤�¢ .ÀþÂ�Ú� ÂÑ÷ ¤¢ �¤ t3 � 3t+ 2 = 0 �b ó¢�ãõ .1 ñ�·õ

¤�ÀÖõ ø¢

z =
�2� p

4� 4
2

= �1

ô�¨ ý�û�Èþ¤ .¢�ª ��¿µ÷� (�1) ô�¨ �b Èþ¤ ×þ Àþ�� u; v ¥� ×þ Âû °��Â� ßþÀ� .Àª À�û��¡

:¥� À��¤�±ä (11) Õ±Ï (�1)

cos
�

3
=
1

2
+ i

p
3

2
; cos� = �1 ; cos

5�

3
=
1

2
� i

p
3

2
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°��Â� ßþÀ� u1 = v1 = �1 �f ·õ ,¢�ª � p

3
= 1 Â��Â� ö�È�Â®Û¬�� �î À÷�ª ��¿µ÷� üþ�û�ø¥ Àþ��

:¥� À��¤�±ä �ó¢�ãõ �bÈþ¤ �¨

�1� 1 = �2 ; �! � !2 =
1

2
+
1

2
= 1 ; �!2 � ! =

1

2
+
1

2
= 1

×þ Âû u; v ø q = 4 ,p = �6 ö� ý�Â� �î Ýþ Â�ðüõ ÂÑ÷ ¤¢ �¤ t3 � 6t+ 4 = 0 �b ó¢�ãõ .2 ñ�·õ

¤�ÀÖõ ø¢ ô�¨ ý�û�Èþ¤

z =
�4� p

16� 32
2

= �2� 2i

:¥� À��¤�±ä ô�¨ ý�û�Èþ¤ ßþ� .À�µÆû

:�2+ 2i ô�¨ ý�û�Èþ¤

p
2cis

�

4
= 1+ i ;

p
2cis(

�

4
+
2�

3
) ;

p
2cis(

�

4
+
4�

3
)

:�2� 2i ô�¨ ý�û�Èþ¤

p
2cis

5�

12
;

p
2cis(

5�

12
+
2�

3
) ;

p
2cis(

5�

12
+
4�

3
) =

p
2cis(��

4
) = 1� i

(1+i)+(1�i) = 2 ¥� ´¨� �¤�±ä ����×þÅ� ,(1+i)(1�i) = 2 = � p

3
�î Ý��îüõ �Ñ��õ

:À÷Âþ¥ �Âª �� �û���� �bÞû ø

(1+ i) + (1� i) = 2

!(1+ i) + !2(1� i) = (�1

2
+ i

p
3

2
)(1+ i) + (�1

2
� i

p
3

2
)(1� i) = �1�

p
3

!2(1+ i) + !(1� i) = (�1

2
� i

p
3

2
)(1+ i) + (�1

2
+ i

p
3

2
)(1� i) = �1+

p
3

üÖ�Ö� ¢�Àä� �� ü¹þ�µ÷ �� ö���üõ ÍÜµ¿õ ¢�Àä� ¥� ¤Áð �� �÷�Ú� �î Àû¢üõ ö�È÷ ü��¡ �� ñ�·õ ßþ�

.À�¨¤
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�½Ô¬ ��þÀ±� ø ÍÜµ¿õ ¢�Àä�

� û¢Â �¤�î ßþ� ¥� � ÷�Þ ÷ ×þ ���¤� � � �¹ � þ� ¤¢ .¢¤�¢ ¢��ø ÍÜµ¿õ ¢�Àä� ý�Â � üä�� µõ ý�û¢Â �¤�î

ý�ûÛþÀ±� ü¨¤Â� �� ÍÜµ¿õ ¢�Àä� ×Þî �� .ÀþÂ�Ú� ÂÑ÷ ¤¢ �¤ C �f ¢�ãõ �þ R2 �b ½Ô¬ .Ýþ¥�¢Â�üõ

�b Þû �î ÝþÂ�ðüõ ô�úÔõ ßþ� �� �¤ ñ�Öµ÷� .´¡�¢Â� Ý�û��¡ �½Ô¬ ¥� \Å÷�¹�" ø \ö�¤ø¢" ,\ñ�Öµ÷�"

�ÎÖ÷ Âû ,B üµ��� ¤�¢Â� ý�Â� ,Â�Õ�ì¢ ¤�Ï �� .À��î ´îÂ� ¤�ÀÖõ ×þ �� ø ¢�Àµõ� ×þ ¤¢ �½Ô¬ ¯�Ö÷

ö���üõ ,Àª ÓþÂã� �û¤�¢Â� âÞ� �� ÂÒ��µõ ÍÜµ¿õ ¢�Àä� âÞ� �î �¹÷� ¥� .À�îüõ ´îÂ� B ùb¥�À÷� ��

ÛØª �� f : C �! C üã��� �¤ ñ�Öµ÷�

T (z) = z + B (1)

´��� ÍÜµ¿õ ¢Àä ø¢ B2 ø B1 Âð� °��Â� ßþÀ� .´¨� ´��� ÍÜµ¿õ ¢Àä ×þ B ö� ¤¢ �î ¢Âî üÖÜ�

z

w

z + B

w + B

B

:¥� ´¨� �¤�±ä B2 ø B1 �� üó��µõ ñ�Öµ÷� ø¢ Û¬�� À�ª��

z �! z +B1 �! (z1 +B1) + B2 = z + (B1 +B2)

1



.B1 + B2 �Ü�¨ø �� ñ�Öµ÷� ü�ãþ

.Ý��îüõ ü¨¤Â� �¤ ,0 ü�ãþ ,��Êµ¿õ �bÀ±õ ñ�� ö�¤ø¢ ´Æ¿÷ ø ÝþÂ�ðüõ ÂÑ÷ ¤¢ �¤ ö�¤ø¢ ñ��

z0 ý��ÎÖ÷ �� �¤ z �ÎÖ÷ Âû �î ´¨� üÜþÀ±� � �b þø�¥ �� 0 ñ�� ö�¤ø¢ ¥� ¢�ÊÖõ ,� �b þø�¥ Âû ý�Â�

Í¡ �� z �� 0 ¥� Û¬�ø Í¡ ¥� �þø�¥ üóø ´¨� �bÀ±õ ¥� z �Ü¬�ê Â��Â� �bÀ±õ ¥� ö� �b Ü¬�ê �î Àµ¨Âêüõ

¤¢ �´±·õ Âþ¢�Öõ ,¢�¢¤�Âì Õ±Ï ù¤��Þû �î À�ª�� �µª�¢ ���� .´¨� � ´��� ¤�ÀÖõ Â��Â� z0 �� 0 ¥� Û¬�ø

Âð� ,ÍÜµ¿õ ¢�Àä� �Â®Û¬�� ÓþÂã� �� ���� �� .¢�ªüõ ¤�Ñ�õ (´ä�¨ ��ÂÖä À®) ü��·Ü·õ ´ú�

z

z
0

O

�

:Ýþ¤�¢ ,Àª�� ��Êµ¿õ �bÀ±õ ñ�� ö�¤ø¢ ×þ R : C �! C

R(z) = cis(�) � z (2)

ÍÜµ¿õ ¢�Àä� �� �¤ z0 üû��¿ó¢ �bÎÖ÷ ñ�� � �þø�¥ ö�¤ø¢ Ý�û��¿� Âð� ñ�� .´¨� ´��� ý¤�ÀÖõ � �î

0 �� �¤ z0 �î Ý�û¢üõ ô�¹÷� (�z0) ùb¥�À÷� �� üó�Öµ÷� ´Æ¿÷ .Ý��îüõ ÛÞä Âþ¥ ÕþÂÏ �� Ý�û¢ Çþ�Þ÷

ñ�Öµ÷� �� ùÂ¡��� ø ,(cis(�) ¤¢ ö¢Âî �Â®) Ý�û¢üõ ô�¹÷� �¤ 0 ñ�� � �b þø�¥ ö�¤ø¢ Å³¨ ,À�î ÛÖµ�õ

�� z0 ñ�� � �þø�¥ ö�¤ø¢ °��Â� ßþÀ� .Ý�÷�¢Âðüõ ¥�� ©���óø� ö�Øõ �� �¤ z0 �b �óø� �ÎÖ÷ ,z0 �b Ü�¨ø ��

:¢�ªüõ Û¬�� Âþ¥ �¤�¬

z �! z � z0 �! cis(�) � (z � z0) �! cis(�) � (z � z0) + z0 (3)

:¢�ªüõ ù¢�¢ Ã�÷ Âþ¥ �¤�¬ �� z0 ñ�� � �b þø�¥ ö�¤ø¢ ñ�õÂê Å�

z �! cis(�) � (z � z0) + z0 = cis(�) � z + (1� cis(�)) � z0 (4)

�î ¢�ªüõ �¹�µ÷ �Ü¬�ê�� ,´¨� ´��� ÍÜµ¿õ ¢Àä ×þ (1� cis(�)) � z0 ö�� �î À��î ����

2



ñ�Öµ÷� ×þ ø �þø�¥ ö�Þû �� 0 ñ�� ö�¤ø¢ °�îÂ� �¤�¬ �� ö���üõ �¤ �½Ô¬ ¤¢ ö�¤ø¢ Âû (1-5)

.´ª�÷

,¢Â �ð �¤�¬ ñ�Öµ ÷� ×þ Å³¨ ø 0 ñ�� ,� 6= 2k� ,� �b þø�¥ ö�¤ø¢ ×þ �f � ó�� µ õ Âð� ÅØãó� �

�¤�¬ � � ü± �îÂ � ß� �� .¢� � Àû��¡ z0 ý��ÎÖ÷ ñ�� � �b þø�¥ ö�¤ø¢ ×þ Û¬�� Ý�� îüõ �ä¢�

�¤�¬ �� �¤ z0 Âð� Å� cos(�) 6= 1 Ýþ¤�¢ ,� 6= 2k� Ýþ�ù¢Âî ­Âê ö�� .¢�� Àû��¡ cis(�) � z+B

ö�¤ø¢ (4) Õ±Ï �î cis(�) � z + B = cis(�) � z + (1 � cis(�)) � z0 Ýþ¤�¢ ,Ý��î ÓþÂã� B
1�cis(�)

.´¨� z0 ñ�� � �b þø�¥

�ÎÖ÷ ×þ z0 ø Àª�� ùÀª ù¢�¢ k üÔ�õ�÷ üÖ�Ö� ¢Àä Âð� .ÝþÂ�ðüõ ÂÑ÷ ¤¢ �¤ Å÷�¹� ÛþÀ±� ñ��

Í¡Ý�÷ ýø¤ z �ÎÖ÷ Âû �î ´¨� ßþ� k °þÂ® �� z0 ÃîÂõ �� Å÷�¹� ¥� ¢�ÊÖõ ,Àª�� �½Ô¬ ¤¢

.´¨� z0 ¥� z �Ü¬�ê Â��Â� k ,z0 ¥� ©��Ü¬�ê �î À�îüõ ´îÂ� z0 ý��ÎÖ÷ �� z �� z0 ¥� Û¬�ø

z

z
z

z

z
0

z
0

z
0

z
0

z
0

O

.À÷�õüõ üì�� ´��� Å÷�¹� Â�� ´½� Å÷�¹� ÃîÂõ ,k � 0 = 0 ø ´¨� ÂÔ¬ z0 ¥� z0 �Ü¬�ê ö��

�bÀ±õ Å÷�¹� ÃîÂõ �î ÝþÂ�ðüõ ÂÑ÷ ¤¢ �¤ üµó�� ´Æ¿÷ ,Å÷�¹� ý�Â� üó�õÂê ö¢¤ø� ´¨¢�� ý�Â�

k ¢Àä �Â®) ¢�ªüõ ù¢�µ¨Âê kz �bÎÖ÷ �� z �ÎÖ÷ �î ´¨� ßªø¤ ´ó�� ßþ� ¤¢ .´¨� ,0 ,��Êµ¿õ

:¥� ´¨� �¤�±ä ,H : C �! C ,k °þÂ® �� 0 ÃîÂõ �� Å÷�¹� â��� °��Â� ßþÀ� .(z \¤�¢Â�" ¤¢

H(z) = kz (5)

�� ´Æ¿÷ ü�ãþ ,Ý��îüõ ÛÞä z0 ñ�� ö�¤ø¢ ���Èõ üªø¤ �� ,z0 ù��¿ó¢ ÃîÂõ �� ´±Æ÷ Å÷�¹� ý�Â�

ø Ý�û¢üõ ô�¹÷� �¤ ,H ,ë�ê Å÷�¹� Å³¨ ,Ý��îüõ ÛÖµ�õ 0 �� �¤ z0 �bÎÖ÷ ,�½Ô¬ ¤¢ (�z0) ñ�Öµ÷�
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:Ý�û¢üõ ñ�Öµ÷� z0 ùb¥�À÷� �� �¤ Û¬�� ùÂ¡���

z �! z � z0 �! k(z � z0) �! k(z � z0) + z0 (6)

:´ª�÷ Âþ¥ �¤�¬ �� ö���üõ �¤ k °þÂ® ø z0 ÃîÂõ �� Å÷�¹� â��� ü�ãþ

z �! k(z � z0) + z0 = kz + (1� k)z0 (7)

Ýþ¤�¢ ´¨� ´��� ý¢Àä (1� k)z0 �î �¹÷� ¥�

×þ ø °þÂ® ö�Þû �� 0 ñ�� Å÷�¹� °�îÂ� �¤�¬ �� ö���üõ �¤ �½Ô¬ ¤¢ Å÷�¹� Âû (2-5)

.´ª�÷ ñ�Öµ÷�

¢Â�ð ô�¹÷� k 6= 1 °þÂ® �� Å÷�¹� ´Æ¿÷ À��î ­Âê .´¨� ´¨¤¢ °ÜÎõ ÅØä Ã�÷ �¹�þ� ¤¢

ö�� .kz + B ¥� ´¨� �¤�±ä z �b ÎÖ÷ Â� Â�� Û¬�� �¤�¬ ßþ� ¤¢ .B ¤�¢Â� � � ñ�Öµ÷� ×þ Å³¨ ø

(7) Õ±Ï �î kz + B = kz + (1� k)z0 Ýþ¤�¢ Ý�õ��� z0 �¤ ö� Âð� ø ´¨� ùÀª ÓþÂã� B
1�k

,k 6= 1

Í¨�� �î ,Å÷�¹� ø ö�¤ø¢ ,ñ�Öµ÷� üÜî ý�ûñ�õÂê �� Âð� ñ�� .´¨� z0 ÃîÂõ �� k°þÂ® �� Å÷�¹�

z �� ´±Æ÷ ×þ ��¤¢ ý�ûâ��� ,�¨ Âû �î Ý��îüõ �Ñ��õ ,Ý��î ÂÑ÷ ,À÷�ùÀª ���¤� (7) ø (4) ,(1)

×þ ��¤¢ â��� Âû ü�ãþ ,´¨� ¼�½¬ Ã�÷ °ÜÎõ ßþ� ÅØä �î Ý�û¢üõ ö�È÷ ö��î� .À��îüõ ÓþÂã�

�¤�¬ �� f : C �! C â��� À��î ­Âê .´¨� ÛþÀ±� á�÷ �¨ ßþ� ¥� ü±�îÂ� âì�ø ¤¢ f : C �! C

f(z) = Az +B (8)

�b ÎÖ÷ �� �½Ô¬ ¯�Ö÷ �b Þû �î A = 0 Âð� .À�ª�� ´��� ÍÜµ¿õ ¢�Àä� A;B ö� ¤¢ �î ´¨� ùÀª ù¢�¢

.´¨� k = 0°þÂ® �� B ÃîÂõ �� Å÷�¹� ,ßþ� ø À÷�ªüõ ù¢�µ¨Âê B ´���

:´ª�÷ ö���üõ ,A 6= 0 À��î ­Âê

A = jAjcis(�) (9)

:´ª�÷ Âþ¥ °�îÂ� �¤�¬ �� ö���üõ �¤ f Å�

z
0 ñ�� ö�¤ø¢

�! cis(�) � z
0 ÃîÂõ �� Å÷�¹�

�! jAjcis(�) � z
ñ�Öµ÷�
�! jAjcis(�) � z + B (10)
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.´¨� ñ�Öµ ÷� ×þ ø ,0 ÃîÂõ � � Å÷�¹� ×þ ,0 ñ�� ö�¤ø¢ ×þ °�îÂ� ,×þ ��¤¢ â�� � Âû ü�ã þ

.¢Âî Ëþ�ã� �¤ Å÷�¹� ø ö�¤ø¢ °��Â� ö���üõ ,´¨� üþ�¹��� �Â® ÛÞä ö�� ß��»Þû

�� Å÷�¹� ×þ ø ö�¤ø¢ ×þ °�îÂ� �þ ø ´¨� ñ�Öµ÷� ×þ �þ (10) °�îÂ� �î Ý����üõ ö��î� âì�ø ¤¢

:íÂµÈõ ÃîÂõ

.´¨� ñ�Öµ÷� ×þ �î ¢�ªüõ �¬�¡ z �! z + B �� â��� �¤�¬ ßþ� ¤¢ A = 1 :ñø� ´ó��

� î ý¤� Ï � � ¢¤�¢ ¢� �ø z0 ý��Î Ö ÷ � î Ý � û¢ü õ ö� È ÷ �¤�¬ ß þ� ¤¢ A 6= 1 :ôø¢ ´ ó� �

�b Î��¤ ¤¢ Àþ�� z0 �b ÎÖ÷ ß��� ×þ .´¨� z0 ÃîÂõ �� Å÷�¹� ×þ ø ö�¤ø¢ ×þ °�îÂ� z �! Az + B

ø (1�A)z0 = B �f ¢�ãõ Å� ,À÷�õüõ ´��� Å÷�¹� ø ö�¤ø¢ ÃîÂõ ö�� À�î ëÀ¬ Az0 +B = z0

âì��ó�üê �ÎÖ÷ ßþ� �î Ý�û¢üõ ö�È÷ ñ�� .Àþ�üõ ´¨¢�� z0 = B
1�A

,´¨� ùÀª ­Âê A 6= 1 ö��

:Ýþ¤�¢ .´¨� z0 ñ�� Å÷�¹� ø ö�¤ø¢ °�îÂ� z �! Az +B ü�ãþ ,¢¤�¢ �¤ ÂÑ÷ ¢¤�õ üðÄþø

Az +B = A(z �
B

1�A
) + B +

AB

1�A
= A(z � z0) + z0

°þÂ® �� Å÷�¹� ø � �þø�¥ �� ö�¤ø¢ °�îÂ� â��� ßþ� �î Ý��îüõ �Ñ��õ A = jAjcis(�) ßµª�÷ ��

.´¨� z0 ñ�� jAj

:Ý�û¢üõ ¤�Âì ���� ¢¤�õ �¤ Âþ¥ ´ó�� ø¢É¡���

.´¨� z0 = B
1�A

ñ�� cis(arg(A)) �þø�¥ �� ö�¤ø¢ z �! Az + B â��� ,jAj = 1 ø A 6= 1 Âð�

.´¨� z0 = B
1�A

ñ�� A °þÂ® �� Å÷�¹� z �! Az + B â��� ,A � 0 ø A 6= 1 Âð�

� �b þø�¥ �� ö�¤ø¢ T2 : C �! C ø z1 ñ�� � �þø�¥ �� ö�¤ø¢ T1 : C �! C À��î ­Âê .1 ñ�·õ

?´¨� üÜþÀ±� �÷�Ú� T2 � T1 °�îÂ� �¤�¬ ßþ� ¤¢ .´¨� z2 ñ��

Å� .T2(z) = cis(�) � z + B2 ø T1(z) = cis(�) � z +B1 Ýþ¤�¢

T2 � T1(z) = T2(cis(�) � z +B1) + B2

= cis(�) � cis(�) � z + cis(�) �B1 + B2

= cis(�+ �) � z + (cis(�) �B1 +B2)

cos(�+ �) = 1 �þ ,�+ � = 2k� Âð� .´¨� ´��� ÍÜµ¿õ ¢Àä ×þ cis(�) �B1 + B2 �¹�þ� ¤¢ �î
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�� ö�¤ø¢ ×þ ë�ê ÛþÀ±� ,�+ � 6= 2k� Âð� .´¨� cis(�) �B1 + B2 ¤�ÀÖõ �� ñ�Öµ÷� ×þ ÛþÀ±� ßþ�

.Àª��üõ z0 =
cis(�)�B1+B2

1�cis(�+�)
ñ�� �+ � �þø�¥
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p��k OL QO �� QkD u�� R� xO�iDU� ���N xm s�vm pY�L Q��N u�v�t�� s�v�wD� O��� ��� QkD VwQ l�

�� �Q x�Qty ��N u�tND VwQ l� O��� Qw	vt u�� x� 	CU� Q	v OQwt OQ� Q�m QO �Q�oQ�mx� ��Q� pw�k

QO 	OQm x
�Q� ��N jr�t QOk ��Q� ��q�� u�Qm l� u� ltm x� u�wD� xm OW�� CUO QO �� QkD VwQ

�



Ovm�tv Rw�HD �

�
M��x� a�� R� ��N �OW�� Q�PBOkDWt Q�� wO f ���D Qo � xm s�O�O ��N �� QkD OQwt

�x�U�Lt �� u��Q��v� 	CU� x w a u�� �xR�� QO ���D swO jDWt ��Q� ��q�� u�Qm l� M �Hv�� QO xm

	CU�v �� CUy �rw�k p��k OL QO �r�tDL� ���N QFm �OL xm OQm x	Lqt u�wD�t �

�
M�x � a��

R�v ��N u�tND VwQ l� �OQm s�y�wN x�Qa xUrH u�� QO xm �QD�rm ��yWwQ ��Q� ���DQD u�tyx�

	Ovm�t x
�Q� umtt ���N QFm �OL ��Q� �v�Qm xm OQw� s�y�wN x�Qty x�

jDWt Qo � w OW�� f h� QaD �xvt�O QO ��x�kv a Qo � 	s�OQo�t R�� ���D l� swO jDWt h� QaD x�

CU� f � h� QaD �xR�� �vwQO �x�kv l� a x�ov� �OW�� xOW h� QaD a pwL R�� �xR�� l� QU�QU QO f

�� f ���a� x� �Q u� OwHw CQwY QO xm �CN�U KQ�t �Q a �x�kv QO f � ��Q� jDWt OwHw u�wD�t w

�OW�� xDW�O OwHw a pwL R�� �xR�� l� ��kv �xty QO f ���x� Qo � Qw�v�ty 	s�yO�t V��tv f ����a�

f ����a� �� f ����a� x� �Q u� OwHw CQwY QO xm �CN�U KQ�t �Q a �x�kv QO f �� �Q�PBkDWt u�wD�t

QU�QU QO f ���D s��n jDWt Qo � ��rm Qw�x� 	s�t�v�t a �x�kv QO f swU jDWt w s�yO�t V��tv

OQ�O Q�Qk �UQQ� OQwt a �x�kv QO �Q f �n� �Q�PBkDWt u�wD�t �OW�� xOW h� QaD a pwL R�� �xR�� l�

a �x�kv QO f s���n� �� ��x�DQt� jDWt w s�yO�t V��tv f �n����a� x� �Q u� OwHw CQwY QO xm

R� jDWt ��Q�O xvt�O ��kv �xty QO f Qo � s�t�v�t Q�PBkDWt Q�� k �Q f � S �� R ���D 	s�t�v�t

x�DQt Qy R� jDWt ��Q�O OwN �xvt�O R� T �xawtHt Q� R QO �� a x�kv l� QO f Qo � 	OW�� s��k �x�DQt

	s�t�v�t T �xawtHt QO �� a �x�kv QO Q�PBkDWt Q�� C��yv�� �Q f �OW��


O� Q�o� Q	v QO ��xrtH OvJ ���D l� �p�Ft

p�x� � c� � c�x� � � � � cnx
n

Q�PBkDWt x Qy ��Q� R�v p jDWt ��QDu���B �m� �xHQO R�� CU� ��xrtH OvJ l� R�v p jDWt xm �Hv� R�

O�vm xHwD xwqax� 	CU� Q�PBkDWt Q�� C��yv�� R QU�QU QO p xm s�v���t �Q�okDWt �xt�O� �� w CU�

	p�k��x� � � s� Q�O k � n ��Q� ��Q�okDWt QO xHQO p�rkD ��Ux� xm

�



u��Q��v� �sin�� � � sin w sin� � cos s� Q�O 	O� Q�o� Q	v QO �Q sin � R �� R ���D �� p�Ft

�OwW�t Qy�� ��OOHt Twv�U ���D �Q�okDWt Q�� Q�yJ R� TB w O�O xt�O� xQ�wty �Q �Q�okDWt u�wD�t

h� QaD �xvt�O QO R�v Qo�O �D�FrFt ���D Q�yJ 	OQ�O �y��Wt C�a�w Twv�Um ���D 	sin��� � sin

	OvQ�PBkDWt Q�� C��yv�� OwN


s�vm�t h� QaD Q� R CQwYx� �Q f � R�� R ���D �� p�Ft

f�x� �

����
���

xn x � �

�xn x � �

�x�kv Qy QO xm f�x� � jxj s� Q�O �n � � ��Q� 	CU� xOW xO�O C�Ft K�LY OOa l� n �Hv�� QO

Qo � 	s� Q�o�t Q	v QO �Q n � � p�L 	CU�v Q�PBkDWt x � � QO �rw CU� Q�PBkDWt x �� �

�CU� ��xrtH OvJ l� xm OQ�O �Q �xn �� xn Q�Okt u�ty f ���D �a pwL R�� �xR�� l� QO �a �� �

s� Q�O n � � ��Q� 	k � n ��Q� fk�a� � � w �CU� Q�PBkDWt Q�� C��yv��

f ��x� �

����
���

nxn�� x � �

�nxn�� x � �


s�vm�t xO�iDU� h� QaD R� a � � QO

f�� � h�� f���
h

�
�hn � �

h
� �hn��

�� x � � x� u�wD�t �Q ��� pwtQi w f ���� � � TB �CU� QiY q�� CQ��a OL �n � � x� xHwD ��


s��xOQm C��F k � n ��Q� xm O�vm ZQi �QkDU�x� �rm Qw�x� 	O�O s�taD x � �

f �k��x� �

����
���

n�n� �� � � � �n� �k � ���xn�k x � �

�n�n� �� � � � �n� �k � ���xn�k x � �


s�yO�t p�mWD �Q Q� R QUm a QO �k � �� �x�DQt jDWt ��Q� x�ov�

f �k��� � h�� f �k����
h

� �n�n� �� � � � �n� �k � ���hn�k��

�



k � n� � �� �k � � � n ��Q� �rw CU� QiY u�vJty q�� CQ��a OL �k � � � n xm �v�tR �D

s� Q�O
f �n����h�� f �n������

h
� �n�

xmv�� xYqN 	OQ�Ov OwHw f �n���� u��Q��v� �h � � �� h � � xm OQ�O u�� x� �oDU� � Ctqa xm

Q�� �n � �� �ki � QO �rw CU� Q�PBkDWt Q�� C��yv�� x � � ��vFDU� x� R ��kv �xty QO f ���D

	OW���t QiY ��ykDWt �� Q�PBkDWt

k �xHQO Qwr�D ��xrtH OvJ ������

�x�kv l� a �CU� xR�� l� I s�vm ZQi 	s�vm �iQat �Q ���D l� k �xHQO �� QkD xm s��xO�t� uwvm �

a �x�kv QO Q�PBkDWt Q�� k w I QU�QU QO Q�PBkDWt Q�� �k � �� �a��D f � I �� R �xR�� �vwQO

xm OQ�O OwHw k �xHQO R� p�x� ��xrtH OvJ �l� �yvD w� l� s�yO�t u�Wv �CU�

p�a� � f�a�� p��a� � f ��a�� � � � � p�k��a� � f �k��a� ���

a �x�kv QO k �x�DQt �D u� Q��vDt C�kDWt w f ���D �� k �x�DQt �D u� C�kDWt w ��xrtH OvJ u�� �va�

p�x� � c� � c�x � � � � � ckx
k pmW x� p�x� Q	v OQwt k �xHQO ��xrtH OvJ 	OvQ�O j���D


s�vm �DQt Q� R CQwYx� �Q p�x� s�v�wD�t �uOv�UQ u�wDx� w x � �x� a� � a uDWwv �� 	CU�

p�x� � a� � a��x� a� � � � � � ak�x� a�k ���


Ov���t QO Q� R CQwYx� s��k �x�DQt �D p�x� C�kDWt

�



���
����������������
���������������

p��x� � a� � �a��x� a� � � � � � kak�x� a�k��

���

p�i��x� � i�ai � � � � � k�k � �� � � � �k � �i� ��ak�x� a�k�i

���

p�k��x� � k�ak


s� Q�O ��� �QW �� ��� w ��� �xU��kt QO u��Q��v�

a� � f�a�� a� � f ��a�� a� �
�
��
f ���a�� � � � � ak �

�
k�
f �k��a�


s� Q�O w OvwW�t u�aD OQix� QYLvt Qw�x� ��� �QW R� ��� ��xrtH OvJ ���Q� TB

p�x� � f�a� �
f ��a�

��
�x� a� � � � � �

f �k�

k�
�x� a�k� ���

C�kDWt w f �� k �x�DQt �D u� C�kDWt w OwN xm CU� k xHQO ��xrtH OvJ xv�o� ��xrtH OvJ u��

�� QkD �� a �x�kv QO f ���D k xHQO Qwr�D ��xrtH OvJ lv�� �Q p�x� OvQ��Q� a �x�kv QO k �x�DQt �D u�

pY�L a �x�kv QO f ��N �� QkD �k � � ��Q� xm O�vm xHwD 	Ovt�v�t a �x�kv QO f ���D k �xHQO

OW Oy�wN �Hwt �k �x�DQt �D �a �x�kv QO p C�kDWt �� f C�kDWt �Q��Q� xm CU� u�� xDmv 	OwW�t

	OvW�� l�ORv sy Q��U� a �x�kv �m�ORv QO p�x� w f�x� Ot� Oy�wN Q� R QO xm ���vat x� xm


s� Q�O OW�� a �x�kv QO f ���D k �xHQO Qwr�D ��xrtH OvJ p�x� Qo � x��k ������

lim
x��a

f�x�� p�x�

�x� a�k
� � ���

QDoQR� k xJQy 	CU� ��N �� QkD �� T�tt �N h� QaD u�ty u�� �k � � ��Q� xm O�vm xHwD

�r�N ���Dx� O��� k �xHQO �� QkD u��Q��v� �x �� a �Dkw OwW�t lJwm QDa� QU �x � a�k OW��

	Ovm p�t QiYx� f�x��p�x�
�x�a�k C�Uv xm OW�� l�ORv

�



�k � � ��Q� �OW xQ�W� xm Qw�v�ty 	s�vm�t C��F k �wQ ��QkDU� �� �Q smL ������ u�yQ�

xOW C��F �k � �� �x�DQt �D smL O�vm ZQi 	OwW�t pY�L T�tt �N �� �Q�PBkDWt h� QaD

Qwr�D ��xrtH OvJ q�x� w OW�� Q�PBkDWt Q�� �k � �� �a �x�kv QO g �a��D Qo � xm swyit u�O� �CU�

s� Q�O OW�� a �x�kv QO u� �k � �� xHQO

lim
x��a

g�x�� q�x�

�x� a�k��
� �


xm OQ�O OwHw � � � �OW�� xOW xO�O e � � x�oQy �Qo�O u��� x�

jx� aj � � �� jg�x�� q�x�j � e�jx� ajk�� ���

s� Q�O ���x� � f�x�� p�x� �s�yO V��tv ��x� x� �Q ��� QUm CQwY Qo �

��x� � f�x�� �f�a� �
f ��a�

�� �a��x� a� � � � � �
fk�a�

k�
�x� a�k	 ���


s� Q�O w CU� Q�PBkDWt R�v � �OvQ�PBkDWt p�x� ��xrtH OvJ w f uwJ

���x� � f ��x�� �f ��a� � � � � �
f �k��a�

�k � ���
�x� a�k��	 ���

xwqax� 	OwW�t Q�PBkDWt Q�� �k � �� �a �x�kv QO f � �CU� Q�PBkDWt Q�� k �a �x�kv QO f uwJ

���QkDU� ZQi j�� TB �CU� a QO f � ���D �k � �� �xHQO Qwr�D ��xrtH OvJ xWwQm pN�O CQ��a


��� j�� xm OQ�O OwHw � � � �e � � ��Q�

� � jx�aj � � �� j���x�j � jf ��x���f ��a��� � ��
f �k��a�

�k � ����x�a�
k��	j � ejx�ajk��


s� Q�O � Q�PBkDWt ���D ��Q� u�ov��t Q�Okt �x�
k j�� Qo�O hQ� R�

��x�� ��a� � ���c���x� a�

���a� � � ���� j�� �rw

� � jx� aj � � �� j��x�j � ejc� ajk��jx� aj

�




xH�Dv QO w jc� aj � jx� aj �CU� x w a u�� c uwJ w

� � jx� aj � � �� j��x�j � ejx� ajk

� 	OUQ�t C��F� x� smL w OQm lJwm x�wNrOx� j��x�j
jx�ajk

u�wD�t jx� aj uDiQo lJwm �� u��Q��v�

��yx ��Q� f ���D ��Q� ��� QkD u�wvax� k xHQO Qwr�D ��xrtH OvJ uOw� pwkat �	�� �x�
k

	s�vm�t xHwD p�Ft OvJ x� EL� �xt�O� R� p�k 	Ovm�t x�HwD �Q a l�ORv

��Q� 	s�U� wv�t a � � QO �Q �Uwv�Um w �Uwv�U ���wD k �xHQO Qwr�D ��y��xrtH OvJ � p�Ft


s� Q�O Twv�U

sin��� � �� sin���� � cos��� � �� sin����� � w sin������ � � cos��� � ��

� sin��� � �

�OvwW�t Q�QmD�� w � �� �� ��ykDWt TB u�� R� �OwW�t Twv�U u�ty Twv�U sQ�yJ jDWt uwJ w


s� Q�O �OW�� a � � QO Twv�U k �xHQO Qwr�D ��xrtH OvJ
kX

j��

ajx
j Qo � u��Q��v�

aj �

����
���

� GwR j

�� OQi j

xHQO Qwr�D ��xrtH OvJ �p�x� � x R� OvDQ��a Twv�U � xHQO w � xHQO Qwr�D ��xrtH OvJ �qFt

Q��Q� Twv�U � �xHQO w � xHQO Qwr�D ��xrtH OvJ w �p�x� � x� �

��x
� Q��Q� Twv�U � xHQO w �

CUOx� a � � QO Q� R Qwr�D ��xrtH OvJ Twv�Um ��Q� ��DQD u�tyx� 	OvwW�t x� �

�
x� � �

��
x�


Ov���t
� xHQO Qwr�D ��xrtHOvJ �

� w � xHQO Qwr�D ��xrtH OvJ �� �

��x
�

� w � xHQO Qwr�D ��xrtH OvJ �� �

��x
� � �

��x
�

	xQ�e w

�



��xrtH OvJ u�� 	O�U� wv� a � � QO �Q f�x� � �

x
���D k xHQO Qwr�D ��xrtH OvJ �� p�Ft

TB �f�x� � x�� s� Q�O �ykDWt x�U�Lt ��Q� 	Ow� Oy�wN
kX

j��

f �j����
j�

�x � ��j pmWx�

�f �j��x� � ����jj�x�j�� xm s�v���t ���QkDU� Qw�x� w �f ���x� � �x�� �f ��x� � �x��

	OwW�t a � � QO ���D k xHQO Qwr�D ��xrtH OvJ w �f
�j����
j�

� ����j TB

�� �x� �� � �x� ��� � � � � � ����k�x� ��k

CU� Q�Dat a � � �r�wL �

x
x� q�� ��xrtH OvJ �m�ORv xm OwW xO�O QmPD O��� xDmv u�� �Hv�� QO

l�ORv �k � �� x� q�� ��xrtH OvJ xm �r�L QO OwW�t u�Qm�� �

x
�Ovm p�t � x� x �Dkw �qFt �rw

k xmv�� x� xDU� q�� ��xrtH OvJ �rw Ovm�t p�t �

�
x� �

x
�Ovm p�t � x� x �Dkw Qw�v�ty 	OwW�t

	� CU� �

�
�yv� u�ov��t xm� Ovm�t p�t � �� � x� OW�� GwR �� OQi

	O�U� wv� a � �� QO �Q hrDNt C�HQO R� f�x� � �� x� x� ���D wr�D ��xrtH OvJ � p�Ft

Q�Qk x ��Hx� Qo � 	s�vm xO�iDU� �Q�okDWt R� CU�v sRq OW�� ��xrtH OvJ l� xOW xO�O ���D �Dkw

OvJ �s�vm �DQt xHQO ��DQD x� xO�O �U� xOW xO�O ��yv�wDx� �Q CqtH w x � �x� a� � a s�yO

Qwr�D ��xrtH OvJ ���Q� uDi�� VwQ xm O�vm xHwD 	OvwW�t Qy�� hrDNt C�HQO Qwr�D �y��xrtH

s�Di�� QO �r�wDt �Q�okDWt �� w s�OQm �DQt �x� a� ��yv�wD �ULQ� �Q Qwr�D ��xrtH OvJ xm Ow� u��


p�Ft u�� QO u��Q��v� 	CU� f �j��a�
j�

u�ty �x� a�j xrtH �� Q� xm

f�x� � �� ��x� ��� �� � ��x� ��� ���

f�x� � �� ��x� �� � ��x� ��� � ��x� ��� � �x� ��� �!�

�� � ��x � �� ��DQDx� R� OvDQ��a a � �� QO ���D � w � �� xHQO Qwr�D ��y��xrtH OvJ ��Q��v�

��y��xrtH OvJ 	�� ��x� �� � ��x� ��� � ��x� ��� w ��� ��x� �� � ��x� ���

	OvwW�t ���D OwN Q��Q� ��k�kO xm OvDUy �!� CQ��a CU�Q hQ� u�ty ����D �q�� x� � xHQO Qwr�D

�



�s�OQm pta ��N �� QkD X�N Cr�L QO xm Qw�v�ty �k �xHQO �� QkD R� xO�iDU� ��Q� xQNq��

	CU� ��N �� QkD C�a� w s�taD Q� R �x�
k 	s�vm x
�Q� ��N u�tND ��Q� �QwDUO O���

Qo � 	a � I w CU� Q�PBkDWt Q�� �k� �� �I R�� �xR�� QU�QU QO f ���D O�vm ZQi x��k ������


s� Q�O I QO x Qy ��Q� �OW�� a �x�kv QO f ���D k �xHQO Qwr�D ��xrtH OvJ p�x�

f�x�� p�x� �
�

�k � ���
f �k�����x� a�k�� ����

	CU� x w a u�� ��x�kv c �Hv�� QO xm

hQ� CQ��a 	O���t CUOx� ��N �� QkD ���N u�tND ��k�kO �k � � ��R�x� xm O�vm xHwD

	Ovt�v�t Qwr�D �QU Sv�Qo q �xOv�t�k�� �y�o �Q ���� CU�Q

s�vm�t u��� �Q p�Q �x�
k R� Q� R s�taD CUNv 	CU� k � � Cr�L Ovv�t ��k�kO ���� C��F�


OwW�t Q�Po �w xOvv�wN x� u� C��F� xm

xDW�O w �OvW�� I �x�kv wO a � b �OW�� Q�PBkDWt Q�� �k � �� �I �xQ�� QO f ���D O�vm ZQi ������


s�W��

f�a� � f ��a� � � � � � f �k��a� � f�h� � �

� 	f �k����c� � � xm �a � c � b �OQ�O OwHw c ��x�kv CQwYv�� QO

Q	v QO �k � �� xHQO ��xrtH OvJ l� �s�OQm pta k � � Cr�L QO xm Qw�v�ty p�L

	s� Q�o�t

Q�x� � c� � c��x� a� � � � � � ck�x� a�k � ck���x� a�k��

�� Q w f xU��kt 	Q�b� � f�b� w Q�k��a� � f �k��a�� � � � � Q��a� � f ��a� �Q�a� � �a� xm

	ck�� � f�b��p�b�
�b�a�k�� w �ck � �

k�f
�k��a��� � � �c� � f ��a��c� � f�a� xm OyO�t xH�Dv �Q�okDWt

�qt�m C��
RH 
OwW�t xH�Dv ���� smL �f�x��Q�x� ���D OQwt QO ������ uDiQo Q�mx� �� p�L

	OwW�t Q�Po �w xOvv�wNx� w CU� k � � Cr�L QO C��F� x��Wt

!



�s�vm xO�iDU� sinx 	 x� �

��
x� �� QkD R� �u��O�Qx� �

��
xD�r�� sin �

��
�� QkD ��Q� Qo � � p�Ft

	O� Qw� CUOx� ��N ��Q� ��q�� �v�Qm

	CU� a � � QO sin ���D � xHQO �� QkD sy w � xHQO �� QkD sy x� �

��
x� xm O�vm xHwD

QO xm �Q� R Ot� Oy�wN CUOx� �QDk�kO u�tND s�vm�t �wULt � �xHQO �� QkD �Q ��xrtHOvJ u�� Qo �


s� Q�O ���� j�� 	OwW�t xOv�UQ �QDq�� u�wDx� x� a � �

��
lJwm C�tm ����� CU�Q hQ�

��N �
�
��f

����c���
�

����

TB �CU� QDmJwm � R� 	�� �

��
� xR�� QO xm CU� Twv�Um Q��Q� Twv�U sHvB jDWt

��N �
�
�� ����� �

�
��� ����

�D �� QkD �Q�Wa� �U� � �
������ � �

�
���� xmv�� x� xHwD �� �s�vm xO�iDU� uOQm OvwQ O�O Q�Qk R� Qo �

	OQ�O j���D �ak�w Q�Okt �� Q�Wa� R� TB skQ �

�

x
��Q� � p�Ft QO xOt� CUOx� k xHQO Qwr�D ��xrtH OvJ R� s�y�wN�t O�vm ZQi �	 p�Ft

CQwY x� �Q �

����
	s�vm xO�iDU�

�� �
���

�
�

���
� � � � � ����k �

���k

	O�vR� u�tND �Q �� QkD u�� ���N 	s�vR�t �� QkD


s� Q�O ���� j�� �Sv�Qo q �xOv�t�k�� VwQ R� 	OQm s�y�wN �UQQ� j� Q� wO R� �Q p�Ft u��

��N � �

�k���� f
�k����c��� �

���
�k��

� �

�k�����k � �������k�� �

ck�� �
�

�����k��

TB �s� Q�o�t � Q��Q� CU� GQNt QO xm �Q c ���q�� u�Qm Ci�� ��Q� 	CU� ���� w � u�� c xm

��N � ����k��

��



xm O�vm xHwD 	OQm x�U�Lt j�kO Qw�x� CU� �UOvy �QU l� xm �Q ��N u�wD�t X�N p�Ft u�� QO

�
���� �

�
� � �

���

�
�X
j��

����j �
���j


OwW�t ���N"� xOv�t�k�� w OvDUy j � k �D �QU u�� CqtH xOW x
�Q� �� QkD u��Q��v�

�X
j�k��

����j������j � ����k��������k��
�X
j��

����j������j

� ����k��������k�� �

�� �

���

� ����k�� �����
�k

���

	CU� Sv�Qo q �xOv�t�k�� R� xOt� CUOx� ��q�� u�Qm R� QDk�kO �tm xm j��Nj � ������k��

����
��

�v�QL� ��kv �UQQ� QO OQ� Q�m ������

QiY�v �v�QL� �x�kv QO ���D swO jDWt xm O�O�t xH�Dv �Dkw �v�QL� ��kv �UQQ� ��Q� swO jDWt uwtR�

QO xm �Dq�L �Q��U� xm s�yO�t s�taD �Qw� �Q swO jDWt uwtR� ���� R� xO�iDU� �� �Hv�� QO 	OW��

�vwtR� �OwyW ��v�t �i��� �QW �mOv� �� CUNv 	OQ�o�t Q� QO OwW�t QiY R�v swO jDWt u�

Q�PBkDWt Q�� �k � �� �I �xR�� QO f � I �� R ���D O�vm ZQi 	s�vm�t x
�Q� OQm s�y�wN x
�Q� xm �Q

QO f �k��a� �� � w OvDUy QiY xty �k � �� �x�DQt �D I �xR�� R� a �vwQO �x�kv QO f C�kDWt �CU�

	OW���t f�a� � f �k��a�
k� �x� a�k pmWx� a �x�kv QO f ���D k �xHQO Qwr�D ��xrtH OvJ CQwYv��


s� Q�O ���� j�� s�yO�t V��tv � x� �Q f �k��a�
k� OOa

f�x� � f�a� � ��x � a�k �
f �k����c�

�k � ���
�x� a�k��

u�vJ �OW�� xDUw�B f �k����x� Qo �� CU� M �v�Qm ��Q�O a �x�kv �m�ORv QO jf �k����c�j O�vm ZQi

Q�	Dv� 	CU� lJwm jx� aj u� ��Q� xm al�ORv x Q�O�kt ��Q� CQwYv�� QO 	�CU� OwHwt �v�Qm

u��Q��v� 	OW�� �x�a�k jr�t QOk R� QDmJwm ��x	Lqt p��k Qw�x� jr�t QOk QO �x�a�k�� s� Q�O

pmW QO 	OW�� f�a� � ��x� a�k x��Wt x � a �m�ORv QO f Q�Owtv ��� QkD pmW s� Q�O Q�	Dv�

��



�� � � �� � � � xm u�� x� xDU� �umtt Cr�L Q�yJ QO �Q f�a� � ��x� a�k Q�Owtv C�a�w �

st�Um �t a �x�kv QO ���D�OW�� GwR k Qo � xm O�vm xHwD 	s��xO�O V��tv OQi �� GwR k

OQi k �� � � OQi k �� � � GwR k �� � � GwR k �� � �

�O� �G� ��� �hr��

xv a �x�kv �OW�� OQi k �Dkw 	� � � �� � � � xmv�� x� xDU� OQ�O �a�wt swt�v�t ��

	OyO�t Ctqa Q��eD x � a QO �x � a�k xm �Q� R �a�wt swt�v�t xv w CU� �a�wt st�Um �t

xH�Dv �� �� R� ��t�kDUt s��k � �� jDWt OwHw �i��� �QW uwO� u�wD�t �Q �r�t u�� �k�w QO


CiQo

s��k jDWt uwtR	 �
����

��k � �� CU� s��k �x�DQt �D jDWt ��Q�O OwN h� QaD �xvt�O R� a �vwQO �x�kv QO f ���D O�vm ZQi


f �k��a� �� � w OvDUy QiY xty �k � �� �x�DQt �D a �x�kv QO u� C�kDWt

f ��a� � � � � � f �k����a� � �� f �k��a� �� �


CQwYv�� QO

f �k��a� � � xmv��x� xDU�CU��a�wt st�Um �t �� swt�v�tl� a �x�kv OW�� GwR k Qo � �hr��

	f �k��a� � � ��

	�a�wt swt�v�t xv w CU� �a�wt st�Um �t xv a �x�kv �OW�� OQi k Qo � ���

��



j�� 	f�a� � f �k��a�
k�

�x � a�k CUy a �x�kv QO f ���D k �xHQO OQwr�D ��xrtH OvJ �u�yQ�


����

lim
x��a

f�x�� f�a�� f �k��a�
k�

�x� a�k

�x� a�k
� �

TB

lim
x��a

�
f�x�� f�a�

�x� a�k
�

�
k�
f �k��a�

�
� �

�a l�ORv �i�m xR�Ov�x� x ��Q� u��Q��v� 	CU� C��F �OOa w CU� �ivt �� C�Ft �

k�
f �k��a� �xrtH

f�x� � f�a� TB ��x � a�k � � �OW�� GwR k Qo � 	OW�� f �k��a� Ctqaty O��� f�x��f�a�
�x�a�k

w f�x� � f�a� s� Q�O �f �k��a� � � Qo � xH�Dv QO 	� al�ORv x ��Q�� CU� f �k��a� Ctqaty

l� a w f�x� � f�a� xm OwW�t xH�Dv �f �k��a� � � Qo � w �CU� �a�wt swt�v�t �x�kv l� a

TB �OyO�t Ctqa Q��eD x � a QO �x � a�k �OW�� OQi k Qo � 	CU� �a�wt st�Um �t �x�kv

f �k��a� Ctqa Ovv�ty f�x��f�a�
�x�a�k

Ctqa xm OyO Ctqa Q��eD x � a QO O��� R�v f�x�� f�a�

Ov�wD�tv a w f�x� � f�a� �Qo�O hQ� QO w �f�x� � f�a� �a hQ� l� QO u��Q��v� 	Ov�t� �k��

� 	OW�� �a�wt swt�v�t �� st�Um �t

h� QaD f�x� � x� cos x� x� sinx CQwYx� xm f ���D ��Q� x � � �x�kv C�a�w �
 p�Ft

	O�vm �UQQ� CU� xOW

cos x � R�v w �CU� x w � u�� ��x�kv c� xm sinx � x � x�

��
� x�

��
cos c� s�U� wv�t


s� Q�O 	CU� x�� u�� ��x�kv c� xm �j � x�

�� �
x�

�� cos c�

f�x� � x���� x�

�� �
x�

�� cos c��� x��x� x�

�� �
x�

�� sin c��

� ���

�
�x	 � x��� �

�� cos c� �
�

�� sin c��

�r�e ���

�
�x	 �xrtH �lJwm jxj ��Q� w CU�v QDW�� �

�� �
�

�� R� jr�t QOk QO RDv�QB pN�O CQ��a

w OvDUy QiY xty x � � QO � �x�DQt �D f C�kDWt xm s�v���t q�� �w�UD R� �k�w QO 	CU�

	OQ�O �a�wt st�Um �t l� QiY �x�kv QO f u��Q��v� 	f �	���� � ���

�
����� � �

��



	O�vm �UQQ� �Q f�x� � �x� � �x���� ���D �v�QL� ��kv �� p�Ft

CUOx� x � ����� �v�QL� �x�kvxU TB �f ��x� � ����x� � �x�

��x � �� s� Q�O

x � ��� xm CU� K��w CQ��a u�� R� w f�x� � x����x������ CWwv u�wD�t �k�w QO 	Ov���t

	C�Ft ��kv Q��U QO w CU� QiY ��kv u�� QO ���D Q�Okt xm �Q� R OvDUy ���D ��Q� �a�wt swt�v�t

st�Um �t �x�kv u�� QO w OW�� xDW�O st�Um �t ����	 QO O��� �CU� xDUw�B xm ����D u�� �Qo�O �iQ� R�

QO �k�w st�Um �t �x�kv x � � ��twRr TB 	OwW QiY O��� f jDWt �CU� �vwQO �x�kv l� ��twRr xm

�rw 	CN�U uWwQ ���OD�� C�	Lqt R� u�wD�t �Q x�kv xU Qy C�a�w ��DQD u�� x� 	CU� ����	

CQwYx� �Q ���D x � � �x�kv QO 	s� Qw��t CUOx� ���� uwtR� x� xHwD �� uwvm � �Q G��Dv u�ty

	s�yO�t �U� x ��yv�wD

f�x� � x����x� ����� � x���

�
����X

j��

	
���
j



xj��������j

�
A

�
���X
j��

����j�������j
	

���
j



x����j

CQ��a u�� R� 	CU� QiY �x�kv QO f ���D ��� � xHQO Qwr�D ��xrtH OvJ ��twRr CU�Q hQ� CQ��a

TB �f �������� � ���������� � � w OvDUy QiY xty � QO !! �x�DQt �D f C�kDWt xm s�v���t


� �x�kv QO Qw�v�ty 	CU� �a�wt swt�v�t l� x � �

f�x� � ��x� �� � ������x� �����

�
���X
j��

	
���
j



�x� ��j�����j�x� �����

�
���X
j��

�����j

	
���
j



�x� ������j

w f �������� � ���������� w OvwW�t QiY x � � QO !! �x�DQt �D f C�kDWt �Hv�� QO ��OOHt

��




x � � ��Q� xQNq�� 	CU� �a�wt swt�v�t l� x � �

f�x� � ��x� �� � �������x� ��� ����� � ��x� ��� � �����

�
���X
j��

	
���
j



����j�x� ���j

� �� ����x � ��� � � � �

	O���t CUOx� �a�wt st�Um �t l� w CU� �ivt x � � QO ���D swO jDWt �Hv�� QO

��



������ �� 	
����


����� ���	 
�	 ��	�
 ���� ��� �	 ��
	 �	����	 � ����	���� ���� �� �	 �	 !"� �	����	 #�$��

�	�%& ��� �'�� �	 (�) * � + ���� ����� ,��-��� �� !.��/ 0� � �
	 ��1� #�$�� �	 �.!2���

#�3�	 �� �4!%5%� 0� ��65� 7�40���� ����� 
�8�� 9�� 
�	 :�4 ���;!� �8�� ���%8	 9���

�	 !4� % � �� � !&�2 �<	 ,��/ 0� �� � ���� 0= ��� � 9�� 
�	 �� ��
	 ���2> ?�@
 0 � ��65�

A�23� �� 
�8�� �� ���;!� ��	� (��2� 7���� ,�5�/ �� �
	� B�@> 0� ��65� 7�40����

���C!� �
�0� 0�D�	 0= ���� E3� �� ����� �	�%& 0� 7��& �40���� 
�	 #�3�	 �� �4�����

�E�% !� ���� 0/'> ��F 0� !2$
 �	 !&�@� 0= G
�5� 7	�� 	� H��2;�	 9�� 0��2� �	�%& 0�

�	��2� 0@I� �� 
�� �/	� J>���) ���� ��� K� �	 ��6I� ������� ��� �� 	� � � ��� !2$


�	
� K� 	� ��;!� ��65� �.� 7�$��	 �� 0� 0 !2$
 ��2 � �.� K� 0� ��65� 0���� ��
	

�E�4� �G�� �� �.� J
�. ��; L��M. A�@� ����� �	�%& 0� 	� 7��& E�4	�>!� � E����!� !2$


� ���

�� ����N!� ��$� ��� ��; 0�>�%; ,�F��O� EP& 0MD�@� �� 0 !2$
 !
�%4 Q	�> �	 H��2;�	

0
�%4 �	 �����
	 �� �����	 �E�% !� �	RN	� ��%�	�> 0� 
��2. �	�%& 0� 	� ���� ���� Q	�> ,�GS	

!G� �. 9�� 0� �4��	TN 
�	 ���� 0 �
	 � U ����; !D� �
	 �
	��
 Q	�> 
�	 ,�GS	 !P�P5.

����� !� V	�O�
	 K�
' 0=
�%4 �%���

!2$
 �� H�2� 0 ��	� ��<� �� ��2 7�� � 7��8 0� �65%� 0=@I� W�� �.� �4 7	�� �� ���

������ �� �	�
���
��
�

X



�Y
��2. Z,�GS	[ ��
	 �� 7�	�� 0@I� �C ��

�;�� �� �.� 0� ���%� H	=� � E�% !� \�8 ��� ��%���!� �� ��� �
 ����� ���� 	� � 0=@I�

��
	 H��2;�	 0= G
�5� ��P ��� E"� �YX �";[

�Y
��2. Z,�GS	[ ��
	 ��� ����� E�14 K� ��� ]P^� ����� �� ���

K� T�� ��� ]P^� ����� � ��C!� ���) � H	=� T�� �� �.� 0� �_�%�� 0 ��% 0<�. ���

� �� W�� W�� �.� ��$` �	 K� �4 0� �G�� a�.�. 
�24 0� ��
	 ��� ]P^� ����� E�14

����� �

��
� ��

�
�� K� �4 ����� 0 ���;!� 0�>�
 ]P^� ��$` � ��;!� ����>	 H	=� K� ��

A�23� ��� �4 � E�4� 0�	�	 a�.�. 
�24 0� 	� �%�	�8 
�	 0 �
	 
�	 �	 ,��G& �%8	 9�� ��
	 ���

!2$
 A�@� ����� �	�%& 0� 	� �4A�23� 
�	 �� �E�% 08�-	 	� ���C ���) 7�4]P^� 7�4�����

��� � ��� ]P^� �� 7�4����� A�23� WE���%� 	 	� ��� ]P^� ����� �N	 ���;!� L��M.

��	�� ]P^� ��$` 7�4����� A�23� �M� 0= P��� �� a�.�. 
�24 0� ��
	 �
�
	 � �

�
	 � �

�
	 ��	��

� ��� � !4�%���� !&�23� 
�%` �� ���� 0�	�	 A�@I�	 '� �%�	�8 
�	 �N	 �� � �
��

� �

��
	 �� ��;!�

ZE���4

	 �
�

�
	 �

�

��
	 �

�

��
	 �

�

��
	 � � � � � 	���

�

�
�

�

��
�

�

��
� � � ��

��;!� L��M. �� J
�. 0 !2$
 A�@� ����� !%M� W�
�
	 �� �
	 ��	�� !
�%4 7�
 
�	 A�23�

��;��!� �� �.� 0� B���� H	=� � 0 �
	 ��� ��@��� ����� �

�

�� ���� �"1� ��
	 !2$
 !
�%4 Q	�> ���� (�	� �� !%�G� b�� 0= G
�5� 0 �
	 
;��

A	��	 �� ��;!2� ��6. !��%�<	 �C �	 0 ��� Q�> ,�&'F	 
�	 0� �C !����	� 9�� 
�	 0= M
�.

���� �� W���	� !P�P5. L��M. 0 c�	�. �	��2� �	 !&�2�<	 ,��/ 0� �4!%5%� ���� � !P�P5. 0= 
�%4

��������� �	�� �� �C 0=@�	� � �8�� ���". ���� �� �	�� ,��/ 0� �%8	 9�� 7�'�� Xd � Xe

0� ��65� 0= ���� K� 7	�� Yf�C L��M. c�	� �� �[ ����� 0G
�5� !P �8��4� ��; L1 �g3���.

�	 ,��G& ǱT< �4 0 E�% 0�T3. !�	T<	 0� 	� 0���� 0 ��� �4	�> 
�	 Yi �"; �%���[ !%5%� K�

i



��5� �� ��2& �
	� B�@> � c��. �C 0= %�	� �=��� Wc��. K� �	��2� 0� ��65� 0����

� ���

�=��� K� � c��. �� 0= %�	� �	�%& 0� !I8	 ��5� 7�	�� �=��� K� i �"; �� ��;�� c��. L��M. 0= %�	�

�4	�> 
�	 �� :�4 !P ��F 0� ��
	 ��; 0�8�N ��� �� #�
 c��. L��M. �=��� �	�%& 0� � ��5� 7�	��

�� � �
� �� �=��� W
 	 �
� �� �� � �	��2� 0� ��65� 0 + �"; 0= ���� �%��� 7	0���� 0� E��	��� 0 ���

j��1. 0� �T���	 
�	 �� �E�4� �G�� ����� �	�%& 0� 	� 7��& ��
	 � � � � � � 
 �
	� J>

�E��	��)!� �	����	 ����

� ���

!4�%�� 7	0D�G�� ��O��	 �
� �� !��"� K� �	 ��6I� �E���N!� ��� �� �
� �� 7�	��	� � 0��� �=���

0 7��F 0� �
	 �
� �� B�I� �	 � � ���� ��� � � � � ���


 � �� � �� � � � � � �� � �

k	��;	 !��$��	 B�I� �� JI8 0 �% !� 0�T3. !��4������� 0� 	� �
� �� �=��� W�	�8	 �4 a�.�. 
���

0�;	� ��<� � � � !I�I� �	�&	 !%M� W�;�� �	��	� c��. K� 
 	 �
� �� �� � ��% \�8 ����	�

Z0 �%;��

� � 
��� � � � 	 �
� �� �4 7	��

!�b�� �	� 7	�	� ������ ��� 7�� 
 ����I� WE�% ���5� ������ ��� 0� 	� 
 0= %�	� �N	 ,��/ 
�	 ��

������ ��� 7�� 
 ����I� 0= &�23� W!I�I� �	�&	 ����2. �/	 �GF 
�	���%� ��%��4 
���) �	� �

Z������ ��� �� 	� ��� A�23� �� ��
	 �� !%���) �	� 
���N�T� � �� !�b�� �	� 
���"`� 7	�	�

��
��� �
��

���

��� � ������� � ��
��� �
��

���

��� � �������

�
 #$�� 
 ��%	
 &	��� ���'� 	� ��
��� � � !��"� �
 #$�� 
 ����	( &	��� ���'� 	� ��
���

�	��2� 0� ��65� b�� �	 7�4��@��� 7�4����� A�23� ��
��� W�;�� �G^� 
 !��� �E����!� �

+



�	�.!� �Y* �";[ �
	 
 �	��2� 0� ��65� 
���) �	 7�4��@��� 7�4����� A�23� ��
��� � 



�24 7	�� !�b�� a��I. K� 	� ��
��� � �	��2� ��� ����� 7	�� !%���) a��I. K� 	� ��
���

��� ��6. �����

� ���

ZE��	� �gMGF W�� ��� ��`

��
��� � ��
��� YX[

!.��/ �� �
	 � )��*� K� � � E���N!� W�;�� �
� �� ���� �	�8	 K� � � � ���
�
� ��

�
� � � � � ���� �N	

�� 
 � � W�;�� �4 ��� �	 !"� �� �4 0 

ZE��	� �;�� � L���. K� � � �N	 ���	
� ��
��

��
��� � ��
�� �� � ��
�� �� � ��
��� Yi[

a�.�. 0� � � � W�%;�� !I�I� �	�&	 �	 �	��	� � !$.�� 0= &�23���� �� 	� � 	 ��% \�8 �����	

� !�b�� �	� 
���"`� a�.�. 0� �� � � � � W	 7	�� !%���) �	� 
���N�T� � !�b�� �	� 
���"`� 

Z0 ��;!� 03��� 	 � 	� �N	 ��� �	� 7	�� !%���) �	� 
���N�T�

�� � � �� �� � Y+[

�	� K� 	� 7	�� !%���) �	� �4 � �
	 	 7	�� !�b�� �	� K� 	� 7	�� !�b�� �	� �4 0 	���

� � 0 � B� �� � � � �=�� �� �� � 4 0  �3 �C �	 W�;� � � L��� . K� � � � N	 
 �	� �� % � �	 7	� � ! % � �� )

� � ��"`� � � 7�� 
 !�b�� �	� 
���"`� W�
	 � � 0� B���� � �=�� ���� K� �	 7	0&�23����

7���� �� ��N�T� � � 7�� 
 !%���) �	� 
���N�T� � �
	 � 7�� 
 !�b�� �	� 
���"`� 7����

� ���;!� 03��� 0�"� 
�	 �	 E"� ��
	 � 7�� 
 !%���) �	� 
���N�T�

*



����C W�	��	� c��. K� 
 	 �
� �� �� � � �%;�� �
� �� �	�8	 �� � � � �N	 ���	
� ��
��

��
��� � ��
��� Y*[

a.�� A�2�<	 c�	� �� 0 E���N!� ��� �� 	� � � � !��"� �� +	,-� aP@� 
�	 �=�4�1� 7	�� �����	

W� � � l�5D	 W� � ���� ��� � � � � ��� � � � ���� ��� � � � � ��� �N	 !%M� W�
	 � � � B�I� ��;

��;�� ��; E�%� 7��M/ a�.�. 0� 0 �
�4 �� � �4 �� A�2�<	 W��;!� ��	� (��2� � 
� 0� 0 

Z YXmX[ �=�	TN �GF n) W�
	 � L���. T�� � � L���. � 
� 0 �
	 j-	�

��
��� � ��
�� 
�� � ��
�� 
�� � ��
���

� ���;!� 03��� E"� n) W��
�� 
�� � ��
�� 
�� WYX[ ���%� ���� !8�F �	

7�4�	�8	 0= 24 0� �G�� 	� 
 	 �
� �� �� � 7	�� !%���) ��2�� 7�4A�23� 0�P 0= &�23� ���

7�4A�23� 
�	 �	 K� �4 W�;�� �
� �� 7�� 
 7	�� !�b�� �	� K� � �N	 ������� ��� �� 
"2�

�C 0 �
	 !�b�� �	� 
���"`� 7	�	� !$.�� 0= &�23� 
�	 n) W�
	 ��"`� ���� 
� �	 ��2��

�	� K� � �N	 a�.�. 
�24 0� �E����!� �
� �� 7�� 
 ����	( ���� �� � E�4�!� (��2� � ��
 0� 	�

��2�� 7�4A�23� 0= �P 0= &�23� 7	�� !%���) �	� K� ��� � 
� W�;�� �
� �� 7�� 
 7	�� !%���)

0� 0 �
	 !%���) �	� 
���N�T� 7	�	� !�b�� ��2�� 7�4A�23� 0= &�23� n) W�
	 
 7	�� !�b��

��"`� 
���) ��2�� A�23� �4 YimX[ �GF ��` �E����!� 
 ��%	
 ���� �� � E�4�!� (��2� � ��

Z0 ��;!� 03��� �
	 !�b�� ��2�� A�23� �4 7���� ��
� �

�

 �

� �

�

 Yo[

� �	��2� ��� ����� 7	�� !�b�� a��I. 
���$� 	� � ��
 �	�.!� 7��GM. 0� �Y
��2. Zp	�` �gI���[

c��. W� �� �
� �
� 
 0 !.��/ �� ��� ��6. 
 �	��2� ��� ����� 7	�� !%���) a��I. 
���$� 	� � ��


(��2� � �� 
 0� 	� k��1� �	�I� � E����!� Y��2�� #�$�� 0�[ ��.(���� �� 	� 
 	 �
� �� �� � �	��	� 

�E�4�!�

o



7�	�8	 W� � � �4 7	�	0� �N	 �$%. � �N	 �
	 ��R)�	����	 
 	 �
� �� �� � �	��	� c��. ���	
� ��
��

Z0 �;�� 0�;	� ��<� �
� �� �	 �

��
��� � ��
��� � �

0 �3�C �	 ��;�� 0�;	� ��<� l�8 B�; �� � 7�	�8	 W� � � �4 7	�	0� ��% \�8 �����	

��
��� �

� �

�

 �

� �

�

 � ��
���

ZE��	� � � � �4 7	�� 0 E���N!� 03���
� �

�
�

� �

�

 � �

���;!� 03��� � �� 
 � � �� 
 7���. W�8�N K`� �	�OD� 0� �	�.!� 	� � � � ��`

�	� 
���"`� � �� 
 ��` �� �� 
 �
� �
�
 !%M� W�
	 ��R)�	����	 �
� �� 7�� 
 ��% \�8 n"MD��

0 ��	� ��<� � �	�8	 W� � � �4 7	�� W�
	 !%���) ��2�� 7�4A�23� !�b��
� �

�

 � ��
��� �

�

�

Z0 ��;!� �8�� �
� �� �	 � 7�	�8	 a�.�. 
�24 0�

��
����

� �

�

 �

�

�

n) W� �� 
 �
� �
�
 !D�

��
���� ��
��� � �

E��	� XmX �=�	TN �GF n) W�
	 � � � �	 !����. W� � � l�5D	 W� 
� ���

��
�� 
��� ��
�� 
�� � �

� ��
�!� ,�GS	 0� E"� �

e



ZE�% !� L��M. ,��/ 
�	 0� 	� 
 	 ����� �� � c��. �� ����


��� �

��
�
� � 	 ���N

� � 	 ���N��

���N�� �	�&	 E4 � ���N �	�&	 E4 ��/�� ��F 0� ������ ��� ������� �4 �� W�;�� ����� �	�8	 K� � �N	


�	���%� ��� � � � �� � � n) W���;!� �8��

��
��� � � � ��
��� � �

ZE��	� W���	���� � �	�8	 �4 7	�� J�	� � 
�	 ��`
� �

�

 � � �

� �

�

 � �

����� ��R)�	����	 
 a�.�. 
���

� 0� ��� �� E��I. �� 	� �� �	�8	 ������� ��� �� W� � � W��� �� �=��� 7�� 	� � � ��� !2$
 �� ����

ZE���N!� ��� �� ��	�� 7�4��F �� ����

� 	 � � �� � �� �
�

�
� �� � �

�

�
� � � � � �� � �

�

�
� �

ZE��	� ������ ��� �=������ 7	�� W�
	 7��M/ ��� �� 7�� 
 ��`

�� � ��
�� �

�
��� � �� � ��

�

�
���

n)

��
��� �
��

���

�

�
��
�� �

�
��� �

��

��
�

��
���

��� ���

Za�.�. 
�24 0� �

��
���� �
��

���

�

�
��
�

�
��� �

��

��
�

��
���

��

Z
�	���%�

��
����� ��
���� �
���

�

d



�=�	TN �GF n) W ��	
�

� � 0 �� 
�2q. �	�.!� � 
�8�N r�T� �� �;�� ��; ��	� � � � �N	 ���

��
���� � ��
���� 0 E�4�!� ��1� W� �� 
 0= G
�5� 7	�� ��
	 ��R)�	����	 ��� �� 7�� 
 W+mX

��� �� 7�� 
 �	����	 #�<b k��1� �� 
�	 n) W� � �� !��� �%% !� ��� �� K� 0� �� �4

ZE��	� �


���
�� � 
�
�����
���

�
����8 �	 �����
	 �� ��
	

��
���� � �����
��� ������� ��

���
� ��
���� � �����

���� ������ ��

���

7�	�I� ��24 
�	 ��
	 � �
�

 �	�I� 0 �%% !� ��� �

�
��� 0� b�� ,��G& �� �4 W� � �� !���

��	�� ���� �� 7�� �	��2� ��� ����� ���I. ���%� 	��� ��C!� �
�0� H��2;�	 0= G
�5� �	 0 �
	

]P^� ����� #�
 ��$` 0 ��;!� ����� �

�
��� � �

�
��� ��	�� B���� A�@� E3� n) W�
	 �

�
���

��
	 ��� ���� � ����� W���� ���� H�s� ��

t



��� �����	 
� �
����


����� ���� 	
� ��
� ����� �� ��� �� � � ��� �� �� � ������� ������� ���� ���� !��"��� #
$%�

�&'(�)� �*+ �� ,��-� ��
� .���� / ��� !��"��� ������� )������ 0�
1 ��2�� ��3� ���� 4�� ��

������� ���	�
� ���
 �����

/ � 5� � ��  !�� " � �� 6��� �� �� � � � ��� � ���� � � 6� � ��� �� �� � � �� + � �� � � � �������

�� �� � � ���� ��

�7'�� &89 / ���� �� �� �
�)� ����� � )('�� :�;�� <
;7� �� / )�=�� :�;�� <
;7� �� ���	
�

� ��
�)�

/ � 5� � ��  !�� " � �� > ' � � � � 6� ( �� � � ��  !�� " � �� �� � � ��� �� �� � � �� � /� � �� �������

�� �� �� � �� �
� �
� � �

� �
� �

:��� 4���8?
� ��� ����� ��� �� @���� A� � � � � �� � �� � � � � � �� � � �'(� B�� ���	
�

� / � 6� � � )('�� :��� 4�����>� / 6� ��

� 6� �

� 6�� C'��� �� �� ������ ��� �/� � / � 6� � � )�=��

D&���� 6&'�� E��;� 	��

� / 	�

� 6	� �� C'��� �� ��

	�

� �	��

� � 	� ��� �� �

� �� ��

� FGH

G



)�=�� :��� A� � �

� �� ��

� ���)� �7'�� 6������ ��� �� � ���� ���� � � ��

� / ���� � � �

� �� ���@

����� �I���9 ������ ��� �/� � � � )�=�� :��� 4���8?
� 4�����(� 6�5� ������ ��� �/� � � � ����

D4�����(� ��5� ������ 	��

� / 	�

� 6	� ���� )$��J� !=��5� ��5� � �

� �� ��

�


����� � 
����� � 
�� � ���� � ��� � ���� � ������ � ������ FKH

/ � ���@���� C5�(� L�3��� �� 62�� 2��� � 
 � ���� :�
�)� 6���2�� B�� ��� !��"��� � / � :
?

D��� 4'���� �� ��@ ����/����� �

������� 
����� �
�

�
FMH

������ � 
����� �
�

�
FNH

/ � ��� �� ��� O 6�(���)� ������ :�(P;� Q
� �/����� /� � / � ,��R� �� � � � ���� !�9

D&'(� �;� �� �$�/����� �S�(�� ���T�U / 2��� 4�>"��� FNH / FMH �� �� � �� 6�

������ ��� � ����� ����� �
���� ��� 
���� ��� � �

�� �
�)� �7'�� FKH @� 4�����(�

��� � ��� ���� 
�� � ��� ��� � �

4���8?
� >'� / FKH �5�� T�U )�=�� :��� 4�����>� :
? 2/VW �� ��5� ��� !��"��� � � � O 

!��"��� / )�=�� !��"��� �� �
�)� �7'�� 6�(��� � �� � �
� �
� � ����� /� �� FKH X? T�U )�=�� :���

� ��5�)� Y�*+� �� &89 / �(��� � �� � �
� �
� � ����� /� �� � � � )('�� 

/ �5� ��� !��"��� �� 2�"�Z 6� � � / ���� ��� !��"��� � � ��� �� �� � ��� �������

� �

�
�� � �

� �

�
�

K



� )('�� :��� 4�����>� / )�=�� :��� 4���8?
� C'��� �� 	� / �� / 6� 	 � ��� ��3� ���	
�

�/� �� )('�� :��� 4�����>� / )�=�� :��� 4���8?
� 6�(��� � @���� @� ������ ��� 2�@�� A� �/�

�7'�� �� )���5 �� :�
�)� � @� ��'��
���� � � / �� ���
1 �	� / ��� ����� C'��� �� ������ ���

��� ����� :Z )('�� :��� 4�����>� / �	� ����� �� )�=�� :��� 4���8?
� 6� � � �[�9 �� ��'5�

� ��'5� �R� ��
� �7'�� �� :�
�)� �\��7� / �
�)�

6��� �� �� � �� ���� ���� 	 � &'��� ����� � � ��� �� �� � ��� !��"��� ���� ���� ��� �
�����

�� �� � 	 � 2�"�Z

� / � O ��
� �(��
1 )%(��'] :�;�� ���<
;7� �� ;� / � � 	� ��� 6� ���� 4'(? ���� ���	
�

� �� �� � �
� �
� � �

� �
�� 	 � 6�5� ��� !��"��� � :
? / ��
�)� )%(��']

6��� �� �� � �� ���� ���� 	 ���� / �(��� ��� !��"��� �� � � ��� �� �� � ��� ������ �������

2�"�Z
� �

�
� 	

� �

�
�

6� �� �� � �� �
� �
� � �

� �
� � / �5� ��� !��"��� FK^G^KH / FM^G^KH _*U � � � ���� ���	
�

� ��
�)� �7'�� &89 O 6� �� �� � �� 	 � &���� FN^G^KH _*U )[/

D&'(�)� ,��-� 6���� ��� !��"��� � � ��� �� �� � ������� ���� ���

� �

�
� � �

� �

�
� F`H

�� ���
;� ��@ �9��� )5�(� �'*-� � �� �� � 	 � �[�9 �� �� ��� �'�
� ��
"(�� :�
�)� �� ��� ���� 4��

a�
-� �(��� �5�� / X? b�c� :�
(W �� � / � Ec� 6&'(� a�
-� �� �(��� �

� �$� ��� 6����

�9��� ���� )%(� ��VW ���� C'��� 4��� ����� ���
1 ���� �

� ��@ �R� ��
� �9��� / �
�)�

M



���� �
R(�

D&���� � �� � / � 6� ��dc� �5 �� ���� �������
� �

�
� �

� �

�
� �

� �

�
FeH

=�� !��"��� �5 @� !��"��� /� 2���� ���/ �� ��(��� 2�� ,��-� Q
� ���!��"��� �� 4�� �� b/�J�

��5� ������ �/��� / �5� )��� ,��-� >'� )�
5 6�(��� 2�� ,��-�

�&'(�)� ���+ / :�'� �(��
5 &[ /� 6Fe^G^KH Y�*+� ����

��� �� �� � ���
� 2�"�Z 6��� �� 
 ��� �� / ���� ��� !��"��� � � ��� �� �� � ��� �� �� �������

��5� ��� !��"��� >'�

��� �� @� � @���� ���� 6� 
 � ���� �&'��)� E��;� � �� �� ��� �� @� ��� �� 2�@����@ �� � ���
� ���	
�

�� ���� �
�/ ��� �� @� � �@���� �5� ��� !��"��� � :
? ������� � 
����� � � �� &'(� �f���

D&'��
�)� ��@ Y�
g �� �� � @���� ������� � 
����� � �

� � �� � �� � � � � � �� � �

D�� ����� �
�/ � / h 4'� � / � ���O���� 6��� �� 
 ��� �� :
?

�� � � � ���� � ���� � � � ��

D&��'�)� �R� �� ��� �� ���� ��@ Y�
g �� �� � @����

� � � � ��� � ���� � � � � � ���� � ��� � �

��(��� ����� ����� �/� � )('�� :��� 4�����>� / )�=�� :��� 4���8?
� 	�

��� / � �

��� �'(� B��

&���� ���� ����� ����>� F=\ �;�9�H 2�@�� �/� � ���� �S�(�� ����c� 	��� / ���� �� ����c� ��

	��� � 	�

��� �� �

��� �����

N



D&���� 6&'�� �*�� ������ ��� � �� �� 	�

� / � �

� ��� C'��� 4';� ��

	� � 	�

� �� �

� ���

D�� �
�)� �7'��

������� 
����� � ������� 
����� � �

� ��5�)� Y�*+� �� &89 /

��
�

� � ����� �� � ���� 6��� �� 
 ����� / ���� ��� !��"��� � � ��� �� �� � ��� �� �� �������

Y�
g ��
�

� ��� �

��
�

���� � � ��� ��

� � �� ��� ��

�� ��
�

��
� �
� � / �5� ��� !��"��� ����� �/�

�

� Y�
g 4�� �� �&'(�)� ,��-�

�� &'��'� ����� ���� �� @���� ���� 6� 
 � ���� ���	
�

��
�

��
�

��� 
�
�

� �
�

�� � �

� � ���� �
 �/ ��� �� ��� � � �@ Y�
 g � � � @�� �� 6� 5� � ��  !�� " � �� ��� �� �/� � :
 ?

������� 
����� � �

� � � � �� � �� � � � � � �	 � �

D&'(�)� ,��-� � / � b�c� :�/>�� �� �� �

� !�9

�

�� � �
�

�
�� � � �� � � � � � �	 � � �

�

�	� �

/ ��
�

� �
�

�� � ������ � � �
 �) � � 7 ' � � � 5� � % g ��� �� i�� 1
�

� 2� � , �� - � � �� � :
 ?

��
�)� �7'�� &89 / 
�
�

��
�

�� � 
�����

��� �� / ��� �� �/� � / � � � � � �'(� B�� ��3� �&����)� @� � e^G^K Y�* +� � � !�9
�

�
�

�'(� B�� �&'��)� E��;� � �� �� �� ��� �� �� � ���
� / � � �� ��� �� �� � ���
� ��5� ��� !��"���

`



���� �%g ����� �� ���� ,��-� 2�@�� :/�'� )(-� 6�(��� K &[ C'��� �� ��� �� �� ;� �� � �� / � � �� -5
�
�

�
��

/

D� �
�

�
�

�
�

�
��

:
? 2/VW �� ������ !��"���
�

� �� /
�

�
�

�� �
�)� �7'�� K &[ @� ��'��
� �

�
� �

� �

�

�

�
�

�

� �

�

�

�
��

�

� �

�
� �

� �

�
� FK &[ _*UH

K &[ / G &[ @� >'� � / � 6� C'��� �� �"�� ����[�9 ��5�)� Y�*+� �� � � � � � �[�9 �� &89 /

��
�)� �7'��

���)� :�J� K &[ / &��2��8� �f��� ��� !��"��� ���� ���� );$5 / ���+ ���� >� )[�I� :
(���

��� �� 2�@�� ��$��� /� @� )8� �� � ���c� ��� ���@ ��'� ���� !��"��� ���� ��� b�� A� )"�5
' 

:�(P;� 2��Z �5��� ���� 6����>� �� (��� A� �� ��� �� :/ �'� �%g ���c� �� � �� -5
� �� 6���� �%g��

)"�5
' �� ���)� :�J� ��@ 2��>� ����*� ��5
' �5� 48;� � / � b�c� �� )[/ �5� ��� !��"���

��5� )"�5
' ���� ���� b�� A�

��5� ��� !��"��� � � ��� �� �� � ��5
' ���� �� ������ �����

2������ )��/ 2�(�Z Y���� �� �� &[ Y�*+� )[/ ��� &'��
1 �f��� ��@ &[ A;� �� �� 2��>� 4�� Y�*+�

�&'(�)� !
�
� �
�)� �*
g )c'c9 ���W� ����[�*��

6� 
 � �� ���� D�5� ������ ��@ )�j�/ 2�"�Z ���� ��5
' ���� A� � � ��� �� �� � ��� ��� �����

6��� � ��� � Æ &'��� ����� ��� �� �� �� / �� ���� 2���� �� ��
U �� ���� �
�/ Æ 
 � ���W

�������� ������ � � 2�"�Z

,��S Y/�%� ��� );� )[/ ���*� )"�5
' ���� �>'? &[ 4�� &89 ��Z)� �R� �� !/� 2�"� ��

6�5� ��5
' ��� �� b�c� �� ;� �� � �� �5� )(-� 4��� ��� �� �� � )"�5
' ��(�)� k3J� �� :Z

2�" �Z 6��� �� �� � 6�� � ��� � �� 2� ��� �� ���� �
�/ �� 
 � ���W 6��� �� �� �� � � ��� � )( - �

�� 
 � A� �5� 48;� / �5� �����/ �� �� dc� �� �� 2�@���� �� �5� 4�� ��8� ������� ������ � �

� 	
�� 
���� �� � �� �5
' ���� �� (��� ��� &[ _*U ��(� ��� �� �� ���� �� ���� ������ �
�/ �9�/

e



/� 2���� �� ��� ��' F�5� 2�� 2���
1 Æ &[ �� ��H �9�/ �� 
 � A� :�
�)� 2�"�Z 6���� �������

�'-l/ 4�� ��5� ��8?
� � @� �$�Z ����c� ��g�� 6���� �� 4�� @� ��8?
� :���� �g�� �(��� �� �dc�

������� b�� /� @� )8� ��5
' ���� A� �� (��� ��� �5� 48;� / �
�)� 2���
1 ������� ��
����

D���'"� �R� �� �� ��@ ������� 6!�I� :�
(W �� ��
J� ������ ���*� >��9 �� :�
� ���� �� :�
�

� � � �� �� ���� � ��

� ������ �� �� ���� � �




���'� ������ �1�
(8� )"�5
' &'��)� :�J� )[/ 6�5� ��5
' �
1 �� (��� �� ���� /� 4�� @� A� ��

/� �� � ���c� �� 4�� ���� ��5� 2�� 2��� � 
 � �'(� B�� �&��'�)� �R� �� �� � ���� ��3�

m���� ���
�)� ����? �� / �� ��g�� �I���9 6���� � @� ��8?
� 6� � �� � �� V\ I� 6�� / �� �� dc�

D&���� ��5� �� / �� �� �g�� � �� �� � �� � � &'��
�)�

������� ������ � ��� � ��� � ��
�

� ���� � �� � �

� @� �� ���� 6�� :��� n�>� �� :�
�)� 6�
� ����� F�*I� )[/H A?
� ��� �� � �� �'(� ��
�

/� �� �� / ���� �� ���� ��
U �� � :�
�)� 6���� B/�%� ��3� �� ��� ��*[� ��1�5 ����>�

�� �� &'('�)� &'(� ��
� � ���
;� �� ��� ��5� ������ �� �� )"�5
' �7'�� �� / ��
� �
�

@� ��8?
�

��8?
� �\7���� �� � ���� �7'�� �� ��(�)� o'� �� �� ���
;� C'� 6�(��� �� �� �� � :��� Q
5

��� �� �� )��/ � �� �� ���/ �� ����;� ������ �R� ��
� �/����� �� �1�5

� ���

2��� � 
 � ��� �\��7� �&��
1)��� )$��J� �'-l/ �� 6�5� ������� p��(��� �� 6� ���� ��
� ��

A?
� ��c�Z �� � &'��
1)� 6� � �� � �� � � �� ��
U �� �(��� ����� �� �� / �� / ���� 2��

D���� � @� ��8?
� ������� ������ �� &��'"�

������� ������ �
�

��
�

�

�� � �

�
�

��� � ����
� �

q



�� dc� �� ��8��>�H ��8?
� ��c�Z �� �� :�
�)� 6���� 2�� 2��� �� � 
 � �� �� �'(� ��
� >'� �7(�� ��

�� ���@ �5� ��5
' �� �� ���� !�9 4'W �� ��
� � @� ����>� �
�
����
�

�*�� �� ���� Fh )��$���

D�� ��
U �� 6� � � � ���
�

V\ I� 6���� A?
� �\*5�(�� �� � :�
�)� ���� 2�� 2��� �� ���

�

��� � ����
�

�

��
�

� �

o'� �� �� ���
;� C'� F��'� ���� �� (��� �� ��H h �� dc� �� �� :�� A��>� �� 6>'� !�I� 4�� ��

��(�)� o'� �%g �� �\�/>[ � 2�@���� / �(�)�

�� ���� :�
�)� 6���� ������� / ���� 2�@� � A� 6��5
' ��� � A� /�;�� 2���� 6M^K &[ _*U

6Æ @� ��8?
� ��g�� �� �(��� �� dc� /� �� ���� �� ��� ��' �1�
(8� Æ 
 � A� 2�� 2��� � 
 �

���+ &'��
1)� �&'(�)� ���+ �� K^K 2��>� 6&[ 4�� A;� �� !�9 ����� ��8?
� � @� ����c� ��g��

D�� ���� �
�/ ��� �� @� � �@���� 6���� 2�� 2��� � 
 � 2���� �� &'(�

������ � 
����� � �

@���� ������� ������ � � 2�"�Z 6������ � Æ 2���� �� ���� �
�/ Æ 
 � ���W 6 �
���

���� 6&[ _*U

�� ��� �� �
�)� �7'�� ���� ��8?
� Æ 
 � @� @���� )[�
�� �� dc� /� ��g�� �� &��'�)� ��
U �� �

D4�����(� ��� �	� �
�

���
&���� 6�(��� @���� 2�@����@ A� �/� � &;'('� / &;'���� C'��� �� 	� /

������� 
����� �
�

��� � ������� �
�

��� � �����	�

�
�

��� � �������� �	��

�
�

�� �

�
��� � �����

� �

� ��5�)� Y�*+� �� K^K &89 /

2��5 ����
� �� �� ��� !��"��� ���
� :�
�)� ��Z �� �5� 4�� �
�)� r�d� �\-*U �7(�� �� �� )[�
�5

�� )��� / #@= )U�� �5� s�� 4�� ���� :Z Y�*+� �� �t*[ @� ��@ T/�-� �� 'u� m��� k3J�

�� ���������

v



�� )��
g �� &'���)� �� 
����� 	� !�"#$ A� �� � @� � �� W
;7���@ A� ��(�)� �f��� �
R(� 4��

6��

��� ����� ��5 <
;7� �� ��
U �� ���� ����� �
�/ 
������� ��2@�� @� ���[�*�� � 
 � �� ����

����� � @� ��8?
� 6�� 2�@�� !
U � �����

b�c� �� W
;7� ��� �$(� / ��� �5� ��� !��"��� � � ��� �� �� � ������� ���� ��	� �� �� �
���

����� �%g 2�@���� ��W
;7� A� � )"�5
' ��

C'��� 4��� ��5� �%g 2�@���� �� W
;7� A� ���;� �� W
;7� �� ���/ �� / )��(�� �� W
;7� ��

������ !��"��� �(��� ��5
' �dc� ���;� ����-� �� >� �� �� � � ��� �� �� � ������� �������

w



������� � �	
�����
 ��
� ����� �� 	��

������� ��	
 � �
	������ ��	
 ��
� ������� �� �� ��� ���
�� � ���
� �	!" #�� $%&

�' �� (�)�� ��*+, �	!" �� -���� .�� �������� � �
	������ ��	
 ����� �
��� � � *�� � 	%�

)'� / ���� 0������ �� � ��� 
� ��'1&�� ������� �� � �� ��2 0��3, -��� ��+�������� ��� 
� 1&��

-�4�,

�� ���� � "� ��� �� �� � ���56� )*�& ��� 
� � � ��� �� �� � �,� �������� �	��
	� �	
� �����
� �

�
� � ������� ��

� ��� �� 07)8�� �& �
5�	� �
�	� �� ���� � "� � ���56� 9� �� � � � �� ��:�
 �� ;
��� #�)&

-��� � �� � �&��& ���� <�����

-��
,�� �� ��� �� �� � / ����6� (=
	��� �� ���56� �� � (=
>
� �� ���56� �� � �7 �� 
� 1&�� ��
���

(����

� � ���� �	

��'1&�� �� >8 �& �� � � 	 �,� -)>�	' � (=
>
� ��)6� � (=
	��� ��)6� ;
��� �& � � 	 �? �� ��

@(���� 9(��
�& �A� �� � � 	 ��)6� �& �&�B

���� �� �
� �

�
� �	��� ��

C



��

� �
� �
� �

�� �
�	

� ��� 
� 1&�� 9�>
& ��)6� �7 
�� D�� -��
,�� �� 	 ��)6� �� �756� �� � � ��)6� �� �756� �� � 1&��

@��
,�� ��
�
�

�
�

���
��)6� �� � �� #
& � ���56� ��

���� �

� �
� �

�� �

� -��� �
�� (E
 ��

F� � � 
 �� � � ��� 02�& F� 
 )
>� G�4 �������� � �	������� �
�� � 
 � �! 	
� �"���

H��I� � ��� �
� �
� � J� K �& �� � � 
 �� � � (��
,�� �A� �� 
 �� � ���56� -��� 
 � 1&� �

-� � � � � ��� ��+�D�L� � J� K #�� �� -(
>���

@(���� -� �� � ���� (
>��� ����& �� � ������� ���
�

J���8 )
 ��
���

� ��	 ��� � ��� �

� ���

�
� �

� �

�
�

�

� ���

�
�

M� -� ���� � � ����� �� ���� � "� �	 � � � #
& � ���56� 9CNO D��

� ��	 ��� � ���

�
� ����

9��� ��� 
� � �� � � P � )>��� �
� � �& ���� ���� �	 � � � #
& �� � �756� 9� �� � ���� ��


� -)>��� �
� ���� �& ����

� ������ ��	
��� �
�� F� �� � �� ���� �
�� F� 9)*�& � 07)* 0��� 1&�� �&��& �? D�L� �� � �I&��

1&�� F� 
 � 
 �� � �,� -)>��� �4�I� � �7 �� 
� 1&�� ���& �
:�� 1&�� F� Q�& �7 
�� -� *�� 0)�� /

R/Q�& -��� �&�B 
 072�& ��� 
� � #���&�>& 9��� ��K 
� � D�L� 9)*�& � ���& ���� �7 
:��

S



� ��� � ���& ����� �7 
:�� 1&�� 
��� �
� �
� � 9(��
�& �A� �� 
 �� � ����� �7 56� 9� ��" �& �,�

-������ �� � �� � �&�B ��)6� 
� �

�)* ��K 9)*��� )
�� 072�& F� ��+�D�L� 1&�� F� H��I� �7 >��� �,� �� �*�� �" � )��& �T>�� ��

��+�D�L� 1&�� � )>*�& �3T� 2�& 02�& �� 
� � 
� �,� UV W� -)>��=� 1&�� �� & �&�B �& �:Q� D�L�

-)*�& ��*�� J����� �&�B ����6� 
� � 
� ��� )�� ��� � 9)*�& ��K D�L� ����� � � 
� � 
� �� �

0)* H��I� ���� � �

�
J� K �& �� �� � � � � ��� �� � 1&�� �
:�� ��'1&�� �
!� (
'� /�� ��
#�

��� -��� � ����� � ���	�� ��3T� 2�& 072�& �� <�=�"� � H��I� �7 >��� -(
>� RXL� ���

@(���� -)��
�& �A� �� �� 
����� 1&�� ������ ���& -��� �
�
���& �
:�� 1&�� F� 
�� 1&�� ���	��

�

��

����� � �

������ �
�

�

1&�� F� �� >8 �& �� 
� ��� �� ��� #���&�>& -��� ������ ��� �

�
���& �
:�� 1&�� F� 
����� M�

F� ���& 9
� ��� 	 � �E* �& �
�

�
:�� 1&�� �' �� �4�, �T
�� �� ��=� �:� �4�, �A� �� �

�
�
:��

�& �
�
�
:�� 1&�� #����!� -��� 0)* �
EL� �3T� 072�& �� 2� �

�
H��I� �7 >��� �� ���2 ��� 9� �&�B ��)6�

@��� ��2 �E*

� ��� �

�����
����


��	 �� � � �


����� 	 �� � � �

-)>�	' 0� X:� ��'�&�B �� � �� �T>�� �� ��

� �? �� �� (��
�& �A� �� �� � ��� �
� �
� � 1&�� �,� 902�& F� 
 9� � 
 �� � �7 �� 
� 1&�� ���&

@�!� � � �& -� �� � � � �� � �� ���2 � ���� � ����� (���� 9��� 
 �� ���56�

�� '1 &� � �� � � 
 �� � � 9� � � 
 � 1 &� � F � � � 
 �� � 9) *� & 
 �� 02� & F � 
 � ,� �����

J� K �& �� � � 
 �� � 1&�� 0���? 9��+�D�L�

� ��� �

� ����

����
�

O



� ��� ��+�D�L� � *�� H��I�

� ���� � ������������� ������������ YCZ

@1&�� �7 >��� �& 
 ��
[�� �� 1&�� ��
���

���� �� � �� � 	 
� 
 �
�

J� K �& ��


��� �� �

� 	



�

1&�� �� < =T� 
 M� 9
��� �� �
� �

 � 	

� 	
� � (���� 9)*�& 
 �� ���)6� � �,� -(
>��� H��I�

��0�
T�2 07)8�� �&�>& � ��� � 
������ ����� #���&�>& -)*�&�� ��+�D�L� � / � ��� ��+�D�L�

@(���� � ��� ��+�D�L�

� ���� �
�


��

��

��
	
�


��

��

��

� ������������� 	 ������������

� -� & (E
 �� ��>P

#E=� �
:�� 1&�� D��� 2� �� �'������� ���
	& �7 ���%� ������� � �
	������ ��	
 ����� �7 
��

M� 9� ��� � � (���� 9� ��� �
� �
� � � 9� 	 
 9)*�& ��� 
� 
 072�& ��� � �,� -�2����

� ���� � ��� �

� �

�
� YSZ

@(���� 9���� � � ��� 	 � � P 9
 072�& ��� � ���& � �
:�� 1&�� �' ���& 1��� ��

����� ���� �

� �

�
� YOZ

� ��� 0)* 0��� � 1&�� F� \P �=� �� -)'��� ]��=� �� 0��� �7 
:�� ��'1&�� 2� ���)I� ��2 ��)"

�
:�� 1&�� #����!� #�4�� ���& -��� 0)* RXL� � ��=� �& � �
:�� ��'1&�� 2� �E� ���� �=� ��

^



��
,D�L� F� 2� �=' 0)* ��_ ��� � -��� �4�`� 0� X:� �&�B F� H��I� �7 >��� �� 02�& �' ���& )��&

@)� *�� �T
�� 0���

���� � ���

��� � �� �� �

���
����

�

�

� ���


��� � ��
 �

��
 � 
���


��� � ����


�� � ��� � 
�� �

�� ��


���� ��
� �

��
� � 
����

�

����
����� �

��
����


���� �

J� K �& ��'1&�� �7 
:�� 1&�� �� ��� ��� �'D�L� < =T� ���& 1&�� �� < =T� D�L� �� �T�? 2�

M�
�;�Q � ��� 2� .2Q ��'��
,�T
�� 0)>�? �	!" �� -��� ����%� 3
� �� \P �=� 1&� � < =T�

-)�? )'� / �=8 �& ��0�
T�2 07)8�� � ��`�K�
 ���&

����& �� �>
��� � ��Q�& ��=�� ��'< =T� ������� $%& 2�a? �� ��$% &
'�( )
*+,'-� �.���

9
 � � � �� � �� � � � � � �� � � 2��4� � � � ��� �� �� � ��)���� 1&�� ���& 9�!� � � �& -(����

@�E* �& < =T� �' 9� � �� � � � � � 9(
>� ��
�/� ��
��� �
� �� ��
 ���56� �,�

��

��

��
 � �
������
�


 �

b



���� #���,�3& � ��Q�& ���� #���EP � ;
��� �& �
 � 	
 �,� -� *�� 0)�� / ��=�� < =T� F�

@(���� 9�
 � ����
 � �	
 � P 9)>*�& ��
��� �
� ��� � �>
���

����
� �
��


��

��
 � �
������
�


 � � ����
� Y^Z

� >�� -(
����� ��	�� ����� � (
'��� ]��=� Æ�
� �& �� 2��4� 2� ��
��� �
� 072�&��2 #���,�3& � �

�,� �� �� � �& ���� � "� Æ � � �� (�)�� 90)* 0��� � � � �' ���& -��� ��� 
� � )
>� G�4

@�T
�� �� � 	
 ��
 �
�

���
(���� 9� � �� � � � � � �' ���& 0���? 9Æ�
� � Æ

����
� � ����
� � �

@0���? 9Æ�
� � Æ �,� �� � *�� �T
�� ���� ���� ����
� � ����
� #
& � �� � � P

�����
��
� �

�
� � � � � �

� �

�
� � ����
�� � �

���X` �& 
 2��4� �' ���& �� ���� � "� Æ � � 9� � � �' ���& @�� � *�� �T
�� Y^Z 2� #���&�>&

@(���� c &�� ��=�� < =T� �' � Æ 2� ��EP �

�
� �

�
� �

��

��

��
 � �
������
�


 �� � �

-)>� �
� ��K �& 2��4� ���X` ���� ��� ��=�� ��'< =T� )
 � �� � �� � *�� ���, . d�� #�� �&

-��� ����%� �� �')
 ��I& ;!5� #�� 2� �� ��� J���� �'�,

@(
>� ����%� �� ��2 )
 (
'� /�� ��
#�


��
���

� �

�	 �
	

�

�	 �
	 � � � 	 �

�	 �
�

� �& 3
� JU=" ��)I� �:� 9� ��� ���� )>��� �
� ��K �& �U�? �/�� �7 !=" �' �� )
>� �" �

@�* � �� ��� -)>��� �
�
�

�	 �
	 � � �	 �

�	 �
�

�

�
�

�

�	 �

�

	
�

�	 �

�

	 � � �	 �

�	 �
�

�

�
��


��

�

�
�

�

�	 

�

�

e



� � �	 �

�
� �	 �

�
� � � � � �	 �

�
� � 2��4� -)��
�& �A� �� ����� 072�& ��� �� ���� � �

�
1&��

��

��

�

�
����
 � �& ��� �&��& Q�& < =T� 9��
 � �	 


�
���� ���� �& -(��
,�� �A� �� �� ����� 072�& 2�

���� � �

�
1&� � ���& ��=�� < =T� F� < =T� #��� &� > & -��� �� 	 
��

�
�� 	 


�
� 072� & � � �

�
�

Q�& J���8 )
 � )>��� �
� ��K �& 9�
�

92��4� ���X` 9� �� � ���� -��� ����� 072� & ���

�& ��� �&��& Q�& )
 M� 9(
>��� 0������ 
�� 2� 9�
�

���& �
:�� 1&�� �� >8 �& -� *�� � �
�
� �&��&

-
����� 
���� � 
����

f



����� �� ��	 
�

����� ���� 	
���
� 
������ ������� � ��������� ���� ����� � �!" �# $�%�� �&" � �'( ��

)��*�� +%���, -�� .�/��� ������� �0�1 ��2�� 3��� � � .�� 4� )%
#�� ���� ��2�� 3��� ����� � �������

��*�� ��(� 
��1������� �5�
�� + %6�" 7� 
���8�9� + %6�" �0 
�4��� �# ��*�� :(�� ;�&��� .��

�� �# �� 
�+��<�4 + %6�" � ��=�>�� ?�9� + %6�" �� �5�
�� ������� %6��" ��'( .�� �� )%*��

)$�
#�� @��A � ���� %
B��/� �������� ��C�� D��/� ����B� � �Ǳ-( �� Ǳ-( ������� + %6�"� �� :����

� ������� � � ��� �� �� � ��FG������� 3��� 
��� )$�
#�� �B�/� �� ���%�� ��H� 7� @�I�

��J �� � � � �� ������ K� �� ������ L�"�� 
����� � �� � 
�( �� )$���� M��H� � �� � �� �� ��� �� 
��

�>�
6 M��H� 
��� �# @�� �B�� � �� � K� 4� ��N8� �<
�� �� �# K����� ��#�� � �� ������ �'#

�O* �� 
�+��<�4 + %6�" %
���� M��H� �� �<
� ��������� ��H� �# ��J��H0 )����� ��#�� ��� ��

4� ��%��� .0P �� ����� �� �<
� 
��F1��H� + ��* .�� �# %�� $�0��, K%���1 ��
��

� ��
��

��
��

+������ ���"

�� �# @�� .�� � �� � �
� �
� ������ ���� �� %�#� � ���" � �O� )%* %0��, ������� ��C�� D��/� ����B

�� � � �2�� 
�03��� K
��F1��H� .�� �� )��*�� +������ ��C�� 
��� � Q�� 7� 4� �� � ���� 
�� �0

)%��*�� +��� M��H� � ������
R$�
#�� 
��S��� �� ��FG?�9� 3��� �� ��=�>�� ?�9� 
��� T��� :�U ����B ���

�

��
���������� � � �������� 	 ��������� VWX

W



R������� � ��������� ���� ����� � �!" ?&J K%
*�� �����G � ��*�� ��(� ��� �� + 4�� 
�� �� � � � �1�
� �

�
� ���������� 	

� �

�
��������� �

� �

�

�

��
������������

� �������� � ��������

RUY ��/� ��

� �

�
����������� � �������� � ���������

� �

�
� ���������� VZX

[���* .�H0 @�I� )��*�� +%���, V.�/� ������� 
���X Ǳ�� �� Ǳ�� ���	
�� ��
�� VZX ����B

TG K��*�� � �������� 	 ��������� 
��� V.�/��� �������X ��2�� 3��� 7� ��������

�
����������� � �������� �

�
� ���������� V\X

U�� 
�03��� � �'# ��H'" ��"� )@�� Q��/� ���
�� ���	
�� ���� Ǳ�� �� Ǳ�� ���	
�� ��
�� �� �#

��]
� @��A �%6 7� 3H( :��8� �� V\X ����B .�/��� 
�0������� 4� 7� �0 K%*�� ��� �� + 4�� 7�

)@�� ��2�� 
�03��� .�B�� 
��� 
%
����� ���� L�"�� 
����� V\X ����B )��*��

$ � � �� �� � K� 
���� �� )$ � 
 # � & �� ^ � �� � 	 � 
�� 
�� � � 2�� 3 �� � $ � 0�� ,� � �� �� � �

R$���� K���� � � .�B�1 �� .�����
� K����� � � � ���� � 
��

�

���� � � 
���

�
�

�
���

� � 
��� �

)%�S�� @���� 
�� 
��� � 	 � 
�� 
���� ��2�� 3��� � 
��� � �� @��A 7� ���-B� �� ��&2�

. � *� � � � )$ ���S @ ��� � �� ��
� � � 2�� 3 �� � $ � 0�� ,� � K� @ & _ � ` � ^ > �% 6 
�� � �� �� � �

R$���� ���� � 
� � K����� � 
� K���� � ��

�
��
��� � ��
� � �

�
����
���

Z



� 	 � 
��� )%�S�� @���� �
� � 
� �<��� � @�� 
� ����� @��� @H� ������� K� � � 
���

��� � �� :���� .�H0 �� � %��� � ����
��� �� Ǳ-( �� Ǳ-( ������� ����B �� � ����
��� 4� ������

)%��� $�0��, �<��� �� Ǳ-( �� Ǳ-( ����B 4� +������

� ����� � 
� K���� � �
�� ���� ��� " � � )$ � 
 # � & �� ^ � �� � �

�

�

� �
���� $ � 0�� ,� � �� �� � �

R$���� ���� � 
�

� �

�

�


� �
���� � 

�

� �
�
�

�
� 
� �
���

� �

�

�


� ��� ���

� 

�

� �
� �

�

�


� ������

VaX

��� 7� �2� @�� b�� ��H0 4� �# $��+%��� � �

�

�

� ��� ��� ������� �� � �

�

�

� �
���� 4� :���� .�%�

$���1�� ��� .�� )��*�� ���( .�B�� �� �<
� +�]�
� ��c ��J �� Ǳ-( �� Ǳ-( ������� 4� ���� +������

RTG K���� � ����� � 
� K���� � ��� �

� �

�

�


� ��� ��� � 

�

� ���
�

�
� 
� ����	

� �

�

�


� �
����

� ��	

� �

�

�


� �
����

R$���� VaX �� �
�-���( �� TG

� �

�

�


� �
���� � 

�

� 	 ��
� �

�

�


� �
����

R�<��� �� �
� �

�

�


� �
���� �
�

�
�


�

� 	 ��

)$�4���G�� �������� ��C�� D��/� ����B� ������G d^� �� ��
#�

K
 � � �� � 
� 03 �� � 	
 � � �� 
 ��� � � 
� ����� ��� � � 
� �� � � � � � � �� � � �� �� � 	����

?�9� � � � �F G?�9� � � 
 K
��� � � �# 
��J � � % ��+%* +��� K� �� +4� � � � � K� � � �� �

\



R@�� �� Æ 
� � 
� 
��� ��2�� 3��� 7� � Æ 
 L��> .�� �� )� � � � � %�������G
�

�� Æ 
� � 
� � � Æ 
 VeX

R@�� 
��<�4 + %6�" $�8��� �<��� VeX ����B

�

��
�� �
����� � � ��
���� � 
����

� ��
���� � 
����
R��*�� ��*�� -�� ��4 L��> �� VeX ����B K� � 
��� $����
� �1� 3"�� ��

�
��
���� � 
������ � � ��� VfX

7� L��> .�� �� K@�� �����G ?�9� �� ��>�� ��, g��/� + 4� � �� 
 3��� %�
# h�B �� ����

.�-���( �� � ��� � 
� ��� � ���� � �

�
VfX �� @�� �B�# )@�� 
� �
���� 3��� �����

���� 
��� ��2�� 3���

)@�� 
� � ��� �� � � 
� � ��� �� 3��� K��� � �� � ��"� K��� � 
��� 
���2�� 3��� ���H� ���
6 �� )$�
#

�S g �� / � � 
 ��� � # �� ��
�����

� � 2�� 3 �� � K` =�� ��% 
 i � � �� _ � 7 � ��� 
 6 � � �� �� � �

R$������� )$�
#�� �&��^� @�� � � ������

��
�� 	 ��

�
�

��
� ��

�

�
	 �

�
��
�
	 ���

�

�

��

R$�0� ���" �� ��4 
�0�
�-���( VeX ����B �� �1� TG K �
��

��
�
	 �� � � �

��
�# $�
#�� �]�j�


��� �
�

�
	 � � ���� � ��

�

� � � ��� � ��
�

�

R�# ��*�� �<����
��

�� 	 ��
�� � �

�
��
����
������

� ��
�

�

�
	 �

a



�
	�� 	 �� � ! "# $�%���&' �� �(�)�� *+�,���- 	����

� �2�� 3��� � &��^� �� UY �H/� ��4 
�0�
�-���( )@�� +%* +��� �8�8� �%6 7� � 	 � �<
�� ��

R%
��0 �����( K%
*��
�
	�� 	 �� ���* �# ���0L��&6

�
�-���( -�� � K
�
�� 	 �� � �� ��� �� %0��� �<��� � � � ��� � �
�-���( R

�
�� 	 �� Vg2�

. � � 4� � @ �j 6 @ 2� � �� � 0 �� � # K
�
�� 	 �� � � ���� � % 0�� � � < � � � � � � �
�� �

)�� ���

)
�
��� 	 �� � �� ��� �� %0��� �<��� � � � �
� � �
�-���( R

�
��� 	 �� V�

� 
 �- � �� ( �
�
�� � �� � �� ��� �� % 0�� � � < � � � � � � ��� � � 
 �- � �� ( R

�
�� � �� Vk

)
�
�� � �� � �� �
�� �� %0��� �<��� � � � ���� �

)��*�H� l��� � @��� �8�8�
�
��� 	 �� V�

4� �O� �� ��F<� ��HO� 4� TG ������ �� ��� 	 ��	 � ��� �(�� L��&6 �0 �# @�� �#P �� �4U

)��# ��%&� U�� �O* ���i

.�� � � 
�( �� � ������ �� ��������� ��H� $���# +��*� ��'( 4�cS �� �# ��J��H0 +�,U��

VeX �� �# ��J��H0 )@�� ����� �S �� �6�� �� ��C�� D��/� ����B �# ���� �� �(�� :2�( �1m��

R@*�� ��4 L��> �� ������ �� VfX ����B K� � 
��� $����
� �1� K$���# �H6
�
��
����

��

��
�� �

�
������ VnX


�( �� %��� K� � 
��� K� :�� �� �
�-���( �� K%*�� l��� � ������ � &��^� �1� KL��> .�� ��

��%
0 
��&/� �� K��C�� D��/� ����B .�/� ������� L��> ����� �� )��H� .�-���( �� ��
�	
�� K��

)��# $�0��, +��*� ����B .�� 4�

K
 � ��� �� �� � %�
# h�B 	
��� �����
� ����� �����
� �� ���������� ����� 	����

� / �� � � � � �� � � K
��� �� � � K
��� � � � 
��� � � K@ �� � � �� � G ? � 9 � � � � �F G? � 9 �

e



RL��> .�� �� )@�� � � ����G ?�9� �� ��FG?�9�
� 


�
��
����
������ �

� �

�
������ VoX

�� Æ
� �
� 
��� ��2�� 3��� 7� � Æ
 KWpa ?&J R$�
#�� +%0�9� ?��J .�� �� �� ����B .�� @^>

R������� � ��������� ���� ����� � �!" ?&J TG K@��
� 


�
��
����
������ � �� Æ 
���� � �� Æ 
����

� � ���� � ���

)@�� � �� ������ ����� ����� � �!" ���
� �Y�%<� @��� Q�J �#

�q��� ��%
0 
��&/� VnX ����B 
��� 
��� �����
� �� ���������� ����� *.)+% ��&�� 	����


��� )��� %0��, 
��C�� %
i 
�0������� �� ��C�� D��/� ����B r�� 
�
&� +%
�S �� �# $�
#��

��&/� � �� ������ :���� .�%� )@�� 7� �� 7� 3��� 7� 
 � � 
 � %�
# h�B @�I� @2���

���� K������� ��� �� �� ��� �� + 4�� �� 7� �� 7� ��J �� �� ��� �� + 4�� 
 � ���� �� � ����H� ��4 @����

$���� KV
� 	 � ��"� UY ��/�X %*�� 
��/> 
 7� �� 7� 3�� � ��"� )� � � � � � � � �# .�� ��

)VW �O*X 
��� �� � ��� �� $���� KV
� � � ��"� UY ��/�X %*�� �2�-� 
 ��"� � K
��� �� � ��� ��

b����� �# %�
# �(�� )V
��/> 
 
��� KZ �O*X $�
#�� ����8� �� � � � Æ 
 
�03��� ����H� ���

� ���

�1� )@�� � ��C�� 4� � � 
��� ��%8� 
�4��� � ����H� b����� ����� ��C�� 4� � ��%8� 
�4��� � Æ 
 ����H�

� ����

� ���

���� 7� �� 7� �5�
� 7� �# $�
���� K$�
# $�<� $q�" 
�0[,+��G b�H�(� L��> �� �� ����H� ��4

�# ���4 � 
� � Æ 
 �
� �
� � �# ��# $O� �����H� ��� .�� �� )���� ��(� ����H� �� �� �0[,+��G ��J

@�>�, )%��+%* 3�4�� ������� 
�0��J �� +%6�" �� 
�� $q�" 
�0[,+��G ��H0 Z �O* �� jY _�

f



�_
, ����H� b����� ���C� �� �� ���G ��J ���C� �# @�� .�� � 
� �� Æ 
� � 
� � � �
� � ����B �� 
� :��=

+ 4�� 
�� � ����H� ��4 @���� ����� ��� �� + 4�� 
�� � Æ 
 ����H� ��4 @���� �# 
�^� �� %
#��


�+4� � � � �� � ��� 7i�# + 4� � 7� 
 K� � 
���� � � �1� K� � 8 � "� ��J � � )% �� ��� �"� � ��� ��

%��� 4� ��Oi�# �%6 �� ���# ��= �� � Æ 
 b����� ��'8� TG K������� � � 
��� ��� ��Oi�#

�Oi�# + 4�� 
���� 	 � ��"� :���� .�H0 �� )%
O� ���C� ;���� @���� �# ��*�� :(�� 
����

%��� 4� ��1�-� �%6 �� � Æ 
 b����� ���# ��= � ��*�� ��*��� � ��� 
��1�-� + 4� � �� � ���

)%
#�� �_
, �� +%6�" �%* ��1�-� 
����

g��/� 
��� � �� L��> �� 
 � ����� �� ����� � @�� W ��%8� �� @��A 3��� � %�
# h�B �����


 ����H� -�� � � ��^� 
�� �� Æ 
� � 
� � � Æ 
 � � ��^� 
�� � 
�0����H� \ �O* �� )��*��

)� �
�
��
������ � � � � �

�
������ � � K@�� 7� ��%8� �� @��A 3�� � � ��i )%��+%* +��� M��H�

D&8
� �� ��� �
�
� 
�0+4� �� �4 
 TG K� � 
���� � � $���� K� � ��� �

�
� ��"� )
���� � �� $����

%
#��

� ���

��� �
�
� �� �� � �� +�1�0 �
���� � 
����� � ��� � ��� @*�� $�0��, .���� �� � �!" ?&J �# �� �4

��� �
�
� + 4�� 
�� � ����H� ��4 @���� )��*�� ��*��� ��� �

�
� ��Oi�# + 4�� �� ��� �

�
� + 4�� �# )%
*��

� � � � �

�

��� 
���� � �� �� ���# ��= )@�� ��� �

�
� + 4�� 
�� � Æ 
 ����H� ��4 @���� gN�

��%8� �S gN� �# %
#�� � Æ 
 ����H� ��4 @���� .�-���( �� +%* +��� M��H� �O* �_'_� @����

@���� � �
����� 
����� 
 ��� � ��� � 
���� 
 � $���� K��
�
��� �� �� K�� 
��� TO6�� )���� ��

�� ���# ��= �<
�� �� )@�� �
����� 
����� 
�� � ��4 @���� 4� ��Oi�# ���� ��� 
�� � Æ 
 ��4

)%
#�� ���"�� �� 
����� �Y�%<� 
���� 
 �

��
� 
� �<
�� �� )$�
# ����� @�� �2�-� 
 �# ��2�� @�� �4U )$���1�� 4�� �'# d^� ��

K%�S @���� ������� 
��� ��
� 
��%8� $���� ��]��� � @�� � ��^� ��4 �� Æ 
� � 
� ����H� TG @��

@�j6 @�� ������� .���G %� 4� ��Oi�# ������� 
U�� %� �
/� K
��� � � 	 � � 
��� �O
�� �2�

n



R@*�� @2�� .�� �� ������ )%
#�� �_
, �� ��
�

� 


�
��
����
������ �

� �



��
�����
������� �

� �

�
������

�# %�
# �(�� +�,U�� )@�� 4����# 
��/> 
 @2�� ��'^� ��H0 -�� @2�� .�� �� :���� .�%�

� ���8� :���� �� :'�� .�� ������ ����i )@�� ���"�� 
 ���� 7� �� 7� h�B ��%� V\paX

��/> 
�0+4�� 
�� ������� ��%8� �# @�� .�� %0��� s� �# �"���� �<
�� �� t��# ��(�� �0@����

��_� )%�S�� @���� � �� � ����� �<��� �# %

#�� �_
, �� ���%H0 
��J � 
� �� Æ 
� � 
� �� 
 ��-� �

)%
#�� ���� ���, �� �� b�=�� ��4

)
��� � �� K
 � ������ �� � � %*�� W ��%8� �� @��A 3�� � � � ����� �� � %�
# h�B �����

R� � � � K� � � K� � � K� � �� $����

� �

�

������ � � �

� �

��

��
����
������ �

� �

��

������ � �

;���� �2�� �# %

#�� QF� �� ���%O� � �
�
������ � � �

��
������ 
�0������� �# $�
���� a �O* ��

)@�� V
� 	 �X 
 ��/> �� ;���� ���� � V
� � �X 
 3��� ��-� ��

� ���

o



���� ����� 	�
��
�

� �� �� ���
���� ���� �� �	 �
��
 �� ����� ���� ����� ���� �� �
�� �� �����
 ���� �� ! "�
 ��

�
#$�
	 ��%&
 ���� '�(� ��) �� *��� 
��+ ,���-
 ��
�� .�/�� �
��%&
 ���� �
���
 ��0�� �
� 1!��2

��
�3 4��� ��5%
6�7 ��
�� 8
��
 �� �� "�
 *��� ��
�3 ����� & ���9 9
 ��
�� ��:���;% ����� ��
�� 4


<=>
 "0&� ��4 ���?�9
 4
 ���

�
���� �

���
��

�� ��� � � ��

�

���
���� � �� ��

�
�

��� � ���
�� �

�
	
����� ���

@
�! � � � �
� � *=>
 #� 
	 =>�� � � � ��� � ��� � " �$; ��! � � =>
� =1> ?
�; : �
 � �

���
�3 *��0�
 A��/ ����� & ���9 9
 ������� 4
 �)� B
 � � � �
�� & ��	�
 =>��� ����� �

*=��� 4��� ���
 ���� ������CD �- �%&
 ���� �- C>�E
 �
�� ���� ��;�� 8�� �� ���

��:>� F�� �� F�� ��) �� ��4 �� *=>
 #�0 #�
� � ���
���� ����� ���CD ���� G�7 .���� "���

*�����
 �H
�
 
� � ���
���� �- �%&
 ���� �� ���>�

���� "�
 � �I �� *� �& ��
 F&� F� � � � �0� � � :J2�� ���� �- !�� 4
 � ��� �- !�� � �
 ���� �� �

<�����
 ����� ���� �
� 1!��2 �� 
� � ��� �
� 1!��2

� ��� � �������� �	��� KLM

*=>
 �:J2�� 
N���
 ���� �- !�� 4
 	��� �- !�� & �� :�� �
� 1!��2 	��� & ���� �O� �
 �� ��

P� ��3 =1�( Q��3 ���� �� ���
���� � ���� & 	��� � � �� �0�� ����� A��( ���� �� � ��� ��


L



���� "�
 �� �� ���� � 
� � 
��� � � �� 
��
� RN 9
 �=>
 �
� 1!��2

�
������ � 
���

�

�

��

� � � � � �
�

� � �

��

���

*��& ��
 F&� F�� �� �	��� �� � ��


	��� �-!�� �	 �� �� �����
 �>��� 
� ����
���� �
� 1!��2 &� =C�� ?
�;:�
 �- C>�E
 ����
 ���� ���

�C! � D =��(
& ��2 �� �!�� ���� "�
 �
�� *	��� �� � �%& =>
 �:J2�� 
N���
 ���� �- !�� 4


*=>
 ��&�S

�� ���� � �� � ���� � � � � ���
� �
� 1!��2 �� �
�� �	
�� 
���� �� ���� � �
�� ������

<�� ���
� ��!& 
� � � � � �
� T :B
 �
�D
 ��� �� � �� ��� T :B
 .�
�S

���� � �� � ���� � � �� ���
� � ����� 
�� � � � ��� 
�� KUM

"�
 �� ���� �!�� *=>
 K��
�� �V�� WN �1:/
M 
� T :B
 �- ��� � �
�
� ���� � � .���� "���

�
� � �� ��2 �� �(
& �� *� ���1� � H
�
 KUM �- �$O� �
� � �0&� & =>
 ��C! �N 7�� �J/ P�

�� =0
� ��X:�
 �
���1� "J% ���
� ��!& �Y�- 
 ����� �C���� ���Z&� ���� � � ������� ":7��

� � � �
�� �� ��0�
 �O�: � 
� %�� �- ��X� 4
 �(
& �� *��0� � ���0 ��� � ����> �� 
� �������

��� ��� � � � � �� .�/�� ���� Q
�B:>
 & � �
 A1D ��[2 �� �
���1� � � ��) �� 
� 6�7 �������

�!�� �W���
 �
��M ��
���� ?�
�7 �� U �- !�� �- %���
 A/ ?�
�7 ����
 ��C! �%�
�7 ���� ���� ����

*��
�� ��!& W�� �� \ �!�� �W���
 �
�� K]

�� .�
�S �1� ��
 ��� �� � ����� � �� � ���� � � � � ���
� �
� 1!��2 �
�� �� �
�� ������

<��
� ��!& U �!�� & L �-!�� A

�D �� ���� �- �$O� P� ���0�� ����/

���� � ����� 
�� � � � ��� 
����
� � 
��� ��� � � � ��

� � 
��� ��� K]M

U



& � �
� � � � / � � �� & � � 
� �� � : � � ���� � � � � � � / �� �� � �� 
�� � � � � 
� �	 �� � �

*� � �� � � � � � �
�� �� � 
�� � ��� � �

�-!�� ����
� 1!��2 ������� �1� ���� � � ����/��I ������� & � � ���� .���� "���

� �
 �- :J� *��0�
 �O�:� L ��C! =��(
& 4
 ����> �� . ^
 "�
 *��:�� �� � 
��� �� � � F&�

�
 ���� �
 Q&�$
 #�;�	 ��0�� K����/ .�
�S ��M ���� � � �-��� 
 T :B
 ��D ��
 �� =>
 "�


��
 �� 
��4 =>
 ���� � � �-��� $��

�� � ��
� � � �� ��

� � �

<���
� ��� � �� ���� �.�
�S ���� ����/ �� �!�� �� & Q&�$
 ":7�� ��

�� � ��
� � � �� ��

� � �

��:��7 �����/��I 
 �� � 
 ��:��7 �� �
4
�� ���0�� ����/ �� �� �:(& �KUM �- �$O� �� "�
�����

<���
� & ��
� ��!& $�� �� 


��� 
���� 
� � �� � �
� 
��� 



P� �� �� � 
��� � 
� @�SA��/ _+ ���:�� ����/ 

 � �
�� & 
 � 
 � �	��
� ?�/

*��0�
 A��C� �`�
 "�C
 �� F&� �!�� ���CD

K]M �- �$O� �� K��
�J� �����:��7 WN ���
M ��
�J� ������� =>
 "J1
 �� �O�	 4
 #�3W��

<�������
 ��4 ���[� ���� �� 
� K]M ��0�� �:0
� ��!&

���� � ����� ���
	� � � � ��� �
�

	� ��� ��������
�� � � � ��� ��������

�� KaM

b�E� �
�D
 �� � � & �� � � ���:�� $��1:
 F&� �!�� ������CD $�� & $��1:
 �� �� �	 �� ��

*��:��

<��� ���� 
� ���� ��C! =��(
& �
���
 KaM �- �$O� �� �!�� �� ����


]



�- !�� 4
 �:J2�� 
N���
 	��� �- !�� & 	��� �� � �	 �� �� ����
���� ����� ���CD �� �
�� ������

<=0�� ��4 ���� �� �
���
 =>
 ����

	���

����
� �

�

��
��

	����

�����
� � � ��

	
 ���

�
 ���
� K\M

<���	�
 =>��� ��4 '��) �� ����� ����	
 �� F�>�
 ��� �����
�����

�	 �� ��

<��0�
 A��/ ��4 AJ0 �� ��$! ������ 8�1O
 P� �KaM �� ��� ��	 �� �
4
�� Kc%


��
�� �

�
��

��� ���
� � � ��

�	

��� ��	
KdM

<��0�
 A��/ ��4 AJ0 �� ��$! ������ 8�1O
 P� ��� ������� �� �
4
�� K@

������

�� �����
�

������

��� �������
� � � ��

������

��� �������
KeM

�� 
� ����� �-!�� 4
 �:J2�� 
N���
 	��� �-!�� �	��� �� � �����
���� ��� �� =>
 "�
 F&� F�� �����1!

*�������
 KeM & KdM ���� �� ��$! ������ 4
 �D�1O
 ����

������ 4
 �D�1O
 ���� �� ����
���� �� "�
 �� �!�� �� �	
��� ���
�� �
����
 !"�� �#� ���

���
�3 "��2 �� ���� �H
�
 ��$! ��� �� �- �%&
 ���� �- C>�E
 �
�� �0&� =>
 �7�� ���	�
 �� ��$!

*���

<���0�
 ���f KdM �� �� ��$! ������ �
�� Kc%


�
�

��� ���
�� �

���
��

�� ��� �� � � �

�

������� ������ � � �

A�1J� �� ���
��
 �=>
 �`�
 KeM �� ������� F&� �-!�� ���CD �� "�C
 �� "�
 �� �!�� �� K@

�� ��4 ������CD 4
 �D�1O
 ���� �� KeM ��$! ������ 4
 P� �� ���g:
 h���� & �&5O


<��	�


�
��

��� � ���
�� ��

��� � ���

a



<=>
 #��> �����CD "�
 �- �%&
 ���� �- C>�E
 *�� � �� & ��:�� .>��
 ���=��Y �� & � �	 �� ��

�
��

��� � ���
�� �

���
��

����� � �� � � �

�

������
� � ������ � � �

� � ��� � ���$;��! �� �� � � ��
 & ������
 #��`:>
 ����� � 4
 �� � � � ��
 � �

�������
�
�� #�3W��

*���� �C>�E
 ���
���
 �� ��	�
 =>��� 	
� � 4
 ��
�� .�/�� ?
�;:�
 P� ��� � �

���� �
�� &

*�����
 b���� ?�9
 ��2 ��i �� 
� W�� Z&�

<���
� ����� �� *���� �C>�E
 
� � ���
���� �

�������������
��������

�- �%&
 ���� ���
�3�
 �� ��$%

� ���

����
� ���

��� � �� � �� � �� �

�� � �� � ��

?�/
�� � �� � �� � ����� � �� � ��

� ����� � �� ����� � �� ��

<���
� ��$! ������ Z&� 'C) "�
����� *���
� �`�
 "�C
 &� �� W�� F&� �!�� ���CD &� ��

��� � �� � �� � �� �

�� � �� � ��
�

�

�
�

�

��
�

����

�� � �� �
�

��� �

�� � �� �

& ����;� j�:�
 Q�B
 =>
� k�) 4
 �� =>
 "�
 =>
� k�) .�
�S ���&	 =>��� � � #
�

���� "�
 �� <���� �
�( l2 k�) �� �f��:
 .�
�S ��
�� 
� ��� ���� �
�� #�
	 =>��� .�
�S

� � =%�/ �� �J��
 �(
& ��M �
	 ��
�3 =>��� ��7 �� �mE�
 @
�! �� �%�[O
 n0 �%���
 n0

������ �� ��$O� Z&� ��!�� ��	�
 =>��� ��7 �� �mE�
 @
�! �� �%�[O
 � �- %���
 � #�
�1�

=%�/ �� *K=>
 ���=(& �1� �%& =��� �
�0� �
	 ��
�B� �O��
 �� �� ��CY
 "�
 *=>
 ��$!

���
� ��!�


��� � �� � �� � �� �

�� � �� � ��

�
��� � ����� � �� �� � � ��� � ��� � ����� � �� �� � � ��� �����

�� � �� � ��

\



<���� ���0�� ��
�� �f��:
 .�
�S ���� =>
 �
�(�� � �� �
4
�� �&��� "�
 ��2
�������������������
������������������

� � �

� � �

� �� � � � �

�� � �� � �

� �� � � � ��

�� � �� � �

<��0�
 A��/ ��4 o��:� & ��� A/ ����> �� �
���
 
� #�;:>� "�


� � � � � � � � � �
�

�
� � �

�

�
� � �

�

�
� � � �

�

�

<��� �C>�E
 
� ��4 ������CD ?
�;:�
 ���� _+

�

�
�
�

��
� �
�

�
�

�� �

�� � �� �
� �
�

�
�

�� �

�� � �� �

�����
 �C>�E
 ���1� �
��D �� 
� ���
������

�- �%&
 ����

�� �

�� � �� �
� �

�

�
�
���� �� � �

�� � �� �

� �
�

�
�
��� �

�� � �� �
� �

�

�
�

�

��� �

�
�� � �

�

� �
�

�
�
��� �

�� � �� �
� �

�

�
�

�

� ���
�
� ��

�
�� � �

��
�� =>
� =1> ���CD ?
�;:�
 & =>
 �
�
����� � � � �� ��
�� =>
� =1> ?&
 ���CD ?
�;:�


*�0���
 ��
�
�����������

�
�

�� 
� ��4 ?�9
 *��
� ��!& #��> ������ �� ��$O� �
�� ���#��> ���Z&� ��(&
 ���� �� ��$%

<����;� �X�
� ���

����
�

�� � �

�� � ��

d



<���
� ��$! ������ Z&� 'C)

�� � �

�� � ��
�

�

�� �
�

�

�
�

�

��
KpM

<���
� ���� @�S ��� �� �� 
� k�) &� ��


�� � �

��
� ���

�� �

�
� �

�� �

��

<_+ ���0�
 A��/ � .��S ��0 #�
� A�
 KqLM �� � ��
 =>
� k�) ��

� � �
�
����

�
�� � �

��
� � �

�� ��0�
 �O�:� KpM �� �
��
 "�
 ���$;��! ��

�� � �

�� � ��
�

�

�� �
�

�

�
�

�

��

_+

��� � �

�� � ��
�

�

�
�

�

��
KrM

<��0�
 A��/ � �
��
 ����� �C>�E
 
� �
���� & ���� @�S �� �� 
� k�) &� ��
 ?�/

� � �
�
���

�� ��

�� �
� �

<���
� KrM �� ���$;��! �� #�3W��
��� � �

�� � ��
�

�

�

*� � �� ����
 �O�:� ��

��1� *��� #��> ��Q�B
 ������:��7 �� ����� #�0 @�B:�
 ���) W�� ���?�9
 �
���� ��#�� &�

�� �0�C� ���
 ��C! Z&� �� ��$O� =>
 "J1
 ��0�� �:��$� �� \ Q�B
 �-!�� ��
 �0 #��0
 �� ��)

�� �
���
 �=��S& "�
 �
�7 �:/ *=>
 � 1D =(� �- !�� �� �� Q�B
 ������� ":7�� �� ��2

e



�- O�:� � �	 ����� "�$;��! �P��$�� ���� P� �� 
� ����� ��
 �� ��� s�^
 
� ?
�- > "�
 � � ��)

�� �� 
��4 =��� '�(� ?
�-> =� � "�
 �� t��� ��
�3 � �
 ���� ��%&
 ���� �� P��$� $�� ����?
�;:�


?
�-> *=3�> �&� #
�B%� �� Z
��%&
 �
��
 4
 
� �	 �
���
 ��%&
 ���� P� �� =��Y �
��
 P� ��&$7


�� �
� �� #-4�� �&� � &  ��5+?
�;:�
 ���� &� ��
 RN 9
 �� =>
 "�
 ���=�1�
 �� ������ �X� 4
 & ���'�(�

�� �0�� �:0
� ��!& � � � ���D RN 9
 ���� ���0�� �P��$�� ��

�
� �� �� � �� �
�� � ���� ����� � �

_+ � ��  �
� �
� � �

� �
� � � �� ���
� t=`� �
���
 �2 �

� �
�  �

� �
� �� #-4
��
 ���
 �� ���� "�
 ��

4


�
� �� �� � �� �
�� � � �  ���� ���� � �

�� ������
 �O�:�

��� 
����� �

� �

�
� � �� � ��� 
��

��

�

� �

�
� � ��� � ��� 
��

�� #-4
��
 ���� ����� &� "��:J��$� �� �
���
 
� ��� 
�� ���� �����?
�;:�
 ��^3 #-4
��
 .���� "���

*��� ?�:��

p



������� ��	�
� �
 �����

��� �� ��� 	
 ��
�� ������ ����� ���� ����� ��
��� �� �� � !�	"�#� $��# �� �%&' $������ ��

��(� 	�� ��� ��	� )��� *��� �� +�#�
 �,�� ��-� .���� ��
!��	� ����� ��	� /�� �0%� �
���

�0��� 1�� � �	� 2��� )�
 ��3��
 ��
���� .45	� 2����%# �� ����� ��
���� ����4� �0��� �0� 6����

$���' ��� 6 �

�
������

�
�� �� � ��� ��#�� )�
 ��3��
 $���' 7� �� ����� /�� $��8 �� ��5

���	9� �: ����� ��	� �&%' � 	;�:� ���4� ��
��� �#��<�
�3 +/4�# )��-��� *��, .�	9� 2��� ��3

��� �� =�# ��� �� ��
��=��1	# � ���4
 �	�>)	?� *��, ���# ���� /,� �� �� ���� ��(� �� � !�	"�#�

@�#��� ��0� �&8� ��� �� 	� .�	9� ��
��� +/�� )�
 A
�	� ��B��

+	�0��� ��
)���	�� �� �	�>!�	"�#� ):��� ��	�� CD��

6/�� ������ *��, �>��� �� 2E !�	"�#� �� ���� 7� �� 	�0��� ):��� 	
 ��� ���� ���="��( CF

+���&%(��� 7� �� /��; ���� 7� ��#��

�� .�	9� ��� ��� 	�� �� +���� C�� �G !�	"�#� D�	 � ��3 �� �0��=# �:H��� )��� ��� �� /�� �
��

+A����� ��	 �

���� ����	 
 �� ����	 
����

@A����� A�49� ���4� !�I �� )���	�� � �� �� ��� �� ):��� 6� 	 ��� �� �� � ��	�

� 
 �� � �� � �� � � � � � �� � �� 
 �� �
�� �

�

J



@A�
��� ��	, �

K� .�	9�@ 	��� 
��

���
��� � ������������ 


���

�
������ � � � �� ��������

/��� .�	9�@ 
��� 

�

�

���
��� � ���������� 


���

�
������ � � � �� ������

*�H�4� ��
/5�4� �� �'�%L� �� � �
�
� .�	9� �� 	
 
��� � 	��� 6� � � ��,� .��	� ����


��� ��	� � )���	�� K� ��?�#� �� � ���9� ):���#� �� *�H�4� 	
 ���&� 	��� ��	� �� 6���4
 *0


+/�� )���	�� /��� ��?�#� �� � ���9� ):���#� �� *�H�4� 	
 ���&�

����� ����� ����	 
����

6A��� )��-��� )���	�� 	
 �#��� �: H9# �� /��� �� K� M�9# �� )��-��� ��( �� 	>� 6N�� ��	�� ��

@A���#�� 6����� ���	
 �� *8�5

���� 

�� �

�

��
���

��
���� � ��

�
�

�: H 9 # �� 	 >� 6/ �� * � H � 4 � � �� 
/5� 4 � O� % L � 6� � � / �� 5 �� = � # � #� � � . �	 9 �

6� 
 �� � � 
 ���� AP�, M�H3 �� Q3 ��� �I�9� M�9# 6��
 A�� ����� Q3 �
�������

�
� ��

�������

�
��

� ���

/5�4� 	��	� 2E /5�4� �� ������ ��L�� �9#��R 7� � ���� ��� �� � ���� �: H9# �� �� )�	%


S�%� Q3 �� 2����� 6�
�� 	�TUV�W� � ��,� X3N�� +/�� ���������
�

� O�-��� �� )�
 ��� *�H�4�

+CJ *0
G �	� )��-��� � 

�������

�
�#��� �:H9# ������ ���� ����%# 	�

.�	9 � 2�� �' � � 7�Y�
 6���� � 
��� 6	��� ���9� �� 2��� ��E�%# 	B# � � !�� )�" # ��

���� � �#��� �:H9# ���� 6�	�>�� 	B# �� �� )��� K� �:H9# �0� 6�
�� ��
�� 	"�� ����� 	� ����(��

�:H9#� 2���' �� �H9# �� ��� 2��� �=��%� ����# �����Z� [\ ��� ����� 7� ��	� +�� /��� /%� �:H9#

A
 [\ ��� �#	�>�� ��	, )��-��� ���� *%' �� �� ���
���� ��� 6�
�� ��
�� ��(� ���� �: ���� ��'�#

���&8�� �� ����%# �: H9# 7� 	� S�%� Q3 6�
�� 	�TUV�W� ���� 	>� X3N�� +���4�# ����Z�

����%# ��� �#��� �:H9# �� 	]���� �:H9# S�%� �:H9# 	>� +�
��� /���� ���� �� F�3 ���	9� 7���

^



�� ���� _�	�#� �� 	�0��� N\ �% � 6�H3 .�	9� �� ���?�#� �: H9# �� �� ���� _�	�#� 2�=�� 6��
 ���	>

�� �
�� ��
�� ��(� �#����� ���?
 ��B�#� ��� .��	� ���� +/�� ����� �� ������� /��; ��
���9�

��� �� 	�V�,� ��I �� �\� � +�
�� 
��� �� 	��� �� 	�?� ���	9� N\ �% � ���� 6	�TUV�W� ��
���� ��	�

+/3��	U A�
��3 .&H�

����
� ����	 
����

6������ 6�������� M�9# �� �? #E S�P� �� �� ���
�9 #��R ��
/5�4� O�%L� ��� ��� ��

@��
�� ���	> 	B# �� ����%# 	�� /5�4� .�	9� 2���' �� ���4
 ���� ������ � ������ ��������


 ��� 

�� �

�

��
���

�

�
�������� � ������

���5 ���� �� � A����	U�� � �
�
� ��	� 
 ��� � ���� 6
��� 6	��� ��
.�	9� /,� ���	� �� 2����

+�	� A�
��3 �P��� ���
��%<� ���� 	
 �� �H3


��� 
 	��� ����  �!"	 
#���

!�8N��&' +/�� ��	,	� 
��� ���� �� �?��W� $�B5[� 6A�	�>�� 	B# �� �� 	��� ��H3

	�TUV�W� � ���� 	>� +���� �"�4� ���� /��; ���9� �� � ���� _�	�#� �� � �
�
� �� 	��� _�	�#� 2�=��

�� .�	9� ��� ��H3 /
�� ��B�#� ���� ���	���� 6/�� /��; ���9� �� ���� _�	�#� 	"#���%# �� �� 6�
��

@A����� D�	 � 	�� $��8 �� �� 6� 6.�	9� ��H3 +�
�� ��4��� �� �� ):���#�

� 


�
�

�

� � 	���

`U

� 

��

���

�

�
��

����

� � ��� � �������������

�
��

����
� 
 ��� � ��������

�

���
� A���� !�	"�#� ��"#��� ��a, V�I 6A��� b	� �����U �� � ���� 	>�

���	���� +������ ��� ):��� �� ����� ������ �:H9# ��	�

� 

��

���

���� � ���������
�

���
�� ���������

c



��� ���� ���H9# ��"#��� �: �a, V�I $��8 ��� �� +/�� 	�TUV�W� � ���� ���� b	� �\��a� !�5

�� ���� ��(� ��
���

� ����

����
���

�� ������� 
 ��� � ������
�������

���	����

� 

��

���

��� � �����
�� �������

`U 6� 
 �� � ���� 
 ���

�
A�4��#��

� 
 ��
��

���

� �������

6� � � 
 � � � �� �� $��8 ��� �� 6�
�� ��� �� ):�� � �� �� �� ��	� ��N�� 2�	� 7� � ���� b	�

@A����

��� � � � ��� �� �� CJG

��N� � 2�	� @���� �"�4� 	 �� *��' �� � � �H3 +/�� � �� > [\ �� � �H3 .�	9 � ��� /��� _	I

):��� ��	� ��	�� ��
)���	�� !�I � 6)��� !�I 6�
��� d��%# �� ���� 	��e� 2�=�� �� V�W� V&H���,

�H3 6	�0��� � �� � 6�
�� 	�D�	] ��	�� �� 	
 +C/��; � ���	����G � ):�
 )��� ���� � ��� �� /��;

Jf �� ��	�� N\ �% � /�� 1�N 6��
 	�V�,� ��W'� ���g� A,� 7� .�	9� �0��� ��	� [\ h� +/�� 	�0���

+A��� 	�D�	] 	��	�


 ��� 
 ���� ����  �!"	 
$���

@A����� �'�� +/�� 	�TUV�W� ��� �� � ���� A����� b	� �L��� ��

���� �
�

�

�

� � 
 ��� ��� �� 	��	� �� � �� � � 	>� C^G


 ��� �
�

�

�

� ����� ��� �� 	��	� �� � �� � � 	>� CcG

i



� ���

`U 6�	�>�� ��	, ���� ����%# 	�� �H9# 	
 �� S�%� Q3 C� �� � �G F��� ���� 7� ��	� �,�� ��

�� .&H� ��� `0' ��
�� �,�� ����%# �� 	�N�� ����%# �: H9# �� 	
 ��� *8�� Q3 � ���� �
�
�

�
�

�� 	
 
 ��� � ���� 6C� �� 
 �G ���4� ��
���� ��	� +/�� ��	,	� C� �� � �G 	 9� ��
���� ����

d��%# �� � �� �� .��	� �� �� �#��� �: H9# .�	9� � �9#��R .�	9� ��H3 	>� +��� �
��3 � �
�
	��	�

@�� �	� /��; 2����� 6�� 

�
�

�
� ����� � �� 


�
�

�
� � 
 ��� �� � 6A�
�

��� � � �

��
�� � ��� �� �� CiG

��� � � �

��
�� � ��� �� �� CjG

CJG �� �4��9� �� +/�� ��� �� ):��� �� 6� �� 61�� V�W� V&H���, ��	� ��N�� 2�	� 7� � �L��� �� ��

@A���3��	� 	�� $��-� �� ��


 ��� ��H3 ��� 6/�� ��4��� 6���� �
� 2�=�� �� � 6!�� V�W� ):���#� �� 
��� � 	��� ��H3 �

+�
���� ��4��� 6����%# �>��%3 2�=�� �� � 6���� 1�� V�W� �� ���� �

/,� 	� �-'�a� 	;� D�	B� �� �
��� 2�W# CJG �� � �� �� � �� ��
!��	� �� �� �4��9� �

�� �� .�	9� /,� 6A�49� M�9# 	��	� )� ������ �� ���� � 
 ��� ���� �� +���� ���� � 
 ���

/
�� ��B�#� 2����� .��	� ���� +��
�� F	g �

���
�� �� �� �	�� ��
�� 	�V�,� ��W'� A,�


��� � 	��� �� �	�?� ��
.�	9� N\ �% � ���� � 
 ��� �� 	�TUV�W� ��� �� ��
���� ��	� ��

+��
� /����

���� /,� �\'�# ��E�� 	B# �� �� /�� ��� ��
�� )�
�W� CjG � CiG �� �� �	"�� �: �0#

	 
 ��� 	 >� +�	 � � P��� 	 �� � �� ��	 � ���?
 � & � �� 2�� �� � � ,�� �� +�
� � 
 ��� /,� 	 ��	 � ��

�� ��
�� )� �� /���	� �: ����� � � 6A � � � b	� �%?� �\ � �	 9 � �� ����% # *0
 ������ ��� ):�� �

j



�� � �� /�[' A��	� )�
�W� 	 9� /?( �� �H��� �� �� 2��Y%
 �\�%g C��	%�G ��� � 
 ���� �

+����� �
R �� !�	"� #� .�	9� ��	� �� �	�V�,� ��� .&H� �� ��� �� 6/�� 	"��0� D��<�

/�[' �� ��� �� �(�� �� ��� 6�
�� � �
�
� 	��	� �� �\���5 ���� �� 7� �� ����� � 
 ��� O�%L�

6/�� 
 ��� ��H3 V&H���, DZ# �\���5 ���� ��H3 V&H���, � D��<� ���� � 
 ��� ��H3

@	�� .�	9� ���	���� +�
�� 7��� ����� � 
 ��� ��H3 ����

�4%�� .�	9� ���� 

�

�
������ � 
 ����

�: '� %L� ��	 � � � � 
��� 2�W # /���	 � �: � ��� � � ,�� �� +����� 	B # � � � ��� � � . �	 9 �

6���� ������ � 6 ��
�
����� � ���� ��

�

�
����� � ����� 6������ �������� �: H9# �� �� ��T> ��
�%?�

+��
�� *8�5 ���� �\9�,� 6� 
 �� � � � � � ��	�

�� �	� /��; 2����� +����� �P��� �� � !�	"�#� ���9� �� ���3 ���4� .�	9� N\ �% � �4%�� ���

6�� 6�4%�� ��� ��H3 ��	� 	�� ��%<� )�"#E 6�
�� 	�TUV�W� ��� ��?� ��� �� ):��� ��� � ���� 	>�

@/�� ��	,	�

��� � � �

���
�� � ��� �� �� CkG

��
���&%(��� ��	� .��	� ���� +/�� � 1��?� V�W� V&H���, ��	� ��N�� 2�	� 7� � 2E �� ��

*��� /,� �� �� !�	"�#� ���9� �4%�� ��� 6/�� 	-8 �?#E 1��?� V�W� �� 6	�����U � c �(�� ��

��	� O�g�� 6A��	� )��-��� .�	9� ��	� �
�%?� �� ��� ��� �� �0��� �� �(�� �� +����� �P���

lg�� !�� )�"# �� 6�� 
 � 6=� # �� �(�� ��
���� ��	� �0��� +/�� �?��� ^ �: (�� �� ��
����

)	3N�� +C��	%�G �	� V�9�� =�# CkG �� )��-��� 2��� A�9�4� �: ����� �� 2����� �� O�g�� ��� /4�#

�4%�� .�	9� �� ��
�� .(�� �#�>)� D�	B� �� /�� ��� CkG �� �� .�	g 	;� �� ���� �(��

+/�� ��� ��� 	�	� /,� ���:� =�# ��� �� ��
 	�V�,� ��W'� A,� ��?� �\���5

k



����� ����	�
��	

������ �� ���� �	
�� ������� ��	
��� �	� ������� ��	
��� �� 

 ����� ������ �� ������� �����

���� ��� ������� �����  � �!"!#� �� $�% �	� �& �� ���	
�� 	� '��  � �(� )*+ �� ������

���% ,"��� 	 �&������� '��  � ����� -�� 	� ����� �� �� �� ���� )	�#� 
���� ������� �� ��

�.� ���/��

������ �� 	
�� �
�� ��� ����� 
������ �����

���� � ��� �� � � ����� 0(
 � � � � �% �1 � ��� � � . �� " 2� � � 3 � �� �� � �� &4 �� � � 5 � �� ��

�� &4 �� � ��� � �� �� ��6 � 7�3+8� �. �� " 2� � �3 � �� �� � � ������� � ��&4 �� � �9: �

��*/������� ����� �	� � $� � � $� � � �& �� ��� 
"�� ;�� �������!(+ � ����� �� �� �

<."&��� ���= 	 ������	
��
� � ."��2�� 7��> '�� �� �

�� ��
�� ��?	 ������

� �
� � 	 

��

� �
�

� ���
���

� �

�
� @AB

���
�� C
���D ������� $�����!& ���

<.���� �
"�� ����� �� ��
�

�

��
�� �����!& $C

 C��� � � � ���� �� 
��


� ���

� �
�

�

��
�� �

���
��

�

������
���� � �	 � �� �

�
� � � �

A



�����!& ���� ���� 	 � E F�
 G/ �� � � �� ���� ��?	 ��=	 �HI"=� ������
� �
�

�

��
�� '�������

�� � � �� ��� '�� ��
�

�

��
��

�1 J���� �� K"� ��L� '�� �."���� ����� �� ��
�

	����� �����!& $C

 C��� 
 � � ���� �� 
��


<��� ����� 0��= ������
� �

�

	����� �
��



�	��� � �	

���� �
�

����� 	 ��� ��=	 ���� ��?	 E�� 
+ 
 � � �& ����

�� �5"� � '�� ������!& ��
�

	��
�
�� ."&��� ��6� ���� C

 C��� � � � 
"�� ��+ �� 
��


��&4��� ,9+�� 	��� �1 "M	� 4��� $� � � ���� 8H L� ��� ���	% ����� ."I�9� �1 J���� �� �����!�

��� � 	��� � 	�� 	 � � � ��� � �� � � .���� $� � � �2� �M	 ��9" � �� " � 0 �� = C

 ��D� �


G/ $� � �

� �

�

	��
�

�� �
� �

�

	����


+ $0J= ��L� NJO $���� ���O  � ���� ���#> � �� �J9� PQ �!� �"!� 	��� � � ��Q

������!& ��
�

	��
�
�� 	 $� �� � ��=	 ���� ��?	 K"� PQ �!� 
+ G/ $���� ��?	 ���� )�O

����
� �����!& �� ��R� K"� � �
�
	��

�
�� ���R ��
I� ��	K��

�� �����!& ����� �S>� �1 ��+ C

 ��D��
 �� C��� ��&4��� C1���� ������� �� �9��I� T	� '��

<��� �>8D �� 7��> �� �� �% ������ 	 ���&������� ����2�	

U� �& �� 
��C

 C��� ����� �	� � 	 � ����� � ��&4�� � 
"�� ;�� �� !�"
 ��
#$ �����

.���� � � � �& �� ��� �� ���� ��?	 � � � 
"�� ;�� 	 ��� ��*/����� �� ����� C1 � � �& �	�

<7��> '�� �� ����	 � ���	

������!& K"� ��� � $

�� ���!& ��� � �2� @VM�

�����2�	 K"� ��� � $

�� ��2�	 ��� � �2� @W

X



� ����I� ���� YI� ���	 � ���	 �1 9��I� �� ��� � E E�� ��� % ���� �� ���Z� ["Z�� '�� ����
��
� �����!& 	 
���� ��?	 ��+ �& �� ��� � 	 ��� � �� ��� ��� ���� � ���R ��
I� U�  � ��2�K�

�

���� ��� �����!& ���#�

%�&���� ��#�� '�(��� )! %� ������ *��+ �,�� ��� ������ 
������ �����

 �� ������ �� � ��=	 �� .��"2�� �3� �� �� � ���� 
� �� � �� � � ��� 
��� � ��&4��� �5��� ��

���	 � �

��
�2� C

 C��� � � � ���� 8H L� �
���� 0"� �� �� �� �� ���	 $��
�� U��K� C ��

�� �� ��� 
� �M�+ ���
�� \�K� ������ 4��� ��
I� $� � �� ��=	 $.��"�� �3� �� ����� �	� ��

�	� � $� � � �& �� ��� �� � ���� 
� �� � ���� ���� ���6� 8H ��� ��� 
� �"#Z	 $.��"2�� �3�

��
�� ��?	 �������
� �
��� � �� ����> �� ������	 � �

� � ."��2�� $

�� ��*/������� �� � �� 
�

<."&��� ���= 7��> '�� �� 	 $

��

� �

�
� � ���

����

� �

���
� @XB

���
�� C
���D ������� ��
*2 
���� �����!& ���

<.���� � � � ���� �."���� ]�� � �
�

�

��
�� �����!& �� C

 C��� � � � ���� �� 
��


�
�

�

�

��
�� �

���
��

�

������� �����	 � �� �

� �
 � � � �

���� ���� 	 � E F�
 '������� $� � � �� ���� 
+ ����> �� ���� �!� 7��J^ $� � �� ��=	

�� � � �� ��� '�� � �
�

�

��
�� �����!&

C

 V��#� ����� �� ���
����

�� 
"�� �?�� �."���� ]�� � �
�

���
����

�� �����!& ���� �� �� 
��


<���� ���O  � 	 �� � � .���� � � � � � ���� ���
�� ������ 4��� $�� �� ��=	 	 ���

�� � � � ��� �	��� � �� � �� � �� �	 � ���� �	

_



<� � � � � ���� G/

� �
���
�� � �

�
��
�
	 ��

�� �
���� ���O  �

�
�

�

��
�� ��� �

�
�

�

��
�
��

�

���� ���!& �9��I� �� C

 C��� ������� G/ $�����!& 0J= ��L� NJO ��

�� �� �% N"=� 7�JR� 	 ��"� �� .��C��� C������ X`a ���6� 8H ��� ���9��I� ��� %  � E�� ��L� ��

�."���� ��*2�	 C
����D

�(!� F�I� W�:��� �� �� ������� $

�� ��
�� ��?	 ������� U� ���� �� �2���� U�  � b"� ��=	

$�2���� U� ����� ��&������� �1 !& �� ����> �� 	 ."9����� ������� 
�Q �� 	� -�!5� 7��> ��

<.� ���/�� ,Sc� '�� ["Z�� �� ��L� 
�Q �� �."����� ���!& �� C���� ������� $
�
�� ���!&

�
"�� ]�� ��
�

�

��
�� �����!& ���� �� $C

 C��� � � � ���� �� 
��


�3 � �� �� � �
�

	 ��
�

����� �� 	� �����!& 	 ." � ��� W�:� �� �� � � � �(!� �1 cI � �5� �� ��

��? �� �2� �� ��� �
�� 
&��:� ����� �15"�� �� ��R� � � � d�D �1cI� �� 
"�� �?�� �.��"2��

'"#� ����� �� �� )8�D� $C��� � ���� � �� 	� �& ���� �� $��
 W�:� �� � � � �� � �1 cI � $� � �

��
�

�

��
�� G/ $����2�	 ��

�
�

��
�� $� � � ���� ��+ ���� �&���� ��+ �& �� �� ��� 
&��D � 	

�

�����2�	 ��
�

�

��
�� ������� $� � � �& ���� G/ $����2�	 � �

�
�

��
�� $� � � ���� K"� 	 $����2�	

������� 	� �"#Z	 $� � � �(!� �1cI� '���2 �3� �� �� �."���� ����� �� ��
�

��
����

�� �� 
��


G/ $�� � � � �� .���� � � � ���� �."&��� ���= �#M�c� ���� �� � �
�

��
����

�� 	 ��
�

��
����

��

���� ���O  � ������!& ��
�

��
����

�� �9��I� �� $�����!& ��
�

�

�
�

�

�� ��Q 	 ��
����

� �

�
�

�

'������ � ������!& � �
�

��
����

�� $�����!& � �
�

��
�
�� ��Q 	 ��

����
� ��

�
G/ $�� � � � �

�

���� ���!& ��
�

��
����

�� �������

e



�� �(� ����� ��?	 �2���� 	� �5��� �� �� 
"�� �?�� �.��"2�� �3� �� �� � ��� �

�
�� ������� �� 
��


	 � �
�

�

�
�� ������� 	� �����!& 
��� '������� ������� ���� ������ �� ����� 	 ����� PQ ������

���
�� W�9�� ��2�	 � ��� �

�
�� G/ $
��9& ��2�	 	� �& ������� 	� '�� ���� ����� �� � ��� �

�
��

� ���

f ��+ �� $� � � � � $� � �� �� ���I�� C1 �� �2� �
���� '&g �� E�� ��L� ���� �� ����� ���"&�

<.���� ���I� ,J� ��$."�� )*+

� ��
��

�

�
���

� �

�

�

�
�� � �

�� ��#� $��� ��> 
+ '�� � � �� ��=	 ."�� ;�� ����� �
� �
� -�!5� 
+ �� � ��� �

�
�� �2� ��+

���I�� C1 �� U� '���2 ��? �� 
"�� ;�� ���� �IS� ��> ����� 	 ���!& �� � ��� �

�
�� 
��� ���J�^�

0"� ��> �� �� ��� �� �
^ 	� 	 �� � � $�� � � �� ��
 ����2 �3� �� �� ��� ��� C �� U� $f ��+

<.���� �."&�� ���
��

�

�
���

�
�

��

�

�
�� � �
���	
����� � �
�
���

� �
� ��
��
	

� �9 ��	 ��
��

�J9� � � �( S � $���
 � ��?	 �S� ��O � � E� � 
+ $�� � �� 	 �� � �� ��=	 ��+

	 $��� � �> 
+ $�� � �� �� =	 $
 � �� � 0 " � �� � � �
� ��
��
	 $�� � ���	

� �� =	 8H L � ����

.��"�� 	 

�� C

 C��� � �I"I+ �
^ �2� �
���� 0"� �� �� �
� ��
��
	 7��J^ $�� �

�
�� ��=	

����Q f ��+ C
��
 hJI�� C1 �� �� '�� �� ��9� G/ �

 
&��D � ����� �
� ��
��
	 
+ $�� � 	
��


��� �&������ �i#� ���� j��� 0"� ��
^ �& �� �� � �����
�

�
���

� �
��

�

�
�� 7��J^ ������ $��
 ��"�D�


+ 7��> '�� �� �� ���2 �3� �� �2���� �1 cI� ��+ d�D 0(
 �� ��C �� �� ���I�� C1 �� U�

������ ���� ���� 
���� 0"!�� �M�19� �2k�	 �� �� d�D 
+ '�� ���� �3� ���� �>�D

�
������

l



["�> �
^ ����I� �� � �� �� .� ���� �JL� �I"I+ ��
^� �1 ���� �� �#��� ���
�-� � *��+ �.���

["�> �
^ �� ��� �� �� ������� $CK"��� ����^ �� ���"2�� �� �
 � � � �� 	 	 	 � � ��&��
I�

<
��"�� �3� �� � C1

 C��� ������

� �
�

��	���� @_B

\�K� ���� C1 �
�� �� � ���� $ ������
��



�
�

� � �� �5�%  � ���� �	� -��  � C���� ������� U� '��

�

���� ���!& @_B $�����!& ��
�

	�
�
��� ��Q 	 \�K� � ���� ��	�� � 	�

�
� G/ $�� � 	

�
� .����

<��� �J���� �� @_B ��
I� ǱK? �� ǱK? ������� T	� �� ������
� �

�

��	���� � ���	��
�
�
�

� �

�

����������

� ���

	�
� �

� �

�

����	����

<.���� $������
��


�
� � ��Q

� �
�

��	���� � �

� �
�

����	����

<�� ��
�� �5"�� ǱK? �� ǱK? �������  � C������ �1 ���� ��

� �
�

��	���� � �


� �
�

	���� � �
 @eB

<��
�� V��#� �� 7��> �� � �������� � ���2 4��� ����� '��  � ���M� ��

���	 �

� �
�

����	���� @lB

C��� � ����� �� $. �
 �� E� � �� �n�% � ��6� 	 ���� ��?	 �	� -� �  � �2��� � U� YI� � � � ��=	

<�5��� �� �� ���� �� �	� -�� �2���� K"� � �
�
����	���� ������� $� � � � � ���� ������!&

	��

����
�

�

����

o



�& �� ��� ���	 G/ ������!& �3� ���� ������� �5"�� �� 	 � �
�

�

����
�� $� � �� � � � ��Q

<.���� E�� �1 J���� 
���� ǱK? �� ǱK? ������� T	� �� ���� C

 V��#� � � �

���� �	 � ����	 @oB

<�� ��
�� �5"�� $���	 � ��
�

	���� � � �� �5�%  �

���� �	 � �
 @aB

8H L� ���� �J���� K"� �� � ���� ����I� �i#� ������

��
�

�
	 �

� �
�

��
�
	����

<.���� � � �� �"p�� h��#� ��

��
�

�
	 � �

� �
�

	��
�

��

����
�
	 �

�
� G/ $ ��

�
	��

�

�� �
�
�

�
�� ��� ."&��D ��� R ��"p �� 	� ��&����� �� ���� � ��

���� _ 0(
 7��> �� � 4��� ����!�

� ���

a



��� ����� 	
� � 
���� 	
�

��� ����� 	b 
��� 
� a ����� 	b ��� �� f ���� ��� ������ ����� �� ����� ��	�� !
" #$ 	%� ��

�� f ���� n 	b  �� &���� �� 'a 	b��� �� f ���� n 	b  �� ����� ��	�� !
" '!(�� n 	b )��� �� *+,� �����

-��(�� ����� ��
 .��/ 	� 'a 	b���

pn�x� � f�a� �
f ��a�
��

�x� a� � � � �� f �n�

n�
�x� a�n 012

k �3 ��
�	� �� f �k��a� 4����� 56 '7�� a 	b��� �� 	)��� �3 
� *+,� ����� f ���� !�
� 8�9 :�;

-��� <�=,� �� ��
 ��� 'x �!> �3 ��
�	� 4����� &���� ?�!� �79�� �@� ��

f�a� �
f ��a�
��

�x� a� �
f ���a�
��

�x� a�� � � � � 0#2

�!���� ?3A 	� �B
�� �� ���)C :��b� �� �������� a ���� �� f ��	
 ���

 ��� �� D�9 ���

E7���F�3 �3 x �G�� �� x �3 ��
�	� 0#2 ��� ��H 0�I�

E��(�� f�x� ����� ��� !; ��H '��F�3 x ��
�	� 0#2 ��� � !(�� f ����� 	b 
��� �� x ��� 0J

K��L9� �� 	� ��!�� ��� ��C 	� ����� �� � 0J2 	� 7)M� J�� ���� :���� ��	
��
 	� !�
� 	 ��

?�����
� ���(��� ����� ���� 
� a �=��L� �� n 	b �� &���� '012 �� nK��L9� �
�� '���� &���� 	b ��

�!
� <�� ���� ��� 	� '0#2 ��� �
�� '012 !; 'nK��L9� � � 	� !����� �@� 	� ��N� <��O��P

���� !3��� 4��� �!; �� �� ?=�� ��37��Q� R�
� ��
 ��3:�M�

1



���� ��� �	
���

'n �3 ��
�	� f �n���� � � 	� �B�H 
� �������� �@� �� a � � �� �� f�x� � ex ���� ��������

-7�� ��
 <=( 	� a � � �� ���� ����� ���

��
x

��
�
x�

��
� � � � �

�X
n��

xn

n�
0S2

?�� xT� ��
�	� ��� 	=
�� � ��
� ����� ��+U� ��3 x��
�	� �� D�9 ��� ����F�3 ��3�����

	� �(�� �3 '�F�� ����� ����%� �� � '�B
�� �� E7�� ex ����� ��� R��B� ��H '!(�� ��F�3 ���

��� 	� ������� ���( �O�� !�V� !������ ��(�� 	+(�� ���+�� �� n 	b  �� &���� ���� ?��U� ����

-����� '!(�� a �� f ���� n 	b �� &���� pn�x�

f�x� � pn�x� �
f �n����c�

�n� ���
�x� a�n�� 0W2

X����Y Zb!����O� � �� 7�� [�� 	�� 7�� 0n 	� 	+%��� 	+) I� �2 x � a ?�� ��	��� c �B
�� �� 	�

-��(�� 	+(�� Z!( Z��� x ���� ��� ���!����

lim
n��

f �n����c�

�n� ���
�x� a�n�� � �

�� 56 �!
��� <�� f�x� ��!�� 	� x��
�	� ����� ��� �
�� 'limn���f�x�� pn�x�� � � Z�F�H

f�x� � ex ���� ���� �� ���(�� 7)M� �� �3 0J2 � 0�I�2 J�� 'x ��!�� ?�
" ��
�	� .��/ ?��

-����� a � � �
f �n����c�

�n� ���
�x� a�n�� �

ec

�n� ���
xn��

56 '� � c � jxj7(�� 4����� !(�� 	"�3 x �7�� n 	� 	+%��� � x � $ ?�� �NU,��� 	b��� c 	�

	� X����Y Zb!����O�� 'limn�� xn��

�n���� � � ��
� 7��\ 	]��
" 'Z!( Z��� x ���� ?�����
� �ec � ejxj

'Z!( Z��� x ���� �O�� �� �7���F�3 ex 	� 0S2 ����� ��� 	� !( !3��� 	B�+� � !
��� <�� �V/

-����� n � N ���� .��/ ?�� �� �������� jxj ���%� �� �+��L� �� N
jxjn��
�n���� � jxjN

N � � jxj
N�� � � � � �

jxj
n��

� jxjN
N � �

jxj
N���

n�N

#



<�� �V/ 	� Y�� 7��� ^�C 'n � � �+O� '7�� �+="�� T� 
� �f!��� jxj
N��

7��\ 7)%� 4�"

-����� x �3 ���� ?�����
� �!
��� <�� �V/ 	� X����Y Zb!����O�� 56 '!
���
�X
n��

xn

n�
� ex 0_2

.�)\� �� �!
��� <�� ���� ��� 	� x �3 ��
�	� a � � �� ex ����� ��� ':�M� ?�� ���� &���� ?�!�

��� ��C 	� �����F� jxj���%� �� �+��L� �� N ��� [
Y Z!����O�� 4��� T"�� ���� 	� ��!�� Y��

.`� f�x� 	� ����� ��� R��B� 4��� T��L� ���� '��( ����� a 
� x 	"�3 	� 7(�� ��@+�� !���

�� x� x�

�
� x�

��
� �� x� x�

�
'�� x '1 ��3R��B� 1 <=( �� �!(�� [
Y ����� ��� 
� ��+,��

��!�� 
� &���� '��( �+��L� jxj 	"�3 	� !�
� 	@;`� �!��Z!( Z��� K���� ex ��3&���� 4��
> 	�

	� ex 	� 4����� ����� ��� .`� 4��L9� �� 'Z!( Z��� x �3 ��
�	� 	� !
"�3 7�� ����� ��O��

�!( T��L� Z��UI�

�

?�� ��� � � ��3��� �������� �@� �� �� cosh x � sinh x 'cos x 'sin x ��3���� ��������

	� ���
 !��(�� 	)��a� ����� 	� a � � �� �����

sin�n���� �

�������
������

� c�
 n

� n � �k � �

�� n � �k � �

cos�n���� �

������
�����

� ��9 n

� n � �k

�� n � �k � �

sinh�n���� �

���
��
� c�
 n

� ��9 n
cosh�n���� �

���
��
� ��9 n

� c�
 n

-!���
 d�( 	� a � � �� ����� ?�� ����� ��3��� 56

sin x � x� x�

��
� x�

��
� x�

��
� � � � �

cos x � �� x�

��
� x�

��
� x�

��
�� � � �

sinh x � x� x�

��
� x�

��
� x�

��
� � � �

cosh x � �� x�

��
� x�

��
� x�

��
� � � �

S



Zb!����O�� 
� Z��V+�� �� 4����� 'ex ����� ��� &���Q 	� �3��� ?�� &���Q 73�)( &)� 	� �O�� ��

	� x �3 ��
�	� �3��� ?�� 
� T� �3 	� ��� 4�,� 7(e� <)O :�M� �� 	]�H 	��,� �(�� 	� X����Y

-����� x �3 ��
�	� �
�� '!
��� <�� g���� ����

sin x � x� x�

��
�
x�

��
� x�

��
�� � � � 0h2

cosx � �� x�

��
�
x�

��
� x�

��
�� � � � 0i2

sinh x � x�
x�

��
�

x�

��
�

x�

��
� � � � 0j2

cosh x � ��
x�

��
�

x�

��
�

x�

��
� � � � 0k2

�7�� Z!( Z��� K���� # <=( �� ����� ��3��	�� !
" �� sin x �I��+� &���� !
" ':�M� 4��
> 	�

�

���� ?�� ����� ��� �������� �@� �� �� f�x� � �

x
.��/ 	� f �����	�� R���� ��������

� � � 'f ���x� � ��������x�� 'f ��x� � x�� ����� ��� 
��� ���� � ���� O 
� a � � 	b �� � �� ��

��� ?�����
 � �f �n����
n� � ����n � f �n���� � ����nn� 56 'f �n��x� � ����nn�x�n�� l���+��

-7�� ��
 .��/ 	� a � � �� ���� �����

�� �x� �� � �x� ��� � �x� ��� �� � � �

�9�� � [
Y �C�( 56 '7�� ��x� �� 7)%� �!O �� ��!
3 ��� T� ?�� 	� ��
��� 	@;`�

R��B� :���9 
� �F�� �9�C 
� �� � x � � �� 'j � �x� ��j � � 	� 7�� ?�� 4H ����F�3 ����

-����� 'j � �x� ��j � � ���� '��F�3 ��!
3 ���

�� �x� �� � �x� ��� �� � � � � �

�� ���x� ��� �
�

x

W



�� ����� ��� -��(�� </�; 0J2 � 0�I�2 ���� �� ��
 	bB�+� 'a� � � �

x
���� ���� &���� ?�!�

Z!,� ����� x � � �� �

x
���� 	� �B�H 
� �!
��� <�� ���� ��� 	� Z
�� ?�� �� � 7���F�3 ����	 Zb
��

����� �
x
���� x � � ���� �I� '!��� �@� 	� &�B> !��( x � � ��
�	� ����� ��� ������� '7��

�7%�� ��F�3 a � � �� ����� ��� :�; ?�> �� � 7�� Z!(

-!���F� �@� �� ��	�� !
" ���� T� ��������

f�x� � a� � a�x� � � �� akx
k

��(�� 	B�+� '��
� ?�LF�� �x � a� � a 'x �� 	� ��� 	� ���Z!�� �n � k ��� f �n��x� � � �����

-	�

f�x� � f�a� �
f ��a�
��

�x� a� � � � �� f �k��a�

k�
�x� a�k

�7�� ���� ��� ����� � a 	b��� �� ���� ����� ��	�� !
" ����� a 	��� �� f ����� ��� �O�� �� 56

������� �@� �� ��
 .��/ 	� �� f � R�� R���� ��������

f�x� �

���
��

e
� �

x� x �� �

� x � �

*+,� 	)��� �3 
� ���� ?�� 	� ��� 	@;`� 4����� ��Z��B�
 Zb!>�O 
� ��=� Z��V+�� �� x �� � ����

�3 ���� f �n���� � � � ���� *+,� 	)��� �3 
� ���� L�� x� � ��
�	� 	� ��
��� �>�� �O�� �� �����

'!
+%3 �V/ a� � �� 'f �n��a�
n� '����� ��� &���Q 	�3 	� ��(�� 	B�+� ��( 7��\ �>�� ?�� ��� �n

-.��/ 	� a � � �� f ����� ��� 56

�� � � x� � � x� � � � �

�V/ 7��\ ���� 	� '!
� <�� f ���� 	� 	=
�� �� 	� �I� 7���F�3 x �3 ��
�	� ����� ��� 56 '7��

.�)\� ���� �7�� �V/ 7��\ ���� 'n �3 ���� '�V/ �� f ���� n 	b  �� &���� �O�� �� m!
��� <��

_



	� ��
��� 7��\ �����+�� ��C 	� '�>��

f �n��x� �

����
���

c e
�

�

x�

xp
<=( 	� .`� R��B� x �� �

� x � �

���� �=; 	� !�
� 	 �� 7%U� �7�� 7)M� n�a/ �!> T� p � ����; �!> T� c 'Y�� .��)> ��

����� x �� � ���� 	� ���
 7�� 7��� n � �

f ��x� � e
� �

x� � � �
x�

�

�

f ���� � lim
x��

e
� �

x� � �
x

� lim
x��

�

x

e
�

x�

�=; ��
��� 8�9 :�; �7�� �V/ 	� ��(�� limt��� t

et
�
����� Y�� !; ��3� ���O t ����� �� �

x
���

x �� � �� f ���� [� oon *+,� '8�9 *)C ���
��� 7��\ �n � �� ���� �� �=; � 7�� Z!( 7��\ n ��

x �� � �� [� o o�n � �� *+,� 56 7�� c e
�

�

x�

xp
� ce�x��x�p <=( 	� T� �3 ��`� R��B�

-7�� ��
 <=( 	� ��`� R��B�

d
dx

�ce�x��x�p � c	�e�x��x�p�� � e�x����p�x�p���

� ��c� e
�x��

xp��
� p e

�x��

xp��

*+,� ���� :�; �7�� �@� ���� <=( 	� ��`� R��B� 4�
]�3 L�� [� o o�n� �� *+,� 56

-��
� 	)��a� �� ��
 !; !��� �V/ �� [� oo�n � ��

lim
x��

f �n��x�� �
x

-����� ��	�� !
" ?�
" �3 ���� �7�� ce�x��x�p <=( 	� ��`� R��B� f �n��x� 4H �� 	�

ce�x
�� � x�p
x

� c
e�x

��

xp��
� c

tp��

et
�

?�!� �7�� �V/ Y�� !; � 't�� �� '����� 'x �� � �+O� ����Z��� �

x
?�LF�� �� t �B
�� �� 	�

�!���� .�)\� 	� �>�� &����

h



�V
� �3 x �G�� ��
�	� 7�� ?=�� 0�I�2 :��b � J�� Yf �� 	� ��� 4�,� Y�� R�
+� ��3:�M�

� '!(�)� ��F�3 �3 x�G�� ��
�	� 7�� ?=�� f 	b 
��� 
� a 	b ��� �� f ���� ����� ��� �
�� '!(��

��� ����� ��� R��B� 7�� ?=�� '!(�� ��F�3 x��
�	� ����� ��� ��� �+; '0J2 J�� �� �f���\

� sinh x 'cosx 'sin x 'ex !
��� �p� � q���b� ����� �G�� ���� �� 	� ��!�� <���� �� ���,� ����

�� ���; [�@� �+p� r�� ���� �!
��� <�� ���� ��� 	� x �3 ��
�	� a � � �� ����� ��� 'cosh x

���
���6�� ����� sa� T� 	� '��� ?��

Z!( Z��� t�+U� �� ����; ��!>� � � � 'c� 'c� 'c� � !(�� t�+U� �� ����; �!> T� c !�
� 8�9

-������� �@� �� �� ��
 ��� 't�+U� z �3 ����

c� � c��z � c� � c��z � c�� � � � � 01$2

��!>� 	b >��B� 	� �B�H 
� �!
����� 0c ���� �� �� 'c ��� ��2 c �� ����
 ��� T� �� 01$2 ���

'��� ��3��� [�B�� t�+U� ��!>� ���� �� �� �!�� sa� '7�� t�+U� ��!>� 
� ��	>��B���
 ����;

����u� v�3 � !
� 8�9 ����; �� z � c '�3 ci !������ Z!
���� �I� '7�� ��Z!

�?(�� �O�� �� 	�

	b 
��� 	� ����� ��� R��B� '!(�� ��F�3 ���3 z ��
�	� Y�� ��� ��� �!( !3��U� </�; sa� ��

'1$ ��
)� f̀ M� '�
)� T� �� ����; ��!>� K���� 	� �� 01$2 73�)( �!
��� ����� �3 z ?��

-.��/ 	� �������� �� 7)M� �!> �3 �!�
� 	@;`�

a� � a�
�

��
� a��

�

��
�� � � � � 0112

��C 4��3 �k �� $ 4��� 
� ���O�� � � � 'a� 'a� � 7�� 7)M� n�a/ �!> T� a� 4H �� 	� ��%��
�

��7�� �� '�3���� �����+� ��� ��� !3��� &I� '��3��� K���� 0112 .��/ 	� �� 07)M�2 ��!>� 	�

�w�
+� �3��	�� !
" .��/ ?�� �� ���3� K���� 01$2 !;�� .��/ 	� �� '�3���� 
� ���L� 	b +��

�7�� �!�� ��3sa� !��� ��
 Zb��� 	b �GO �!��(�� 	��+U� ���,>� ��3�%�

'���� ��  � � .��/ ? �� �� �! ��Z! ( Z��� � � � 'c� 'c� 'c� 'c t� +U � ��! >� 	
 �� 
 ������

-	� ���C 	� '� � � � �

i



�7�� *��� ���F�3 01$2 ����� ��� 'jz � cj � � 	� z �3 ��
�	� 0�I�

�7������ 01$2 ����� ��� 'jz � cj � � 	� z �3 ��
�	� 0J

	� ! � 
 � 	 � � 7%U� �� � 
��� n��, � �f�N+U� �� 4H �=; x�� + � '#ySS .�) \� 	 z��� 
� < )O

�7���F�3 c� 	� ��� � !��(�� �V/ !�� 	� 1 5�!�� 
� 01$2 ��� .`� [��� z � c ��
�	�

��
�	� 01$2 ��� 56 '!
��� D!/ jz� cj � � �� z �� c �3 � ���!� �O�!N� 0�I�2 '�� � ���

01$2 ��� 'z �3 ��
�	� � ���!� �O�!N� 0J2 �=; '� � �� ��� 5=�I�� �7������ z �� c �3

*)C '����F� �@� �� �� c L��� � � R��( 	� Zb���� ��� '� � � � � 7I�; �� �7�� *��� ���F�3

Z���� ?�� 4���� �� z �3 ��
�	� � *��� ���F�3 Z���� 4��� �� z �3 ��
�	� 01$2 ��� '	�GO �=;

!��� �� g��� ?�� ����� �O�� �� � !
���� 	z��� Z���� ��� g��� ���� �� ��=; 	�GO �7������

����F�3 g�� � 	b >��B� � � �NU,� [�@� &��� � ?�!� ���� [�B�� {�� ���� �3 �� 	 ����! 

� � � 'c� 'c� 'c �
� � '� 3Z��� 	b �3 	� �+ I�; �� �7���� V�=; 01$2 !
 �� � ��� T� ���� ��� �

	B� + � #ySS 	b �GO 'z � x '� � 
 � ��!a� ����; ��3 z 	 � t� 9 �� ��� �@� � !
(� � ����;

��� '�c� �� c� �	 �� x �3 ��� � 	 � ���C 	� ���� �� � c :�; � R��( 	 � ��Z
� � 	 � !3���

�����P�
n�� cn�x� c�n ��� 'jx� cj � � 	� x �3 ��
�	� � 7�� *��� ���F�3P�

n�� cn�x� c�n

�O�� �� � !
���� ��=; 	�GO 'x � c� � � x � c� � �
�� 'Z
�� ���p+�� 	b��� �� ���� �� �!(����

a :�; ����� ��� T� 'a 	b��� �� f ���� T� ����� ��� 	� !�
� 	 �� ����� {�� ���� 	� �F+%�

	� 4���+� ��Z
�� �
�� 7�� �������� {�� [�@� 
� L�� ����� ��� ����F�3 	b 
��� &���� ?�!� �7��

Z
�� 4���� g��� 	b �3 �� � *��� ���F�3 Z
�� ?�� <��� g��� [��� �� ��� 	� ���� �� � a L���

4���� g���� ����� ��� � �� � 	� ��!�� 'a � � :�; �

x
���� 'Sy1ySS :�M� �� f̀ M� �7������

�7�� Z!( ����� x � � 	�3 ���� �
x
	� !
"�3 7������ ����	

	� z �3 ��
�	 � Z�F �H '!(� � ��F�3 z � z� ��
�	 � 01$2 ��� � �3� 4�,� �9�� 	���� ���� �

*��� ���F�3 �O�� �� � ��F�3 ��� L�� 'c 	� z� 
� �+=��L� z �3 ��
�	� �
�� 'jz � cj � jz� � cj

j



*����! O ��� � K ���� � .��/ ?�� �� �7���F�3 P�n�� cn�z� � c�n !� 
 � 8�9 56 �7��

-	� 7%3 K � � ��!> �
�� '���� �� � ��� ?�� .`� 

jcn�z� � c�nj � K � n �3 ����

����� �� � � 	� '!�3� ���O � ����� �� jz�cj
jz��cj � jz � cj � jz� � cj 	� !���F� �@� �� ���C �� z :�;

jcn�z � c�nj � jcn�z� � c�nj � j z � c

z� � c
jn � K � �n

'7���F�3 P�
n�� jcn�z � c�nj 	� !3��� 4�,� � � � � � 'KP�

n�� �
n ��!
3 ��� �� 	%����

� �!���� .�)\� 	� �=; � 7�� *��� ���F�3 P�
n�� cn�z � c�n �
��

Zb
�� ����; 7I�; �� ��2 jz� cj � � 
�� ��� � !
����� 01$2 ��� ������� �	�� �� � �!>

�� �7�� Z��� .�O�� ����%� � 	b )��a� ���(�� Z!���� ��� ������� �
�	� 0�c� �� c� �	 
��

7)%� 4��
H f̀ M� ���� 	z��� � 	b )��a� ���� �(�� *��� ����F�3 4��
H �3 q��� �� 4����� �O��

?�� �� �0� � L � ��2 7�� L ����� � ���� �� � limn���
jcn��j
jcnj !�
� 8�9 �!���F� �@� �� ��

-	� ��
��� �>�� .��/

� �
�

L
01#2

-
� 7�� .��)> 01$2 ����� 	b �� �� *����!O 7)%� !; �O�� ��

lim
n��

jcn���z � c�n��j
jcn�z � c�nj � lim

n���
jcn��j
jcnj jz � cj� � L � jz � cj

'!(�� 1 
� �+��L� ��� � '7�� *��� ���F�3 ��� 'jz � cj � �

L
�
�� '!(�� 1 
� �+="�� !; ?�� ���

�7�� ��� ����F�3 R��( �

L
56 '7������ ��� 'jz � cj � �

L
�
��

'!(�� L ����� � 	+(�� �� � limn�� n
pjcnj 	]��
" '	,�� 4��
H 
� Z��V+�� �� &���� ?��3 	�

���� !3���P�
n�� cn�z � c�n ����F�3 R��( � � �

L
�f�!B�

k



���� ��� ��
���

��� ?�� ����; z �3 ��
�	� 01y1ySS :�M�2 ��!�� f̀ )O 'P�n�� zn

n� ��� ���� �� ��������

� += ��L � f̀ M �2 7�� $ 	 � ��� �; xT� 
� � += ��L � t�+U� z �3 4�" :�; �!
��� <�� ex 	 �

?�� R��B� �7�� 0*��� �2 ��F�3 z �3 ��
�	� P�
n��

zn

n� 	� ��(�� 	B�+� 	�GO 
� '0�jzj 
�

����� ��	�� !
" &I��� 
� Z��V+�� 4�!� �������� expz �� ez ����; 7I�; 
� 7��)� 	� �� ���

� ���� '7)% � 4� �
H 
� f̀ M � ����H 7��	 � �� ��� ?�� ����F�3 R��( 4�� ��� L � � Z! ���� O� � �

�� � ��56 'limn��
�

�n����
�

n�

� limn�� �

n��
� �

x �� 	� t�+U� z �
�LF�� �� �� 0k2 � 0j2 '0i2 '0h2 7��� ^�C ����� ��3��� ��������

	B�+� 	�GO 
� '7���F�3 ����; x �3 ��
�	� �3��� ?�� 
� T� �3 	� �B�H 
� �!���F� �@� ��

� sinh z 'cos z 'sin z �O�� �� �!��(�� ��F�3 L� � t�+U� z �3 ��
�	 � �3��� ?�� 	� ��(��

-��
��� ����� ��
 .��/ 	� �� cosh z

sin z �
�X
k��

����k z�k��

��k � ���
� cos z �

�X
k��

����k z�k

��k��
01S2

sinh z �
�X
k��

z�k��

��k� ���
� cosh z �

�X
k��

z�k

��k��
01W2

����� cosh z � sinh z 'cos z 'sin z &%;�� L�� t�+U� ������ ���� ��I�Ie3 � ���M�M� ����� ����

�7�� �� Y�� ����� ��3��� 
� T� �3 ����F�3 R��( ��� 4�,� �f���+%� 4����� �f�!B� �!��(��

��9 n ���� �n � �k ��� cn � ����k
��k�� � !(�� ��9 n ��� cn � � ����� P�

k������k z�k

��k�� ���� f̀ M�

4�" �limn�� an � � ��3��� 4�,� �an � n
pjcnj � �

n
p
n�
'n � �k 'c�
 n ���� � n

pjcnj � �

����� ' �kpm � � 'm 7)M� n�a/ �!> �3 ����

�

�k

q
��k��

� �

�k
p
�k

� � � � � �

�k
p
k � �

� �
�

n
p
k � �

�k �
�p
k � �

�k � �� �+O� 7�� �V/ 7��� ^�C 	b �� !; �

1$



����� 'n �� �� �+O� �n����
n� �� �� 	� �B�H 
� 'P�

n���n��z
n ����� ��� ���� ��������

�� � �

�@ � �� � �
 .��/ 	 � �� p ���� 
 ��� 'p Zb!( Z��� �V 
 �� � � �� � �; �!> ��� � ��������

-�������
�X
n��

zn

np

?�! � �!(� � 	" �3 p '� � � � ���� '7�� 1 � ��� � limn�� �
n
p
np

� limn��� �
n
p
n
�p 	� �B �H 
�

�7 ��� ��� �� � ? �� jzj � � � � z � 3 ��
�	 � � �� F � 3 �� � ? �� jzj � � � � z � 3 ��� � & � �� �

4� " 'p � � ��� � �7�� .�� V + � jzj � � Zb� ��� ��� �� � ? �� �� + 9� 'p�� +U � � ��� � � ��� �

��� � �7��� F� 3 jzj � � � � z � 3 ��
�	 � P�
n��

zn

np
��� �7���F�3 P�n�� j z

n

np
j � P�

n��
�

np

J��
+� ��� ?=�I � 7������ !�H�� 7��	� z � � ��
�	� 	� P�
n��

�

np
T������3 ��� 'p � �

� � z � 3 ��
�	 � P�
n�� z

n ��! 
 3 ��� 'p � � ��� � �7��� F�3 'z � �� ��� � 'P�
n��

����n
n

�7������ jzj � �

11



��� ����� 	
� � 
���� 	
�

�� ����� �	
 	� �
���	� 	�� �� �� ����� �	
 ��� ��� �� ��
 � ����� �	
 ����  !" ���# ��

$%&' %� ����� �	
 	� �� ��� (���) *�� ���# *�� +,� �%����%�
� -� �.� ��
� ����� �	


*�� �� �(/��0  �0 12 �� �	
 ���	34� ��5%� �� �� �
� �&�%� ����� �	
 ��) 6�!70 ���	34�

�8%5 �� 9%�5:0 *�4� �� (/; 	� �	� 
����) ��(,0 �<�<5 ����� �%��	
 �� �� +,� ���#

%=/�� �� �� �� >�	3��� � ?�@0 
��%A0 �� �
� *�� +,� 1�	� ��(,0  �8� ��
� 	!�&0 B�� C���0

%# �� �.� �� �
���� �%��)� �� �<�<5 �%�D�%� ��	� C<� 	E%5 >%5 �� (' (���) ���	� �%���

����� �	
 F��	� *�(� �(' (���) B�� C���0 �8%5 �� ����%'�

a� � a��x� a� � a��x� a�� � � � � GHI

��
� �<�<5 	�J�0 x � (��K(' K��� �<�<5 ��(L� � � � 6a� 6a� 6a� 6a 12 �� �� 
�	���0 	�� �� ��

��	34� jx� aj � � %� x 	� ��	� M�� �	
 �� � � � � �� 6���� ��#� � 6 !" �b��# �b �N" ?!�

�
%
� �b �N" �
�(���) ����� �	
 ���	34� $%&' �� � ��	��� jx� aj � � %� x 	� ��	� � �
� ?�O0

P�
� GHI 
Q0 R��) �(/�D4# �	� 
������ ��%S %=/�� �� �� 	�-

12 �� (/��0  �0 ��(L �� jx� aj � � %� x ��	� P�

n�� an�x� a�n �T 6� � � (�/� U	�

P
���� ���'�0 V�	&� f ��a� �� a� ���� R�&�%� F��	� *�(� �
�0%��0 f�x� ��


���� K-%� *�� �� x 	� ��-��� � �
� 	�WT?�@0 �a � �� a� �� �� f GV8� ����� ���	
�

f ��x� �
�X

n��

nan�x� a�n�� GXI

H



P� ���� ��#� R xa f >�	3��� 6�a � �� a� �� Kb-%� �� x 	� ��-��� GY

Z x

a

f �
�X
n��

an

n � �
�x� a�n�� GZI

P�
� ���	E %=/�� �� ��.� (/; 	�W�

������� ��	
��

�	��>�	3��� %� �	��?�@0 ��	� �� (/��� F�O0 *�� 	3�%�� GZI � GXI �� (�/� �#�� �����	
�

$�4=0 ��
 � ���	� >�	3��� � ?�@0 P�n�� an�x � a�n �	
 9:4# �� �� -� 
������0 f -�

D"�� �� � 6(
	� 	�� �� [E�� �
� *.40 F�O0 *�� �
�	�3� 	�� �� �� %�>�	3��� %� %�?�@0 �	


�� G�
� (5 �� D"�� �� ��I �	
 �� $�4=0 ��	� �8� 6�
� �
�� ��%/�0 �%�$�4=0 ��	�

�%�D�%� �	
 �� $�4=0 �� (�� 
����) ����� �	
 �
�	� �� ���- �� ����� �
�� ��� ���

� ?�@0 $�4=0 ��N" 
�4&� H\Z] ��N" F��	� *�(� �('%!� ��
��T :f ^� �
� *.40 	�WT?�@0

��
� ����� �	
 �� Kb(/�� �.@� 9:4# �� 6$�4=0 >�	3��� � >�	3��� $�4=0 � 6$�4=0 ?�@0

�I � 
��
� P�

n�� nan�x� a�n�� ���	34� $%&' �� (���0 1%@� GV8�I 
.5 �����	
�

_%� �	
 �a� �� a� �� �� x ��	� �� �	�- �
� GP�

n�� an�x� a�n ��8�� ����� �	
 ���	34� $%&'

GYI ?!� �� �	�- �
� � 	��	� %f<�"� %�?�@0 �	
 ���	34� $%&' D"�� �� �(/��0  �0 f ��x� �(L ��

�%��	
 ���	34� �%�$%&' F��	� *�(� ��
� � 
��
� B�� ��8�� �%�D�%� �	
 ���	34� $%&'

�� %��	
 *�� �%��� �(�	��	� �
 	�P an
n�� �x� a�n�� � Pnan�x� a�n�� 6Pan�x� a�n �����

���� (���) 1%@� K(/�2 �%�>%70 �� 1%/`4� ('%� 9�%A�0 �
� *.40 a � � ��%Q��� a%<�


��� ��� �
	
��

�� P�

n������
n�x � ��n G� 
( / �I � ��� � �	 
 � � 
 �( �� Z\H\ZH >% 7 0 �� ���	�	
�

X



P�
�	34� �

x
D�%� �� 6� � x � � �/&� 6jx � �j � �

� � x � � �

�X
n��

����n�x� ��n �
�

x
G]I

P��'�0  ^%5 H\Z] �b �N" GV8�I �4�" ?!� �	��?�@0 %�

� � x � � �

�X
n��

����nn�x� ��n�� �
��

x�
GcI

P
���� ����� �	
 *�� -� �(=0 �	��?�@0 %�

� � x � � �

�X
n��

����n�n� ���x� ��n�� �
�

x�
GdI

� � x � � �� �

xk
D�%� ��	� ����� �	
 e�%4� �� �	.0 �	��?�@0 %� 1����0 F��	� *�� �� �

����2 �
���

P��'�0  ^%5 
�	�� �%��� G]I ���0 �� �� H\Z] �b �N" GYI �4�" 	�� �����	
�

� � x � � �

�X
n��

����n

n� �
�x� ��n�� �

Z x

�

�

t
dt

%�

� � x � � � �x� ���
�x� ���

�
�

�x� ���

�
�� � � � � ln x GgI

�	
 �� �� G]I ����� �	
 ��
� �#��  �%" ���	34� Kb-%� ��%Q��� a%<� �� GgI � G]I �b ��%<0

�� GgI h; �4
 ����� �	
 ����� �	34� x� ��� ��%Q��� �b O<� �� -� ��i�� �� �
� �
(/�

	�- Y�%/�0 �	
 x � � ��-��� �8� ('%��4� �	34� � �
� ����0�%� �	
 �A/0 	��	� x � �

P(�2�0 �
���

��
�

�
�
�

�
�
�

�
� � � � �

%� 1����0 �� �	
 *�� $�4=0 %�2 �� �
� *�� ��'�0 j	O0 �&�!� ��� �� �� �8��b
 ��
�	34� ��

-� 	�- �b �N" k
P
�

n��
����n��

n
� ln� %�2 �/&� 6���2 �
��� GgI �
�� �4
 �� x � � �/�B3�%#

P�
� ��� �8%5 �� F�O0 *�� �%��� G(' (����� ��%S %=/�� �� ��I  �2

Z



�� � � � � � �� 6�
� � ���	34� $%&' ����� GHI ����� �	
 (�/� U	� ����� �
�	
�

��%Q��� �b O<� F��	� ��I x � a � p ��%Q��� �b O<� ��-��� 	�� �(/��0  �0 f D�%� �� jx� aj � �


���� K%3�2 6('%� �	34� GP�

n������
nan�

n F��	� ��IP�

n�� an�
n �	
 Gx � a� p

�
�X

n��

����nan�
n � lim

x��a����
f�x�F��	� ���

�X
n��

an�
n � lim

x��a����
f�x� GlI

� ('%��0 ln� ��(<0 1%4� 12 (5 6�
� ��
��T x � � �� ln x �� %=�2 -� 6_%� >%70 ���0 ��

��
�

�
�
�

�
�
�

�
� � � � � � ln� GmI

�� � X\X\Z] �'���%� �� �� ��� 1%4� �
����0 �0��� H\Z] �b �N" -� ����	�K	Q� �� 1�/��

��I �
�	34� jx� aj � � �� ��) 6GXI �/&� 6����� �	
 �� ?�@0 �	
 6
�(�� H\Z\Z] >%70

6f�x� �
P
�

n�� an�x � a�n D�%� �� ��	� �=��� 1����0 6��N" -� �	.0 K�%A�
� %� �T 6Gf � D�%�

� �
� �a � �� a� �� Kb-%� �� �!�	0 	� -� ?�@0 ����� 6jx � aj � �

a� � � x � a� � � f �k��x� �
�X
n�k

n�n � �� � � ��n� k � ��an�x� a�n�k GHnI

P�� ��'�0 �=��� x � a �bO<� ��

f �k��a� � �k��ak GHHI

GHI ����� �	
 o/�%3/� �b O��� �=��� *�� �(��'�0 	A^ �x� a�n�k 9:4# n � k ��-��� �� �	�-

P�'�� 1����0 D"�� �� �(���0 1%@� ��'�0 V�	&� 12 C
�� �� �� �&�%� �

ak �
f �k��a�

k�

%Q/� �� F��	� *�(� p�
� a �bO<� �� f D�%� ����� �	
 D"�� �� P�n�� an�x� a�n ����� �	
 �/&�

����� �	
 12 �� �
� �&�%� ����� �	
 6����� �	
 	� �.�� 6�
� ����� �	
 �� ����� �	
 	�

	�q �� 9%!S� 1�(� �� �
� ��%�%N" �8%!�� -� ��N" *�	)2 	�- ��N" �(/��0 V�	&� jx� aj � � ��

1�(� ���# *�� �� �� ��%�%N" 9%!S� r�� *�	��&�!� � *�	�K�%
 ��)��	T 
����) 12 9��^

]



�%� *�� �� �
� C���0 �&�%� >�	3��� � ?�@0 -� K�%A�
� � C���0 �b ,A^ �� �W� (�(' 	�q 9%!S�

�8� �	� ��%S �<�<5 ��(L� Kb��(,0 �� �� %�%N" *�� 1����0 ����� -%� � �Q#��  �%" �-%
�/�0-

�(����'� �!�� �� %�9%!S�

�� 
�0%��0 ������ S -� a ����� �b O<� �� �� f ��
� K(' K��� f � S �� RD�%� (�/� U	�

�a� �� a� �� Kb-%� �� ('%� ��'�� ��#� ���(L � ('%� a �� �!�	0 	� -� ?�@0 ����� f �� ����^

�(/�  �0 f�x� �� �a � �� a� �� �� x 	� ��-��� a �� f ����� �	
 � K��� S ��

����,� a � � �� cosh x 6sinh x 6cosx 6sin x 6ex D���� �� 
�(��  !" ���# �� 6>%70 1��/L ��

D�%� � 6� � � %� �
� ����,� a � � �� �

x
D�%� 6G� � �� D"�� �� �I (/���

f�x� �

���
��

e�x
��

x �� �

� x � �

P
���� >%5 ����� ����,� a � � ��

�� 12 ����� �	
 � �
� ����,� S -� a ����� �b O<� �� f � S �� R(�/� U	� ����� �
�	
�

��	� 9��^ *�� �� �(/��0  �0 f�x� �� jx � aj � � �� 6P�

n��
f �n��a�

n� �x � a�n �/&� 6a �b O<�

b �� f D�%� �� f ����� �	
 ���	34� $%&' � �
� ����,� B�� b �� f D�%� 6�a� �� a� �� �� b 	�

� ��
� �a � �� a� ���%Q��� �� -� b �b �^%�  "�(5 Kb-�(�� �� 
��
�


��� ��� ��	
��

�� %�D�%� �� 
�(�� 6��8�8W� � ��%7�70 s�/��� � s�/�
 � ex D�%� t/T ���0 �� �����	
�

����� �	
 � (/��� ����,� b �� %�D�%� 6�<�<5 b 	� ��-��� �T �� � �� � (/��� ����,� a� �

1����0 6F��	E ���%
 F!
 �� 6D�%� t/T *�� ���0 �� �(/��0  �0 D�%� �� x 	��%<0 �b 4� ��-��� b ��

�� �
�/��0 ��W��� K(/���) �� �� �%� *�� � �	� ?�<,� _%� �b �N" -� K�%A�
� 1�(� %f4�<��0 �� $�E�0

	�� �� �� a K���8� �b O<� 6ex ��	� �
������0 a � � -� 	�u ��%<� �� �� sinx � ex ����� �	
 %=/��

c




���� �(�	�3�
dn

dxn
�ex�jx�a � ea

P�
� 	�-  .' �� a �bO<� �� ex ����� �	
 �T

ex �
�X
n��

ea

n�
�x� a�n GHXI

����� ex � ea � ex�a B# �B�; 6ea -� �	������%� %� 6>�0	� *�� ��!8�


� ��� �
������0 x � �
�
�� �� sin x ����� �	


dn

dxn
�sin x�jx��

�
�

���
��
� �	� n

����k v�- n

*��	�%/�

sin x �
�X
k��

����k

��k��
�x�

�

�
��k GHZI

���	� �=��� B�� a � � �� cos x ����� �	
 � sin��x� �
�
� � �

�
� C�� -� �� GHXI 1����0

�� 12 ����� �	
 � �
� ����,� a �� � �b O<� 	� �� f�x� � �

x
D�%� 
����0 1%@� �����	
�

 !" �b��# Z\H\ZZ >%70 1%4� *�� 6a � ��8%5 �� �(/��0  �0 D�%� ��) �� jx � aj � jaj $%&'

P
���� ��
�
�

x
� �

�

a
�

�

�� x�a
a

�
� P�

n����
x�a
a

�n �
(/� �	
 $�4=0 	��	� �

��x�a

a

	�� 6jx � aj � jaj %� 6jx�a
a
j � � ��	�

P�T

jx� aj � jaj �
�

x
�

�X
n��

����n

an��
�x� a�n GH]I

a �� � �� �� 6k �!70 [�,^ �(L ��	� 6 �
xk
����� �	
 1����0 9�%!L *�� -� �8���0 �	��?�@0 %�

�� �� O �bO<� �	�- (/� -�%=� jaj -� �	
 ���	34� $%&' �'�� �%���� 1����4� �� (�/� �#�� ��'��

����� ��	" a -� jaj ��^%� �� �
� K(@� V�	&� f 12

d



P
���� jxj � � �� �� �

��x
����� �	
 6�
(/� �	
 -� K�%A�
� %� 6 !" >%70 >��� �� �	���	
�

jxj � � �
�

�� x
� �� x� x� � x� �� � � � GHcI

�4
 ����� �	
 ���	34� $%&' ��
� K(@� V�	&� x � �� �� h; �4
 D�%� 1�; B�� %=/�� ��

P�/�B3�%# %� �T 6jx�j � � 
���� 6jxj � � ��	� �8� �(/� -�%=� H -� (�����4� �
��

jxj � � �
�

�� x�
� �� x� � x� � x� �� � � �

jxj � � �� C<� 6�
� �
(/� �	
 �� �� 6�
�� w	� �./�� �	
 *�� ���0 �� �#�� F8%# �b �.�

a �O<� 	� �� ��� 1%@� 1����0 D"�� �� � �
� K(' V�	&� x 	� ��-��� h; w	� �8� 6�
�	34�

�� D�%� �� �8%5 �� �
� H 	��	� a � � �� �

��x�
����� �	
 ���	34� $%&' %=/�� �� ��
� ����,�

��-��� �

��z�
�� (�/� �#�� �(����AQ� C���0 ��(L� F�O0 *�� �T �� ��
� K(' V�	&� R	
�	


� � � -� (�����4� a� � >�5 �

��z�
����� �	
 ���	34� $%&' *��	�%/� 6���� K(' V�	&� z � �i

p(/� -�%=�

�
�� � a �� �� ln x �� � � � �	 
 6GH]I -� �	 � �>�	 3 � �� % � �a � � ( � / � U	 � �
���	
�

P
���2�0

jx� aj � a � ln x �
�X

n��

����n

�n� ��an��
�x� a�n�� GHdI

GHdI -� �	�>�4&0  .' 6x� � � t � a � � 1��� ��	" %� �
��K(�� a � � ��-��� :f !" �� �	
 *��

P��'�0  ^%5

jtj � � � ln��� t� �
P
�

n��
����n

n�� tn

� �� t
�
� t�

�
�� � � �

GHgI

P(���0 �=��� GHcI -� �	��>�	3��� �
���	
�

jxj � � � tan�� � x�
x�

�
�

x�

�
� � � � � GHlI

g



?!� � (��'�0  ^%5 �	34� Y�%/�0 �%��	
 6x � �� �/&� 6���	34� Kb-%� ��%Q��� �b O<� �� ��

P
����  �2 �b �N"

�

�
� ��

�

�
�
�

�
�
�

�
� � � � � GHmI

l



��� ����� 	
� � 
���� 	
�

�f�x� � �� � x�� ���� ����	 �
��
 � ��� �
�� �� ����� �������	 ����������� �� �� ���

 �!" 
� ��# ��$
 $% � ��&' 
� ��� 
 	 �
 ���� 	 � �� ()�� ����* +� �$
 $" �,- � �jxj � �

()�� �a � b�n �
Pn

k��

�
n
k

�
akbn�k ��%�� �� ��
��� . ��/ 01/ 2��3�	� . 4
!	�����

5���� ()�� �,6 ���� �$
$" �,- 7� � ,
8/ 9�: �������� �	
 ��
���

f�x� � ��� x�� � exp�� ln��� x��

�;��< �� �� =�1< ��
�� �8<�� ��� 
� �/ ,���< >�1	 ?�� @
/�� . )�� �,6 0���� x � �� ����

�� jxj � � 
� ��� ��� A
���< >�1	 BC� . A
!��	�< a � � 
� �
 f 
��
� ��� )!*	 ()��

5,	�6�< �;��%< �D��� �� f ��$�1< ()���3�� ���� ��#

f ��x� � ���� x����� � � � � f �k��x� � ���� �� � � ���� k � ����� x���k EFG

5)�� ��� �
�� �� a � � 
� f 
��
� ��� ������8�
�X
n��

���� �� � � ���� n� ��

n�
xn � �� �x �

���� ��

��
x� � � � � EHG

�n � � I
%� �,- ���� �J�. 
� �/ ���� ,8���< ����	 ��
n

� �� ���D �
 ������������n���
n� @��K

>�<�' �� (A
8/�< �;��%< �
 EHG �	��� ��� ����3�� L��6 �
������������n���

n� � ��
n����n�� A�
��

5A�
�� );!	

lim
n��

j� �
n��

�j
j��
n

�j � lim
n��

j�� nj
n � �

� �

F



,��� (A
���< ����	 g�x� �� jxj � � 
� �
 M�: ��� L��N< ()�� F ����� ����3�� L��6 B�

�3�� ���1< �
��< 
� �/ A
8/�< ������� A
$�!< �
& �6.
 �� 
�/ ��� ���� (g�x� � f�x� A
8/ )��O

�� ���� 
� g �� >����< �E0+�G )�!J �EFPQRG �b 
SJ =;T (��
D�< 
��J ������� �
�< ���D U
	

5A�
�� . ):�D =�1< ���V �� ���V

g��x� � �� ���� ��x�
�����������

�� x� � � � �

xg��x� � �x� ���� ��x� � �����������
�� x� � � � �

5A�
�� �;��< A� �W�V ��V �� B�

��� x�g��x� � �� ����� �� � ��x� ��
����������

�� � �� � ���x� � � � �

� ���� �x� ������
�� x� � � � ��

� �g�x�

5,8/�< M,� ��� 4
!	����� �b +���< 
� g ���� @
��� ��,�

jxj � � � ��� x�g��x� � �g�x� EQG

5)6�	 >����< ��� x �� � �jxj � � 
� ��8�� �� �V�� �� �y � g�x� A
!��8� �D�

jxj � � �
dy

dx
� �

y

�� x
ERG

���&' X�6 ������ ��3��� ��� ����- 4
!	����� �b +���<  ��V �3	�3� . ��V. ����� �b 
SJ =;T

���&' X�6 ��� ,V�. f�x� � �� � x�� ���� �3�� �:�T �� (�
�� �	�3�  ��V Ex � � �y � �G

5�/ A�����/ )��O �J�. 
� B� �,8/�< M,� ERG 
� �/ ��6�< �Y"W< ��
D=�1< �� . )��

jxj � � � g�x� � ��� x��

(,8/�< 4
< ���� ��# �� jxj � � 
� f�x� � ��� x�� ���� 
��
� ��� �8��

H



���� ��� �	
��


�b ;��< �� ��$�1< f�x� � �� � x�p ���� �,6�� );Z< I
%� �,- 7� � � p �D� ��
�
���

[�	�b< �����V.� \!� �J�. 
� . ,	�6�< ��� p �� ��D
U�

��� x�p �
pX

k��

�
p

k

�
xk

()�� 
��J�� �$
$" x �� ���� �J�. 
� ����	 ��� (,�'�< )����

A�
�� �);Z< I
%� �,- n �� � �p ���� ��
�
���

jxj � � � �

���x�p �
P
�

n������n p�p�������p�n���n� xn

�
P
�

n������n
�n�p��

n

�
xn

E]G

jhj >' 
� �/ �

�a�h�p �
�� � � � �
� ;- �; ��$ � �b ;��%< 
� E]G ��� (
�
n�p��

n

�
� �n�p����

�p����n�
�/

5B� �jh
a
j � � A�
�� jhj � jaj ���� (��6�< �J�. �O�b< )�� 7^�/ jaj �� );!	

�

�a�h�p � � �
ap
� �

���h
a
�p

� � �
ap
�
P
�

n������n
�n�p��

n

�
�h
a
�n

5��

jhj � jaj �
�

�a� h�p
�
�

ap
� ph

ap��
�

p�p� ��h�

�ap��
�� � � � E_G

�`# @��$� ��" �7^�/ 
�
!� jhj ����

�

�a� h�p
� �

ap
� ph

ap��
EaG

(,8/�< �,8!� ,��$< �
�
!� ����

��� 
��< ��
D=�1< �� A
�!	����< �
 �� � �p �8�� �c�# 2�Z< ��� �/ )�� �/d �� e�?

(A�
.' )���� U
	 �

��x
���� �� X���< ��,8�

Q



5A��
D�< �Y	 
� �
 � � ��

�
)+�" EQPHPQ]G

jxj � � �
�p
�� x

� �� �

�
x�

���

�
����

�
�

�� � x� �
���

�
����

�
����

�
�

�� �� � x� � � � �

5A�
�� x ��V �� �x �8�U3��V ��

jxj � � �
�p
�� x

� �� �
�

�
�x�

��� ��
��� ��x

� �
��� �� ��
��� �� �

x� � � � �

A
8/ x ��U3��V �
 x� �D� .

jxj � � �
�p

�� x�
� �� �

�

�
�x� �

��� ��
��� ��x

� �
��� �� ��
��� �� � x� � � � � EfG

5A�
�� � �FPQR �b 
SJ ����V �� ���V ��
D2��3�	� �� ������� �� 2�"

jxj � � � sin�� x � x � �
�

�
�
x�

�
� �

��� ��
��� ��

x�

�
� � � � EgG

()�� a � � 
� sin�� x 
��
� ��� �/

.� ,
8/ 9�: (A
6�� ��6�� ���
�6� �	��� ������ �
� ��;V ��
��- �� )�� e�? �N8�� 
�

����3�� L��6 ��P�

n�� bn�x� a�n . �� ����3�� L��6 ��
P
�

n�� an�x� a�n �a 2�" �	��� ���

�� jx� aj � �� 
� e.� ��� . f�x� �� jx� aj � �� 
� 2.� ��� ,
8/ 9�: (,86�� �,6 ���� ��

�� �V�� �� B� �,8�!� ��3�� ��� .� �� �jx� aj � � . � � minf��� ��g���� (,8/�< 4
< g�x�

5A�
�� �,8/�< 4
< ��� .� ," L��N< �� ���3�� ��� .� �h�8�< �W�V L��N< ��� ��8��

jx� aj � � �
�X
n��

�an � bn��x� a�n � f�x� � g�x� EFiG

,
8/ �V�� (A
8/�< 4�- ��� =��T �� ,8/ 4
< f�x�g�x� �� �/ �	��� ��� 7� >�
.' )���� ����

�/ )�� �:�/ . e�? ,6�� n �b V
� �� �,6 ���� �	��� ������ �b ��V .�  �K4��" ��8�� ���� �/

5A
8/�< 0���� (��6 n ����� @���K ���B�,	� L��N<

c� � a�b�� c� � a�b� � a�b�� � � � � cn � a�bn � a�bn�� � � � �� anb� EFFG

R



. P�

n�� an�x � a�n � 	�� � �� � .� � �� � �� �� 	
 � �
 P�

n�� cn�x � a�n � 	�� � �� �

(,8<�	�<P�

n�� bn�x� a�n

f�x�g�x� � � � 6� /  � K4�� " �� � minf��� ��g � / �jx � aj � � ��� � ����� � ��
���

()���3��

5B� �jcn j � ja�jjbnj� � � �� janjjb�j A�
�� ����	�

jc�j� jc�jjx� aj� � � �� jcnjjx� ajn � �ja�j� � � �� janjjx� ajn��jb�j� � � �� jbnjjx� ajn�

=�`< ���3�� jx� aj � � ������P�

n�� bn�x� a�n .P�

n�� an�x� a�n ������ �3�� �:�T ��
P
�

n�� cn�x�a�n ��UV ���L��N< ��8�� �N
�	 ()�� 
�,	��/ ?�� �.�!<�	 )��
 j�T B� �,8�!�

��/ �N��V �
 P�

n�� cn�x � a�n �W�V L��N< >����< ������8� (,8�!� ��3�� =�`< 
�T �� U
	

� (��6 4��" ��

k� L��N< 
� ��8�� >.,�

g�x� �
P
�

n�� bn�x�a�n . jx�aj � �� 
� f�x� �
P
�

n�� an�x�a�n �D� �/ ��/ )��O >����<
f�x�
g�x� � h�x� �/ �
�� ��V. � � � ��3	' �jx� aj � �� 
� x �� ������ g�x� �� � . �jx� aj � �� 
�

�� ������� � � . h�x� � P
�

n�� cn�x � a�n ��6�	 �� �
�� ��� 
� ()�� ��
�%� jx� aj � � 
�

�;��%< �
 cn @���K �f�x� � g�x�h�x�j�T .� @���K �b !��$< �� >����< ��6�/  �K4��"

(A
���< >�1	 2�Z< 7� �� �
 @�`< ��� (��/


� �
 >' 
�� 
 � ��� 2.� @��K ,8^ �)�� ��
�%� a � � 
� tan x A
 	���< ,
8/ 9�: �����

)-�� �� f �n����
n� @���K �b ;��%< . ��
D=�1< =��T �� A
$�!< �b ;��%< (,
8/ �;��%< a � �

A
!��	�< >' ��V �� (��6�< �,
l
� n ���U:�

sin x � �cosx��tanx�

5A�
�� ,6�� a � � 
� tan x 
��
� \!�P�

n�� tnx
n �D� B�

x� x�

��
�

x�

��
�� � � � � ��� x�

��
�

x�

��
� � � � ���t� � t�x� t�x

� � � � ��

]



m^ j�T �h�8�< @���K �� >' @���K >��� 
��J ����� . )��
 j�T �6�/  �K4��" �b ;��%< ��

5A�
��
� � t�

� � t�

� � t� � �

�
t�

��

�
� t� � �

�
t�

� � t� � �

�
t� � �

��
t�

�

���
� t� � �

�
t� � �

��
t�

((( ((( (((

5�
.' )���� �
 tn @���K �f
+���< . ��/ 4" �
��� �� ?�� �� �
 ��3��� ��� >����<

t� � � � t� � � � t� � � � t� �
�

�
� t� � � � t� �

�

��
� � � �

a � � 
� . ,8�!� ��: ��� o.� �b ;��< �� >' ��$�1< �)�� ��: ���� 7� tanx >�^ �/ ,
8/ �V��


� (,	�6�< ���h ��: �b V
� �W�V \$: a� � 
� tanx 
��
� ��� 
� ������8� �,	�6�< ��� �����

5A���/ �;��%< ] �bV
� �� �
 @���K ?��

tanx � x�
�

�
x� �

�

��
x� � � � � EFHG

����� ��� ��� �� �� �b ����� ��
��


�b,-�J ,8	�< ����p.
 �� 
��< �b������ =��T �� ���<,$< q"�;< 
� �/ �," ��;��%< �� �
�
!�

,
8/ �V�� ��� 2�Z< �� (��� e�N	� 
��
� ��� �� �V�� �� �D��� �� >����< ,	�6�< 4" 2��
���

_



2��
��� �b,-�J =��T �� ," ��� �;��%< (A
8/ �;��%< �
 limx��
x� cosx�x� sinx

x�
A
���#�< �����

5�/ ,
8/ �V�� �+. ,;�T�< ��
D=�1< 
�� )1�

x� cosx� x� sin x � x���� x�

��
� x�

��
� � � � ��� x��x� x�

��
� x�

��
�� � � ��

� ���

�
� �

�
�x� � �?�� �� x 
� Fi >��� �W�V�

5A�
�� x �� � ���� ������8�

x� cos x� x� sin x

x�
� ���

�
� � �?�� �� x 
� H >��� �W�V�

()�� ��

�
����� ,8/ 4
< i �� x ��J. ?�� �
�;- ," ������8�

a



����� ���

������ ��	 
��
� �� 	���� ��� � ����� ����� �b ��� 
��
� �� 	���� ����������
� �� �����  �� ��

� !"�� �#�
� $��%� &� '�(  �� &� )� �� *+ ��,(� - ��� . ��� 
/0 � ��� � &� �1	2 � ,b(�� ��" ��� �

	���� �������
� �b ���� �� ����� +3� 4�#�5" )� *���,�/ 6�7�� ���
� ����8 �� �x� a�n

	�( �� � 4�� ��9�:( ����� '�/�� ��)�(2� a �� x ���� �- �
;�  ��� 4�� 
0 
(�� ��;8���

�����	 *(�/ 6#�� �<��;� ����� �� (�( =��2>� ?�/ �� �	 ?@�� (��;� Af ��;� ���� a &� x 
�/

B���� �3�0  ��!�3� �� �%
�� 	( �- 4�� (���� ����� ���� 2�� ��C�( =���� �����	 � �����

��	 6���� 	( ��	  �� ,b�

-2���!� �1D�� �( *+�&�(�.�� ��	�> ��� � ��	�> �������
� ��

E���F�/  �� �� 	���� ��� � �������
�

G�� Af ��;� �
;� 4�� ������� ���� �� �� 	�> ����������
� ����� �� ����� �7
�� �7�

�� ����� 	�(��� � ���� 	�(���  �� ����� �b �#�> �7�� '4H�� ������ 2-��� '�
��( &� �#�" �b I��

��	�� ���� ��3� �b ��� ��	  �� �7
�� B�( �!7� � '(�/�� )��- �/ ����" �-J �- ���3K�

*4�� ���� ���,���. �
��� ����
� �fL� ��� � ����
� ���,���.

Em 'cosm�x � sinm�x ������� *� � ��

T
+��(�� 	��: '4�� ,�/ ,(�( T � � ��
- M�>

�� N�� '�/�� T O��
� ,b	�( �� ���� )� f � R�� R �1� *��	�( T O��
� ,b	�( ��� 'P�Q# (��

�� ���R�R� ��� )� &� (�5�� *cosn�x � sinn�x �!"�� �#�
� �� ��� )� ?	�# �� f=����

E4�� ��& 67/ �� ��	�L� 'T O��
� ,b	�(

a�
�

�
�X
n��

�am cosm�x� bm sinm�x� STU

T



�� am �b L��Q� V���> 	( ����- �C
���� �f�;� �- +��,(�( =���� a�
�
�� a� ��� �� �	 4��W �b ���

E(�( =���� A�� $��%� ?	�# �� �	 f ���� 	���� 
��!� ��
- M�> *(�/ (�%��

f�x� �
a�
�

�
�X

m��

�am cosm�x� bm sinm�x� SXU

���V���> &� *+�
- YZ�� f � � �	 �� bm � �� am �b I��	 ��>��!-� [Q��)� �� +�
-�� �;�

� \�
�H- �� \�
�� '\�
�� �� \�
�� O�86#�� ���R�R� ���V���> &� �1(�� �� �- ��& �<��C!��

E(�- +����" ,(�K!�� ���/�� �%�!� \�
�H- �� \�
�H-

Z T

�

�
T

�

�cosm�x��sinn�x�dx � � S]U

Z T

�

�
T

�

�cosm�x��cosn�x�dx �

��
�
� m ��� n

T

�
m � n

S^U

Z T

�

�
T

�

�sinm�x��cosn�x�dx �

��
�
� m ��� n

T

�
m � n

S_U

'��� T 	 @f R� 'O��
� ,b	�( V�` �� �C�( ,b&�� �� &� ��T

�
� T
�
	���1V��C!�� ,b&�� ����� �1� �- ��
- ����

 �� ��T

�
� T
�
	 
	��!� ,b&�� &� ,(�K!�� *�
�0�� 4�(�� S_U � S^U 'S]U a��!� 
��� +�
- ,(�K!�� 2��

��,(�� ���1V��C!�� �fc;� +�	�"���� d�& �� (�> ������� �� �f�;� �- e�" (	��� 	( �- (	�( �	  H�

E+�	�( �- ��
- ����  �
g�� *(�/��

Z T

�

�
T

�

cosm�xdx � � �

Z T

�

�
T

�

sinm�xdx � � ShU

,b&� � ��	 SXU N�` �( &� 4HZ� *+ �� ��� =� . 9 ��`  ��� 
� 
 -� �	 � � bm � �� am �b L��Q�

E+���1�� V��C!�� ��T

�
� T
�
	

Z T

�

�
T

�

f�x�dx �
a�

�
T �

Z T

�

�
T

�

�
�X
n��

an cosn�x� bn sinn�x�dx

X



������ [Q� 	( @f L: �- 	�` 
��� *4�� F�I� ��� )� $��%� V��C!�� A�� 4��	 N�` 	(

i�> 
�� �%
�� 	( �<� R b
a
�
P
�

n�� fn� �
P
�

n��

R
b

a
fn 4/�� 
������ ��- 	�` �� '�/ [Q� 	����

�f!��3� *+��(�� B�%�� �	 ���
!��� $��%� � V��C!�� ���%���  �� '+�
-�� V�L�( �	 �>��!-� [Q� )�

E�- +���1�� �%�!�  �����
� *�
-�� ����� �	 ,��0 4�(�� �b%�!� �- (�- +����" �-J ����c:

Z T

�

�
T

�

f�x�dx �
a�
�
T �

�X
n��

�an

Z T

�

�
T

�

cosn�x� bn

Z T

�

�
T

�

sin n�x�dx�

Ej. '4�� �K# 4��	 4�� ���V��C!�� &� )� �� 	���� ShU 9L`

a� �
�

T

Z T

�

�
T

�

f�x�dx SkU

4��W �b ��� �- +���!>�1 �%�!� '�/�� ��l.����� �L��Q�  �� �1� '4�� T ����� ��T

�
� T
�
	 ,b&�� V�` 
��

	���� ��� 4��W �b ��� 	���� �� �	 �%�!�  �� *4�� O��
� ,	�( )� 	( f ����  �C���� ����� 'a�
�
�
;�

f�a� ����� a� �
;� '4��W �b ��� 'f�x� �
P
�

n�� an�x � a�n 	���� ��� (	�� 	( *+�
-�� �H����

�� a� '	���� ��� (	�� 	( *(�/�� 	�7/0 B�1  ��� 	( ��	�> ��� � 	���� ���  �� 2���� *4��

'��	�> ��� (	�� 	( �- �<�� 	( '(	�( ���� a �bI�� 	( ���� 	���� �� i�> '���� m ��	( ����� 
��
�

*�/���� Sf O��
� ,b	�(U T V�` �� ,b&�� )� 	( ���� ��(��� �b��  �C���� 4��W �b ���

�( '4��W n � � ���� �1� *+������ 4�( ����8 ���� ���� �����&0 ���(��� �� ��	  ��� ��

���%��� �� �f(�%� '+���C� V��C!�� N�` �( &� ��T

�
� T
�
	��	 � ,(�- O�8 cosn�x 	( �	 SXU N�`

E+�	�(P�

m�� � V��C!��

R T
�

�
T

�

f�x� cosn�xdx � a�

�

R T

�

�
T

�

cosn�xdx�
P
�

m���am
R T

�

�
T

�

�cosm�x��cosn�x�dx�

�
P
�

m���bm
R T

�

�
T

�

�sinm�x��cosn�x�dx�

�- (�/�� �%�!� ShU � S^U 'S]U ���V���> �� ���� ��

Z T

�

�
T

�

f�x� cosn�xdx � an �
T

�

]



Af (�;� ��

an �
�

T

Z T

�

�
T

�

f�x� cosn�xdx SnU

a�

�
�� �	 4��W ���� �- (�� 6�<(  �� �� *4�� n � � ��&��� SnU e�" 4<�� SkU �- ��
- ����

���1V��C!�� ��T

�
� T
�
	 ��	 � ,(�- O�8 sinn�x 	( �	 SXU N�` �( �1� 	�`  ��� *+�(�( =����

�- +���1�� �%�!� 'ShU � S_U 'S]U ���V���> &� ,(�K!�� �� � ����� ���%��� �� '+�
-

bn �
�

T

Z T

�

�
T

�

f�x� sinn�xdx SoU

4Q# ���
� i���/ 4Q� �<� '4�� d	�" �� [Q� &� 
0 ?�LW� �- '(	�0 +����" ��& 	( ����c:

��	�# 	( +������ C� ���� ���� �	 f � �a� b	 �� R���� *�
-�� ����� �	 SoU � SnU ���V���>

� � � � f � ��Q � �- (	�( (��� a � a� � a� � � � � � ak � b �&�� >� E�/� � 	�� :� � � �& p�/ �-

�� ��	�( 'f � ���� '
0 9!�� � f ���� 'ai �� 	( ,�@� �� � 4�� �!���. 9!�� �� ��l.9!�� 	ai��� ai�

*S4�� F�I� q� �� i�> 'b � ak �bI�� 	( � '4��	 �� i�> a � a� �bI�� 	(U �
!H� 4��	 � q�

�;I: �;I: (�" O��
� ,b&�� 	( � T O��
� ,b	�( �� ����
� f � R�� R��
- M�> ����� ���	
�

E��� ?	�#  �� 	( '� � ��

T
� 4�� C�

a�
�

�
�X
n��

�an cosn�x � bn sinn�x�

*4�� ��& �1D�� ��	�( ���,�/ r��;� SoU � SnU ���V���> 9L` bn � an 
0 	( �-

*4�� f�x� ����� A�� ��� $��%� '�/�� �!���. f ���� �- x �bI�� �� 	( Sr<�

f ���� 4��	 � q� ��  �C���� ����� A�� ��� $��%� 'f ���� ���� x�C!���.�� �b I�� �� 	( SO

� *4��

���
!� $��%� *�
����� f ���� �b 	 
�� 
�� �	 A�� ���

a�
�

�
NX
n��

�an cosn�x � bn sinn�x� STmU

*(�/�� ,����" f ���� N �b ���� �b 	 
�� �	���

^



���� ��� �	
��


+���1�� �s� 	( �	 ��& ���� �����	
�

f�x� �

��
�
� �k� � x � ��k � ���� k �Z

� ��k � ��� � x � �k�� k �Z

�� ��W� 	����  �� *+��(�� 	��: c����Z<( 4��W 	���� ����� �	 f�x� 	���� 'm �Z'x � m� �� 	(

E4�� ,�/ ,(�( =���� T 67/ 	( � 4�� �� ,b	�( �� ����
� ����  �� *4/�( ����Z� [Q�




p���  �� 	( f �U �
!H� � O	�c� f � � f �C!���.�� p��� *� � � � T � �� +�	�( V�R�  �� 	(

E+�
-�� �L��Q� SoU � SnU &� �	 bn � an ����8 *S4�� ,��� r��;�

an �
�

��

Z
�

��

f�x� cosnxdx �
�

�

Z
�

�

cosnxdx �

��
�
� n � �

� n � �

�
bn � �

��

R
�

��
f�x� sinnxdx � �

�

R
�

�
sin nxdx � � �

n�
cosnxj�

�

� � �

n�
�����n � �� �

���
��
� d�& n

�

n�
(�> n

E4�� ?	�#  ��� f ���� �� 	�> ���  �����
�

�

�
�
�

�
�sin x�

sin�x

�
�

sin�x

�
� � � ��

S��l.9!�� 	�� 4��3��� �:�� 	(U �!���. A�� ��� ,b�
�(6�7�� ������� &� )� �� �- ��
- ����

��� $��%� 'x �� n� �bI�� �� 	( ��c: 9L` t4H�� �!���. p��� �c;� 	( ��� $��%� �<� 4��

����� x � n� 	( � S�/�� � (�> �� d�& O�c� ,&�� q� ��3!�� �-  �� �� �!H�U 4�� m �� T ����� A��

sinn� � � �7
�� �� ���� �� 
����� �	 ��"� ��I� *�/���� �

�
�
;� 'q� � 4��	 ��  �C����

+�	 �� 
����� �
-�� 6�� ����. �b !���.�� ���� )� �� A�� $��%� ���C� �7
�� *(�- ,����� �f���!H�

_



*SX 67/U (�- ,����� f �<��!� �b � 	�> ��������




	�` �� �	 
0 � +���1�� �s� 	( ��x� � jxj ?	�# �� �	 � � �����	 �� R���� �����	
�

*S] 67/U +��(�� ���(� f � R�� R���� �� X O��
� ,b	�( �� ����
�





0 V��C!�� � 4�� (�> f�x� sinn�x 'n �� ���� j. '4�� d�& f ���� *� � � � T � � �%
�� 	(

E+�	�( �� an �b L��Q� ���� *n �� ���� bn � �j. '(�/�� �K# ����� �����	 ,b&�� ��	

an �
�

�

Z
�

��

jxj cosn�xdx � �

Z
�

�

x cosn�xdx

*+�
-�� ,(�K!�� u2� �� u2� V��C!�� &� n � � ���� 'a� � � +�	�( 'n � � ����
R
�

�
x cosn�xdx � �

n�
x sinn�xj�

�
�
R
�

�

�

n�
sinn�xdx

� �

n���
cosn�xj�

�

� �

n���
�����n � ��

�

���
��
� d�& n � �

� �

n���
(�> n

E4�� ��& 67/ �� ��	�> ���  �����
�

�

�
�
�

��
�cosx�

cos�x

�
�

cos�x

��
� � � ��

E+�	�( x � � 	( Y"A�� *4�� f�x� ����� �� ��� A�� ��� $��%� '4�� �!���. ����  �� 
��

� �
�

�
�
�

��
���

�

�
�

�

��
� � � ��

��

��
�

�
�

�

��
�

�

��
� � � � �

��

�
STTU

h



*P�

n��
����n��

n�
� ��

��
�P�

n��
�

n�
� ��

�
�- ����C� �%�!� STTU &� �
����

�� *�
!H� �K# bn ����8 �b �� �/�� d�& f ���� �1� +�(�- ,����� A�� V�R� 	( �- 	�` 
���

������� �	
�� 
�� )� &� (�5�� *���/�� �K# an ����8 �b �� '(�> ���� ���� �����  ���

����	�> ��� '������ �b 	
�� 
�� )� � '�
/�� �K# 
0 ��� bn ��� �- 4�� ����	�> ���

*n �� ���� an � � 
0 	( �- 4��

(	�� 	( i�> ��	�> ��� (��	�- �- �/�� ,(�- u��<� �	 	�5�  �� 4��  7�� �sQ<  �� �� �� [Q�

�	 ��	�> ��� 
����� '�/�� C� �;I: �;I: �;��� � � �a� b	 �� R �1� �:�� 	( *4�� ����
� �������

�;��� �� +��(�� ���(� ����
� 	�` �� �a� b	 
���� �	 � �- 4��  �� 6�� ,b��/ *(�� 	�-�� 
0 (	�� 	(

 �� �b 
��( �1� *+�H����� ��	�> ��� )� $��%� ?	�# �� �	 f � ��0 4�(�� f � R�� R����
�

�	 � �:�� 	( *4�� �=���� STv]hU �b �c: +7� ?	�# �� 
0 $��%� (�/ (��Q� �a� b	 �� ���

EV�R� 
��
� �� *(�( ���(� ����
� 	�` �� 
�1���1 ���,��/ �� 
�����

� � ��� A	 �� R������� � ������ ����� ������ �	�	
�

+�
- r��;� x � ��A��� ���� �1� *�/�� C� �;I: �;I: ��� A	 ��	 � ��
- M�>

��x� � ���x� STXU

� +��(�� ���(� R��	 T � �A O��
� ,b	�( �� �	 ����  �� *��0�� 4�(�� ��A�A	 ��	 d�& �;���

E�/���� ��& �b � 	�> ����8 ��	�( � 4�� d�& �;��� f *+������ f �	 6#�� ����

bn � � � an �
�

A

Z
A

�

��x� cos
�

A
nxdx ST]U

	( q� � 4��	 �����  �C���� 
(�- 	�s
� ��U 4�� �=���� ��� A	 	( ,�/ 6#�� �b � 	�> ���

*S�C!���.�� p���

E+�
- r��;� ��& ?	�# �� �	 ��A��� �� � B���� 'STXU ��� �� �1� '�����  ��� ��

��x� � ����x� ST^U

k



O��
� ,b	�( �� � ���(� �� S(	��� V��C!�� ��(��� �� ��W� V�� �� �� �-U +���C� ,��(�� m 	( �	 � 	���� �

E+�	�( ��	�> ����8 ���� *��0�� 4�(�� (�> ���� )� R ������ �� T � �A

an � � � bn �
�

A

Z
A

�

��x� sin
�

A
nxdx ST_U

����� �� 	�> ��� $��%� 'AO	�c� 	( �!L<�U 4�� �=���� ��� A	 	( ����8  �� �� �b � 	�> ���

���� � ��H��
� ��� �	��	 ���
�H- �b � 	�> ��� )� sinx ���� �
���� *Sw��� *(�/�� �K#

*��� �	��	 ���
�� �b � 	�> ��� )� 'cos x

�x�	� ��� � ���� ������� ����� ���� ��	�> ����������
� �-  �� �� +�(�- ,	�/� &�y0 	(

$��%� *+�
-�� �-J �	 �3�0  ���,(�� &� �7� �- (	�( (��� �(�;!� ����c: �
��&  �� 	( *�

-��


����� 'f ���� ���� STv]hU �b �c: 	( ,�/ 6��: i���/ 4Q� *���( =���� �N �� �	 STmU ���
!�

E�- (�- 4��W

lim
N��

�
Z T

�

�
T

�

jf�x�� �N �x�j�dx� � � SThU

�������� 	�(��� � f 	�(���  �� 4��H� 'O��
� ,b	�( )� 	( �- 4�� 4�;:��  �� ����1 ��I�  ��

*�
-�� 6�� �K# �� � ,�/ �!7��- a�	�� �� 
0 �b � 	�>

n


