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  :مقدمه 
هاي مهندسي بايد بر آن مسلط رياضيات و مخصوصاً مبحث انتگرال يكي از موضوعاتي است كه تقريبا دانشجويان تمام رشته 

  .باشند 
در گرو تسلط ... فهميدن دروس مهمي همچون الكترو مغناطيس ، مدار ، مكانيك سيالات ، فيزيك مكانيك ، ترموديناميك و 

  . بر مبحث انتگرال است 
  .اين جزوه كه هم اكنون در مقابل شما قرار دارد به بررسي روش هاي انتگرال گيري مي پردازد 

... تهيه اين جزوه سؤالات كنكور سراسري ، كنكورهاي كارشناسي ارشد ، سؤالات امتحاني دانشگاه هاي مختلف و  براي
  .روش دسته بندي گرديد  16بررسي شد و پس از انتخاب سؤالات و حل آنها ، در قالب 

اطلاعات بيشتري در زمينه انتگرال نيز به آنها اضافه گشت تا اين جزوه براي افرادي كه مي خواهند  ديگر همچنين سه قسمت
  . داشته باشند هم مفيد واقع شود 

در پايان از همه كساني كه براي تهيه اين جزوه زحمت كشيدند ، مخصوصا از استاد عزيزم جناب آقاي سيروس شاداب فر و نيز 
  .از آقايان عليرضا كريم نيا و مجيد زعيمي ، كمال تشكر و قدر داني را مي نمايم 

است كه اين كار كوچك مورد قبول حق تعالي قرار گرفته و باعث ارتقاي علمي هر چه بيشتر دانشجويان سرزمين اميد 
  .   مقدسمان ايران شود 

                                             
  با تشكر                                                                                                                                                    

  مهدي شاداب فر                                                                                                                                             
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  تابع اوليه آشنايي با انتگرال و* 
)تابع )y f x تابعي مانند  ا در نظر مي گيريم و فرض مي كنيمر( )F x در تمامي نقاط مربوط به فاصله  طوري پيدا شود كه

I   داشته باشيم        :                                           ( ) ( )F x f x                                              
) در اين صورت )F x )و يا انتگرال تابع را يك تابع اوليه   )f x   در فاصلهI  دهيم  مي ناميم  و به صورت زير نمايش مي  : 

( ) ( )F x f x dx                       
)مثلا با دانستن اينكه مشتق تابع  ) sinF x x  عبارتست از( ) cosf x x   مي توانيم نتيجه بگيريم كهsin x   يك تابع

cos اوليه براي x   است و يا انتگرالcos x ، sin x   مي شود.  
): كته ن*  )F x )عبارتي است كه مشتق آن برابر   )f x   و يا ديفرانسيل آن برابر( )f x dx  رت ديگر باشد ، به عبا( )F x 

  .همان عبارت داخل انتگرال است 
)2مثلا اگر  ) ( 3 1)f x x x dx   2 باشد ، آنگاه( ) 3 1f x x x     .  

)هرگاه تابع : نكته  * )f x در فاصلهI   مار تابع اوليه است كه اختلاف همه داراي يك تابع اوليه باشد ، در اين فاصله داراي بيش
  .گرال گيري مي گوييم تاست ، كه به آن ثابت ان cآنها در يك عدد ثابت 

):                                                            به عبارت ديگر  ) ( )f x dx F x c   
  .نسيل آن تابع داخل انتگرال موجود باشد براي انتگرال گيري از يك تابع هميشه بايد ديفرا: نكته  *
  

  روش هاي انتگرال گيري * 
)براي محاسبه انتگرال تابعي مانند  )f x   با توجه به اينكه( )f x چه نوع تابعي است ، روش هاي مختلفي وجود دارد ، كه در   

  .را با بياني ساده مطرح كنيم  اين مجموعه سعي مي كنيم اين روش ها
قبل از شروع فراگيري روش هاي انتگرال گيري مي بايست كليه فرمول هاي مشتق گيري را بدانيم ، زيرا انتگرال گيري و مشتق 

  .گيري عكس يكديگر عمل مي كنند 
  :يد ئبراي روشن شدن اين مطلب به مثال زير توجه نما

اگر بدانيم كه   :مثال 
2

1
( tan )

1
Arc x

x
 


: ئيم كه آنگاه مي توانيم بگو 

2

1
tan

1
dx Arc x c

x
 

   چرا كه

tanArc x يك تابع اوليه براي
2

1

1 x
  .به شمار مي آيد   

  
  :نمونه سؤال امتحاني *  

)2اگر  ) (cos )xf x x e dx   باشد ، آنگاه مشتق دوم تابع( )f x   1را درx    بيابيد.  
 :چون مشتق و انتگرال عكس هم عمل مي كنند داريم ) ج 

2 2( ) ( (cos ) ) cos

( ) 2 cos sin (1) 2 cos sin

x x

x

f x x e dx x e

f x x x e f e e
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  :نيم حال كه تا حدي اطلاعاتي را در مورد انتگرال و تابع اوليه به دست آورديم ، روش هاي انتگرال گيري را شروع مي ك
  
   اول روش 

  .در ابتدا بايد انتگرال توابع مهم و اساسي را ياد گرفته و از آنها براي يافتن انتگرال توابع سخت تر استفاده كنيم 
  

  
 . 1جدول شماره 

  
  .به عبارت سمت چپ رسيد براي اثبات اين روابط مي توان از طرف راست جدول مشتق گرفت و 

  
  

  تابع انتگرال تابع

x 1  

1

1





n

xn

  nx  

xcos xsin  
xsin xcos  

  

xtan  
x2tan1  

x2sec  

x2cos

1  
  

xcot  
x2cot1  

x2csc  

x2sin

1  

xsec xx tansec 
xcsc xxcotcsc 

xln  
x

1  
xe xe  

xArcsin  
21

1

x
  

xArc tan  
21

1

x
  



مهدي شاداب فر ................................................................................................................. روش هاي انتگرال گيري  

 6

توابع مختلف  مي توانيم از با توجه به اين نكته كه كه انتگرال يك عملگر يا اپراتور خطي مي باشد ، براي محاسبه انتگرال   *
  :روابط زير استفاده كنيم 

1) ( ) ( )

2) ( ( ) ( )) ( ) ( )

3) ( ( ) ( )) ( ) ( )

a f x dx a f x dx

f x g x dx f x dx g x dx

a f x b g x dx a f x dx b g x dx



  

  

 
  
  

  

.................................................................................................................... 

 

1 3 3
1 52 2 2

1 2
.

3 51
2

I x x dx

I x x dx x dx x x c




    




 
  

.................................................................................................................... 

  

1 3 3 5
22 2 2 2

(8 )

2 2 16 2
(8 ) 8 8.

3 5 3 5

I x x dx

I x x x dx x dx x dx x x c x x x x c

 

         



  
  

    
 

.................................................................................................................... 

  

3

2 1 2 1
1 1 3 23 3 3 3

1 13 3
3 3

1

1 1 1 1 1 1
( ) ( ) 3 ( )

2 1 5 21 1
3 3

x
I dx

x

x x
I dx dx x dx x dx x x c x x c

x x
x x

   




           
  



   

  
  

.................................................................................................................... 

  
. .

pnm k sI x x x dx   
1

. .
1

k s
ms k sk n pm

m p n pn
x

I x x x dx x dx c
k s

m
n p
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(4sin 3cos )I x x dx   
4 sin 3 cos 4cos 3sinI x dx x dx x x c        

   
.................................................................................................................... 

 
2tanI x dx   

2 2((1 tan ) 1) (1 tan ) tanI x dx x dx dx x x c            
  

.................................................................................................................... 

)اگر : نكته  * ) ( )f x dx F x c    1آنگاه
( ) ( )f ax dx F ax c

a
  

....................................................................................................................  
    

 
2 1 2

dx
I

x x


   

  :كنيم  صورت و مخرج را در مزدوج مخرج ضرب مي
1 1 1 1 3 3

1 1
2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 2
((2 1) ( 2 )) (2 1) (2 1)

1 12 1 2 3 3( 1).2 1
2 2

x x
I dx x x dx x x c x x c

x x

  
           

   
 

  
         

.................................................................................................................... 

sec 1

dx
I

x


  
cos

1 1 cos 1 cos1
cos cos

dx dx x
I dx

x x
x x

  
 

   

  :م صورت و مخرج را در مزدوج مخرج ضرب مي كني
2 2

2
2 2 2

2

cos cos cos cos cos
cot

1 cos sin sin

csc .cot (1 cot ) csc cot

x x x x x
I dx dx dx x dx

x x x

x x dx x dx dx x x x c

 
   


        

   
  

 

  
....................................................................................................................  
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2 2(tan 3 5cot 10 )  I x x dx   
2 2

2 2

tan 3 5 cot 10

1 1
(1 tan 3 ) 5 (1 cot 10 ) 5 tan 3 cot10 5

3 2

I x dx x dx

x dx dx x dx x x x x c

 

          

 

   
    

  
....................................................................................................................  

)اگر عبارت درون انتگرال تابعي كسري با صورت و مخرج چند جمله اي باشد: نكته  * )
( )

( )

f x

g x
به طوري كه درجه   

 .يه كرد و سپس اقدام به انتگرال گيري نمود صورت بزرگتر يا مساوي درجه مخرج باشد ، بايد كسر را به صورت زير تجز

  

)()(

)(

xgxg

xf


 
 

 
3 2

2

2 5

1

x x x
I dx

x

  


  

2
2 2

3 1
( 2 ) 2 3 2 3 tan

1 1 2

dx
I x dx x dx dx x x Arc x c

x x
         

      
 

.................................................................................................................... 

 

 اگر: تست 
25 6

( )
2

x x
dx f x x c

x


   آنگاه ،( )f x كدام است ؟ 

2 2 2 22 (4 3 (3 2 2 (2 3 3 (1x x x x x x       
 

3 1 5 3 5 32
22 2 2 2 2 2

5 5 5 2 2
3 3 . 3. 2 ( ) 2

2 2 2 5 3

x x
I dx dx x dx x dx x x c x x c f x x x

x x
               

 
 
 

.................................................................................................................... 

 

1 sin 2 0
4

I x dx x


    

 
2 2 2(sin cos ) 2sin cos (sin cos ) sin cosI x x x x dx x x dx x x dx         
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0در
4

x


    داريمsin cosx x . آن را در يك منفي ضرب كنيم  ، پس بايد براي حذف قدر مطلق:  
(cos sin ) sin cosI x x dx x x c      

 
.................................................................................................................... 

  

sin cos 2

dx
I

x x


   

sin :داريم  cos 2 cos( )
4

x x x


     21و نيز cos 2sin
2

x
x   

2

2

2 2 2 1 2
(1 cot ( )) ( ) cot( ) cot( )

12 4 2 8 4 2 8 2 2 82sin ( )
2 8 2

dx x x x
I dx c c

x
  

              


 

  
  

....................................................................................................................  
  تغيير متغير* 

                             :باشد ، به طوري كه داشته باشيم   xتابعي مشتق پذير بر حسب   uاگر 

                                                                                                               ( ) ( )f x dx F x c

du u dx

 


 

            :           داريم   آنگاه
( ) ( )

( ) ( )

f u u dx F u c

or f u du F u c

  

 




 

  
  :براي استفاده از روش تغيير متغير مراحل زير را انجام مي دهيم 

)يك تغيير متغير مانند  -1 )u g x   انتخاب مي كنيم) .( )u g x  را بايد طوري انتخاب كنيم كه يا مشتق آن به صورت
  .)مستقيم وجود داشته باشد و يا تشخيص دهيم كه مي توانيم مشتق آن را بسازيم 

2-  ( )du g x dx  را حساب مي كنيم.  
)اقي نماند ،يعني انتگرال را به شكل اي ب xباشد ، و هيچ  uكاري مي كنيم كه تمام انتگرال ده بر حسب   -3 )f u du  در مي

  .آوريم 
  .اين انتگرال را حساب مي كنيم   -4
5-  u   را با( )g x  جايگزين مي كنيم.  
  

....................................................................................................................  
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2
2 3 5

6 3 5
6

u x
I x x dx

du x dx

 
 

   

3 3
22 2

2 2
(3 5)

3 3
I u du u c x c       

  
....................................................................................................................  

  
)اگر: مثال  ) ( )f x dx F x c    آنگاه( )f ax b dx   را حساب كنيد.  

1 1 1
( ). ( ) ( )1

u ax b
I f u du f u du F u c

a a adu adx dx du
a

 
    

     

 
 

   دوم روش 
  

)در انتگرالهايي كه به صورت ).( ( ))nI f x g x dx   هستند ، g(x)   را برابرu   گرفته و سپس f(x)   وdx   را  بر حسبu  
  .نوشته و به محاسبه انتگرال مي پردازيم 

  
....................................................................................................................  

  
2

2

8 1

1
168 1

16

u x
x

I dx
du x dx xdx dux

 


  
  

1
22

1 1 1
8 1

16 8 8
I u du u c x c


       

    
....................................................................................................................  

  
1 sincos

cos1 sin

u xx
I dx

du x dxx

 


  

  2 2 1 sin
du

I u c x c
u

       
  

....................................................................................................................  



مهدي شاداب فر ................................................................................................................. روش هاي انتگرال گيري  

 11

3 4
3 4 1

4
4

x

x x

x x

u e
I e e dx

du e dx e dx du

 
 

    

3 3

2 2
1 1 1

(3 4 )
4 6 6

xI udu u c e c       
 

....................................................................................................................  
 

3 1
( 1)

1

2

u x
x

I dx
du dxx

x

 



  

3 4 42 1
2 ( 1)

4 2
I u du u c x c       

   
....................................................................................................................  

 
2

2 3

2
2

2 2

1
( 1)

1
1 (1 ) ( )

1 1

u x x
x x

I dx x x x
x du dx dx du

x x

  
 

      
 

  

  
2

2 2 2 3 2 3

2

( 1) 1 1
( 1) ( 1)

3 31

x x
I x x dx u du u c x x c

x

 
         


   

 
.................................................................................................................... 

 
1 sectan

sec .tancos . 1 sec

u xx
I dx

du x x dxx x

 


 

2 2 1 sec
du

I u c x c
u

       
  

.................................................................................................................... 

 

  lnx x
I dx

x


   

1

2

ln
ln ln

1

u x
x x x

I dx dx x dx dx
x x x du dx

x
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1
22

1
2 (ln )

2
I x dx u du x x c


       

 
.................................................................................................................... 

 
7 325cos sin . sinI x x x dx   

22

3
sin

25cos (sin )
cos

u x
I x x dx

du x dx




 

22 25 1
8 8 33 3 3

3
25 25. ( ) 3 3sin . sin

25
I u du u c u u c x x c       

  
.................................................................................................................... 

  
dx

I
ax b ax c


   

  :صورت و مخرج را در مزدوج مخرج ضرب مي كنيم 

3 3

2 2

1 1

1 2 1 2
. ( ) . ( )
3 3

ax b ax c ax b ax c
I dx dx ax b dx ax c dx

ax b ax c b c b c b c

ax b ax c c
b c a b c a

     
     

     

    
 

   
 

  
.................................................................................................................... 

  
  :گرال هاي زير توجه كنيد حال به انت

  
5 2 2 4

4 2 2

(tan cot )(tan cot ) (tan cot )(tan cot )

(tan cot ) ((1 tan ) (1 cot )) ...

I x x x x dx x x x x dx

x x x x dx

     

     

 


  

    
.................................................................................................................... 

 
2tan .sec tan ...I x x dx u x   

   
.................................................................................................................... 
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3 2 2tan .sec tan .(tan .sec ) (sec 1).(tan .sec )

sec ...

I x x dx x x x dx x x x dx

u x

   


    

 
  

2 3 2 2 2 4sin 2 .cos 2 sin 2 .(1 sin 2 ).cos 2 (sin 2 sin 2 ).cos 2

sin 2 ...

I x x dx x x x dx x x x dx

u x

    


      

  
....................................................................................................................  

  
3 2cot .csc cot ,....I x x dx u x   

  
....................................................................................................................  

  

در انتگرال هايي كه به صورت : نكته  *
2

( )

( )

n

n

au b
I du

cu d 




  هستند ،يك روش مناسب اين است كهau b

cu d




 uرا برابر  
  .گرفته و ادامه دهيم 

  

7

9

2

5cos 3

(5cos 3) sin 2cos 1
sin(2cos 1)

(2cos 1)

x
u

x x x
I dx

xx du dx
x




 


 


  

  
7 8 81 1 5cos 3

( )
8 8 2cos 1

x
I u du u c c

x


    

  
    

  سوم روش 
  

گرفته و مشتق    uمي باشد ، يك روش مناسب اين است كه كمان را برابر   xآنها تابعي از  در انتگرال هاي مثلثاتي اي كه كمان
 .آن را در كنارش بسازيم 

  
....................................................................................................................  
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2sec ( )
x

x x

x

u e
I e e dx

du e dx




  
2sec tan tan xI u du u c e c      

  
ln

cos(ln )
1

u x
x

I dx
x du dx

x




  

  cos sin sin(ln )I u du u c x c      
    

....................................................................................................................  
  

2
2

tan
sec .sin(tan )

sec

u x
I x x dx

du x dx




  

sin cos cos(tan )I u du u c x c          
  

.................................................................................................................... 

  
2

2

2

log
sin(log )

1
log

x
x

x

u
I dx

x du dx
x




  

2
2

1
sin ln 2 sin ln 2(cos ) ln 2.(cos log )

log
x

e
I u du u du u c c          

  
....................................................................................................................  

  
3

2 3

3 2
3 2

sec
1

3

u x
x

I dx
du dxx

x




  

2 33 sec 3tan 3tanI udu u c x c      
    

....................................................................................................................  
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مي باشند ، بايد ابتدا از  ت هاي مثلثاتي سينوس و كسينوس حاصلضرب نسبكه به صورت  براي محاسبه انتگرال هايي: نكته  *
.                                                                            جمع استفاده كرده و سپس به محاسبه انتگرال بپردازيم  روابط تبديل حاصلضرب به حاصل

1
sin .cos (sin( ) sin( ))

2
1

sin .sin (cos( ) cos( ))
2

a b a b a b

a b a b a b

   

    
  

....................................................................................................................  
  

sin .cos .sin 3I x x x dx    
1 1 1 1 1 1 1 1

sin 2 sin 3 ( ) (cos5 cos ) . sin 5 sin sin 5 sin
2 2 2 4 5 4 2 4

I x xdx x x dx x x c x x c            
  

   
  

  چهارم روش 
  

duي محاسبه انتگرال هايي كه به صورت برا

u
  :هستند از فرمول زير استفاده مي كنيم  

ln
du u dx

u c
u u


     

  .مي نويسيم   uو    duرا بر حسب    dxدر نظر گرفته ، و سپس uبه عبارت ديگر در اينگونه انتگرال ها مخرج را برابر 
  

....................................................................................................................  
 
  
cscقبل از هر چيز در اين قسمت به محاسبه انتگرال هاي  * ,sec ,cot , tanx x x x  مي پردازيم.  
  

cossin
tan

sincos

u xx
I x dx dx

du x dxx


 

    

  

  
....................................................................................................................  

   

ln ln cos ln sec
du

I u c x c x c
u
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sincos

cot
cossin

u xx
I x dx dx

du x dxx


 

   

ln ln sin
du

I u c x c
u

       
   

  
.................................................................................................................... 

  
secI x dx   

secاين انتگرال را در  tanx x  ضرب و تقسيم مي كنيم:   
2

2

sec tansec .(sec tan ) sec sec .tan

(sec .tan sec )sec tan sec tan

u x xx x x x x x
I dx dx

du x x x dxx x x x

  
  

     

ln ln sec tan
du

I u c x x c
u

       
  

....................................................................................................................  
 
  

cscرا در  لاين انتگرا cotx x   ضرب و تقسيم مي كنيم.  
2

2

csc cotcsc csc .cot

( csc .cot csc )csc cot

u x xx x x
I dx

du x x x dxx x

 


    

    ln ln csc cot
du

I u c x x c
u

       

....................................................................................................................  
 
 
 

( 1) 3

3 ( ) ( 1)

x x

x x x x

e x u xe
I dx

xe du e xe dx e x dx

  


     

  
  

  

cscI x dx 

ln ln 3xdu
I u c xe c

u
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1

1
21 1

2 1

u x
dx

I
du dx dx udux

x

 


   


  

2 ( 1) 1
2 2 2 2 2ln 1 2 1 2ln 1 1

1 1 1

udu u du
I du du u u c x x c

u u u

 
             

       
  

....................................................................................................................  
  

1

1
(1 )

2

u x
dx

I
du dxx x

x

 


  

2 2ln 2ln 1
du

I u c x c
u

       
....................................................................................................................  

  

2

cos 2

(sin cos )

x
I dx

x x



  

2 2

2 2

cos sin (cos sin )(cos sin ) cos sin

(sin cos ) (cos sin ) cos sin

x x x x x x x x
I dx dx dx

x x x x x x

   
  

    
  

cos sin

(cos sin )

u x x

du x x dx

 
 

  

ln ln cos sin
du

I u c x x c
u

        

  
....................................................................................................................  

  
1 tan

1 tan

x
I dx

x






  
sin

11 tan cos sincos ...
sin1 tan cos sin1
cos

x
x x xxI dx dx dx

xx x x
x
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 .دقت كنيد  4و  3حال به چند مثال تركيبي از روش هاي  *

  

2
2

sin
tan( sin )

1
1

1

u Arc x
Arc x

I dx
du dxx

x







  

  
  

....................................................................................................................  
 

  

                       ....................................................................................................................  
 

cos

sin cos

x
I dx

x x


  
sin

sin cos

x
j dx

x x


   :را تشكيل مي دهيم ، در نتيجه مي توان نوشت    

1

cos sin
(1

sin cos

x x
I j dx dx x c

x x


    

   

2

cos sin
ln ln sin cos (2

sin cos

x x du
I j dx u c x x c

x x u


       

   
1 2

1 2

1 1
2 ln sin cos ln sin cos

2 2
I x x x c c I x x x c            

  
....................................................................................................................  

  
  پنجم روش 

  
  :در انتگرال هايي كه به صورت توابع نمايي هستند به صورت زير عمل مي كنيم 

1
,

ln
u u u ue du e c a du a c

a
      

 .بسازيم  u، بر حسب  ua را در كنار dxگرفته و سعي مي كنيم  uدر واقع در اينگونه انتگرال ها ، توان را برابر 

 
 

tan ln sec ln sec( sin )I udu u c Arc x c    

2
2

tan
sec(tan )sec

sec

sec ln sec tan ln sec(tan ) tan(tan )

u x
I x x dx

du x dx

I u du u u c x x c
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2
2

(2 1)
(2 1)

x x u x x
I x e dx

du x dx
  

 
   

  2u u x xI e du e c e c      

  
....................................................................................................................  

  
tan

2

2

tan
2

1
1

1

Arc x u Arc x
I dx

x du dx
x




 


  

  tan1 1
2 .2 .2

ln 2 ln 2
u u Arc xI du c c      

  
....................................................................................................................  

  
2 1

2 4

x x

x

xe
I dx

e

 


   

2 2

2 2
21 1

1 2 1
1 2

2 4 2

1
.

2
( )

x x x x
x x x x

x
x

u xxe xe
I dx dx xe e dx xe dx

e du x dx
e

   
    




 
   

     

2 11 1 1

2 2 2
u u xI e du e c e c       

  
       ششم روش

cscمي خواهيم به محاسبه انتگرال توان هاي مختلف  در اين قسمت ,sec ,cot , tan ,cos ,sinx x x x x x  بپردازيم.  
cos و مثبت انتگرال توان هاي فرد  -1 ,sinx x ( 2 1 , cos ,sin )m mm k x x   

  :در اين موارد به ترتيب زير عمل مي كنيم 
2 1 2 2sin (sin ) (sin ) .sin (1 cos ) .sinm k k kI x dx x dx x x dx x x dx         

  

  
2 1 2 2cos (cos ) (cos ) .cos (1 sin ) .cosm k k kI x dx x dx x x dx x x dx         

2sin
(1 ) ...

cos
ku x

I u du
du x


   

   

 

  

2cos
(1 ) ...

sin
ku x

I u du
du x
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35cosI x dx   
2 2 sin

5 cos .cos 5 (1 sin ).cos
cos

u x
I x x dx x x dx

du x dx


  

   

2 35 5
5 (1 ) 5 5sin sin

3 3
I u du u u c x x c          

  
....................................................................................................................  

7sinI x dx   
6 2 3 cos

sin .sin (1 cos ) .sin
sin

u x
I x x dx x x dx

du dx


  

    

2 3 2 4 6 3 5 7

3 5 7

3 1
(1 ) (1 3 3 )

5 7
3 1

cos cos cos cos
5 7

I u du u u u du u u u u c

x x x x c

              

     

   

  
....................................................................................................................  

  
)و مثبت انتگرال توان هاي زوج -2 2 , cos ,sin ) cos ,sinm mm k x x x x  

زير عبارت هاي مثلثاتي را به صورت حاصل جمع درآورده و سپس به محاسبه انتگرال مي  در اين موارد با استفاده از رابطه هاي
   . پردازيم 

 

 

 

2

2

1 cos 2
sin

2
1 cos 2

cos
2

1
sin .cos sin( ) sin( )

2
1

cos .cos cos( ) cos( )
2
1

sin .sin cos( ) cos( )
2

x
x

x
x

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b







   

   

   

  

....................................................................................................................  
4sinI x dx   
2 2 2 21 cos 2 1

(sin ) ( ) (1 2cos 2 cos 2 )
2 4

x
I x dx dx x x dx


        

2 1 1 1
cos 2 (1 cos 4 ) cos 4

2 2 2
x x x          : داريم  

1 3 1 3 1 1
( 2cos 2 cos 4 ) sin 2 sin 4

4 2 2 8 4 32
I x x dx x x x c         
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4cosI x dx   
2 2 2 21 cos 2 1

(cos ) ( ) (1 2cos 2 cos 2 )
2 4

x
I x dx dx x x dx


        

2 1 1 1
cos 2 (1 cos 4 ) cos 4

2 2 2
x x x      : داريم  

1 3 1 3 1 1
( 2cos 2 cos 4 ) sin 2 sin 4

4 2 2 8 4 32
I x x dx x x x c         

  
....................................................................................................................  

4 4(sin cos )I x x dx   
2 2 2 2 2 21 1

((sin cos ) 2sin cos ) (1 sin 2 ) (1 (1 cos 4 ))
2 4

I x x x x dx x dx x dx           
3 1 3 1

cos 4 sin 4
4 4 4 16

I dx x dx x x c        
  

....................................................................................................................  

1 انتگرال توان هاي زوج و مثبت -3 1
( 2 , , ) csc , sec

cos sinm m
m k x x

x x
    

  :در اينگونه موارد به ترتيب زير عمل مي كنيم 
2 2

2 2 2 2 2 22 2sec (sec ) .sec (sec ) .sec (1 tan ) (1 tan )
m m

m mI x dx x x dx x x dx x x dx
 

          
2

2 2
2

tan
(1 )

(1 tan )

mu x
I u du

du x dx


  

   

 

cscmدر مورد  x dx    نيز به همين ترتيب عمل مي كنيم.  
 

6secI x dx   
4 2 2 2 2 2 2 2sec .sec (sec ) .sec (1 tan ) .(1 tan )I x x dx x x dx x x dx        

2 2 2 4 3 5 3 5
2

tan 2 4 2 4
(1 ) (1 2 ) tan tan tan

1 tan 3 5 3 5

u x
I u du u u du u u u c x x x c

du x dx


             

   
  

  
....................................................................................................................  

sinانتگرال  -4 .cosm nx x  

  .فرد باشد  nيا  mوقتي كه حد اقل يكي از دو عدد ) الف
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سپس به ترتيب زير . ويا هر كدام كه فرد هستند يكي كم مي كنيم ، تا به عددي زوج تبديل شود  nيا  mدر اين صورت از 
  :كنيم  عمل مي

 :فرد باشد  nبا فرض اينكه 
2 1 2 2sin .cos sin .(cos ) sin .(cos ) .cos sin .(1 sin ) .cosm n m k m k m kI x x dx x x dx x x x dx x x x dx       

  
sinuحال با تغيير متغير x  به حل انتگرال مي پردازيم.  

   
....................................................................................................................  

3cos .sinI x x dx   
2 2 3cos .cos .sin (1 sin ).cos .sin sin .cos sin .cosI x x x dx x x x dx x x dx x x dx       

  
  
  

....................................................................................................................  
  .وقتي كه هر دو زوج با شند )ب

در اين صورت با استفاده از روابط   
2

2

1 cos 2
sin

2
1 cos 2

cos
2

x
x

x
x







     ،sinm x  وcosn x  را جايگزين مي كنيم .  

cosبر حسب توان هاي  ،  در اين صورت انتگرال ده ما x  مرتب مي شود  كه در اينجا با روشي كه قبلا گفته شده بود ، شروع
  .به حل انتگرال مي كنيم 

  
4 2sin .cosI x x dx      
2 2 2 2 21 cos 2 1 cos 2 1

(sin ) .cos ( ) .( ) (1 2cos 2 cos 2 )(1 cos 2 )
2 2 8

x x
I x x dx dx x x x dx

 
         

2 3 21 1 1 cos 4
(1 cos 2 cos 2 cos 2 ) (1 cos 2 ) (cos 2 )(cos 2 )

8 8 2

x
x x x dx x x x dx

         
    

21 1 1 1
( cos 2 cos 4 ) (1 sin 2 )cos 2

8 2 2 8
x x dx x x dx       

2

21 1 1 1 1
( sin 2 sin 4 ) cos 2 sin 2 (2cos 2 )

8 2 2 8 8 16
u du

x
x x x dx x x dx       

3 31 1 1 1 1 1 1 1
sin 2 sin 4 sin 2 sin 2 ( sin 4 sin 2 )

16 16 64 16 48 16 4 3
x x x x x c x x x c           

 

  

3 2 4 2 4sin 1 1 1 1
sin sin

cos 2 4 2 4

u x
I u du u du u u c x x c

du x dx
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tanتوان هاي انتگرال  -5 x وcot x  )tann x  وcotm x (      
cotدر اين مرحله ابتدا يك روش كلي براي محاسبه انتگرال هاي  , tann nx x به اين روش كه به كاهش . ه مي دهيم ئارا

  .توان شهرت دارد ،  توجه كنيد 
2 2 2 2 2tan (tan tan tan ) (tan ) .(1 tan ) (tan )n n n n n n

nI x dx x x x dx x x dx x dx              
2 2 1 2

2

tan 1
(tan ) . (tan )

(1 tan ) 1
n n n n

n

u x
I u du x dx u x dx

du x dx n
   

    
      

  
1

1 2
2

1 (tan )
(tan ) (tan )

1 1

n
n n

n n

x
x x dx I I

n n


 

    
   

2nIاين كار براي محاسبه    نيز تكرار مي شود.  
  

2 2 2 2 2cot (cot cot cot ) (cot ) .(1 cot ) (cot )n n n n n n
nI x dx x x x dx x x dx x dx              

2 2 1 2
2

cot 1
(cot ) . (cot )

(1 cot ) 1
n n n n

n

u x
I u du x dx u x dx

du x dx n
    

     
     

  
1

1 2
2

1 (cot )
(cot ) (cot )

1 1

n
n n

n n

x
x x dx I I

n n


 



 
    

   
 

.................................................................................................................... 

  
  

4 2 2 2 2 2(tan tan tan ) tan (1 tan ) tanI x x x dx x x dx x dx         
3 2 31 1

tan (tan 1 1) tan tan
3 3

x x dx x x x c         

  

....................................................................................................................  
  

6cotI x dx   

6 4 4 2 2(cot cot cot cot cot 1 1)I x x x x x dx        

4 2 2 2 2cot (1 cot ) cot (1 cot ) (cot 1) 1x x x x x dx          

4 2
2

cot

(1 cot )

u x
I u du u du du dx

du x dx


     

        

5 3 5 31 1 1 1
cot cot cot

5 3 5 3
u u u x c x x x x c             

  

....................................................................................................................  
  
  

4tanI x dx 
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3 2 21

(tan tan tan ) tan (1 tan ) tan tan ln cos
2u u

I x x x dx x x x dx x x c


 
         

 
    

....................................................................................................................  
  

  :با توجه به مثال هاي بالا مي توان نوشت 
  

  

1 3

1 3

(tan ) (tan )
tan ... ( 1)

1 3

(cot ) (cot )
cot ... ( 1) cot ( 1)

1 3

n n
n k

n n
n k k

x x
x dx x c

n n

x x
x dx x x c

n n

 

 

     
 

        
 




       : 2n k  

1 3

1 3 2

(tan ) (tan )
tan ... ( 1) ln sec

1 3

(cot ) (cot ) cot
cot ... ( 1) ( 1) ln sin

1 3 2

n n
n k

n n
n k k

x x
x dx x c

n n

x x x
x dx x c

n n

 

 

     
 

        
 




  : 2 1n k   

 

  :مثلا 
3

4 cot
cot cot

3

x
x dx x x c      

7 5 3
8 tan tan tan

tan tan
7 5 3

x x x
x dx x x c       

9 7 5 3
10 cot cot cot cot

cot cot
9 7 5 3

x x x x
x dx x x c         

4 2
5 cot cot

cot ln sin
4 2

x x
x dx x c      

6 4 2
7 cot cot cot

cot ln sin
6 4 2

x x x
x dx x c       

  
....................................................................................................................  

secانتگرال   -6 . tann mx x    وcsc .cotn mx x   
  . عدد صحيح ، زوج و مثبتي باشد  nدر صورتي كه  : الف 

2
2 2 2 22sec .tan (sec ) .sec .tan (sec ) sec .tan

n
n m n m mI x x dx x x x dx x x x dx


      

2 1
2 2 22 2

2

tan
(1 tan ) tan .(1 tan ) (1 ) ...

(1 tan )

n n
m mu x

x x x dx I u u du
du x dx

 
      

    

cscهمين روش را هم براي  .cotn mx x  به كار مي بريم.  
....................................................................................................................  

3tanI x dx 
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  .اعدادي صحيح ، مثبت و فرد باشند   nو   mدر صورتي كه : ب 
  

1
1 1 1 2 2sec . tan (sec ) .(tan ) .sec .tan (sec ) .(tan ) .sec . tan

m
n m n m nI x x dx x x x x dx x x x x dx


      

  
1 1

1 2 1 22 2
sec

(sec ) .(sec 1) .sec .tan ( 1) ...
sec .tan

m m
n nu x

x x x x dx I u u du
du x x dx

 
 

     
 

  
  

cscهمين روش را هم براي  .cotn mx x  به كار مي بريم.  
  

4 6sec . tanI x x dx   
2 2 6 2 2 6 6 8 2sec .sec . tan (1 tan ).(1 tan ). tan (tan tan ).(1 tan )I x x x dx x x x dx x x x dx        

  
6 8 7 9

2

tan 1 1
( ) tan tan

(1 tan ) 7 9

u x
I u u du x x c

du x dx


     

    

    
....................................................................................................................  

  
3 5sec . tanI x x dx   

2 2 2 2 2 2 sec
sec .(tan ) .sec . tan sec .(sec 1) .sec .tan

sec . tan

u x
I x x x x dx x x x x dx

du x x dx


  

 
  

2 2 2 6 4 2 7 5 31 2 1
.( 1) ( 2 ) sec sec sec

7 5 3
I u u du u u u du x x x c            

  
....................................................................................................................  
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      هفتم روش 
          

  . انتگرال هايي كه جواب آنها بر حسب توابع معكوس مثلثاتي است 
  

2 2
2

tan tan tan

(1 tan ) ,
2 2

u u
u a t t t Arc

du a aI
a u

du a t dt t
 

    



    



  
2

2 2

(1 tan ) 1 1 1
tan

(1 tan )

a t u
I dt dt t c Arc c

a t a a a a


     

   

  
2 2

1
tan

du u
Arc c

a u a a
  

  
  

....................................................................................................................  

2 2

sin sin sin

cos ,
2 2

u u
u a t t t Arc

du a aI
a u du a t dt t

 

    


    
  

2 2 2

cos cos

cossin

a t a t
I dt dt

a ta a t
 


   

cos
cos 0 sin

2 2 cos

a t u
t t I dt dt t c Arc c

a t a

 
              
  

2 2
sin

du u
Arc c

aa u
  


  

  
....................................................................................................................  

24 25

dx
I dx

x


  

2 2 2 2

1 2 1 1 2 1 2
. tan tan

5 (2 ) 2 5 (2 ) 2 5 5 10 5

dx dx x x
I Arc c Arc c

x x
     

    
  

....................................................................................................................  
  

2 1

dx
I

x x


   

2

1 2 1 2 2 1
tan tan

1 3 3 3 3 3( )
2 4 2 2

dx x x
I Arc c Arc c

x
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2

3 1

5

x
I dx

x x




   

2
2 2

2 2

3 1
(2 1) 3 2 1 1 3 12 2 ln 5

1 19 1 195 2 5 2 2 2( ) ( )
2 4 2 4

x x dx dx
I dx dx x x

x x x x x x

  
      

       
   

  
  
  
  

....................................................................................................................  
  
  
  

 در جاهايي كه انتگرال ، يك تابع كسري بر حسب توان هاي زوج  سينوس و كسينوس است ، يك راه حل مناسب اين است كه
2cosج را برصورت و مخر x  تقسيم  كنيم ،:      

2 22

2 22 2 2

2 2

1
tan(1 tan ) (1 tan )cos

1 sin (1 tan )1 tan tan 2 tan 1
cos cos

u xx dx xxI dx dx
x du x dxx x x

x x

 
  

   
    

2 2 2

1 2 1 2
tan 2 tan ( 2 tan )

2 1 22 ( 2 ) 1 2

du du
I Arc u c Arc x c

u u
      

    

  
....................................................................................................................  

  

24 8 1

dx
I

x x


  
  

  :در اين گونه موارد تنها كاري كه مي كنيم اين است كه مخرج كسر را مرتب مي كنيم 

2

1 1 2( 1)
sin

2 25 5
( 1)

4

dx x
I Arc c

x


  

 
  

  
....................................................................................................................  

  
  

2 2

1
3 1 2 3 1 2 12ln 5 ( tan ) ln 5 tan
2 2 219 19 19 19

2

x x
x x Arc c x x Arc c

 
         

21 sin

dx
I

x
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2 1 1

dx
I

x x


     

2ورت و مخرج را در ص ( 1 1 )x x     ضرب مي كنيم:  

2 2 2

2 1 1 2 1 1 2 1 1

2 ( 1 1 ) 2 (1 1 2 1 ) 4 1

x x x x x x
I dx dx dx

x x x x x x

           
  

           
    

2 22 2

1 2 1 1 2 1 1

4 1 1 4 4 41 11 1

x x dx dx dx
dx

x x x xx x

   
                 

     
1 1

2 2

2

1 1
1 1

2 2

2 1 1
(1 ) (1 )

4 4 41
1 1

2 4 4sin (1 ) (1 )
1 14

1 ( 1) 1 (1)
2 2

dx
x dx x dx

x

Arc x x x c

 

   

     


      
          
   

  
  

2 1 1
sin 1 1

4 2 2
Arc x x x c        

       هشتم روش 
 

  :در اين روش بر روي انتگرال هاي زير كار مي كنيم 

 
2 2

du
I

u a


  

كسر 
2 2

1

u a
  :را  به حاصل جمع دو كسر تبديل مي كنيم   

2 2

1 1
( ) ( ) 1 ( ) 1

( )( )

A B
A u a B u a A B u B a A a

u a u a u a u a u a
            

    
  

1

0 2

1 1

2

A
A B a

A a B b
B

a

          


 

1 1 1 1 1
ln ln ln

2 2 2 2 2

du du u a
I u a u a c c

a u a a u a a a a u a


         

     

2 2

1
ln

2

du u a
c

u a a u a


  

   

....................................................................................................................  

( )( )

du
I

u a u b


   

1باز هم كسر 

( )( )u a u b 
  :را تجزيه مي كنيم   

1
( ) ( ) 1 ( ) 1

( )( )

A B
A u b B u a A B u B a A b

u a u b u a u b
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1
0

1 1

A
A B a b

b A a B
B

a b

         
 

  

1 1 1 1 1
ln ln ln

du du u b
I u b u a c c

a b u b a b u a a b a b a b u a


         

          
  

1
ln

( )( )

du u b
c

u a u b a b u a


  

     
  

....................................................................................................................  

2 4 5

dx
I

x x


   

2

1 ( 2) 3 1 5
ln ln

( 2) 9 2 3 ( 2) 3 6 1

dx x x
I c c

x x x

  
     

       

    
....................................................................................................................  

  

2

5 2

4 8 1

x
I dx

x x




   

2
2 2 2 2

5
(8 8) 7 5 8 8 5 7 28 7 ln 4 8 1

4 8 1 8 4 8 1 4 8 1 8 2 4( 1) 5

x x dx dx
I dx dx x x

x x x x x x x

  
       

          
  

25 7 2( 1) 5
ln 4 8 1 ln

8 2 2 5 2( 1) 5

x
x x c

x

 
    

   
  

  
....................................................................................................................  

  

2 6

dx
I

x x


   

1 2
ln

( 3)( 2) 5 3

dx x
I c

x x x


   

    
    

....................................................................................................................  
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        نهم روش 
  

عات قبل بررسي كنيم كه انتگرال در اين قسمت بنا نداريم روش خاص ديگري را بگوييم ، بلكه مي خواهيم با استفاده از اطلا

توابع از فرم 
2

1

a x b x c 
و نيز   

2

a x b

a x b x c

 
 

  . حل مي شونددر حالت كلي چگونه   

انتگرال ) الف 
2

dx

a x b x c   شه ، در صورتي كه دلتاي مخرج بزرگتر از صفر باشد ، يا به عبارتي مخرج داراي دو ري

  .متمايز باشد 
در اين حالت مخرج كسر را تجزيه مي كنيم و سپس كل كسر را به صورت حاصل جمع دو كسر مي نويسيم وسپس به محاسبه 

  .ادامه انتگرال مي پردازيم 

22 5 3

dx
I

x x


   

2

1 1
( 2 ) 3 1

2 5 3 (2 3)( 1) 2 3 1

A B
A B x A B

x x x x x x
       

     
2 0 2

3 1 1

A B A

A B B

   
       

  

2 2 3
ln 2 3 ln 1 ln

2 3 1 1

dx dx x
I x x c c

x x x


         

     
    

....................................................................................................................  
  

انتگرال ) ب
2

dx

a x b x c    در صورتي كه دلتاي مخرج كوچكتر از صفر باشد و يا به عبارتي مخرج ريشه نداشته باشد ،.  

2aوقتي  x b x c    2داراي ريشه نباشد ، آن را به صورت 2u a   نوشته و با استفاده از روش هاي قبل به محاسبه انتگرال
  . مي پردازيم 

  

2 3 5

dx
I

x x


   

2 23 11
3 5 ( )

2 4
x x x      

2

3
2 2tan

3 11 11 11( )
2 4 2

xdx
I Arc c

x
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انتگرال ) ج
2

dx

a x b x c   در صورتي كه دلتاي مخرج صفر باشد و يا به عبارتي مخرج فقط يك ريشه داشته باشد ،.  

2aدر اين صورت  x b x c    2را به صورت( )a x b   در مي آوريم و سپس داريم:  

2

1

( ) ( )

dx
c

a x b a x b
  

      
 
 

....................................................................................................................  
 

216 16 4

dx
I

x x


   
2 216 16 4 (4 2)x x x     

2
(4 2)

(4 2)

dx
I x c

x
     

  
   

....................................................................................................................  
 

در انتگرال هايي كه به شكل ) د
2

a x b
dx

a x b x c

 
    هستند ، انتگرال را به صورت زير مي نويسيم و سپس به محاسبه آن

  :مي پردازيم 

2 2 2

(2 )a x b m ax b n
dx dx

a x b x c a x b x c a x b x c

  
 

         

 .دو عدد هستند كه بايد تعيين شوند   nو   mكه در آن 

duتبديل مي كنيم ، كه اولي با استفاده از روش  در واقع ما اينگونه انتگرال ها را به دو انتگرال

u   حل مي شود و دومي هم
  .يكي از سه حالت قبل است 

  

2

5 2

6 11

x
I dx

x x




   

2 2 2 2 2

5
(2 6) 13 5 2 6 5 2 62 13 13

6 11 2 6 11 6 11 2 6 11 ( 3) 2

x x dx x dx
I dx dx dx

x x x x x x x x x

   
    

             
  

25 13 3
ln ( 6 11) tan

2 2 2

x
x x Arc c


      

  
....................................................................................................................  
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      دهم روش 
  

  .در اين روش به بررسي انتگرال هايي مي پردازيم كه به صورت يك تابع كسري بر حسب سينوس و كسينوس هستند 
  . ل امتحاني از اين قسمت مطرح مي شوند ئاين روش يك روش مهم است و بسياري از مسا  *
  

در  اين  روش  با  استفاده  از  فرمول هاي  
2

2 tan
2sin

1 tan
2

x

x
x




و    
2

2

1 tan
2cos

1 tan
2

x

x
x





  و نيز با استفاده از  تغيير متغير   

2

tan
2

1
(1 tan )

2 2

x
u

x
du dx



 
  .به حل انتگرال مي پردازيم 

  :به مثال هايي كه براي اين قسمت در نظر گرفته شده اند دقت كنيد 
 

  
sin cos 1

dx
I

x x


   

:داريم 
2

2

1 tan
2cos

1 tan
2

x

x
x





و    

2

2 tan
2sin

1 tan
2

x

x
x




  

2 2

2 2 2

2 2

1 tan 1 tan
2 2

2 tan 1 tan 2 tan 1 tan 1 tan 2(1 tan )
2 2 2 2 2 21

1 tan 1 tan
2 2

x x
dx

I dx dx
x x x x x x

x x

 
   

     
 

 

    

2

tan
2 ln 1 ln 1 tan

1 1 2
(1 tan )

2 2

x
u

du x
I u c c

x u
du dx


       


 

  

  
....................................................................................................................  

  

2دانشگاه تهران                                                                                               – 1رياضي عمومي  sin

2 cos

x
I dx

x




                      

1

2 sin
2 ln 2 cos

2 cos 2 cos 2 cos
I

x dx
I dx dx x c

x x x
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2

1
2 2 2

2

tan1 tan
22

12 cos 1 tan 3 tan (1 tan )
2 2 2 22

1 tan
2

xx u
dx dx

I dx
x x xx

du dx

x


  

    




  :1امابراي محاسبهIداريم  

    

1 2

tan2 2 22 tan tan
3 3 3 3 3

tan4 2tan ln 2 cos
3 3

x
du u

I Arc c Arc c
u

x

I Arc x c

     


    


  

    
....................................................................................................................  

  
secI x dx   

2

2 2 2

2

tan1 tan
22

1cos 1 tan 1 tan (1 tan )
2 2 2 2

1 tan
2

xx u
dx dx

I dx
x x xx

du dx

x


  

   



    

2

tan 11 22 ln ln ln tan ( )
1 1 2 4tan 1

2

x
du u x

I c c c
xu u


        

  
  

  
....................................................................................................................  

  
         يازدهم روش 

  
  .بعضي از توابع گويا بر حسب سينوس و كسينوس است اين روش يك روش مناسب و ابتكاري براي حل 

sin به فرمروش ، ما براي حل انتگرال هايي كه  در اين cos

sin cos

a x b x
dx

a x b x


    ، زير  شكل صورت انتگرال ده را به  هستند

N )مشتق مخرج كسر :                                                            (  مي نويسيم  M )مخرج كسر (     صورت كسر  
  .اعداد حقيقي اي هستند كه بايد پيدا شوند   Nو   Mكه 
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  :براي روشن شدن اين مطلب به مثال زير توجه كنيد 
  

3sin                               دانشگاه تهران                                                    – 1رياضي عمومي  2cos

2sin 3cos

x x
I dx

x x




  
3sin 2cos (2sin 3cos ) (2cos 3sin )x x M x x N x x        

  
  

12
2 3 3 13
3 2 2 5

13

M
M N

M N
N

         


  

12 5
(2sin 3cos ) (2cos 3sin ) 12 2sin 3cos 5 2cos 3sin13 13

2sin 3cos 13 2sin 3cos 13 2sin 3cos

x x x x x x x x
I dx dx dx

x x x x x x

    
   

    
  

12 5 2cos 3sin 12 5
ln 2sin 3cos

13 13 2sin 3cos 13 13

x x
dx dx x x x c

x x


     

   
    

....................................................................................................................  
  
          دوازدهم روش 

  
  .  روش جزء به جزءو اما يك روش بسيار مهم به نام 

  :اين روش به صورت زير است . ما با استفاده از اين روش مي توانيم بسياري از انتگرال هاي دشوار را حل كنيم 
u dv uv v du    

  :اثبات 

   ( ). ( ) ( ). ( ) ( ). ( ) ( ). ( ) ( ). ( ) ( ). ( )f x g x f x g x f x g x f x g x dx f x g x dx f x g x dx            
( ). ( ) ( ). ( ) ( ). ( ) ( ). ( ) ( ). ( ) ( ). ( )f x g x g x f x dx f x g x dx g x f x dx f x g x f x g x dx           

  
  u dv uv v du     

  :مثلا . اين روش را در خيلي جاها به كار مي بريم 
در هم ضرب شده ...) يك تابع جبري و يك تابع لگاريتمي ، يك تابع جبري و يك تابع مثلثاتي و (در جا هايي كه دو تابع 

  . باشند 
  :بخش در نظر گرفته شده است توجه نماييد  ي كه براي اينبراي آشنايي بيشتر با اين روش به مثال هاي

  

3sin 2cos (2 3 )sin (3 2 )cosx x M N x M N x     
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1 1

cos 2 sin 2 sin 2 sin 2 cos 2
2 2 2 4

x x
I x x dx x x dx x x c         

    
                      ....................................................................................................................  

  
lnI x x dx   

2

ln

1

2

dx
u x du

x

x dx dv v x

  

  
  

2 2 21
ln ln

2 2 2 4

x x x
I x x dx x c       

    
                      ....................................................................................................................  

  

 ( ) ( )xI e f x f x dx   
)انتگرال  )xe f x dx  با استفاده از روش جزء به جزء داريم . در نظر بگيريد  را:  

 ( ) ( ). ( ) ( )x x x x

dvu

e f x dx f x e dx f x e e f x dx      

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x xe f x dx e f x dx f x e e f x f x dx f x e c           
  

                      ....................................................................................................................  
 

sinI Arc x dx   

2

1
sin

1
u Arc x du dx

x
dv dx v x

  


  
  

2

2
sin sin ... sin 1

1

x
Arc x dx xArc x dx xArc x x c

x
      


   

  .حال شما سعي كنيد انتگرال توابع معكوس مثلثاتي ديگر را محاسبه كنيد 

1
cos 2 sin 2

2

x u du dx

x dx dv v x

  

  

cos 2I x x dx 
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                      1
ln

1

x
I dx

x




  

2

1 2

1 (1 )

x
u du dx

x x

dv dx v x


  

 
  

  

1

2

2

1 2
ln

1 1 (1 )
I

x x x x
dx dx

x x x

 
  

   


  

2
1 12 2

1 12 2(1 ) 2
2

(1 )

t x x tx t dt
I dx I dt t dt

dt dx dx dtx t t
      

     
         

2 1
1 1 1

2 2 2
2ln 2ln 2ln 1

2 1 1
t t c t c x c

t x
 

         
  

  
2 22 2 ( 2)( 1)

2 ln 1 2ln 1 2ln 1
1 1 1 1

x x x x x x
I x c x c x c

x x x x

    
             

   
  

  
1 2 2 ln 1x I x x c        

    
....................................................................................................................  

  
  :نمونه سؤال امتحاني 

sinaxAحاصل  e bx dx    وcosaxB e bx dx   را بيابيد. 

  

1
sin cos cos1

sin cos

ax ax

ax ax ax

B

u e du ae dx
a

A e bx dx A e bx e bx dx
b bdv bx dx v bx

b

  
    

      

1
cos cos (1ax axa

A e bx B bA aB e bx
b b

         
    

cos 1
cos sin

1
cos sin sin

ax ax

ax

ax ax ax

A

u e du a e dx
B e bx dx

dv bx dx v bx
b

a
B e bx dx e bx e bx dx

b b
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2
2 2

2

2 2

cos cos
( ) ( sin cos )

sin sin

( sin cos )

a x a x
a x

a x a x

a x

bA aB e bx b A ab B be bx
b a A e a bx b bx

aA bB e bx a A ab B a e bx

e
A a bx b bx c

b a

            
    

   


 

 :داريم  2يا  1حال با جايگذاري در يكي از رابطه هاي 

 
1

sin sin sin (2ax ax axa
B e bx A bB e bx aA aA bB e bx

b b
          

2 2
( cos sin )

axe
B a bx b bx c

a b
  


  

....................................................................................................................  
  

  sin , 2n
nI x dx n   

1 2sin ( 1)sin .cos

sin cos

n nu x du n x x

dv x dx v x

    
   

  
21 2sin cos sin ( 1) (sin ) cos

nn n
nI x dx x x n x x dx

        

2

2 21 2 1cos sin ( 1) (sin ) (1 sin ) cos sin ( 1) (sin ) ( 1) (sin )

n n

n n nn n
n

I I

I x x n x x dx x x n x dx n x dx



              

  
1 1

2 2cos (sin ) ( 1) cos (sin ) ( 1)n n
n n n n n nI x x n I nI I nI x x n I 

              
  

  
....................................................................................................................  

  
  حال شما سعي كنيد فرمول هاي 

1
2

1 1
cos sin (cos )n n

n n

n
I x dx x x I

n n





    

  

  .را اثبات كنيد 
  

....................................................................................................................  
           سيزدهم روش 
  

در اين قسمت استفاده از تغيير متغير هاي . ير متغير هاي مثلثاتي استفاده كنيم براي محاسبه برخي انتگرال ها مجبوريم از تغي
  :مثلثاتي را در حالات زير بررسي مي كنيم 

1
2

1
tan (tan )

1
n n

n nI x dx x I
n


  



1
2

1 1
cos (sin )n

n n

n
I I x x

n n
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2حالت اول مربوط به انتگرال هاي شامل  -1 2x a  است .  

در اين نوع انتگرال ها از تغيير متغير 
2

tan
2 2

(1 tan )

x a u u

dx a u du

 
   

 
2با اين كار. فاده مي كنيم است  2x a   بهseca u 

2                                        :تبديل مي شود  2 2 2 2 2 2tan (1 tan ) sec secx a a a u a u a u a u        
  

....................................................................................................................  
  

225

dx
I

x



  

 
2

5 tan
2 2

5(1 tan )

x u u

dx u du

 
   

 
  

2 2

2 2

5(1 tan ) 5sec
sec ln sec tan

5sec25 25(1 tan )

dx u u
I du du u du u u c

ux u


       

 
     

2

2

ln sec( tan ) tan( tan ) ln 1 tan ( tan ) tan( tan )
5 5 5 5

ln 1 ( )
5 5

x x x x
Arc Arc c Arc Arc c

x x

      

  

  

....................................................................................................................  
  

3

2 1

x dx
I

x



  

2

tan
2 2

(1 tan )

x u u

dx u du

 
   

 
  

3 3 2
3 2 3

2 2

tan .sec 1
tan sec (sec 1)sec . tan sec sec

31 1 tan

x u u
I dx du u u du u u u du u u c

x u
        

 
   

  
  

 3
2 21

1 1
3

x x c      
  

....................................................................................................................  

 3
3 2 21 1

sec ( tan ) sec( tan ) 1 tan ( tan ) 1 tan ( tan )
3 3

Arc x Arc x Arc x Arc x c      
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2حالت دوم مربوط به انتگرال هاي شامل  -2 2a x  است .  

sin   در اين نوع انتگرال ها از تغيير متغير 
2 2

cos

x a u u

dx a u du

 
   


cosيا     ( 

2 2
sin

x a u u

dx a u du

 
   

 
(  

2با اين كار . استفاده مي كنيم  2a x  بهcosa u ) ياsina u (    تبديل مي شود                             :
2 2 2 2 2 2 2sin (1 sin ) cos cosa x a a u a u a u a u        

  
....................................................................................................................  

3

21

x dx
I

x



  

cos
2 2

sin

x u u

dx u du

 
   

 
  

3
2 3

2

cos sin 1
(1 sin )cos sin sin

31 cos

u u
I du u u du u u c

u


        


   

 3
3 2 21 1

sin ( cos ) sin ( cos ) 1 cos ( cos ) 1 cos ( cos )
3 3

Arc x Arc x c Arc x Arc x c           

 3
2 21

1 1
3

x x c       
  

....................................................................................................................  
  

2 24

dx
I

x x



  

2sin
2 2

2cos

x u u

dx u du

 
   


  

2 22 2

2cos 2cos 1 1
cot

(4sin )2cos 4 sin 4(2sin ) 4 4sin

u du u du dt
I u c

u u uu u
     


    

2 2
21 sin ( sin ) 1 ( )cos( sin )1 cos 1 1 1 42 22

4 sin 4 4 4sin( sin ) sin( sin ) ( )
2 2 2

x xx ArcArcu x
c c c c c

x x xu xArc Arc

  
           

  
....................................................................................................................  
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2حالت سوم مربوط به محاسبه انتگرال هاي شامل -3 2x a   است.  

در اين نوع انتگرال ها از تغيير متغير 
3

sec 0
2 2

sec . tan

x a u u or u

dx a u u du

     


با اين كار . استفاده مي كنيم  

2 2x a   بهtana u  2                          :         تبديل مي شود 2 2 2(sec 1) tan tanx a a x a u a u      
  

                      ....................................................................................................................  
2 25x

I dx
x


   

3
5sec 0

2 2
5sec . tan

x u u or u

dx u u du

     


  

2
2

2 2 2

25sec 25 5 tan
(5sec tan ) (5sec tan ) 5 tan 5 tan 5

5sec 5sec

5 sec 1 5 5 sec ( sec ) 1 5( sec ) 5 ( ) 1 5( sec )
5 5 5 5

u u
I u u du u u du u du u u c

u u

x x x x
u u c Arc Arc c Arc c


      

           

  
  

 

                      ....................................................................................................................  
 

 

  چهاردهم روش 
  

از اين روش براي انتگرال گيري از توابع گويا به             . مؤثر در حل انتگرال ها ، روش تجزيه كسر است يكي از روش هاي 

)فرم  )

( )

f x

g x
  :استفاده مي شود  ، كه شامل حالات زير است   

  
  .د اگر درجه صورت بزرگتر يا مساوي درجه مخرج باش) الف 

:                      آوريم  كرده وانتگرال را به شكل زيردرمي دراينگونه موارد همان طوركه قبلا توضيح داده شده بود، صورت را برمخرج تقسيم

)()(

)(

xgxg

xf


  
 

ي ديگر مي رسيم كه درجه صورت از مخرج كمتر است ، بنابراين به در اين صورت به يك چند جمله اي و يك تابع گويا
 .راحتي اينگونه انتگرال ها را مي توان به يكي از حالات بعد تبديل كرد 
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)اگر مخرج كسر حاصل ضرب چندين عامل از نوع ) ب  )x a  باشد.  

xدر اين حالت ما به ازاي هر  a   يك عبارت به شكلA

x a
 . مي گذاريم   

  

( 1) ( 2) ( 3)

dx
I

x x x


    

1

( 1) ( 2) ( 3) 1 2 3

A B C

x x x x x x
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0
43224
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1
0
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 321)3()2()1(

1

x

C

x

B

x

A

xxx

  
1

1 12
1 1 12 21 ( )

1 2 3 2 1 2 2 3
1

2

A

dx dx dx
B I dx

x x x x x x
C

 


              
 


     

1 1
ln 1 ln 2 ln 3

2 2
I x x x c         

  
.................................................................................................................... 

  

2

dx
I

x x


  

( 1)

dx
I

x x
 

  
0 1

1 ( ) 1
1 1( 1) 1

A B Adx A B
A x A B x A B x A

A Bx x x x

    
                

  

ln 1 ln
1

dx dx
I x x c

x x
      

   
  

....................................................................................................................  
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)اگر مخرج كسر ما شامل عباراتي مانند ) ج  )kx a   باشد ، به ازاي هر( )kx a  مي گذاريم زيريك عبارت به شكل:  
1 2

2
...

( ) ( ) ( )
k

k

A A A

x a x a x a
  

  
  

   
  

2

3 2

3 8

4 4

x
I dx

x x x




   
2

2

3 8

( 2)

x
I dx

x x


 

  

2
2 2

2 2

2
3 8

3 8 ( 2) ( 2) ... 1
( 2) 2 ( 2)

10

A
x A B C

x A x B x C x B
x x x x x

C


                  

2 2

2 1 10 10
( ) 2 10 2ln ln 2

2 ( 2) 2 ( 2) 2

dx dx dx
I dx I x x c

x x x x x x x
            

       
  

.................................................................................................................... 

    

3 23

dx
I

x x


  

2 ( 3)

dx
I

x x


  

2
2 2

1

9
1 1

1 (3 ) ( 3) ...
( 3) 3 3

1

9

A

A B C
A x x B x c x B

x x x x x

C

  

             
 

  

2 2

1 1 1
1 1 1 1 1 19 3 9( ) ln ln 3

3 9 3 9 3 9 3 9

dx dx dx
I dx I x x c

x x x x x x x


              

    
  

  
....................................................................................................................  

    
2aاگر مخرج كسر شامل عبارت درجه دومي به صورت ) د  x b x c   باشد ، كه تجزيه نمي شود آنگاه به ازاي

2aهر x b x c    يك عبارت به شكل
2

A x B

a x b x c


 

 . قرار مي دهيم  
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3 1

dx
I

x


  

2( 1)( 1)

dx
I

x x x


    

2
2 2

1

3
1 1

1 ( 1) ( )( 1) ...
( 1)( 1) 1 1 3

2

3

A

A B x C
A x x B x C x B

x x x x x x

C

 


                   
  

  

2 2

1 1 2
1 1 23 3 3( )

1 1 3 1 3 1

x dx x
I dx I dx

x x x x x x

  
     

         
  

2 2

1 1 1 2 1 3

3 1 3 2 1 2 1

dx x dx
I dx

x x x x x

             

2
2 2

1 1 2 1 1

3 1 6 1 2 1 3
( ) ( )

2 2

dx x dx
I dx

x x x
x


   

  
 

   

21 1 3 2 1
ln 1 ln 1 tan

3 6 6 3

x
x x x Arc c


       

  
....................................................................................................................  

 

)2اگر مخرج كسر شامل عبارتي مانند ) ه  )ka x b x c   2باشد ، به طوري كهa x b x c   تجزيه نشود ، آنگاه به ازاي
)2هر  )ka x b x c   يك عبارت به صورت زير در نظر مي گيريم ،. 

  
1 1 2 2

2 2 2 2
...

( ) ( )
k k

k

A x B A x B A x B

a x b x c a x b x c a x b x c

  
  

     
  

   

5 32

dx
I

x x x


   

2 2( 1)

dx
I

x x


  

2 2 2 2

1

1
1

... 0
( 1) 1 ( 1)

1

0

A

B
A B x C D x E

C
x x x x x

D

E
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2 2 2 2 2 2

1 1 2
( )

1 ( 1) 2 1 ( 1)

x x dx x x
I dx dx dx

x x x x x x

 
      

       

 

2
2 2

1
ln ln 1

2 ( 1)

x
x x dx c

x
    

 

واما براي حل انتگرال 
2 2( 1)

x
dx

x   به روش زير عمل مي كنيم:        

  
2

2 2 2 2

tan tan . sec tan

(1 tan ) (1 tan ) sec

x u x x dx x
I dx

dx u du x x


  

   
1 1 1

sin .cos sin 2 cos 2 cos (2 tan )
2 4 4

u u du u du u c Arc x        

2 21
(cos ( tan ) sin ( tan ))

4
Arc x Arc x    

2
2

1 1 1 1
cos (2 tan ) (2cos ( tan ) 1) (2( ) 1)

4 4 4 1 tan ( tan )
Arc x c Arc x c c

Arc x
          


  

2

1 1
(2( ) 1)

4 1
c

x
   


 

2
2

1 1 1
ln ln 1 (2( ) 1)

2 4 1
I x x c

x
      


 

 

.................................................................................................................... 

 

  : عبارت هاي گويا آشنا شده ايد به مثال هاي زير توجه كنيد حال كه با روش تجزيه 
  

tanI x dx   
2

2
4

tan tan

2
2 (1 tan )

1

u x u x

u du
u du x dx dx

u

  

    


  

  
2

4 4

2
. 2
1 1

u du u
I u du

u u
  

    
2 2 2

4 2 2 2 2 2 2 21 ( 1) 2 ( 2 1) ( 2 1) 2 1 2 1

u u u A u B C u B

u u u u u u u u u u u
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Bداريم كه   4و  1از  D    وC A    . با جايگذاريB   وC   داريم   3و   2در معادلات: 

  

 

2
1 4

4 2 2 1 022 2 2 2
1 2 2 2 2 1 2
22 2 2 2 4

0

A
D A D A
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2 2 2 24 42 ( )
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u u u u u u u u
    

         

2 2 2 2
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4 2 4 22 1 2 1 2 1 2 1
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I du du

u u u u u u u u

 
    

            

2 2

2 2 2 2

2 1 2 1
ln 2 1 ln 2 1

4 2 4 22 1 2 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 22 2
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2 2

2 2
2 2 2 22 2ln 2 1 tan ( ) ln 2 1 tan ( )

1 14 2 4 2
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u u
u u Arc u u Arc c

 
          

2 22 2 2 2
ln 2 1 tan ( 2 1) ln 2 1 tan ( 2 1)
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1

1
I dx
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6 2 4 2

1 1
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2xحال فرض كنيد   u باشد  
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  :نيز داريم و  
2 2 2
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    پانزدهم روش
  

  : در اين قسمت به بررسي انتگرال توابع اصم مي پردازيم 
  . باشد   xو توان هاي كسري  xدر قسمت اول به بررسي انتگرال هايي مي پردازيم كه انتگرال ده تابعي گويا از ) الف 

و سپس با تغيير متغير ) شده  r مثلا اين مقدار( را به دست آورده  xدر اين حالت مضرب مشترك مخرج هاي توان هاي 
rx t  به حل انتگرال مي پردازيم .  
  

1

1

x
I dx

x




  
2

2

x t

dx t dt


 

  
2

21 2
. 2 2 ( 2 ) 4 4ln 1

1 1 1

t t t
I t dt dt t dt t t t c

t t t

 
          

      
4 4ln 1x x x c      

  
....................................................................................................................  

  

34

dx
I

x x


  

x   ،1توان هاي 

2
1 و  

3
6xاز تغيير متغير  هستند    t استفاده مي كنيم .  

6 5 3
2

3 25

6 1 1 1 6 4
6 6 ( )

4 4 1 4 16 64 256 4 16

x t t t dt
I dt dt t t dt

t t t tdx t dt
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....................................................................................................................  
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1 14
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  .روشي كه در اين مرحله گفته خواهد شد ، انتگرال ديفرانسيل دو جمله اي ناميده مي شود ) ب 
)در اين روش به بررسي انتگرال هايي از فرم  )c d ex a b x dx   مي پردازيم.  

rxز تغيير متغير  در اين حالت ا. له به همان حالت الف تبديل مي شود ئعددي صحيح باشد ، كه مس   eاگر - t   استفاده مي
  . است  dو  cم مخرج كسر هاي .م.ك rكنيم ، كه 

mعدد صحيحي نباشد ، پس كسري مانند   eو اگر   -
e

n
  كه در اين حالت:  

1cاگر -1

d

   متغير عدد صحيحي بود ، مي توان از تغييرd na b x z   كه . ( استفاده كردn  مخرج كسرe  است( .  

1cو اگر  -2
e

d


  عددي صحيح بود ، مي توان از تغيير متغيرd na x b z    كه . ( استفاده مي كنيمn  مخرج كسرe 

  . ) است 

1

dx
I

x



  

1 1
0 2 2(1 )I x x dx
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2 3(2 )
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I dx

x



  

3
3 2 2(2 )I x x dx


   

1: بررسي مي كنيم  3 1
2

2
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z
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2 2 2 2

3 2 2

2 ( 2). ( 2) 2x z z z dz z dz dz
I dt dz

z z zx dx z dz

   
    

       

2

2

2 2
2

2
z c x c

z x
      


  

  
....................................................................................................................  

  
  شانزدهم روش

 

ي تعداد ديگري بعضي از اين نوع انتگرال ها حل نشدني هستند ، ولي برا. انتگرال هاي راديكالي داراي اهميت خاصي مي باشند 
  .ازاين انتگرال ها راه حل هايي داده شده است ، كه استفاده ازاين راه حل ها ، به عبارت زيرانتگرال وابسته مي شود 

 :اين تغيير متغير به فرم هاي زير مي باشد . است  تغيير متغير اويلريكي از مهمترين اين روش ها 

  
1a                                                                                   2aاگر )  1 x b x c ax t     

1
3 1 5(1 )I x x dx
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0اگر )  2 , 0a c                                                                          2a x b x c tx c    

)     : راديكال تجزيه پذير باشد چنانچه زير )  3 )x z   يا( )( ) ( )a x x x z       

  
....................................................................................................................  

2 2( 4 5) 5 4

dx
I

x x x x


    
  

)2:                 زيه پذير است عبارت زير راديكال تج 4 5) ( 5) ( 1)x x x x        
2

2 2 2
2

1 5 1
(5 4 ) ( 5) ( 5) ( 1) ( 5) ,

5 1

x z
x x x z x x x z z x

x z
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2 2
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12
1 1 1(1 )

( )
36 6 18 18 18

(1 ) 1

z
zz

I dz dz z z c
z z z
z z

      


 

   

1عبارت  zحال به جاي 

5

x
z

x





  . را قرار دهيد  

....................................................................................................................  
  

  :گاهي مجبوريم همراه با تغيير متغير اويلر از روش هاي ديگر نيز بهره ببريم 

 2 22 3 4 3 4

dx
I

x x x x x


    
  

2               )1(:                       با استفاده از تغيير متغير اول اويلر داريم  3 4 (1)x x x t     
2
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2 2

2 3 4 2 3 2( ) 2 3
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2 3 4 2 3 4

x x x x t x
x x x t dx dt dx dt

x x x x

      
        

   
 

 
2 2 32 3 4

dx dt
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    : حال با جايگذاري در انتگرال داريم 

(2 3)

dt
I

t t


                   

 : در اين قسمت با استفاده از روش تجزيه كسر به ادامه حل مي پردازيم 

  
2 21 1 2 1 1
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I dt Ln t Ln t c Ln x x x Ln x x x c
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2 2 4x xI e e dx    

:                                                                                                              مي گيريم  mرا برابر  xeابتدا 
xm e

dm
dx

m



 
  

2( 2 4)
dm

I m m
m

     

2                  :                                       فاده از تغيير متغير دوم اويلر داريم حال با است 2 4 4m m t m      

2 2 2 2 2

2 2

0

2 4 4 2 (1 ) (2 2 ) 0 2 2 2 2

1 1 (1 )

m

m m t m t m m t m t t
or m dm dt

t t t


                    

  

  2

2 2 2 1
( ) (1 ) 2( )

(1 ) 1

t m
I dm t dm t t dt c

m m t t


        

     

2 2

2 2

2 4 2 2 4 2

x

x x x

m e
c c

m m m e e e
   

       
  

  
....................................................................................................................  

  
 انتگرال معين * 

نيست ، بلكه تنها ... هدف ما در اين قسمت آشنايي با چگونگي توجيه انتگرال معين و اثبات قضاياي مقدار ميانگين ، بولتسانو و 
. مي خواهيم به محاسبه انتگرال معين بپردازيم   

  . محاسبه انتگرال معين به قضاياي اساسي حساب ديفرانسيل و انتگرال نيازمنديم ما براي 
  
  :قضيه اساسي اول حساب ديفرانسيل و انتگرال * 

)به  اين  بازه  تعلق  داشته  باشد و    xپيوسته  و  ]   a , b[ روي  فاصله  بسته     fاگر  تابع    ) ( )
x

a
x f t dt    آنگاه       :               

( ) ( )x f x   . 
  

  :بالا با همان مفروضات  تعميم قضيه   
)اگر     )

( )
( ) ( )

u x

v x
F x f t dt                     آنگاه                                     ( ) ( ). ( ) ( ). ( )F x u x f u v x f v     

  
  :قضيه اساسي دوم حساب ديفرانسيل و انتگرال * 

  :  باشد ، در اينصورت داريم ]   a , b[ روي فاصله بسته   f، تابع اوليه تابع پيوسته   Fتابع  اگر 
                                                                                                           ( ) ( ) ( )

a

b
f x dx F b F a   
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تا از همه روشهايي كه براي حل انتگرال نامعين ياد گرفته ايم ، كمك گرفته و انتگرال  قضيه اساسي دوم به ما كمك مي كند
  .هاي معين را هم حل كنيم 

  
  تغيير متغير در انتگرال معين * 

) تابع   مي كنيم  فرض )y f x    روي ]a , b    [مچنين فرض        پيوسته  ،  يك به يك  و  داراي  مشتق  پيوسته باشد و ه
)مي كنيم   )x g t  روي ,   پيوسته ، يك به يك و داراي مشتق پيوسته باشد و( )g a   و( )g b    .  
در بازه   tحال اگر  ,  ه طوري تغيير كند ك( )x g t  از فاصله ]a , b   [ خارج نشود ، در اينصورت:  

   ( ) ( ( )) ( )
b

a
f x dx f g t g t dt




   

 
.................................................................................................................... 

 
3 2

3
4I x dx


   

23 3

3 3

3
2sin 3 4 4sin (2cos ) 4 (cos ) (cos )
2cos

3
3

x t
x t

I t t dt t t dt
dx t dt

x t

 

 



  

  
    


    

   

 

 
.................................................................................................................... 

 
 

1
21 1

2 20 0
0

2

2
1 2 3 21 2 2 tan ( tan tan 0) ( )

1 3 3 63 3 3 3 3 32
1

dt
dt ttI Arc Arc Arc

t t
t

              


 

 
 

 

2

2

2

tan1 tan ( ) 122cos , 2
21 tan ( ) 0 0

2 1

xx t
x t

x
x dt

x tdx
t

   
 

   


2

0 2 cos

dx
I

x






3
23 3

3 3
3

1 cos 2 1 3 3 4
4 cos 4 sin 2 2 ( ) ( ) 3

2 2 3 4 3 4 3

t
t dt dt t t
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)     با تغيير ( دانشگاه تهران  – 1رياضي عمومي   
 

 
2

20

cos

cos (cos sin )

x x x
I dx

x x x x


 

  
:حال براي حل اين انتگرال از روش جزء به جزء استفاده مي كنيم    

2

2

cos sin

cos cos
cos 1

(cos sin ) cos sin

x x x x
u du

x x
x x

dv v
x x x x x x


  


  

 

 

2
20

2

0

1 cos sin 1

cos cos sin cos cos sin

2
tan

cos (cos sin )

x x x x
I dx

x x x x x x x x

x
x

x x x x







  
    

 

 
    


 

همانطور كه مي بينيد در اين گونه انتگرال ها ما تابع اوليه را با استفاده از روش هايي كه ياد گرفته ايم محاسبه مي كنيم و سپس 
.ضيه اساسي دوم مقدار اين انتگرال را محاسبه مي كنيم با استفاده از ق  

 
.................................................................................................................... 

 

  عدد دلخواهي باشد ، آنگاه  aتابعي انتگرال پذير و  fاگر )  1خاصيت 

0 0
( ) ( )

a a
f x dx f a x dx    

  :                    اثبات 
 

  
.................................................................................................................... 

 
3

2
3 30

sin

sin cos

x
I dx

x x




  

:با اعمال تغيير متغير گفته شده داريم   
3

23
3 3 30 0

2
3 3 303 32 2

3 30

sin
sin ( ) cos sin cos2 ( )

cos sin cossin ( ) cos ( )
2 2 cos sin

x
I dxt t x xI dt dt

t t xt t I dx
x x





 



 


           


 


 

2 2
00

2 2
2 4

I dx I x I
             

22

20 (cos sin )

x
I dx

x x x






0

0 0

0
, ( ) ( ) ( 1) ( )

0

a a

a

u a x x a u
f x dx f a x dx f a x dx

du dx x u a
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2

0
(sin )I Ln x dx



   

 
2

0 0
2 2

0 0
2 2

0

(sin )
(cos ) ( ) (cos ) 2 (sin ) (cos )

(cos )

I Ln x dx
I Ln x dx Ln x dx I Ln x Ln x dx

I Ln x dx



 

 


      

 


  


 

2 2 2 2 2

0 0 0 0 0

1 1 1
(sin .cos ) ( sin 2 ) (sin 2 ) (sin 2 )

2 2 2
Ln x x dx Ln x dx Ln Ln x dx Ln dx Ln x dx

                
 

2
1 0

(sin 2 )I Ln x dx


   
1

0 02
2

1
2

2

x tx t x t

x t
dx dt

 

    


  
 

2
1 0 0 0

2

1 1 1
(sin ) ( ) (sin ) (sin ) (sin )

2 2 2
I Ln t dt Ln t dt Ln t dt Ln t dt

  


 

     
 

     

0
2

2

2

t u
t u

dt du t u





   


   
 

 2 2
1 0 0

1 1
(sin ) (cos )

2 2
I Ln t dt Ln t dt I I I

  
      

 
   

2 2 2
00 0

1 1 1 1
2 2

2 2 2 2 2 2
I Ln dx I I Ln dx Ln x Ln Ln

                 
   

.................................................................................................................... 
:                                                                                       داريم )   2خاصيت  

0
( ) ( ) ( )

a a

a
f x dx f x f x dx


     

  : اثبات 
0

0
( ) ( ) ( )

a a

a a
f x dx f x dx f x dx

 
     

اما با اعمال تغييير متغير 
0 0

x t x a t a

dx dt x t

     


    
  :   داريم   

0 0 0

0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a a

a a a
f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx


               

 
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a a a a

a
f x dx f x dx f x dx f x f x dx
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  :حال از اين خاصيت مي توان دو نتيجه مهم گرفت   -
  : آنگاه تابعي فرد باشد  fاگر :  1نتيجه 

   
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
a a a

a
f x dx f x f x dx f x f x dx


          

  :تابعي زوج باشد آنگاه  fاگر :    2نتيجه 
   

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )

a a a a

a
f x dx f x f x dx f x f x dx f x dx


          

  
....................................................................................................................  

    

2
2

2

cos tan

1 sin

x Arc x
I dx

x







  

2 2
2 2

2 2

cos tan

1 sin 1 sin

x Arc x
I dx dx

x x

 

   
    

  :بنابراين داريم  . تابع اول زوج و دومي فرد است 

2
20

cos
2 0

1 sin

x
I dx

x



 
   

sinحال با تغيير متغير  1
2

cos
0 0

t x x t

dt x dx
x t

   


   
  :داريم  

   
1 1

2 00
tan tan1 tan 0

1 4

dt
I Arc t Arc Arc

t


     

  
....................................................................................................................  

  :داريم )  3خاصيت 
1 1

2 2

0 0 0
( ) ( ) ( )

a a a
f x dx f x dx f a x dx      

  :اثبات 
  

1حال براي حل 

2

( )
a

a
f x dx  در نظر مي گيريم:  

1 1

2 2
0

x a t x a t a

dx dt
x a t

    


    
  

1 1
0 0

2 2
1 1 1

0 0
2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a a a

a a a
f x dx f a t dt f a t dt f a t dt f a x dx                

  
1 1

2 2

0 0
( ) ( )

a a
I f x dx f a x dx      

1

2
1

0 0
2

( ) ( ) ( )
a a a

a
f x dx f x dx f x dx   
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  :يت هم ميتوان به يك نتيجه جالب دست يافت از اين خاص
)اگر : نتيجه  ) ( )f a x f x   آنگاه ،:  

1 1 1 1

2 2 2 2

0 0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

a a a a a
f x dx f x dx f a x dx f x dx f x dx           

  
....................................................................................................................  

  
7 5

0
sin .cosI x x dx


   
7 5 7 5sin ( ).cos ( ) sin .cosx x x x      

  7 5

0
sin .cos 0

a
x x dx   

  :اعدادي فرد  باشند ، داريم  nو   mبه طور كلي اگر 

0
sin .cos 0m nx x dx


  

....................................................................................................................  
)اگر )  4خاصيت  ) ( )f x f a x    آنگاه:  

0 0
( ) ( )

na a
f x dx n f x dx   

  .براي اثبات اين قضيه مي توانيد از استقراء استفاده كنيد 
  

20

0
sinI x dx


   

 
10 2 2 2

00 0
sin 10 sin 10 cos 10 0 0I x dx x dx x

  
         

  
....................................................................................................................  

  :داريم )  5خاصيت 
( ) ( )

b b

a a
f x dx f a b x dx     

  :اثبات 
x a b t x b t a

dx dt x a t b

     


    
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b a a b b

a b b a a
f x dx f a b t dt f a b t dt f a b t dt f a b x dx                    

  
....................................................................................................................  
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  :باشد آنگاه  Tتابعي متناوب با دوره تناوب  fحال شما سعي كنيد ثابت كنيد كه اگر 
( ) ( )

b b nT

a a nT
f x dx f x dx




   

    
 

  :انتگرال معين توابع جزء صيح * 
لت ناپيوستگي هايي كه تابع احتمالا مي باشند ، بايد حدود انتگرال را به ع]   f (x)[براي حل انتگرال توابعي كه شامل عبارت 

  .در نقاطي كه درون براكت را يك عدد صحيح مي كنند دارد ، به چند بخش تقسيم كنيم 
  

4

0
( 1)

2

x
I x dx

       

0 1 0 , 0 2
2 2

0 4 0 2
2

1 2 1 , 2 4
2 2

x x
if x

x
x

x x
if x

                 
          

 

42
2 4

0 2
2

( 1) (0) ( 1) (1) 0 4
2

x
I x dx x dx x

 
         

 
  

 
....................................................................................................................  

 
 

 
2 2

0 0

sin 2
sin cos

2

x
I x x dx dx

          

sinدوره تناوب تابع   2
( )

2

x
f x    برابرT  مي باشد  ،   لذا انتگرال را در بازه    0 ,    حساب كرده و دو برابر     

  :مي كنيم 
  

  
  

  
پس انتگرال اين تابع در بازه  0 , 2  دو برابر انتگرال در بازه ، 0 ,    لذا داريم . مي باشد:  

 

 
2

0
sin cosI x x dx


 

2

0

sin 2
2( )

2 2

x
I dx

         

2 1
2

0 0
22

sin 2
(0) ( 1)

2 2

x
I dx dx dx x

 


             

sin 2 1 sin 2
0 0 2 0 sin 2 1 0 0

2 2 2 2

1 sin 2 sin 2
2 2 1 sin 2 0 0 1

2 2 2 2

x x
if x x x

x x
if x x x
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:براي محاسبه بعضي توابع جزء صحيح چاره اي جز رسم شكل نداريم : نكته   
  

   
5

1
( )I x x dx   

  :دانيم  مي

    0

1

x z
x x

x z


    

 

  . پس نمودار اين تابع به صورت مقابل است 
  :كه انتگرال و يا مساحت قسمت هاشور خورده عبارتست از 

   
5

1
( ) (5 1) 1 4I x x dx             

 
 
 

.................................................................................................................... 

 
  :انتگرال معين توابع قدر مطلقي  * 

)اگر درون يك انتگرال ، عبارتي به صورت  )f x  باشد ، بايد( )f x  را تعيين علامت كرده و با توجه به حدود انتگرال آن
  .را به چند بخش تقسيم كنيم 

  
2

1

2

3x x
I dx

x


   

 :درون قدر مطلق را تعيين علامت مي كنيم 

  

  2 0
3 0

3

x
p x x

x


     

 

 
 

)با توجه به جدول فوق عبارت درون قدر مطلق در بازه  2 , 0)  0)مثبت و در بازه ,   :منفي است  (1
0 12 2

0 1

2 0
2 0

( 3) ( 3) 5 11
3 3 8

2 2 2 2

x x x x x x
I dx dx x x

x x


     
              

   
   

  
....................................................................................................................  

 

 

 

x

p

 0 3
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  :محاسبه انتگرال معين توابع راديكالي با استفاده از مساحت دايره  * 
2انتگرال بعضي از توابع راديكالي كه به فرم  2d

c
a u du  دقت . تفاده از مساحت دايره مي توان حساب كرد با اسهستند را

  :كنيد 
  

3 2

0
9I x dx   

  :بگيريم ، داريم  yاگر عبارت درون انتگرال را برابر با 
2 2 2 29 9y x x y      

29yولي .    3واين معادله دايره اي است  به  مركز مبدا مختصات و شعاع  x   عادله  نيم دايره  بالاي  محور مx       ها
0ولي با توجه به حدود انتگرال يعني  ،مي باشد  3x    ربع مساحت دايره مد نظر است . 

  
32 2

0

1 9 9
(3) 9

4 4 4
I x dx

         ) 1)مساحت دايره

4
S   

  
....................................................................................................................  

  
3 2

1
3 2I x x dx


    

 :مي گيريم ، لذا داريم   yعبارت درون ناتگرال را برابر 

 2 2 2 2 2 2 2 23 2 4 ( 2 1) 4 ( 1) ( 1) 4y x x y x x y x x y                 
 

1)و اين معادله معادله دايره اي است ، به مركز  , 0)A   2و شعاع .  
چون انتگرال در بازه  1 ,   .است   xمي باشد ، پس حاصل انتگرال مورد نظر نيم دايره بالاي محور  3

  21
(2) 2

2
    ) 1)مساحت دايره

2
I   
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  1ضميمه 
  

  و تابع  كاربرد تبديل لاپلاس ، تابع

  در محاسبه انتگرال
  

  
  :تبديل لاپلاس 

تبديل لاپلاس مي باشد ، كه مي توان از آن براي حل بعضي از ، يكي از ابزارهاي بسيار قدرتمند در حل معادلات ديفرانسيل 
  .ديل لاپلاس ،  به خود تبديل لاپلاس و خواص آن مي پردازيم قبل از بررسي اين توانايي تب. انتگرال ها نيز استفاده كرد 

  :تعريف تبديل لاپلاس * 
)فرض كنيد تابع  )f t  0)در بازه , )  تعريف شده باشد ، تبديل لاپلاس اين تابع را به صورت زير تعريف مي كنيم:  

 
0

( ) ( ) ( ). s tF s L f t f t e dt
     

  .يك متغير حقيقي است  sكه در اينجا 
)در واقع تبديل لاپلاس تابع )f t  وقتي موجود است كه انتگرال فوق همگرا گردد .  

)معكوس تبديل لاپلاس *  )F s   را( )f t  ناميده و به صورت زير نمايش مي دهند:  
 1( ) ( )f t L F s  

  :تبديل لاپلاس و نيز معكوس تبديل لاپلاس ، هر دو به صورت خطي عمل مي كنند يعني داريم : نكته 
     1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )L k f t k f t k L f t k L f t    

     1 1 1
1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )L k F s k F s k L F s k L F s      

  
  : حال به چگونگي به دست آوردن تبديل لاپلاس چند تابع دقت كنيد 

  
)اگر  -1 ) 1f t   0و نيزs  :  

 
0 0

0

1 1
( ) ( ). 1

s t
s t s t e

F s f t e dt e dt L
s s s

       
   

)اگر -2 ) atf t e  و نيزs a :  
( )

( ) ( )

0 0 0 0
0

1 1
( ) ( ). .

( )

s a t
s t at s t a s t s a t ate

F s f t e dt e e dt e dt e dt L e
s a s a s a
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)حال تبديل لاپلاس تابع  -3 ) sinf t t  را به دو روش محاسبه مي كنيم:  
  :روش اول با استفاده از قاعده جزء به جزء  -

sin cos cos cos sin sins t s t s t s t s t s tI e t dt e t s e t dt e t s e t s e t dt                 

2 2
2

1
cos sin ( 1) cos sin ( cos sin )

1
s t s t s t s t s t s tI e t s e t s I s I e t s e t I e t s e t

s
                 


  

  2 20
0

1 1
sin sin ( cos sin )

1 1
s t s t s tL t e t dt e t s e t

s s


      

   

  روش دوم با استفاده از فرمول اويلر  -
1

sin ( )
cos sin 2

1cos sin
cos ( )

2

i i
i

i
i i

e e
e i i
e i

e e

 



 

 
  






       
    

 

  

   1 1
sin ( )

2 2
i i i iL t L e e L e L e

i i
                 

  

1atLاما در قسمت قبل به دست آورديم كه ،  e
s a

    
  :در نتيجه داريم  

  2 2 2

1 1 1 1 ( ) ( ) 1 2 1
sin

2 2 1 2 1 1

s i s i i
L t

i s i s i i s i s s

                         
  

  :در جدول زير تبديل لاپلاس و معكوس تبديل لاپلاس توابع مهم نوشته شده است * 
  

 1 ( )L F s ( )F s  ( )L f t ( )f t  

( 1)

t 

 
  1

1

s   1
1

( 1)

s 




  , ( 1)t     

nt  
1

!
n

n

s   
1

!
n

n

s   nt  
ate  1

s a
  1

s a
  ate  

cosat  
2 2

s

s a
 

2 2

s

s a
  cosat  

sinat  
2 2

a

s a
  

2 2

a

s a
  sinat  

coshat  
2 2

s

s a
  

2 2

s

s a
  coshat  

sinhat  
2 2

a

s a
  

2 2

a

s a
  sinhat  
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  . تبديل لاپلاس توابع زير را محاسبه كنيد : مثال 
3 3

4 4

3! 6
t L t

s s
     )الف  

  2

2
sinh 2 sinh 2

4
t L t

s
 


  ب( 

      2

6
2sinh 3 4 2sinh 3 4 2 sinh 3 4 1 4

9
t L t L t L t

s
      


  ج( 

 
3 3

3 2 2
52
2

5
4 ( )

2cosh 4 cosh 4 cosh 4
1

s
t t L t t L t L t

s
s

   
             

  د( 

  . معكوس تبديل لاپلاس توابع زير را به دست آوريد : مثال 
1 1

2 2 2 2

1 1 1 2 1
sin 2

4 4 2 2 2
L L t

s s s
              

  الف( 

1 1 1
2 2 2 2

5 5 1 5
5 cos 2 sin 2

4 4 4 4 2

s s s
L L L t t

s s s s
                         

  ب( 

1 1 1 1
2 2

4 4 4 4 3

( 1) 1 1

s s s A B
L L L L

s s s s s s s s s s
                                  

  ج( 

1 11 1
4 3 4 3

1
tL L e

s s
              

  
  

....................................................................................................................  
  :نكته توجه كنيد  حال به چند* 

 1) ( ) ( ) ( ) ( )atif L f t F s L e f t F s a       

  2
2 2

1 1 1
2 2 2

3 3
sin 3 sin 3

9 ( 2) 9

1 1
cos

2 2 ( 1) 1 1

t

t t

L t L e t
s s

s s s
L L e L e t

s s s s
    

        


                     

  مثال:   

  
....................................................................................................................  

  
  ( )2) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )n n nif L f t F s L t f t F s       

   

   

1 1

1 1

( ) ( ) ( )

1
( ) ( )

L F s t f t t L F s

L F s L F s
t

 

 

   

  

  مي توان گفت :   

مثل توابع لگاريتمي ، . تبديل معكوس مشتقات آنها ساده ترمحاسبه گردد  اين نكته بيشتر در جايي به كارمي رودكه احتمالاً
  ... .معكوس مثلثاتي و 
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  :مثال    
2 sin ?tL t e t     *  

  2
2 2 2 2 2 2 2

1 ( 2 ) 2 2( 2)
sin ( ) sin

1 ( 1) ( 1) (( 2) 1)
ts s s

L t t L e t t
s s s s

              
  

1 1
?

1

s
L Ln

s
     

  *  

 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1
( ) ( 1) ( 1) ( )

1 1 1 1
t ts s

L Ln L Ln L Ln s Ln s L e e
s t s t t s s t

                                     
  

....................................................................................................................  

 

  

   

0

2 0 0

0 0

( )
3) ( )

( )
( )

.... ....

( )
... ( )

n

n

f t
L L f t ds

t

f t
L L f t ds ds

t

f t
L L f t ds

t



 

 

    
    

    



 

 

  

        :  مثال

   2
2 2 0

1 cos 1 1
1 cos ( ) ( 1)

1 2s s s s
s

t s
L L t ds ds ds ds Ln s Ln s ds

t s s


                                

2 2
1

2 2

1 1
0 tan

1 1s s s
s s

s s s s
Ln ds Ln ds Ln ds s Ln s

s ss s


   

      
                 
    

2
11

tan
2

s
s Ln s

s

 
    

  .توجه كنيد كه براي حل انتگرال از قاعده جزء به جزء استفاده كرديم 
  

....................................................................................................................  
  

   
   

 

2

( ) 1 ( 2) ( 1)

4) ( ) ( ) (0)

( ) ( ) (0) (0)

... ...

( ) ( ) (0) ... (0) (0)n n n n n

L f t s L f t f

L f t s L f t s f f

L f t s L f t s f s f f  

  

   

       

  

  
....................................................................................................................  
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حال مي خواهيم در اين قسمت به . پلاس و بعضي خواص آن به دست آورده ايم تا اينجا اطلاعات خوبي راجع به تبديل لا
  .برخي انتگرال هاي غير عادي بپردازيم تبديل لاپلاس در محاسبه بررسي كاربرد 

  :براي آشنايي با توانايي تبديل لاپلاس در حل انتگرال ها ، به مثال هاي زير توجه كنيد * 
   

0

tI t e dt
    

: ما مي دانيم كه   20

1s tL t t e dt
s

    
1sحال با قرار دادن    تعريف لاپلاس فوق به همان انتگرال مورد نظر ما تبديل مي گردد در رابطه بالا ،:  

20

1
1

1
tI t e dt

     
1sبود ولي به ازاي  t، انتگرالي را كه به ما داده بودند همان لاپلاس به عبارت ديگر   .  

  
....................................................................................................................  

  

0

2

0

sin 2

sin

t

t Ln

I t dt

I t e dt

 

 








   

:        مي دانيم كه   20

1
sin sin

1
s tL t t e dt

s

  
  

2sحال با قرار دادن  Ln  داريم :  

20

1
sin .2

( 2) 1
tI t dt

Ln

  
  

  
....................................................................................................................  

  

0

sin t
I dt

t


   

   1 1 1
20

sin 1 1
sin tan tan tan

1 2ss

t
L L t ds ds s s

t s s

                  

1

0

sin sin 1
. tans tt t

L e dt
t t s

          
0sحال با گذاشتن    داريم:  

1

0

sin
tan

2

t
I dt

t
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0

1 1
( ) ( ) 0

at b t at b te e e e s a a b
L L ds Ln Ln Ln

t t t s a s b s b b a

                           
  

  
  

0sبا قرار دادن    داريم:  

0

at b te e b
I dt Ln

t a

  
   

                           
....................................................................................................................  

  
دار مق: تست 

0
sin 2tt e t dt

   77رياضي  –كدامست ؟                                                   كارشناسي ارشد  
25 25 4 2

(4 (3 (2 (1
2 4 25 25

  
  

   

   

2

2 2 2

2
( ) ( ) , sin 2

4
2 4

sin 2 ( ) sin
4 ( 4)

L t f t F s L t
s
s

L t t L t t
s s

  


    
 

  

 
0

sin 2 sin 2 s tL t t t t e dt
    

1sبا قرار دادن    داريم:  

2 20

4 (1) 4
sin 2

(1 4) 25
I t t dt


  

  
....................................................................................................................  

  
و اگر، واگرا باشد كه اصلا مقداري براي  ، مي بايست همگرا باشددقت كنيد انتگرال غير عادي اي كه به شما مي دهند : نكته 
  .كه ما بخواهيم آن را به دست آوريم وجود ندارد  آن

 مثلا در انتگرال 
0

tt e dt


   داريم كهlim t

t
t e


   . بنابراين اين انتگرال فاقد شرط اوليه لازم براي همگرايي است و لذا

  .واگراست 
  
  
  

0

at b te e
I dt

t

  
 

0
.

at b t at b t
s te e e e

L e dt
t t
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  تابع گاما يا فاكتوريل * 
1:                                                            به صورت مقابل تعريف مي شود  0تابع گاما براي  

0
( ) tt e dt

      
  :                                         مثال 

                                                                                                                            
00

(1) 1t te dt e
          

....................................................................................................................  
2

2
1

2

0 0 0 0

1
( ) 2 2 2.
2 2

t u
t ue e

t e dt dt u du e du
ut

 
                 

  :در گانه كه در اينجا توضيح داده نشده است مي توان ثابت كرد كه با استفاده از انتگرال : نكته 
2

0 2
ue du

    
....................................................................................................................  

0
( 1) tt e dt

      
1

1 1
0 00 0

1
0 0

( 1) ( . ) ( )

( )

t t t t

t t

t t

u t du t dt
t e t e dt t e t e dt

dv e dt v e

t e t e dt

 
   

 


   




        

 

   

 
        

  

  

 


  

1

0
lim 0 ( 1) ( ) ( 1) ( )t

t

t
t e dt

e


      

  
             

  مثلا: 
   

1مثلا اگر از شما بپرسند 
!

2
  :چند مي شود بايد بگوييد  

1 1 1 1
! ( 1) ( )

2 2 2 2 2


       

....................................................................................................................  

)فرمول بازگشتي  1) ( )       را مي توان به صورت( 1)
( )




 
   نوشت كه از آن براي محاسبه  هاي

  :منفي استفاده مي كنند 
5 3 3 1 1 1

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )5 82 2 2 2 2 2( )
5 5 5 3 5 3 5 3 1 152 15( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2 8

             
         

         
  

(2) 1 (1) 1

(3) (2 1) 2 (2) 2 1

... ... ... ...

( 1) ( ) ( 1) ( 1) ... ! ( 1) !n n n n n n n n n
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( 1 1) (0)
( 1)

1 1

   
   

 
  

)تعريف نشده است پس  (0)اما چون  1)   هم تعريف نشده است .  
  .به طور كلي گاماي اعداد صحيح منفي تعريف نشده است * 
  

....................................................................................................................  
  :به كاربرد آن در حل انتگرال مي پردازيم ، كه تا حدودي با تابع گاما آشنا شديم  حال

  
6 2

0

xI x e dx
    

6 6
7 7 70 0

2
1 (7) 6! 45

( )1
2 2 2 2 2 82

2

u u

x u
u du

I e e u du
dx du dx du

  



     

       

  
....................................................................................................................  

1

0

dx
I

Lnx


  

0
,1 1 0

u

u du

Ln x u x e x u

x udx du dx x du dx e
x





      
          

  

1
0

2

0 0

1
( )
2

u u
ue du e du

I e u du
u u


   




          

  
....................................................................................................................  

24

0
3 yI dy

    
2 23 4 ( 4 3)

0 0
( )Ln y Ln yI e dy e dy

       
24 3

8 3
(8 3) 4 3

(8 3)
4 3

y Ln t

dt dt dt
yLn dy dt dy

Ln y t Ln t
Ln

Ln



       

  

  
  

1

2

0 0

1
( )1 2

4 3 4 3 4 3 4 3

t
te

I dt e t dt
Ln t Ln Ln Ln
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3

0

tI t e dt
    

1
3 3

2
2 3 2

3
3 3

x t t x

dx dx
dx t dt dt

t x

  

    
  

1 1

3 2

3 20 0

1 1 1
. ( )

3 3 2 33

x xdx
I x e e x dx

x

           

  
....................................................................................................................  

  : تابع بتا 
  :ز يكي از ابزارهاي قدرتمندي است كه ميتوان به كمك آن انتگرال هاي بسياري را حل كرد تابع بتا ني

)تابع بتا را به صورت  , )m n  نمايش داده و به شكل زير تعريف مي كنند:  
1 1 1

0
( , ) (1 )m nm n x x dx     

0mكه البته انتگرال فوق براي    0وn  همگرا خواهد بود.  
  :خصوصيات مهم تابع بتا * 

2 1 2 12

0

1) ( , ) ( , )

2) ( , ) 2 (sin ) (cos )m n

m n n m

m n d


 

    



 
  

2sinxبه راحتي مي توان با استفاده از تعريف تابع بتا و نيز با استفاده از تغيير متغير    رابطه بالا را ثابت كرد.  
( ) ( )

3) ( , )
( )

4) 0 1 ( ,1 ) ( ) (1 )
sin

m n
m n

m n

if



     


 

 

        
  

دقت . حال كه تابع بتا را نيزاندكي شناختيم مثالهاي زير،كه نشان دهنده توانايي تابع بتا درحل انتگرال هستند را مطرح مي كنيم* 
  :  كنيد 

82

0
sinI d



    
  :تابع بتا خواهيم داشت  3و  2بر طبق خاصيت 

9
2 1 8 2
2 1 0 1

2

mm

n
n

         
 

  

9 1 7 5 3 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 9 1 352 2 2 2 2 2( , )

9 12 2 2 2 1 2 3 4 1282 ( )
2 2

I
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4 52

0
sin .cosI d



     
  :تابع بتا خواهيم داشت  3و  2بر طبق خواص 

5
2 1 4

2
2 1 5

3

m m

n
n

        

  

5 5 5
( ) (3) ( ) (3) ( ) (3)1 5 2 82 2 2( ,3)

5 5 5 5 5 5 5 5 5 9 7 52 2 3152( 2) ( 2) 2( 2) ( 1) ( 1) 2( 2) ( 1)( ) ( ) 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

I 
     

      
            

  
  

....................................................................................................................  

2

0 tan

d
I

 


   
1 1

2 2 2

0
(cos ) .(sin )I d



  


    

                                                          
1 1

2 1
2 4

1 3
2 1

2 4

m m

n n

       
   

 

  

  :خواهيم داشت  4و  3و  2حال با توجه به خواص 
1 1 3 1 3 1 1 2

( , ) ( ) ( )
2 4 4 2 4 4 2 2sin ( )

4

I
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  2ضميمه 

  
   كاربرد انتگرال در محاسبه بعضي حدود

  
  

  . علت اين امر به تعريف انتگرال معين برمي گردد . براي محاسبه بعضي از حدها مي توان از انتگرال معين استفاده كرد 
  .انتگرال معين در واقع حد يك سيگما است ، بنابراين براي محاسبه بعضي از حدها مي توان از آن استفاده كرد 

1

0
1

1
( ) lim ( )

n

x
k

k
f x dx f

n n


   
  :تر بر اين بخش به مثال هاي زير دقت كنيد براي تسلط بيش

  
....................................................................................................................  

  
2 2 21 2

lim ( ) ( ) ... ( )
n

a a na
t t t

n n n n

       
 

  

  

  
....................................................................................................................  

2 2 21 ( 1) 2( 1) ( 1)
lim sin sin ... sin
n

n

n n n n

  


   
   

 
  

  

                           
....................................................................................................................  

  

3 3 3
4 4 4

2 4 4 4 2 4
lim ...
n

n n n n

n n n

   
    

 
  

1
33 3 3 3

0
1

1 2 4 2 1 2
lim 4 4 ... 4 lim 4 2 4 ...

n

n n
k

n k
x dx

n n n n n n 


 
            

 
   

  

12 2

0
1

1
lim ( ) ( ) ...

n

n
k

k
t a t ax dx

n n


     

1 12 2

0
1

1
lim sin sin ( ) ...

n

n
k

k k
x x dx

n n n
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1

0
1

1
lim sin ( ) sin ...

n

n
k

k
x dx

n n

 




     
....................................................................................................................  

  

1

0
1

1 1 2 3 ... 1
lim . lim ...

n

n n
k

n k
x dx

n n nn 


   
      

....................................................................................................................  

2 2 2 2

1 1 1
lim ...

2n n n n n n n

 
   

   
  

1

0
1

1 1 1 1 1 1
lim .( ... ) lim ( ) ...

1 2 1
1 1 1 1

n

n n
k

dx

n nn k x
n n n n

 


      


   
   

....................................................................................................................  

2 2 2 2

1 1 1
lim ...

4 1 4 2 4n n n n n

 
   

   
  

1

20
12 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
lim ... lim ...

1 2 4(4 ( ) (4 ( ) (4 ( ) (4 ( )

n

n n
k

dx
n nn k x

n n n n

 


 
 
       
      
 

   

....................................................................................................................  
  

  دانشگاه تهران   – 1رياضي عمومي 

1 2
lim sin sin ... sin
n

n

n n n n

  


    
 

3

2

1 2 3 ...
lim
n

n

n


   

32 2 33 3

1 1 1
lim ...

( 1) ( 2) 2n n n n n n

 
   
   

1

30
1

3 3 3 3

1 1 1 1 1 1
lim ... lim ...

1 2 1
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

n

n n
k

dx

n nn k x
n n n n

 


   
   
         
          
   

 

2 2 23 3 3
3 3 33 3 3

1 1 1 1 1 1
lim ... lim ...

1 2( 1) ( 2) ( ) (1 ) (1 ) (1 )
n n nn n n n n n n n n n

n n n
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!
lim

n

n

n

n
  

! 1 2 3 ...
lim lim

...
n n

nn n

n n

n n n n n 

   
 

   
  

1 2 3 ... 1 1 2 1 1 2
( ... ) ...

...
n

n n n
A Ln A Ln Ln Ln Ln

n n n n n n n n n n n n

                    
  

 
1 1

00
1

1
lim . ( )

n

n
k

k
Ln Lnx dx x Lnx x

n n


     
  :در اينجا به يك حد مبهم برخورده ايم ، براي رفع ابهام اينگونه عمل مي كنيم 

 
0 0 0 0

2

1

lim lim lim lim( ) 0
1 1

H

x x x x

Ln x xx Ln x x

x x

   
    


  

  1 1
lim lim (0 1) (0 0) 1 lim
n n n

Ln A A e
e



  
           

  
....................................................................................................................  

  
1 2

lim (1 ) (1 )...(1 )n
n

n

n n n
    

1

1 2 1 1 2 1
(1 ) (1 )...(1 ) (1 ) (1 ) ... (1 ) (1 )

n

n

k

n n k
A Ln A Ln Ln Ln

n n n n n n n n n

               
 

  

                        1

0
1

1 4 4
lim lim (1 ) (1 ) lim

n

n n n
k

k
Ln A Ln x dx Ln A

n n e e  


          
  

....................................................................................................................  

  
  
  

  دانشگاه تهران  – 1رياضي عمومي 

  

1

0
1

1 1 2 1
lim 1 1 ... 1 lim 1 1 ...

n

n n
k

n k
x dx

n n n n n n 


 
            
 
 

   

  
    

22 2

1 2 2
lim ...
n

n n

nn n n n

 
  

2 2 2

1 2 1 1 2
lim ... lim ...
n n

n n n n n n n n

nn n n n n n n n n 
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1

2 4 ... (2 )
lim
n

n

n

  



  
  

  
1

0
1

1 2 1 2 2 2 1 2
lim ( ) ( ) ... ( ) lim ( ) (2 ) ...

n

n n
k

n k
x dx

n n n n n n
    

 


          
 

   

  

....................................................................................................................  

  
  
  

  دانشگاه صنعتي شريف  – 1رياضي عمومي 

  
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  
 

 

 

1
2 2

2
0

1
lim ( )

n
n

n
k

n k
n





1 1 1
2 2 2

2
0 0

1
lim ( ) ( ) lim (1 ( ) )

n n
n n n

n n
k k

k
n k

n n 
 

    

1
2 2

00

1
(1 ( ) ) (1 ( ) )

n n
n

kk

k k
A Ln A Ln

n n n

    

12 2

0
0

1
lim lim (1 ( ) ) (1 ) ...

n

n n
k

k
Ln A Ln Ln x dx

n n 
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  3 ضميمه
  

  )نمونه سؤالات  (  

  
 

  

 


















cxdxxxdxxdx
x

xx

dx
x

xx
dx

x

x

x

xx
I

xxx

dxx
x

x
I

2cos2sin2cossin4
cos

)sin1(sin4

)
cos

sin4sin4
()

cos

sin

cos

sin4sin3
(

sin4sin33sin

)tan
cos

3sin
(

2

33

3

 

. حال شما سعي كنيد سوال را بدون استفاده از فرمول بالا حل كنيد  
 

....................................................................................................................  

 







































C

x

x

x

x
cuucuduuI

du
x

dx
dudx

x

u
x

x

dx
x

x

x
I

33
1

3

1

3

1

22

3
2

1

1
)

1

1
(

8

3

8

3

1
3

1
2

1

2

1

2

1

)1()1(

2
1

1

1

1

)1(

1

 

....................................................................................................................  

  



  





























 C
xx

dxxx

dx
xx

dx
x

x
dx

x

x
I

dx
xxx

x
I

2
32

3233

23

)1(2

1

1

1
])1()1[(

]
)1(

1

)1(

1
[

)1(

1)1(

)1(

133

 

 



مهدي شاداب فر ................................................................................................................. روش هاي انتگرال گيري  

 75

  















dx
x

x

x

xx

dxx

x

xx

x

x
xI

x
xx

dx
I

tan2

)tan1(

cos

cossin2

)tan1(

cos

cossin2

cos

cos
cos

1

0cos,
2sincos

2

2

22
  

  
  

1 1

2 2
12

2

tan 1 2
2 2 tan

(1 tan ) 22

u x du
I u du u c x c

du x dx
u


      

      

  

....................................................................................................................  

2

3

2
2 2

2 1

1 1
( ) ( ) ( 1)

1 1 2

x
I dx

x x
A Bx C x

I dx dx Ln x Ln x c
x x x x







       
 



 
  

  
....................................................................................................................  

3

1 1 5
2 22 2 2

1 5 3 7 3 7

2 2 2 2 2 2

sin cos

sin cos cos sin (1 sin ) (cos ) (sin ) (sin )

2 2 2 2
( ) (sin ) (sin )

3 7 3 7

I x x dx

I x x x dx x x x dx x x dx

u u du u u c x x c



 
     

 

       



  



  

  
....................................................................................................................  

3 sin 2xI e x dx   

  
3 3

3 3

3
1 3

cos 2 cos 21 2 2sin 2 cos 2
2

x x

x x

u e du e dx
I e x e x dx

dv x dx v x

  
   

      

  
3 3

3 3 3

3
1 3 1 3

cos 2 ( sin 2 sin 2 )1 2 2 2 2cos 2 sin 2
2

x x

x x x

u e du e dx
I e x e x e x dx

dv x dx v x

  
    

     

3 3 3 3 31 3 9 1 3 9
cos 2 sin 2 sin 2 cos 2 sin 2

2 4 4 2 4 4
x x x x xe x e x e x dx I e x e x I          

  3 3 3 313 1 3 12 3
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