
  !سلام
 .)مثلاً حداكثر در يكساعت! ( خلاصه را خيلي خيلي سريع نخوانيدةلطفاً قسمت درس اين جزو. ۱

كنيد، با  يا تستي را حل نكنيد، يا اگر حل مي! (خلاصه را موشكافانه و با دقت بخوانيد ةاين جزولطفاً تستهاي . ۲
 ).دركش كنيد! تمام وجود

حتي با (بسيار دقت كنيد ام،   كردهمشخص» اشتباهات رايج«و » بسيار مهمنكته «: به قسمتهايي كه با تيترِ . ۳
تنها راه حل اين مشكل، تست . )... از اين نكات آگاهند، باز هم در جلسه كنكور، وجوديكه بسياري از عزيزان 

 .زدن است

 : ز تنها رهيافتهاي شما براي حل تست، عبارتند ا! دنبال ابداع روشهاي تستي جديد نباشيد. ۴

 ها مرور آموخته+حل مثالهاي متعدد+درك كامل تئوري

 . سال گذشته را چندين مرتبه مرور كنيد۵كنم تستهاي  اكيداً توصيه مي ۵

احتمال بروز اشتباهات چاپي در آن  اين جزوه در اختيار داشتيم، تهيةكه براي با توجه به فرصت بسيار اندكي 
  .، اين خطاهاي احتمالي را گوشزد كنيد... سپاسگزار خواهم شد اگر از طريق ايميل و . وجود دارد

  
  ... آرزوهاي پاكتان برسيد همةاميدوارم به  

  ارادتمند شما، مصطفی تقوي کنی                                                                                                                  



  

در جدول ذیل دروس به سرفصلهاي مهم آن طبقه بندي شده و مشخص شده است که در هر سال از هر مبحث چند تست سوال 
  .شده است و دانشجوي محترم می تواند زمان باقیمانده تا کنکور را با توجه به اهمیت مباحث مدیریت نماید

 نترل خطي         سيستمهاي ك: درسمهندسي برق                         : رشته
۱۳۸۵ ۱۳۸۶ ۱۳۸۷ ۱۳۸۸ ۱۳۸۹ 

 مبحث رديف
 تعداد تست تعداد تست تعداد تست تعداد تست تعداد تست

 ۵مجموع 
 سال

نسبت از 
 کل

 %0 0 0 0 0 0 0 تعریف سیستم و انواع سیستم 1

 %1 1 0 0 1 0 0 مدل سازي به روش تابع تبدیل 2

 %8 6 2 0 0 2 2 مدل سازي به روش سیگنال گذر جریان 3

 %0 0 0 0 0 0 0 مدل سازي به روش بلوك دیاگرام 4

 %8 6 0 2 1 1 2 مدل سازي به روش فضاي حالت 5

 %0 0 0 0 0 0 0 سیستمهاي درجه اول 6

 %3 2 0 1 0 0 1 حساسیت 7

 %11 8 1 1 1 2 3 سیستمهاي درجه دوم 8

 %1 1 0 0 0 0 1 سیستمهاي درجه سوم و بالاتر 9

 %9 7 1 1 2 2 1 بدست آوردن خطاي ماندگار 10

 %9 7 2 1 2 2 0 تعریف حد بهره و حد فاز 11

 %0 0 0 0 0 0 0 تعریف پایداري و تعادل 12

 %8 6 0 2 2 1 1 بررسی پایداري به روش راوث 13

 %13 10 2 3 1 2 2 بررسی پایداري به روش مکان هندسی ریشه ها 14

 %12 9 3 2 1 1 2 کوئیستبررسی پایداري به روش نای 15

 %7 5 2 1 1 1 0 بررسی پایداري به روش بود 16

 %1 1 0 0 1 0 0 بررسی پایداري به روش نیکولز 17

 %0 0 0 0 0 0 0 تعریف و خواص کنترل کننده ها 18

 %1 1 0 0 1 0 0 طراحی کنترل کننده به روش زمانی 19

 %4 3 1 0 1 1 0 طراحی کنترل کننده به روش فرکانسی 20

 %3 2 1 1 0 0 0 مدل ریاضی سیستمهاي مکانیکی 21

 %0 0 0 0 0 0 0 مدل ریاضی سیستمهاي هیدرولیکی 22

 %100 75 15 15 15 15 15 جمع 

  



  سيگنال فلوگراف و روش ساده سازي ميسون 
هاي  گرچه روش. هاي کنترل خطي است محاسبة سريع تابع تبديل سيستم» هاي کنترل خطي سيستم«ترين نيازها در درس  اي يکي از پايه

ال در عمل غالباً از روش براي اين منظور وجود دارد، با اين ح) …نظير ساده سازي بلوکي، نوشتن روابط رياضي شاخه ها و (متعددي 

  : پردازيم پيش از بيان کردن روش ميسون، ابتدا به مرور چند نکته مي. کنيم استفاده مي) به دليل سرعت بالا(ميسون 

  . اي است که از هيچ نقطة آن بيش از يک بار عبور نکرده باشي ، مسير بسته»حلقه«ـ ۱

  .  نداشته باشدمسيرره يا شاخة مشترکي با آن اي است که هيچ گ حلقه» حلقة مستقل از يک مسير«ـ ۲

  . هايي هستند که هيچ گره يا شاخة مشترکي با همديگر نداشته باشند حلقه» هاي مستقل از هم حلقه«ـ ۳

 
  : باشد هاي آن مسير مي هايِ شاخه ، حاصلضربِ کلية ترنسميتانس»بهرة مسير«ـ منظور از ۴

=هاي مسير  ترنسميتانس     بهرة مسير∏

  : باشد هاي آن حلقه مي  شاخه٢هايِ حاصلضربِ کلية ترنسميتانس» ١بهرة حلقه«ـ منظور از ٥

=هاي حلقه  ترنسميتانس    بهرة حلقه∏

  . يد در نظر بگير1فرض برابر با  ـ اگر ترنسميتانس يک شاخه مشخص نشده بود، گين آن شاخه را به طور پيش۶

                                                           
1 - Loop Gain 
2 - Transmittance 



 هاي كنترل خطي سيستم

 

٢  

  ! را نداريمy و xهاي  به عبارت ديگر حق يک کردنِ گره. باشد  مفهوم                                               به معني بافر مي ـ۷

 به عبارت ديگر مجاز به ساده سازي. باشد منفي به هيچ عنوان به معناي تغيير جهت نمياي منفي بود، اين علامت  ـ چنانچه گين شاخه۸

  : زير نيستيم

  
حلقة سوده،  (.ها را حذف کنيم توانيم آن نميحتماً بايد در تحليل تابع تبديل سيستم مورد بررسي قرار بگيرند و » سوده«هاي  ـ حلقه۹

  : اي است که يک گره را مستقيماً به خودش متصل کند حلقه

  
  . را با استفاده از رابطة تجربي زير بنويسيمتوانيم صورت و مخرج کسر  براي نوشتن تابع تبديل به روش ميسون، مي

)، )از ورودي به خروجي( امين مسير پيشرو −i به ازاي :الف ـ صورت کسر  )iP s را بنويسيد و سپس کلية iP به ازاي (ها را

  :  کنيدبا هم جمع) مختلفمسيرهاي پيشروي 

×1]) هاي مستقل از اين مسير بهرة حلقه(   − Σ)  بهرة مسيرi−ام  (( )iP s =  

+) هاي دو به دو مستقل از هم در اين مسير حاصلضرب بهرة حلقه(   Σ  

  Σ−) ل از هم در اين مسيره سه مستقهاي سه ب حاصلضرب بهرة حلقه(  

  ]±  

  :  براي نوشتن مخرج تابع تبديل، از رابطة زير استفاده کنيد :ب ـ مخرج کسر

)) ها حلقه بهرة(   )Q s 1= −Σ  

  Σ+) هاي دو به دو مستقل از هم حاصلضرب بهرة حلقه(  

−) هاي سه به سه متقل از هم  حاصلضرب بهرة حلقه(   Σ  

  ±  

ده از اگرچه ممکن است در اولين نگاه حجم محاسبات زياد به نظر برسد، با اين حال با کمي تمرين و ممارست، قادر خواهيد بود با استف

براي درک بهتر روش ميسون، به بررسي چند نمونه در اين قسمت . اي را به سرعت بنويسيد بع تبديل هر سيستم پيچيدهروش فوق، تا

  . پردازيم مي

y                    1                   x 



  ٣ سازي ميسون سيگنال فلوگراف و روش ساده

  )۸۱اي  مهندسي هسته(   کدام است؟) مسيرهاي پيشرو(تعداد مسيرهاي مستقيم از گره ورودي به خروجي  : مثال
۱(4  
۲ (5  
۳( 6  
۴ (7  

  
    : حل

  :  مسير پيشرو وجود دارد7در اين گراف 

  1 2 7 1 8 6 1 2 7 6 1 8 6 2 7 6 4 1 2 3 4G G G , G G , G H G G , G H G , G H G , G G , G G G G  

  : اشتباه رايج

۱ (6 2 3 4G H G Gمسير مستقيم نيست  .  

6مسير ) ۲ 2 7G H Gدا فراموش نکني.   

Cتابع تبديل  : مثال
R

  )۸۱اي  مهندسي هسته(   شکل زير کدام است؟ SFG سيستم نشان داده شده در 

  

۱ (
2

2
s 2s 3
2s 6s 2

+ +

+ +
  ۲ (

2

2
s 2s 3

6s 2s 2
+ +

+ +
  ۳ (

2

2
s 3s 2
2s 6s 4

+ +

+ +
  ۴ (

2

2
s 3s 2

6s 2s 2
+ +

+ +
  

    : حل
  :  مسير پيشرو در اين گراف وجو دارد4 ه شده،با توجه به گراف داد

2  : اولين مسير پيشرو 
1 1 21 1 2 1 1
s s s

× × × × × × =  

1  : دومين مسير پيشرو 1 1 1 1 1× × × × =  

1   :سومين مسير پيشرو  11 1 1 1 1
s s

× × × × × =  

1  : چهارمين مسير پيشرو  21 1 2 1 1
s s

× × × × × =  
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٤  

جملاتِ داخل (ماند  اي باقي نمي هيچ حلقه هاي متناظر با هر يک از اين مسيرهاي پيشرو،  ها و شاخه  از حذف گرهبا توجه به اين که پس

)، و لذا هر يک از جملات فوق، در حقيقت همان )شوند  مربوط به صورت کسر ظاهر نمي[…] )iP sبنابراين صورت کسر، به . باشند   مي

  :  بودشکل زير خواهد

  ( ) 2
2 1 21C s s ss

= + + +  

)  حقله، تنها دو حلقة6 حلقه در اين گراف وجود دارد که از اين 6براي نوشتن مخرج کسر نيز، کلاً  ) ( )1 12 , 1
s s

× − ×  مستقل از هم −

  : بنابراين مخرج کسر، به شکل زير خواهد بود ). هيچ گره و شاخة مشترکي ندارند(هستند 

  ( )
2
2 1 2 1 2 1 2R s 1 1

s s s s s ss
  − − = − − − − − − + ×     

  

  : بنابراين تابع تبديلِ اين سيستمِ نسبتاً پيچيده، برابر خواهد بود با 

  ( )
( )

22 2
2

22

2 1 2 2 31 1C s s 3s 2s s ss s
4 6R s 2 1 2 1 2 1 2 2s 6s 421 1 ss s s s s s ss

+ + + + +
+ +

= = =
  − −  + ++ +− − − − − − − + ×     

  

)تابع تبديل  : مثال )
( )

2

2

C s
R s

  )۸۰مهندسي برق (   زير کدام است؟ (SFG) گراف گذر سيگنال 

  

۱ (( )3 1 1 3

1 3 1 2 3 1 2 3 1 2

G H 1 G H
1 G H G G H G G G H H

− +
+ + +

  

۲ (( )3 1 1 3 3 1 4 1

1 3 1 2 3 1 2 3 1 2 1 2 1 2

G H 1 G H G G G H
1 G H G G G G G G H H G G H H

− + +
+ + + +

  

۳ (( )3 1 1 3 3 1 4 1

1 3 1 2 3 1 2 3 1 2 1 4 1 3

G H 1 G H G G G H
1 G H G G G G G G H H G G H H

+ +
+ + + +

  

۴ (( )3 1 1 3 3 1 4 1

1 3 1 2 3 1 2 3 1 2

G H 1 G H G G G H
1 G H G G G G G G H H

− + +
+ + +

  



  ٥ سازي ميسون سيگنال فلوگراف و روش ساده

    : حل
) پس از حذف مسير پيشرويِ :اولين مسير پيشرو ) 3 11 G 1 H 1− × × × حلقة (ماند   ، تنها يک حلقة مستقل از اين مسير بافي مي×

( )1 3G H× )سير، به شکلِ ، و لذا جملة ناشي از اين م)− )3 1 1 3G H 1 G H − − − گردد  در صورتِ کسر ظاهر مي .  

) پس از حذف مسير پيشرويِ :دومين مسير پيشرو ) ( )3 1 4 11 G 1 G G H 1− × × − × × × ماند، و لذا  اي باقي نمي ، هيچ حلقه×

3جملة ناشي از اين مسير، به شکلِ  1 4 1G G G Hگردد  در صورت کسر ظاهر مي.   

زيرا لااقل در يک گره يا شاخه اشتراک (ها مستقل از هم نيستند  باشد که هيچ يک ازآن  حلقه مي4 اين گراف کلاً داراي :مخرج کسر

  . ، و لذا مخرج کسر به شکل زير خواهد بود)دارند

  : آيد بنابراين، تابع تبديل اين سيستم، به صورت زير به دست مي

  ( )
[ ]

3 1 1 3 3 1 4 12

2 1 3 1 2 3 1 2 1 4 1 2 1 2 3

G H 1 G H G G G HC
R 1 G H G G G H H G G H H G G G

 − − − + =
− − − − −

  

  . صحيح است) ۲(لذا گزينه 

E  دترمينان گراف :نکته SFGدهد  ، معادلة مشخصة سيستم را نشان مي .  

Dتابع تبديل باشد،  دياگرام بلوکي سيستمي مطابق شکل مي : مثال
C

 )۸۱مهندسي برق (   کدام است؟ 

  
۱ (2 3

2 2 2 3 3 1 2 1

G G
1 G H G G H G G H+ + +

  

۲(  2 3

2 2 1 2 1 1 2 3

G G
1 G H G G H G G G+ + +

  

۳ (2 3

2 2 2 3 3 1 2 1 1 2 3

G G
1 G H G G H G G H G G G− − − −

  

۴(  2 3

2 2 2 3 3 1 2 1 1 2 3

G G
1 G H G G H G G H G G G+ + + +
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٦  

  . صحيح است) ٤(گزينه   : حل
   : ١کنيم  تبديل ميSFGابتدا بلوک ديارگام را به : به عنوان تمرين

  
تواند صحيح باشد که در  مياي  ها، تنها گزينه با توجه به غير مستقل بودنِ اين حلقه. باشد  حلقه مي4اين گراف داراي يک مسير پيشرو، و 

   ! ۴يعني گزينة .  جملة مثبت داشته باشد5مخرجش 

  
[ ]

2 3

1 2 2 1 2 3 2 2 2 3 3

G GD
C 1 G G H G G G G H G G H

=
− − − − −

  

E  ها را به کنار ترنسميتانس  هاي منفيِ مربوط به جمع کننده  براي پيشگيري از بروز اشتباه، پيش از نوشتن تابع تبديل، علامت:نکته

  . ها منتقل کنيد شاخه

)نسيل ارتباط دهنده ورودي معادله ديفرا : مثال )x t و خروجي ( )y t در سيستم کنترل شکل زير کدام است؟   
  )۷۸مهندسي برق (            

۱(  
2 2

2 2
d y dy d x dx3 2y 6 6x

dt dtdt d t
+ + = + +  

۲ (
2 2

2 2
d y dy d x dx3 2 y 6 6x

dt dtdt d t
+ + = + +  

۳ (
2 2

2 2
d y dy d x dx2 3y 6 7x

dt dtdt d t
+ + = + +  

۴ (
2 2

2 2
d y dy d x dx3 2y 6 7x

dt dtdt d t
+ + = + +  

 

  . صحيح است) ١(گزينه   : حل
  . باشد که اين دو حلقه، مستقل از يکديگر هستند  حلقه مي2 مسير پيشرو، و 4اين گراف داراي 

                                                           
مطمئن باشيد که با کمي تمرين و ممارست، قادر خواهيدبود مستقيماً تابع تبديل سيستم را . ـ طبيعتاً در جلسة کنکور، نبايد اين ترسيم مجدد را انجام دهيد 1

 . بنويسيد



  ٧ سازي ميسون سيگنال فلوگراف و روش ساده

  ( )
( )

2 2 1 1 1 1 1 2 1 21 1 1 1
Y s s s s s s s s s s s

1 2 1 2X s 1
s s s s

             − − − × + − − + − − − + − −                          =
−    − − + − −       

  

  ( )
( )

( ) ( ) ( )2 2

2 2

2 s 2 1 s 1 s 3s 2Y s s 6s 6
X s s 3s 2 s 3s 2

+ − + + + + + + +
⇒ = =

+ + + +
  

  !نويسند  را نمي بسياري از دانشجويان، دو جملة آخرِ مربوط به صورتِ کسر فوق :اشتباه رايج

E  به ازاي :نکته s )شوند و   ، دو مسير بالايي حذف مي∞→ ) ( )Y s X s=تواند صحيح باشد که نسبت  اي مي شود، لذا گزينه  مي

  .  را حذف کنيم۲توانستيم مستقيماً گزينه  ستفاده از اين نکته، مي باشد، با ا1در آن ′′x به ضريبِ ′′yضريبِ 

  :  ها SFGبرخي از اشتباهات رايج هنگام ساده سازي 

  

) تابع تبديلِ :تعريف  ) ( )
( )

m m 1
m m 1 1 0

n n 1
n 1 1 0

C s B s B s B s BT s
R s s A s A s A

−
−

−
−

+ + + +
= =

+ + + +




 :   

o  است اگر درجه مخرج بزرگتر يا مساوي درجه صورت باشد) مناسب(سره . 

o  صورت بيشتر از مخرج باشداست اگر درجه) نامناسب(ناسره  .  

جدول زير، به اختصار مزايا و معايب . شده باشدتواند از يک سيستم حلقه باز و يا يک سيستم حلقه بسته ناشي  اين تابع تبديل، مي

  . کند هاي کنترل حلقه باز و حلقه بسته را خلاصه مي سيستم
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٨  

 
  سيستم کنترل حلقه بسته  سيستم کنترل حلقه باز

  تر  ـ طراحي پيچيده١  تر  ي سادهـ طراح١

  ـ دقت بالا ٢  ـ دقت پائين ٢

  ) ورودي يا نويز(ـ حساسيت پائين به تغييرات ٣  ) ورودي يا نويز(ـ حساسيت بالا به تغييرات ٣

  ـ پاسخ سريع ٤  ـ پاسخ آهسته ٤

  ـ قابليت حذف نويز ٥  ـ عدم قابليت حذف نويز ٥

E  توانيم بنويسيم  سازنة مسيرهاي پيشرو و فيدبک به صورت کسري قابل بيان شدن باشند، ميها  در حالت خاصي که بلوک:نکته :  

( ) ( )
( )

C s ADT s
R s AC BD

⇒ = = =
+

  

  
   Gصفرهاي   

  هستند  و  صفرهاي حلقه بسته،: نتيجه 

  

  







  

   Hهاي  قطب

  نمايش صفر و قطبيِ تابع تبديل 

  ( ) ( )( )
( )( )

1 2

1 2

K s z s z
G s

s p s p
+ +

=
+ +




  

is تحريک کرديم و خروجي سيستم صفر شد، آنگاه iz اگر سيستمي را توسط يک ورودي با فرکانس مختلطِ :مفهوم صفر z= را يک 

  . ناميم صفر سيستم مي

is تحريک کرديم و خروجي سيستم واگرا شد، آنگاه iP اگر سيستمي را توسط يک ورودي با فرکانس مختلطِ :مفهوم قطب  P= را يک 

  . ناميم قطب سيستم مي

E  نکات:   

  ) مخلتطِ مزدوج. (ها در حالت کلي اعدادي مختلط هستند ـ صفرها و قطب۱

  . باشد  تعيين کنندة پارامترهاي سيستم مي ـ محل صفر و قطب،۲

   دورها حاصلضرب
 ها  مجموعِ حاصلضرب نزديک



  ٩ سازي ميسون سيگنال فلوگراف و روش ساده

) تابع تبديل n يک قطب مرتبة 0p: قطب ـ مرتبة ۳ )G s است، اگر   

)محدود و مخالف صفر  ) ( )
0

n
0

s p
lim s p G s
→

− =  

)در تابع  : مثال )
2

sin s

s
s ، مرتبة قطب     چيست؟ =0

  s ).               است1 يک قطب مرتبة =0 )1
2s 0

sin s
lim s . 1

s→
= ⇒  

E   نکته :  

( )2 2 2
1,2s a bj s 2as a b= ± ⇒ − + +  

  

  )۷۶اي  مهندسي هسته( قرار خواهد گرفت؟ 1- ، صفر سيستم حلقه ـ بستة زير در 2K و 1Kبه ازاي چه مقاديري از  : مثال
۱( 2 1K 1 , K 1= − =  

۲ (2 1K 0 , K 1= = −  

۳ (2 1K 0 , K 1= =  

۴ (2 1K 1 , K 1= = −    
  . صحيح است) ٤(و ) ١(هاي  گزينه  : حل

  : باشد  متناظر با دياگرام فوق، به صورت زير ميSFگراف 

  
  : آيد صورت زير به دست ميبا استفاده از روش ميسون، تابع تبديل سيستم به 

  

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

2
1

1 1 2 1 1 2

2 2 2

K s 1 s 1K 1
s 1 s 1 s K K K 1 K K K 1Y

K s 1R s K 1 1 K1
s 1

−  −+ + + + + + + − − = =
− + + −

+
+

  

sبراي اين که  1=   :  صفرِ سيستم حلقه بسته باشد، بايد داشته باشيم−

  1 1 2 1 1 2 1 2K K K 1 K K K 1 K K 1+ + = − − ⇒ = −  



 هاي كنترل خطي سيستم

 

١٠  

  : توانند صحيح باشند مي) ٤(و ) ١(بنابراين هر يک از دو گزينه 

  2

1

K 1 Y s 1
K 1 R 2

= − +
→ = =

  حالت اول : 

  ( )2

1

K 1 s 1Y
K 1 R 2

= − +
→ = = −

  حالت دوم : 

   :  تكميلينکات

  .تواند توصيف شود  ميLTIهاي  ـ تابع تبديل،تنها براي سيستم١

  ). به ورودي بستگي ندارد(باشد  ـ تابع تبديل، مستقل از ورودي سيستم مي۲

  ). سيستم در حالت سکون باشد (١سيستم صفر در نظر گرفته شوندـ براي محاسبة تابع تبديل يک سيستم، الزاماً بايد شرايط اولية ۳

  

                                                           
 . گردد سيستم مي) نمواً خطي شدنِ(ت وجود شرايط اوليه، موجب غير خطي شدن ـ در حقيق 1



  حساسيت 
سيستمي است که نسبت به تغيير پارامترهاي سيستم واکنش نشان ندهد، اما نسبت به کوچکترين تغيير در ورودي، ! يک سيستم خوب

  . واکنش نشان دهد

  
  : شود  به صورت زير تعريف ميP پارامتري از سيستم باشد، حساسيت تابع تبديل حلقه بسته نسبت به پارامتر Pاگر 

  ( )
( )

*T
P

T
ln T T PTS P ln P P T

P

∂
∂ ∂

= = = ×
∂ ∂ ∂

  

T
T

   P در اثر Tتغييرات نسبي  : ∂

P
P

 Pتغييرات نسبي  : ∂

  قاعدة زنجيري 

  1 n

1 2

G GT T
P PG GS S S S=   



  ١٢ هاي كنترل خطي سيستم

  : توانيم بنويسيم يبه عنوان مثال با بکارگيري قاعدة زنجيري در بلوک ياگرامِ سيستم حلقه بسته با فيدبک منفي، م

  T T G T H
P G P H PS S S S S= × ×  

E  نکات  :  

1 فقط در مسير پيشرو Pـ اگر پارامتر ١
1 GH+

 قرار داشته باشد و در مسير فيدبک وجود نداشت، حساسيت تابع تبديل حلقه بسته برابر 

  : است با 

  T
P

1 G PS
1 GH P G

∂
= × ×

+ ∂
  

)در مسير پيشرو وجود نداشت، و فقط در مسير فيدبک  Pـ اگر پارامتر ۲ )( )H s موجود باشد، حساسيت تابع تبديل حلقه بسته برابر 

  : است با 

  ( )T
P

1 HS PG
1 GH P

∂
= × × −

+ ∂
  

1ـ با توجه به روابط فوق، حساسيت سيستم حلقه بسته با فيدبک منفي با ضريب ٣
1 GH+

  . باشد  ، کمتر از حساسيت سيستم حلقه باز مي

  انواع حساسيت 
بر اين اساس، دو نوع حساسيت استاتيک و . کنيم بندي، حساسيت سستم را بر حسب فرکانس کار سيستم محاسبه مي در يک تقسيم

  . ديناميک قابل تعريف است

) مقدار حساسيت در فرکانس صفر :استاتيک  )s 0→  

)ها بجز فرکانس صفر   مقدار حساسيت در کلية فرکانس:ديناميک  )s j→ ω  

E  هاي با فيدبک منفي واحد، معادله مشخصه برابراست با   در سيستم:نکته :  

  

)در يک سيستمي فيدبک واحد منفي با  : مثال ) ( )
1G s

s 1 s
=

+ τ
   افزايش يابد؟10%يزان  به مτ چنانچه 

  )۸۷مهندسي برق (             
۱ (ξ ۲  . يابد  درصد کاهش مي5 به ميزان (ξ يابد   درصد افزايش مي5 به ميزان .  

۳ (ξ ۴  . يابد  درصد کاهش مي10 به ميزان (ξ يابد  درصد افزايش مي10 به ميزان .  



  ١٣ حساسيت

  . صحيح است) ١(گزينه   : حل

  ( ) ( )2 2 1 1s s s 1 0 s s s∆ = τ + + = ⇒ ∆ = + +
τ τ

  

  
n

12
2
n

1 1 1 12
2

ξω =
τω = → ×ξ× = ⇒ ξ =

τ τ τ τ
  

τ′1.1بنابراين اگر  = τشود، خواهيم داشت  :  

  95.35%
1.1

′ξ τ τ
= = =

′ξ τ τ
  

  . يابد  کاهش مي4.65% به اندازة ξبنابراين 

  به ترتيب کدام است؟a و kدر سيستم کنترل شکل زير حساسيت خطاي حالت دايمي به ورودي شيب واحد نسبت به  : مثال

  ) ٨٣مهندسي برق (   
  1- و 1) ۱

   1 و 1) ۲

   1 و 1-) ۳

 1- و 1-) ۴

  

  . صحيح است) ٣(گزينه   : حل

  ( )
( )

( )

( )
( )

2
ss

s 0 s 0 s 0

1ss R s s a ase lim lim limK1 GH s s s a K K1
s s a

→ → →

×
+

= = = =
+ + ++

+

  

  sse ss
K 2ss

e K a KS 1aK e K
K

∂ −
= × = × = −

∂
  

  sse ss
a

ss

e a 1 aS 1aa e K
K

∂
= × = × =

∂
  



  ها  گذاري سيستم پاسخ
سيستمي که (شود   سيستمي که معادله ديفرانسيل حاکم بر آن، از مرتبة اول باشد، سيستم مرتبه اول ناميده مي:ـ سيستم مرتبه اول١

  ). گير دارد يک انتگرال

  
  : باشند هاي مرتبه اول داراي يک پارامتر مشخصه مي سيستم

T :  ثابت زماني سيستم  

  : اسخ پلة سيستم مرتبه اول پ) ۱ـ۱

  

E  نکات:  

tـ مماس بر منحني پاسخ پله در ١ t ، مقدار نهاييِ پاسخ پله را در زمان =0 T=کند  قطع مي .  

  : توانيم از رابطة زير نيز استفاده کنيم ، ميTـ براي محاسبة ٢



  ١٥ هاي گذاري سيستم پاسخ

  

  
  : شود  يک سيستم مرتبه اول به مقدار نهاييِ آن خروجي، در جدول زير خلاصه ميـ ميزان نزديکيِ خروجي۳

5T 4T 3T 2T 1T t 

%99 %98 %95 %86 %63 
( )
( )

c t
c ∞

 

ر به مقدار هر قدر مقدار اين پارامتر بزرگتر باشد، سيستم ديرت. شود  تعريف مي١هاي مرتبه اول، پارامتري با نام زمان نشست ـ در سيستم۴

  : روند  به کار ميstهر دو معيار زير براي محاسبة . رسد اش مي نهايي

  s st 4T , t 5T= =  

  : شود هاي مرتبه اول در صفحة نيم لگاريتمي، به صورت زير ساده مي ـ پاسخ پلة سيستم۵

  :کشد شکل زير اين مفهوم را به تصوير مي. شود مان نشست سيستم نيز بزرگتر ميـ با نزديک شدن قطب سيستم مرتبه اول به مبدأ، ز۶

  
  : پاسخ شيب سيستم مرتبه اول) ٢ـ١

  

                                                           
1 - Settling 



  ١٦ هاي كنترل خطي سيستم

E نکات :  

  . کند  دنبال ميTشود، ورودي شيب را با خطاي ماندگارِ  ـ چون سيستم مرتبه اول يک سيتسم تيپ يک محسوب مي١

  . شود  سيستم مرتبه دوم ناميده مي يفرانسيل حاکم بر آن، از مرتبة دوم باشد،ـ سيستم مرتبه دوم ـ سيستمي که معادله د۲

  

E  2هاي مرتبه دو، فقط در حالت استاندارد،   صورت کسرِ سيستم:نکته
nω تواند به شکل  درحالت کلي مي( استas b+باشد .(  

  : باشند اي دو پارامتر مشخصه ميهاي مرتبه دوم، دار سيستم

nω١ يا فرکانس طبيعي ناميرا rad
s

 
 
 

  

α٢ يا فرکانس ميرايي Neper
s

 
 
 

  

  : شود هاي مرتبه دو محاسبه مي  سيستم، معمولاً دو پارامتر ديگر نيز در)و بسته به کاربرد(برحسب دو پارامتر فوق 

dω٣ يا فرکانس طبيعي ميرا rad
s

 
 
 

  :  که طبق تعريف برابر است با 

  2 2 2
d n n 1ω = ω −α =ω − ξ  

ξ عد( يا نسبت ميراييکه طبق تعريف برابر است با ) بدون ب :  

  
n

α
ξ =

ω
  

E باشد  فرکانس طبيعي ميرايي مي  فرکانس طبيعي ناميرا، همواره بزرگتر يا مساويِ: نکته :  

  n dω ≥ ω  

  :ته شودتواند به فرم استاندارد زير نوش هاي مرتبه دوم، مي معادله مشخصة کليه سيستم: هاي مرتبه دو معادلة مشخصة حاکم بر سيستم

  ( ) 2 2 2 2
n n ns s 2 s s 2 s∆ = + ξω + ω = + α + ω  

                                                           
 . گويند نيز مي» فرکانس نوسانات ناميرا«ـ  1
 . گويند نيز مي» ضريب ميرايي«ـ  2
 . گويند نيز مي» فرکانس نوسانات ميرا شونده«ـ  3



  ١٧ هاي گذاري سيستم پاسخ

  : هاي اين معادله مشخصه استاندارد برابرند با  ريشه

  1,2 ds j= − α ± ω  

يکي از ابزارهايي . باشند  نوع پاسخ مي4ها داراي  هاي معادله مشخصه، يک سيستم مرتبه دو، اين سيستم برحسب محل قرار گرفتن ريشه

  . باشد هاي مرتبه دوم مي رود، پاسخ پلة سيستم اي کشف نوع سيستم به کار ميکه معمولاً در عمل بر

) دوم، تابع پله   چنانچه ورودي يک سيستم مرتبه:هاي مرتبه دوم پاسخ پلة سيستم )u t باشد، پاسخ سيستم به اين ورودي، همواره 

  ) :  اعداد مختلط2α و 1α(به فرم کلي زير خواهد بود  

  ( ) ( )1 2s t s t
1 2c t 1 k e k e− −= + +  

  .  حالت زير خواهد بود4هاي معادله مشخصة سيستم، پاسخ پلة سيستم داراي يکي از  بر حسب محل قرار گرفتن ريشه

قي و منفي بوده و خاصيت ميراييِ سيستم شديدتر از  حالت ميرايي ديد، در اين حالت سيستم داراي دو ريشة متمايز، حقي)حالت اول

  .باشد کنندگي آن مي خاصيت نوسان

)0α >ω 1 ياξ > : (  

  
E  يستم مرتبه هاي مرتبه اول، در بسياري از کاربردها، س  با توجه به تشابه پاسخ پله در حالت ميرايي شديد با پاسخ پلة سيستم:نکته

  . زنيم دوم را با يک سيستم مرتبه اول تقريب مي

در اين حالت سيستم داراي دو ريشة يکسان، حقيقي و منفي بوده و خاصيت ميرايي سيستم، برابر   :حالت ميرايي بحراني) حالت دوم

  . باشد با خاصيت نوسان کنندگي آن مي

)0α =ω 1 ياξ = : (  

  



  ١٨ هاي كنترل خطي سيستم

E  شود، در حالت ميرايي بحراني، پاسخ پله بدون هيچ گونه فراجهشي به مقدار نهايي   همان طور که در شکل فوق ديده مي:نکته

( )( )u t١.کند  ميل مي  

تر از   ميرايي سيستم، ضعيف در اين حالت سيستم داراي دو ريشة مزدوج مختلط بوده و خاصيت:حالت ميرايي ضعيف) حالت سوم

  . باشد خاصيت نوسان کنندگي آن مي

)0α < ω 0 يا 1<ξ <. (  

  
 در اين حالت سيستم داراي دو ريشة موهومي محض بوده و خاصيت ميرايي در سيستم وجود ) :نوساني(حالت ناميرا ) حالت چهارم

  . ندارد

)0α 0ξ يا = =. (  

  
 بر روي نمودار، E تا Aحروف (کشد  به تصوير مي ،ξهاي يک سيستم مرتبه دو را به ازاي مقادير مختلف  ن هندسي ريشهاشکل زير، مک

  .) کشد ا به تصوير ميه چگونگي حرکت دو ريشة معادلة مشخصه را بر روي مکان هندسي ريشه

  
                                                           

)گيري از  ـ اثبات اين موضوع با مشتق 1 )c tاز آنجايي که .  امکانپذير است( ) n2
nc t t .e t−ω′ =ω ز همواره به ازايt لذا هيچگونه   صفر است،  مخالفِ<0

tاکسترمم محلي در   . شود  ديده نمي<0



  ١٩ هاي گذاري سيستم پاسخ

E  نکات :  

  .گردد هاي منفي، سيستم ناپايدار ميξـ به ازاي ۱

  ). استnωدر ساير حالاتي که نوسان وجود دارد، فرکانس نوسان، ( است dω، فرکانس نوسان سيستم »ميرايي ضعيف«ـ فقط در حالت ۲

  . شود صفر نمي) به ورودي پله(ـ در بين اين چهار حالت، حالت نوساني تنها حالتي است که خطاي حالت ماندگارش ۳

، جملة غالب است و ) مبدأ داردتري نسبت به ي نزديکαکه ( باشد، يکي از دو جملة نهايي 1ξـ در حالت ميرايي شديد و زماني که ۴

)توانيم  لذا مي )c tرا فقط با در نظر گرفتن همان يک قطب تقريب بزنيم  :  

  ( ) 1t
2 c t 1 e−αα α ⇒ ≈ −  

  .  باشندDCصلي و تابع تقريبي هر دو بايد داراي يک مقدار اـ هنگام تقريب زدن با استفاده از روش قطب غالب، تابع ۵

  هاي پاسخ گذرا  مشخصه
) ١ـ زمان تأخير١ )dt : اين زمان تقريباً برابر . شود اش، زمان تأخير ناميده مي مدت زمانِ لازم براي رسيدن خروجي به نصف مقدار نهايي

  : است با 

  d
n

1 0.7t + ξ
≈

ω
  

) ٢ـ زمان صعود٢ )rt :باشد، داراي دو تعريفِ رايج در کتب مرجع  ها مي  کميت که معياري براي بررسي سرعت پاسخ گذاري سيستماين

  : باشد مي

   مقدار نهايي 90% به 10%الف ـ زمان لازم براي رسيدن خروجي از 

   مقار نهايي 100% به 0%ب ـ زمان لازم براي رسيدن خروجي از 

  :کنيم استفاده مياين زمان، از رابطة زير  براي محاسبة

  r
d

t π −β
=

ω
  

  :  برابر است با βکه در آن 

  
2

1 1 1cos tan− − − ξ
β= ξ =

ξ
  

E  فوق ،   با توجه به رابطة:نکته β معرف مکان هندسي نقاطي است که کلية آن نقاط، داراي ξباشند  يکساني مي :  

                                                           
1 - Delay  
2 - Rise 



  ٢٠ هاي كنترل خطي سيستم

  

)ـ زمان پيک ٣ )pt : شود  مدت زمان لازم براي رسيدن پاسخ سيستم به اولين مقدار ماکزيمم، زمن پيک ناميده مي

( )
p

dc t
0

t tdt
 

=  = 
  : ١اين زمان برابر است با . 

  p
d

t π
=

ω
  

) ٢ـ زمان نشست٤ )st : باشد، نشان دهندة مدت زماني است که  ها مي اين کميت که معياري براي بررسي سرعت پاسخ ماندگار سيستم

  : گيرد پس از آن زمان، پاسخ سيستم در باند معيني از خروجي قرار مي

s    :  5%تلورانس 
n

3t =
ξω

  

s   : 2%تلورانس 
n

4t =
ξω

  

   : α%تلورانس 
2

s
n

100ln
a 1

t

 
 
 − ξ =

ξω
  

E  گيرد  مورد سئوال قرار مي2%هاي کنکور، زمان نشست با تلورانس   معمولاً در تست:نکته .  

)ـ ماکزيمم جهش ۵ )oM :باشد و برابر است با  مقدار ماکزيمم خروجي مي :  

  ( ) 21 tan
o pM c t 1 e 1 e

−πξ π
−

−ξ β= = + = +  

)ـ جهش نسبي ۶ )pM : شود، معرف بيشترين انحرافِ خرجي، نسبت به مقدارِ يک  اين کميت که معمولاً بر حسب درصد بيان مي

  : باشد و برابر است با  مي) واحد ورودي پلة(

                                                           
  . باشد  ميc(t)ـ در حقيقت اين زمان، نصف دوره تناوبِ پاسخ  1

2 - Settling time 



  ٢١ هاي گذاري سيستم پاسخ

  tan
p oM M 1 e

π
−

β= − =  

غير واحد باشد، اين کميت به صورتِ بيشترين انحراف خروجي از مقدار نهاييِ ورودي پلة غير واحد تعريف   در حالتي که ورودي پلة

  : گردد مي

  
( ) ( )

( )
p

p
c t c

M
c

− ∞
=

∞
  

  : کشد ها را به تصوير مي هاي پاسخ گذاري سيستم شکل زير، مفاهيم مرتبط با مشخصه

  

E نکات تکميلي :  

  : زير تقريب زده شودتواند از رابطة  دو نوعي، ميـ پهناي باند يک سيستم درجه ١

  2.2B.W.
t r

≈  

)ـ فاصله منحني ٢ )c t ِاز مقدار ماندگارش در لحظات pt nt

n Z

=


∈
  : تواند از روابط زير محاسبه شود  ، مي

  



  ٢٢ هاي كنترل خطي سيستم

  : متوانيم بنويسي ـ با توجه به نمودار فوق مي٣

  
2

tan31 2

2 3 4
x x e

+ π
β∆∆ ∆

= = = = ⇒ =
∆ ∆ ∆

  

  : توانيم از رابطة زير کمک بگيريم  ، ميpM از روي ξـ براي محاسبة ٤

  p
2 2

p

ln M

ln M

−
ξ =

π +
  

  : به بيان ديگر. عکس يکديگر دارند  ، رفتار pM و rtهاي  ـ کميت٥

rـ با افزايش  pt ,Mيابد  کاهش مي .  

rـ با کاهش  pt ,Mيابد  افزايش مي .  

  ):  استξ فقط تابع pMدقت کنيد که (گردد   ميpM ، موجب کاهش ξـ افزايش ٦

  
تر در  باشند، و بيان دقيق ترين سرعت را در رسيدن به مقدار نهايي دارا مي هاي زير ميرا سريع  ، سيستم0.8 تا 0.4 هاي بين ξـ به ازاي ٧

   :توانيم بگوييم ي مرتبه دو ميها مورد سرعت رسيدن به پاسخ نهايي در سيستم

   زير ميرا< ميراي بحراني <فوق ميرا   

 نيـز مقـدار     pMهر مقدار اين صفر بـه مبـدأ نزديکتـر باشـد،             . گردد   مي pMـ افزودن صفر حلقه بسته به يک سيستم، موجب افزايش           ۸

  : گيرد بيشتري به خود مي

  p r sM M t t↑ ⇒ ξ ⇒ ↓ ⇒   ء↑

  هاي مرتبه دوم  پاسخ ضربة سيستم

  



  خطا در حالت ماندگار 
)تابع تبديل حلقه ـباز  )G sرا به صورت زير در نظر بگيريد  :  

  ( ) ( ) ( )
( ) ( )

a z
N

1 p

K T s 1 T s 1
G s

s T s 1 T s 1

+ +
=

+ +




ْ  

ه و از روي تابع تبديل حلقه باز  در مخرج کسر، نشان دهندة تعداد انتگراتورهاي سيستم بودNS در جمله N توانِ :سيستم) تيپ(نوعِ 

  . شود سيستم مشخص مي

بوده و از روي تابع تبديل حلقه ـ بستة ) معادلة مشخصه(ايِ مخرج تابع حلقه ـ بستة سيستم   چند جمله  مرتبة:سيستم) درجه(مرتبه 

  . شود سيستم مشخص مي

  ) صرفنظر از ديمانسيونِ خروجي(تعريف موقعيت، سرعت و شتاب 

  . ناميم مي» موقعيت«روجي سيستم را  خ:موقعيت

  . ناميم مي» سرعت« تغييراتِ موقعيت سيستم را :سرعت

  . ناميم مي» شتاب« تغييرات سرعت را :شتاب

E  ترين و در عين حال مهمترين اين  برخي از ابتدايي. شود  براي بررسي دقت يک سيستم، معيارهاي مختلفي در نظر گرفته مي:نکته

  : ازمعيارها عبارتند 



  ٢٤ هاي كنترل خطي سيستم

    تعادل(خطاي حالت ماندگار ) ۱

  معيارهاي بررسي دقت سيستم

  








    

  ضرايب خطايِ)۲

  








  

)موقعيت  )pK  

)سرعت  )vK  

)شتاب  )aK  

E  گيرد که آن  خطا و دقت يک سيستم زماني مورد بررسي قرار مي: د به اين بحث، يک نکتة مهم را به خاطر بسپاريد پيش از ورو:نکته

  . بنابراين اگر سيستمي ناپايدار بود، تعريف خطا براي آن سيستم، نادرست است. سيستم پايدار باشد

  خطاي حالت ماندگار 
ü  يسه کننده توانيم خروجي مقا  در يک تعريف مي:تعريف اول( )E X YH=   :  رابه عنوان سيگنال خطا در نظر بگيريم−

  
   :توانيم بنويسيم  مي پس از يک مرحله ساده سازي، با توجه به تعريف فوق،

  ( ) ( )
( )

( )
( )ss

s 0

X s sX s
E s e lim

1 GH s 1 GH s→
= ⇒ =

+ +
  

E  ١ پرواضح است که چنانچه حالت ماندگار خروجي:نکته ( )y tصورت کسر فوق در   بخواهيم، را Gشود  هم ضرب مي :  

  ( ) ( )
( )ss

s 0

X s G s
y lim

1 GH s→
=

+
  

ü  توانيم اختلاف ورودي و خروجي سيستم را به عنوان خطاي سيستم در نظر بگيريم مي در تعريفي ديگر، :تعريف دوم :  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ss
s 0

E s X s Y s e lim sX s 1 T s
→

= − ⇒ = −  

  .شود  اي حالت ماندگار استفاده کنيم، در صورت سئوال مشخص مي خط اينکه از کداميک از اين دو تعريف براي محاسبة

E  در حالت خاصي که :نکته ( )H s   .  باشد، اين دو تعريف، معادل با يکديگر خواهند بو=1

                                                           
1 - steady - state 



  ٢٥ خطا در حالت ماندگار

  ) Figure of Meritاعداد شايستگي (ـ ضرايب خطا ۲
ü ضريب خطاي موقعيت pK :   

  ( ) ( )p
s 0

K lim G s H s
→

=  

ü ضريب خطاي سرعت vK :   

  ( ) ( )v
s 0

K lim sG s H s
→

=  

ü ضريب خطاي شتاب aK :   

  ( ) ( )2
a

s 0
K lim s G s H s

→
=  

E  نکات :  

  ورودي ) ٢سيستم، نوع ) ١: ، به دو عامل بستگي دارد)تعريف اول(خطاي حالت ماندگار )١

  :  به کار بروندsseتوانند براي محاسبة  با توجه به تعريف اول خطاي حالت ماندگار، ضرايب خطا مي) ٢

)سهمي  )2t u t   شيب( )tu t   پله( )u t  ورودي  
  نوع سيستم

∞  ∞  
p

1
1 K+

  N 0=  

∞  
v

1
K

  0  N 1=  

a

2
K

  0  0  N 2=  

0  0  0  N 3≥  
E به عبارت ديگر چنانچه سيستمي ناپايدار باشد، بحث در مورد ! اين جدول با فرض پايداري سيستم به دست آمده است: نکته  مهم

  . معناست خطاي حالت ماندگار، بي

 : توانيم بنويسيم در حالت کلي و به ازاي هر ورودي دلخواه و هر نوع سيستم، مي) ٣

  
  . شود ، کمتر مي)به قيمت کاهش پايداري(، خطاي حالت ماندگار رود هر قدر نوع سيستم بالاتر مي) ٤



  ٢٦ هاي كنترل خطي سيستم

)برايسيستم زير پاسخ حالت دائمي  : مثال )c t → ) و خطاي حالت دائمي ∞ )e t    به ترتيب کدام است؟ ∞→
  )۸۰مهندسي برق (               

   0 و 10)۱

   0.0975 و 10) ۲

  1000 و 10) ۳

  ∞ و ∞) ۴

  

  . باشد صحيح مي) ١(گزينه   : حل
  . با توجه به واحد بودنِ فيدبک، تعاريف اول و دوم خطا معادلند، به عنوان مثال اگر از تعريف اول خطا استفاده کنيم

  

( )( )
ss

s 0

10s 10se lim 0200 11
s s 1 s 2

→

×
= = =

+ ∞+
+ +

  

  ( ) ( )( )

( )( )
s 0

10 200s
s s s 1 s 2 2000c lim 10200 2001

s s 1 s 2
→

× ×
+ +

∞ = = =
+

+ +

  

)کنيد که رابطة توجه  )c ) است که فقط صورتش در sse در حقيقت همان رابطة ∞ )G sضرب شده است  .  

E  ي نيز ا  است و ورودي نيز از نوع پله است، بدون هيچگونه محاسبه1 با توجه به جدول صفحة قبل، چون سيستم تيپ :نکته

sseتوانستيم بگوييم  مي   .  خواهد شد=0

  : تابع تبديل حلقه بستة سيستمي با پس خور واحد به صورت زير است : مثال

  ( ) ( )
3 2

4 s 1
M s

s 2s 4s 4

+
=

+ + +
  

)اين سيستم به ورودي ) ماندگاري(حالت دائمي خطاي  ) ( )
2tr t 3 t u t
4

 
= − +  

 
  )۷۷مهندسي برق( برابر کدام است؟ 

1) ۲  صفر ) ۱
2

  ۳ (1
4

  ۴ (1
8

  

  . صحيح است) ٣(گزينه   : حل
  : تعريف خواهيم داشتبه عنوان مثال با استفاده از اين .  با توجه به واحد بودنِ فيدبک، تعاريف اول و دوم خطا معادلندروش اول ـ

  ( ) ( )( )ss
s 0

e lim s X s 1 M s
→

= −  



  ٢٧ خطا در حالت ماندگار

  ( )
ss 2 3 3 2s 0

4 s 13 1 2 1e lim s 1
s 4s 4s s 2s 4s 4→

+  
= − + − =  

+ + +   
  

E  هاي حلقه بسته با فيدبک واحدِ منفي، تابع تبديل حلقه ـ باز، به سادگي از روي تابع تبديل حلقه ـ بسته به  سيستم در :نکته مهم

  . نيمبدين منظور کافيست از تفاضل در مخرج استفاده ک. آيد دست مي

 

  ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

C s G s G s
T s G

R s 1 G s 1 G s G s
= = ⇒ = =

+ + −
  

  : تابع تبديل حلقه ـ بازِ اين سيستم عبارتست ازروش دوم ـ با توجه به نکته گفته شده ، 

  ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )3 2 23 2

4 s 1 4 s 1 4 s 1
G s

s 2s s s 2s 2s 4s 4 4 s 1

+ + +
= = =

+ ++ + + − +
  

)با توجه به ضابطة  )G s است و در نتيجه خطاي ماندگار به ورودي هاي 2 ، اين سيستم تيپ ( )2u t و ( )tu t−در مورد .  صفر است

)حالت ماندگار به ورودي شيبِ خطاي  )
23 u t
4

  : توانيم بنويسيم  نيز مي

  
( ) ( ) ( )

2ss ss2 2a
s 0

2 2 2 1e 1 e tK 4.2 4t u t lim s G s u t
4→

= = = = ⇒ =  

  . صحيح است) ۳(بنابراين گزينه 

E  ي دلخواه، به صورت  چننچه تابع تبديل حلقة بستة سيستم:نکته( ) ( )
( )

P s
T s

Q s
توانيم اين سيستم را با   مشخص شده بود، مي=

 : استفاده از يک سيستم با فيدبک واحد، به صورت زير مدلسازي کنيم

  

  Tصورتِ 
 T مخرجِ – T صورتِ



  ٢٨ هاي كنترل خطي سيستم

  باشد؟  کدام گزينه صحيح مي. تابع تبديل مدار بسته سيستم کنترلي با فيدبک واحد به صورت زير است : مثال
  )۷۵مهندسي برق (               

  ( )
( )

m m 1
0 1 m 1 m

n n 1
1 n 1 n

C s b s b s b s b m n
R s s a s a s a

−
−

−
−

+ + + +
= <

+ + + +




  

nاگر )۱ ma b= و n 1 m 1a b−   .  باشد خطاي حالت ماندگار به ورودي شيب صفر است=−

nاگر ) ۲ ma b≠ و n 1 m 1a b−   . فر است باشد خطاي حالت ماندگار به ورودي شيب ص≠−

nاگر ) ۳ ma b= و n 1 m 1a b−   .  باشد خطاي حالت ماندگار به ورودي شيب صفر است≠−

nاگر ) ۴ ma b≠ و n 1 m 1a b−   .  باشد خطاي حالت ماندگار به ورودي شيب صفر است=−

  . صحيح است) ١(گزينه   : حل
  آيد  فيدبک واحد است، تابع تبديل حلقه باز به سادگي با استفاده از تفاضل در مخرج به دست ميچون 

  ( )
m m 1

0 1 m 1 m
n n 1 m m 1

1 n 1 n 0 1 m 1 m

b s b s b s bG s , m n
s a s a s a b s b s b s b

−
−

− −
− −

+ + + +
= <

+ + + + − − − − −


 

  

 ٢زماني که سيستم تيپ : شود؟ پاسخ بسيار ساده است خطاي حالت ماندگار به ورودي شيب واحد چه زماني صفر مي: ها اما ترجمة گزينه

)دهد که در مخرج  اني رخ ميباشد و اين اتفاق زم )G s 2 ، بتوانيم ازيکsدهد   فاکتور بگيريم، واضح است که اين اتفاق زماني رخ مي

  : که

  m m n 1 m 1a b And a b− −= =  

  . صحيح است) ١(بنابراين گزينه 

E  نبايد به کار برد)نظير توابع متناوب( حد يکتا ندارند  قضية مقدار نهايي در مورد توابعي که:نکته ، .  

)سيستم بسته در پاسخ به ورودي  ،Kدر سيستم فيدبک زير به ازاء چه مقدار  : مثال )sin t در حالت ماندگاري داراي دامنه 
  ) ۷۴اي  تهمهندسي هس(   خواهد بود؟ 0.5

 

۱ (5
3

  ۲ (5
3

  ۳ (5  ۴ (25
9

  



  ٢٩ خطا در حالت ماندگار

  . صحيح است) ٢(گزينه   : حل

)با توجه به نکته فوق، حق نداريم از رابطه  )
( )ss 2s 0

C s1C lim s
R ss 1→

= × ×
+

با اين .  استفاده کنيمssC براي محاسبة مقدار ماندگار 

jتوانيم در حالت ماندگار سينوسي به جاي  جايي که مي وجود از آن ,sωتوانيم بنويسيم  قرار دهيم، مي :  

  

C K
R 2s 1 K

= ⇒
+ +

  

  
( )

ss 2
K K 5C 1 0.5 K

2j 1 K 34 1 K
= × = = ⇒ =

+ + + +
  

  . صحيح است) ٢(لذا گزينه 

E  ايِ سيستمي به ورودي   اگر خطاي لحظه:نکته( )x t را با ( )e t نمايش دهيم، آنگاه سطح زير منحني ( )e t برابر خواهد بود با  :  

 

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0 a

1x t u t e t dt
K

1x t r t e t dt
K

∞

υ
∞


= ⇒ = =



 = ⇒ = =


∫
∫

  

  

  خطاي حالت ماندگار به ورودي شيب 
  
  

 خطاي حالت ماندگار به ورودي سهمي 



  پايداري
ها بر مبناي تابع تبديل حلقه  برخي از اين روش. تواند انجام بگيرد هاي مختلفي مي ها به روش  بررسي پايداري سيستم:بررسي پايداري

  : کنند بسته، و برخي ديگر بر مبناي تابع تبديل حلقه باز عمل مي

  راوث ـ هورويتز : ـ با استفاده از تابع تبديل حلقه بسته ١

  معيار نايکوئيست : ـ با استفاده از تابع تبديل حلقه باز ٢

  : تواند به دو نوعِ نسبي و مطلق تقسيم شود  از يک ديدگاه، پايداري مي:انواع پايداري

   بررسي پايداري يک سيستم نسبت به سيستم ديگر :ـ پايداري نسبي١

  پايدار است يا نه  اين که سيستم صرفنظر از وروديِ تحميل شده، :ـ پايداري مطلق٢

E  به ذات سيستم بستگي داشته و تابع ورودي نيست) مطلق( پايداري :نکته .  

  . تواند نسبت به شرايط اوليه يا نسبت به ورودي مورد بررسي قرار بگيرد  از ديدگاهي ديگر، پايداري مي:انواع پايداري

  ) پايداري لياپانوف(ـ انواع پايداري نسبت به شرايط اوليه ۱
  : گيرند و داريم  قرار ميjωهاي حلقه بسته سمت چپ محور   در اين حالت، قطب:پايداري مجانبي) فال

  ( )
t
lim h t 0
→∞

=  



  ٣١ پايداري

باشد و ساير   ميjωروي محور ) مرتبه اول(هاي ساده   در اين حالت، سيستم حلقه بسته داراي قطب):نوساني(پايداري مرزي ) ب

  : گيرند و داريم قرار ميjωهاي سيستم حلقه بسته، سمت چپ محور  قطب

  ( )
t

0 lim h t
→∞

< <∞  

هاي حلقه   در حالتي ديگر، قطبگيرند، و يا  قرار ميjωهاي حلقه بسته سيستم، در طرف راست محور   در اين حالت قطب:ناپايدار) ج

  : در اين حالت، داريم. شوند  ظاهر ميjωهاي مکرر بر روي محور  بسته سيستم، به صورت قطب

  ( )
t
lim h t
→∞

→ ∞  

  ـ انواع پايداري نسبت به ورودي ۲
  پايداري مجانبي ) الف

  پايداري مرزي ) ب

  ناپايداري ) ج

  سيستم انواع 
  . گيرند  قرار ميjωهاِ تابع تبديل حلقة بستة آن، سمت چپ محور   سيستمي که تمام صفرها و قطب:سيستم مينيمم فاز

  . گيرند قرار مي jωسمت راست محور   سيستمي که حداقل يک صفر يا قطب تابع تبديل حلقه بسته آن،:سيستم غير مينيمم فاز

 ضرايب معادلة   قرار داشته باشند، آنگاه اولاً کليةjωهاي تابع تبديل حلقه بستة يک سيستم در طرف چپ محور   اگر تمامي قطب:قضيه

  : و ثانياً کلية اين ضرايب هم علامتند) مخالف صفرند(مشخصة سيستم موجودند 

)تمام ضرايب )۱ )s∆موجودند  .  

)ـ تمام ضرايب ۲ )s∆هم علامتند .  


⇒ 



  
)هاي  کلية ريشه )s∆ سمت چپ 

  .  قرار داشته باشندjωمحور 

  . د، انگاه سيتسم الزاماً ناپايدار است اگر حتي يکي از دو شرط فوق برقرار نباش:نتيجه

v به بيان ديگر، ممکن است تمام ضرايب ! باشد  قضية فوق يک قضيه يک طرفه مي:تذکر مهم( )s∆ موجود بوده و هم علامت 

)هم باشند اما  )s∆اي در طرف راست محور   ريشهjωباشد  داشته باشد، معيار راوث، مکمل اين قضيه مي .  

اي با ضرايب حقيقي و ثابت است،  هاي يک چند جمله  معيار راوث ـ هورويتز، روشي براي تعيين موقعيت ريشه:محک راوث ـ هورويتز

  . باشد اي نمي هاي چند جمله که در آن نيازي به حل و محاسبة دقيق ريشه



  ٣٢ هاي كنترل خطي سيستم

) هورويتز  پايداري راوث ـمراحل بکارگيري معيار  )RH١  
)ـ به دست آوردن معادلة مشخصه ۱ )s∆  

  ( ) ( )n n 1 n 2
0 1 3 n 1 n ns a s a s a s a s a 0 a 0− −

−∆ = + + + + + = ≠  

  ـ تشکيل جدول راوث ـ هورويتز ۲

  

n
0 2 4

n 1
1 3 5

n 2 1 2 0 3 3 4 2 5

1 3

2
1 2

1
3

0
2

s a a a

s a a a
a a a a a a a as

a a

s

s

s

−

− − −

α α

α

α







    

E  قواعد :  

  .  برابر استsهاي واقع در نيم صفحة راست صفحة  هبا تعداد ريش ،٢هاي ستون اول تعداد تغيير علامت)۱

)براي ) ۲ )s∆ تواند به کار برود معيار راوث ـ هورويتز نمي) هايي که تأخير زماني دارند مثل سيستم( هاي با ضرايب غير حقيقي .  

  . دهد اطلاعي به دست نمي  )درجة ناپايداري سيستم(ها تا مبداء   در مورد فاصلة ريشهRHمعيار ) ۳

  حالات خاص جدول راوث ـ هورويتز 
  : وجود داشته باشد) و نه کل سطر(ـ فقط يک صفر در ستون اول ۱حالت خاص 

  .  هم وجود داشته باشد دشوار استKتعيين علامت، وقتي که پارامتر :  گيريεروش )۱

1روش جاگذاري ) ۲
s

  . شود فقط ترتيب نوشتن ضرايب برعکس مي : s به جاي 

)روش ضرب در ) ۳ )s a+  

  : ـ کل ضرايب يک سطر صفر باشند۲حالت خاص 

  روش تشکيل معادلة کمکي و مشتق گيري ازآن ) ۱

E  نکات :  

                                                           
1 - Routh – Hurwitz  

 . تواند عددي زوج يا فرد باشد در حالت کلي مي هاي ستون اول، ها وجود ندارد و تعداد تغيير علامت ـ هيچ الزامي براي فرد بودنِ تعداد اين تغيير علامت 2



  ٣٣ پايداري

  : شود در حالتي که کل يک سطر کاملاً صفر مي

)هاي  هاي معادلة کمکي و در نتيجه ريشه ريشه)١ )s∆هاي متقارنِ   نسبت به مبدأ متقارنند بنابراين در صورتي که ريشه( )s∆ را 

  . هاي معادله کمکي را بيابيد خواستيد، کافيست ريشه

  ) سطر فرد= سطر صفر ( شود که داراي انديس فرد باشد تواند به طور کامل صفر همواره سطري مي) ٢

  . باشد هاي متقارن نسبت به مبدأ، يک واحد بيشتر از انديس سطرِ صفر شده مي تعداد ريشه) ٣

  ) هاي متقارن نسبت به مبدأ تعداد ريشه= شماره سطر صفر شده  + 1(

  . باشد معادلة مشخصه سيستم، مضربي از معادلة کمکي مي )۴

  )( )F s× معادلة کمکي ( )s∆ =(  

هاي پيش از سطري که صفر شده است  ، برابر است با تعداد تغيير علامت) نسبت به مبدأ(هاي غيرمتقارنِ معادله مشخصه  تعداد ريشه) ٥

  ). هاي پيش از سطرِ صفر تعداد تغيير علامت= هاي غيرمتقارن  تعداد ريشه(

  . استفاده کنيم» معادلة کمکي«توانيم از  در حالتي که فقط يک صفر در ستون اول وجود داشته باشد، نمي) ٦

   !) . 1و نه حالت خاصِ ( رخ داده است 2اگر عنصر اول يک سطر صفر باشد و عنصر ديگري هم وجود نداشته باشد، حالت خاص ) ٧

3: مثال  2s 2s s 2+ + +  

   ريشه متقارن ۴ت مختلف مکان بررسي حالا

  ) ناپايدار. ( کاملاً صفر شده و دو تغيير علامت نيز رخ داده است3sسطر )۱

 

  ) ناپايدار. ( رخ داده است3s صفر شده و يک تغيير علامت بعد از سطر 3sسطر ) ۲

  4s 1 0+   مثال : =

 



  ٣٤ هاي كنترل خطي سيستم

  )پايداري مرزي. (بدون تغيير علامت.  صفر شده است3sسطرهاي ) ٣

  4 2s 5s 4+   مثال : +

 

  ). ايدارناپ(بدون تغيير علامت . اند  صفر شده1s و 3sسطرهاي ) ٤

  ( )22s   مثال  : +1

 

  ). ناپايدار(دو تغيير علامت . اند  صفرشده1s و 3sسطرهاي ) ٥

  4 2s 2s 1−  مثال : +

  

  پايداري مطلق و پايداري نسبي 
)سيستم را نسبت به محور پايداري يک » پايداري مطلق«در بحث  )0 jδ = ωسنجيم، اما مواردي نيز وجود دارند که برايمان مطلوب   مي

δمثلاً محور  (jωاست که پايداري يک سيستم را نسبت به محوري ديگر به جز محور  = α (ًپايداري « بسنجيم، اين پايداري اصطلاحا

δبه منظور بررسي پايداري يک سيستم نسبت به خط . شود ناميده مي» نسبي = α ِکافيست در معادلة مشخصه، جانشاني ، s s→ + α 

  . را انجام داده و معيار پايداري راوث ـ هورويتز را بکار ببريم



  ٣٥ پايداري

)اگر سيستمي داراي تابع تبديل  : مثال ) ( )
6 5 4 3 2

24 s 2
H s

s 4s 11s 32s 40s 64s 48

−
=

+ + + + + +
 باشد، آنگاه اين سيستم 

  )۸۶مهندسي برق (  . است……… همواره 
  ناپايدار ) ۴  پايدار مرزي ) ۳  پايدار مجانبي ) ۲  پايدار ) ۱

  . صحيح است) ۴(گزينه   : حل
  
  

d
4 2 3dss 8s 16 0 4s 16s 0+ + = → +   معادله کمکي  : =

  

d
2 dss 4 0 2s 0+ = →   معادله کمکي  : =

5

s 1 11 40 48

s 4
1

32
8

64
16

4s 3
1

24
8

48
16

3s 4

→

1
16
4

2s 4
1

16
4

1

0

s 2

s 4

→

  

3باشد، که به دليل دو بار صفر شدنِ سطرهاي   قطب متقارن نسبت به مبدأ مي4، اين سيستم داراي 3sبا توجه به صفر شدنِ سطر  1s ,s 

هاي سيستم به طرف راست  ت در ستون اول، مانعِ رفتن قطبپر واضح است که عدم تغيير علام(شوند   مي2ها مکرر از مرتبه  ، اين قطب

  ). گردد  ميjωمحور 

 

E  3 معادله مشخصة :نکته 2
3 2 1 0a s a s a s a∆ = + +   : ، به شرطي پايدار است که )با فرض هم علامت بودن کلية ضرايب (+

1 2 0 3a a a a> 
  

  

E  1 که تساوي  در حالتي:نکته 2 0 3a a a a= شود وارد مي) مرز پايداري و ناپايداري( رخ بدهد، سيستم به حالت نوساني .  

         حاصلضرب حاصلضرب 
 ها  ها           وسطي  کناري



  ٣٦ هاي كنترل خطي سيستم

E  0ي نسبي يک سيستم نسبت به خط رادر صورتي که بررسي پايد:نکتهδ = − δ مطلوبست، ابتدا در معادلة مشخصه سيستم s را به 

( )0s −δکنيم و سپس معيار راوث را به معادلة مشخصة جديد اعمال کنيد  تبديل مي .  

1σهاي مدار بسته در سمت چپ خط  در سيستم کنترل مدار بسته شکل زير براي آن که تمام قطب : مثال =  قرار گيرد −
  )۶۷ مهندسي برق(   چست؟ Kحداکثر مقدار 

  
۱ (48 ۲ (15 ۳ (120 ۴ (288 

  . صحيح است) ۱(گزينه   : حل
1δدر حقيقت در اين سئوال، پايداري نسبي سيستم، نسبت به خط  = معادلة مشخصً سيستم برابر است .  مورد سئوال قرار گرفته است−

  : با 

  ( ) ( ) ( ) ( )s s 1 3 23 2s s 6s 20s K s 1 6 s 1 20 s 1 K→ − ′∆ − + + + → ∆ = − + − + − +  

  3 2s 3s 11s K 15= + + + −  

)حال کافيست شرط پايداري را براي معادلة مشخصه سيستم جديد     : بنويسيم∆′(

  

3

2

1

0

s 1 11

s 3 K 15
33 K 15s K 48

3 15 K 48K 15s K 15

−
− + ⇒ < 

 → < <⇒ > −

  

15  بنابراين شرط پايداري سيستم جديد، K 48< K است، که ماکزيمم مقدار آن >   . باشد  مي=48

  )۸۸مهندسي برق (  :  متناظر يک سيستم پايدار برابر است با pشکل مقابل حدود  در سيستم  : مثال
۱(p 0>  

۲ (p 1> −  

۳ (3 p 1− < < −  

۴ (3 p 1− < <  

  

  . صحيح است) ۲(گزينه   : حل



  ٣٧ پايداري

   :يابيم تابع تبديل سيستم را مي استفاده از روش ميسون،ابتدا با 

  ( )( )

( )( )
( ) ( )2

1
s 1 s pC 1

R 1 1 1 s s p 2p 21
s 1 s 1 s p s p

+ +
= =

 − + + + +− − − + + + + 

  

با توجه به اين که معادله مشخصة اين سيستم از مرتبة دوم است، حتي بدون نياز به استفاده از آراية راوث و به صورت مستقيم نيز 

  : توانيم شرط پايداري آن را بنويسيم مي

  3 p 0 p 3
p 1

2P 2 0 p 1
+ > → > − 

→ > − + > → > − 
  شرط پايداري : 

  :  زير ر در نظر بگيريد(Routh)آرايه راوث  : مثال

  

7

6

5

4

3

s a b c d

s e f g h

s i x x x

s l x x

s n
0

2

1

0 0

s p x

s q
0

0

0

s h

  

همه (در مورد پايداري سيستم کدام عبارت صحيح است؟ . اند  در ابتدا همگي صفر بوده1s و 3sدقت کنيد که ضرايب سطر  : مثال
  )۸۸مهندسي برق (  .)باشند مترهاي جدول مثبت ميپارا
  ناپايدار )۱

  پايدار ) ۲

  پايدار مرزي ) ۳

  . توان اظهار کرد بدون دانستن مقادير عددي نمي) ۴

  . صحيح است) ١(گزينه   : حل
 هست و بنابراين jωبا توجه به صفر شدنِ دو سطر به طور کامل، سيستم داراي دو جفت قطبِ مکررِ متقارن نسبت به مبدأ روي محور 

  . صحيح است) ١(ناپايدار خواهد بود و لذا گزينه 



  )ايوانس(ها  مکان هندسي ريشه
 نيز به دنبال اين RLدر روش . هاي حلقه بسته، تعيين کنندة مشخصات پاسخ گذاري سيستم هستند دانيم، محل قطب همان طور که مي

  .  بررسي کنيمs هاي معادله مشخصه در صفحة را بر محل ريشه) مثلاً گين حلقه باز(هستيم که اثر تغيير يکي از پارامترهايِ سيستم 

معمولاً (هاي معادلة مشخصه سيستم به ازاي تمام مقادير يک پارامتر سيستم  ريشه  روشي است که درآن،(Rl) ١ها مکان هندسي ريشه

  . شود رسم مي) بهره

 RLفوايد استفاده از 

  بيني اثر تغيير گين بررفتار سيستم  ـ پيش۱

  رفتار سيستم هاي حلقه باز بر  بيني اثر افزودن قطب ـ پيش۲

  بيني اثر افزودن صفر بر رفتار سيستم  ـ پيش۳

تواند تأثير بش از يک پارامتر را بر مکان  مي» ها مسير ريشه«هاست، با اين تفاوت که   تقريباً همان روش مکان هندسي ريشه:مسير ريشه

  . هاي سيستم تعيين کند ريشه

E  براي رسم :نکته بسيار مهم RLمثلاً (تدا پارامترِ در حال تغيير ، پيش از هر کار، ابK ( را به صورتKGبازنويسي کنيد ) !G 

  .  باشد G بايد حتماً ضريبِ صورتِ تابع تبديل حلقه باز RL ،Kبه بيان ديگر، هنگام رسمِ ) تابع تبديل حلقه باز

                                                           
1 - Root Locas  



  ٣٩ ها مكان هندسي ريشه

)تابع تبديل حلقه باز سيستم زير،  : مثال )
( )( )2

1 KsGH s
s s 1 s 2

+
=

+ +
  . باشد  مي

  
  : کافيست ،KGسي تابع تبديل حلقه باز به صورت براي بازنوي

  . ـ معادلة مشخصة سيستم را تشکيل دهيد۱

) مشخصه را به صورت  ـ معادلة۲ )s 1 KGH 0∆ = +   .  بازنويسي کنيد=

  ( ) ( )( ) ( )s s s 1 s 2 1 Ks 0∆ = + + + + =  

  : بنابراين پس از يک مرحله ساده سازي خواهيم داشت

  ( ) ( )3 2
3 2

Kss s 3s 2s Ks 1 0 s 1 0
s 3s 2s 1

∆ = + + + + = ⇒ ∆ = + =
+ + +

  

E ۱( بر حسب  : بسيار مهمنکته (ِعلامت پارامتر K و )چهار نوع نوع فيدبک،) ۲ RLقابل رسم است که دو به دو مشابهند  .  

  : کند   را تعيين ميRLجهتِ   ،Kـ علامت پارامتر ۱

K   ) ∞ از صفر تا Kبا تغيير  (٣ به سمت صفرها٢ها حرکت از قطب : <0

K   ) .  تا صفر∞− از Kبا تغيير (ها  حرکت از صفرها به سمت قطب : >0

  : کند را تعيين مي) يا نوع فيدبک( شرط زاويه  ،) Kعلامتِ  (×) علامت مقايسه کننده(ـ ۲

GH مضرب فردِ    ) :فيدبک منفي(منفي  = π  

GH مضرب زوجِ  ) : فيدبک مثبت(مثبت  = π  

  : کشند هاي زير همين مفاهيم را به تصوير مي شکل

                                                           
2 - Poles 
3 - Zeros 



  ٤٠ هاي كنترل خطي سيستم

  
قط تابع علامت و ف( بستگي  دارد كننده مقايسهو علامت  Kعلامت : ، به هر دو عاملِ شرط زاويهمجدداً به اين نكته توجه كنيد كه 

  .!)كننده نيست مقايسه

E  1 با توجه به شرط اندازه در :نکتهK RL
GH

 
=  

 
  :  ، دو روش وجود دارد1sاي خاص مانند   متناظر با ريشهK ، براي يافتن 

1  : ـ روش ترسيمي ۱

1

sK
s

=  

1K  : ـ روش تحليلي ۲
GH

=  

E  هنگام يافتن : نکته مهمK1اي خاص مانند   متناظر با ريشهsچنانچه سيستم صفر يا قطب نداشت، در رابطة ،   

1

1

sK
s

  .  به ترتيب مخرج يا صورت را يک فرض کنيد=

  يدبک منفي ها در حالت ف مراحل رسم مکان هندسي ريشه
 RLها، از قواعد زير براي رسم  ، منفي باشد، براي رسم مكان هندسي ريشه)Kعلامت (×)كننده علامت مقايسه: (حاصلضربِ چنانچه 

  :در اين حالت، از حل معادله مشخصه چنين سيستمي، خواهيم داشت. كنيم استفاده مي

  ( )
1GH

s 1 KGH 0 K
GH

 =∆ = + = ⇒ 
 = π

  

  ها تا  فاصله قطب
 فاصلة صفرها تا

  ها تا  فاصلة قطب
 فاصلة صفرها تا 

مضرب فردِ 



  ٤١ ها مكان هندسي ريشه

   ) : Kتعيين معادله مشخصه و جداسازي پارامتر  (حلقه بازـ تشکيل فرم استاندارد تابع ۱

  ( ) ( )
( )

i

i

s Z
GH s

s P
+

=
+

∏
∏

  

 RLهاي  و تعيين تعداد شاخهحلقه باز هاي P و Zـ رسم ۲

  ( )RL max m,n=  

E  ( قابل بکارگيري است )هاي ناپايدار حتي سيستم(ها   فرمول فوق براي کلية سيستم:نکتهm و n به ترتيب معرفِ درجة صورت و 

  ).  هستندGHمخرجِ 

  

   روي محور حقيقي RLـ تعيين ۳
  . ، تعدادي فرد باشدA سمت راست نقطة ٤هاي حقيقي  قرار دارد، اگر و فقط اگر تعداد کل صفر و قطبRL روي Aنقطة 

E  نکته: RL،گيرد  در ميان قرار نمي لزوماً به صورت خطوط يک   روي محور حقيقي !  

  ها  ـ بررسي مجانب۴
  n m=   ها   تعداد مجانب−

  
n m

π
=

−
  ها   زاوية مجانب

  ( ) ( )i i
0

Real P Real Z
n m

−
= δ =

−
∑   ها  محل تقاطع مجانب∑

E  نکات :  

  .  وجود داردRLـ امکان قطع شدنِ مجانب توسط ۱

)که ـ فقط در حالت خاصي ۲ )n m−ها،   فرد باشد، يکي از مجانبπاست  .  

                                                           
  . کنند هاي مختلط در اين مرحله نقشي ايقا نمي  صفر و قطب لط همشه در شرط زاويه صادقند،هاي مختP و Zـ در حقيقت از آنجايي که  4

 هاي تعداد شاخه



  ٤٢ هاي كنترل خطي سيستم

  ط شکست اـ بررسي نق۵
)نقاط شکست، نقاطي هستند که  )s∆براي محاسبة نقاط ).  شاخه2محل تقاطع حداقل (باشد   در آن نقاط داراي ريشة مضاعف مي

  : وش وجود داردشکست، دو ر

  : روش اول ـ حل يکي از دو معادله زير

  ( )d GHdK d 1 dK0 or 0
ds ds GH ds ds

− = = = = 
 

  

  : روش دوم ـ حل معادلة زير 

  
m n

i ji 1 j 1

1 1 0
b Z b P= =

− =
+ +∑ ∑  

  

  

E  نکات :  

، )۳ه مرحل ( روي محور حقيقي مشخص استRLاي حقيقي باشد، با توجه به اين که  گيري، ريشه ـ اگر ريشة به دست آمده از مشتق۱

 در رابطة sنيازي به جاگذاري 
( )
1K

GH s
−

  .)  را بيابيمKمگر اين که بخواهيم مقدار . ( نيست=

  : ـ نقطة شکست تنها در صورتي مختلط است که ٢

  ). زيرا حداقل دو جفت قطب مختلط بايد وجود داشته باشد( باشد 4معادلة مشخصه حداقل درجة ) الف

  . اين نقطة شکست، حقيقي و مثبت باشد متناظر با K) ب

  .  وجود داردbreak awayنقطة شکست از نوع  ، حداقل يک RLـ بين هر دو قطب حقيقي روي ۳

  ٥.  وجود داردbreak in، حداقل يک نقطة شکست از نوع RLـ بين هر دو صفر حقيقي روي ۴

     شکست وجود ندارد  يا نقطة

 RLـ بين هر صفر و قطب حقيقي روي ۵






  . يا دو نقطة شکست وجود دارد  

                                                           
 ) باشد∞شايد يكي از صفرها در ( 5



  ٤٣ ها مكان هندسي ريشه

 

dـ اگر ۶ K
ds

 داشت 2 ريشة مکرر از مرتبة 1s در 
2

2
d K 0
ds

 
=  

 
) گانة 3 ريشة 1s آنگاه   ، )s∆و به همين ترتيب(باشد   مي .(  

)ـ تعيين زواياي ورود و خروج ۶ )m ∈  
)زاويه خروج از قطب ) الف )φ :   i i 2mφ= π − φ + θ + π∑ ∑  

)زاويه ورود به صفر ) ب )θ :   i i 2mθ= π − θ + φ + π∑ ∑  

E  نکات:   

  . خواهد بود) در طرف چپ معادله (θ يا φضريب  ـ اگر صفر يا قطب مکرر داشتيم، مرتبة آن صفر يا قطب،١

  . هاي حقيقي ندارند هاي مختلط تأثيري در زاويه صفر و قطب ـ صفر و قطب٢

 RLبه دليل تقارن (هاي مختلط کافي است   ،  تنها براي يکي از جفت صفر و قطبφ يا θة هاي مختلط، يافتن زاوي ـ براي صفر و قطب٣

  ). نسبت به محور حقيقي

  ـ تعيين محل برخورد با محور موهومي ۷
  معيار پايداري راوث : روش اول 

sحل معادلة مشخصه به ازاي : روش دوم  j= ω  

  ها در حالت فيدبک مثبت  مراحل رسم مکان هندسي ريشه

  
1GH

1 KGH 0 K
GH

 =∆ = − = ⇒ 
 = π

  

   ) Kتعيين معادله مشخصه و جدا سازي پارامترِ  (OLـ تشکيل فرم استاندارد تابع ١

  ( ) ( )
( )

i

i

s Z
GH s

s P
+

=
+

∏
∏

  

 مضرب زوجِ



  ٤٤ هاي كنترل خطي سيستم

   RLهاي   و تعيين تعداد شاخهOLهاي P و Zـ رسم ۲

  ( )RL max m,n=  

   روي محور حقيقي RLـ تعيين ٣

  . ، زوج باشدAهاي حقيقي سمت راست   اگر و فقط اگر تعداد کل صفر و قطب  قرار دارد،RL روي Aنقطة 

  ها ـ بررسيِ مجانب۴

  n m=   ها   تعداد مجانب−

  2
n m

π
=

−
  اه زاوية مجانب

  ( ) ( )i iReal P Real Z
n m

−
=

−
∑   ها  محل تقاطع مجانب∑

  ـ بررسيِ نقطه شکست ۵

)ـ تعيين زواياي ورود و خروج ۶ )m ∈  

)زاويه خروج از قطب ) الف )φ :   i i 2mφ= − φ + θ + π∑ ∑  

)زاويه ورود به صفر ) ب )θ :   i i 2mθ= − θ + φ + π∑ ∑  

  jωـ تعيين محل برخورد با محور ۷

  . شود باشد، سيستم پايدار مشروط ناميده مي   پايدار ميK سيستمي که تنها به ازاي برخي از مقادير :سيستم پايدار مشروط 

E هاي پايدار مشروط  نکات سيستم :  

  . هاي با پايداري مشروط بيشتر است ـ احتمال خرابي سيستم١

  . هاي پايدار مشروط وجود دارد ـ امکان اشباع شدن و عملکرد غير خطي سيستم٢

  .  پايداري مشروط قابل پيشگيري است ـ با افزودن جبرانساز مناسب،٣

E مربوط به : نکات تکميليRLهاي داراي فيدبک منفي  در سيستم :  

  ) کاربرد درطراحي جبرانساز. (راند  را به سوي نيم ـ صفحة راست ميRL , sمة چپ صفحه به ني) يا دافع(ـ افزودن قطب ۱

  ) کاربرد طراحي جبرانساز. (راند  را به سوي نيم ـ صفحة چپ ميRL , sبه نيمة چپ صفحة ) يا جاذب(ـ افزودن صفر ۲

Kحور حقيقي مختص  است، با اين تفاوت که قسمتي از مRLـ در حقيقت همواره کل محور حقيقي جزو ۳  و قسمت ديگر مختص <0

K   . باشد  مي>0

  ). شوند ها مختلط مي ، ريشهKبه ازاي مقادير بزرگتر از اين . (ي مربوط به نقطة شکست استK روي محور حقيقي، Kـ ماکزيمم مقدار ۴

 هاي  تعداد شاخه



  ٤٥ ها مكان هندسي ريشه

پايداري . ( به نيم صفحة راست وجود داردRL تا بيشتر از صفرهاي حلقه باز بود، امکان ورود 3هاي حلقه باز دست کم  ـ اگر تعداد قطب۵

  ) مشروط

ولي در بحث پايداري و جبرانسازي به ( ندارد و قابل چشم پوشي است RLـ اگر صفر و قطبي قابل ساده سازي باشد، تأثيري در رسم ۶

  !)هيچ عنوان قابل چشمپوشي نيست 

  .) رود  در يک نقطة خاص به کار ميKشرط اندازه فقط براي محاسبة مقدار . ( کافيستRLاي رسم ـ شرط زاويه بر۷

K به ازاي RLـ از آن جايي که همواره ۸ K روي قطب و به ازاي =0 → ±  را RL آنچه جهتِ منحني ٦گيرد،  روي صفر قرار مي∞

  : توانيم بگوييم پس به طور خلاصه مي). و نه نوع فيدبک( است Kود کند، حد تعيين مي

  
K 0 K

K 0 K

K 0 : x __________

K 0 : x __________

= →∞

= →−∞

>

<





  

هاي تابع تبديل حلقه بسته سيستمي با فيدبک واحد منفي و تابع تبديل حلقه باز  مکان هندسي ريشه : مثال

( ) ( )
s aG s

s s 1
−

=
+

) به ازاي تغييرات  )a 0 a≥۸۶مهندسي برق (   است؟  کدام(  

۱ (  

  

۲(  

  
  

۳ (  

  
  

۴ (  

  
  

  

                                                           
 اثبات اين مطلب به راحتي توسط رابطة  ـ 6

1K
GH

 .  قابل اثبات است=



  ٤٦ هاي كنترل خطي سيستم

  . صحيح است) ٢(گزينه   : حل

  ( ) ( )
2 2s aG s s s s a s 2s a 0

s s 1
−

= → ∆ = + + − = + − =
+

  

  ( ) ( )
as 1

s s 1
→ ∆ = −

+
  

  ( ) ( )
Ks 1 , K 0

s s 2
→ ∆ = + <

+
  

  .  صحيح است٤ يا ٢دهد که، يکي از دو گزينه  آرايش صفر و قطب نشان مي

  
 حاکم است و RL هر دو منفي هستند، پس قوانين فيدبک مثبت بر نمودار Kلامت مقايسه کننده و پارامترِ از طرفي با توجه به اين که ع

  ).  روي محور حقيقي را تشخيص بدهيمRLکافيست محل . (درست است) ۲(لذا گزينه 

)هاي معادله مشخصه سيستمي با تابع تبديل حلقه باز  کدام گزينه مکان هندسي تقريبي ريشه : مثال )
( )

4

23
K s 1

GH
s s 2

+
=

+
 را 

  )۸۶مهندسي برق (  کند؟  کند، معرفي مي  تغيير مي∞+ تا 0 از Kوقتي 
۱ (  

  

۲ (  

  

۳ (  

  

۴ (  

  
  . صحيح است) ٤(گزينه   : حل

E  را منفي در نظر بگيريد بود، آن وقتي نوع فيدبک را در سئوال مشخص نکرده :نکته .  



  ٤٧ ها مكان هندسي ريشه

sزاويه خروجي از قطب    :  برابر است با =0

  ( ) ( )0 0
2m3 180 0 2 0 4 60 60 , 180

3
π

φ = − × + × ⇒ φ = + = ±    

sشوند تا از طرفي زاوية ورود به صفر  حذف مي) ٣(و ) ١(هاي  بنابراين تا اينجا گزينه 1=   :  برابر است با −

  ( ) ( )1 1
2m4 180 0 3 180 2 0 2m 180 0, 90 ,180

4− −
π

θ = − + × + × + π ⇒ θ = ± = ±     

  . صحيح است) ٤(بنابراين گزينه 

  : تابع تبديل حلقه سيستمي به صورت زير است : مثال

  ( ) ( ) ( )2

3
K s 1

KG s H s
s

+
=  

Kهاي حلقه بسته اين سيستم براي  مکان ريشه   )۸۷مهندسي برق (   کدام است؟ <0
۱ (  

 

۲ (  

  
۳ (  

  

۴ (  

  
  . ستصحيح ا) ١(گزينه   : حل

E  باشد مي» تابع تبديل حلقه باز«همان !  به بعد٨٧در کلية سئوالات سال » تابع تبديل حلقه«منظور از عبارِت :نکته !  

sبا محاسبة زاوية خروج از قطب    : شود  ، دو گزينه حذف مي=0

  ( ) ( )0 03 180 0 0 60φ = − + → φ =   

  : در مرحلة بعد، کافيست نقطة زيني را بيابيم. شوند  حذف مي٤ و ٢هاي  تا اينجا گزينه

  ( ) ( )23 2

2
2 s 1 s 3s s 1dK 0 0 s 3

ds
+ − +

= ⇒ = → = −  

  . باشد صحيح مي) ۱(بنابراين گزينه 

 مخرج



  ٤٨ هاي كنترل خطي سيستم

)تبديل حلقه سيستمي به صورت تابع  : مثال )
( )( )

( )( )
2 2

2 2

K s 5 s 3
G s

s 6 s 4

+ −
=

+ −
Kهاي حلقه بسته سيستم براي   مکان ريشه  کدام >0

  )۸۸ق مهندسي بر( است؟ 
۱ (  

  

۲ (  

  
۳ (  

  

۴ (  

  
  . صحيح است) ۴(گزينه   : حل

Kلطفاً دقت کنيد    : با توجه به اين که در صورت سئوال حرفي از علامتِ مقايسه کنده نزده، پيش فرضِ ما سيستم زير است!  است>0

  

  شود   با توجه به قوانين فيدبک مثبت رسم ميRLبنابراين 

  

K 0<→  
  

 ۱هاي   نقاطي خواهد بود که تعدادي زوج صفر وقطب سمت راست آن قرار گرفته باشد و در نتيجه گزينهRLبنابراين روي محور حقيقي، 

  : باشد  در نقطة شکست مي۴ و ۳هي  هاي گزينه از طرفي، تفاوت. شوند  حذف مي۲و 

  ( )
dK4 2 0
ds

4 2
s 2s 15G s K
s 2s 24

=+ −
= →

+ −
  

  
( )( ) ( )( )

( )

3 4 2 3 4 2

24 2

4s 4s s 2s 24 4s 4s s 2s 15
0

s 2s 24

+ + − − + + −
= =

+ −
  

  : از حل معادلة فوق، نقاط شکست برابر خواهند بود با 

  4sh3 4s 0 s 0 , s j , s j+ = ⇒ = = + = −  

  . صحيح است) ۴(لذا گزينه 



  ٤٩ ها مكان هندسي ريشه

نهايت کدام   از صفر تا بيK مشخصه سيستم حلقه بسته شکل زير براي تغييرات بهره  هاي معادله مکان هندسي ريشه : مثال
 )۷۶مهندسي برق (   است؟ گزينه

  
۱ (  

  

۲ (  

  
۳ (  

  

۴ (  

  
  . صحيح است) ۴(گزينه   : حل

)البته دقت کنيد در اين فرايند بهتر است علامت . پس از هر کار، بايد تابع تبديل حلقه باز را به فرم استاندارد درآوريم )K را تغيير 

  ):  همواره مثبت استKزيرا طبق صورت سئوال، علامت (بدهيد، 

با توجه به مثبت بودنِ فيدبک، و با استفاده از وضعيت 

 ۱هاي  ها روي محور حقيقي، گزينه مکاني هندسي ريشه

  . شوند  حذف مي۳و 
  

  

sها برابر است، بنابراين سيستم داراي دو صفر در   صفرها همواره با تعداد کل قطب٧از طرفي از آنجايي که تعداد کل →  و ∞+

s →−   : باشد و از آنجايي که   مي∞

  ٨. وجود داردbreakهمواره بين هر دو صفر ، يک نقطه 

sبنابراين حتماً بين صفرهاي واقع در  1= s و +   . يح است صح۴ يک نقطة شکست وجود دارد و لذا گزينه ∞→

  : توانيم مختصات اين نقطة زيني را محاسبه هم کنيم البته مي

  1 12

2 2

s 1.69 K 15.27dK 0 2s s 4 0
s 0.52 K 0.52ds

= ↔ =
= → − − = →  = − ↔ = −

  

). متأسفانه زاوية خروج از قطب در اين تست اشتباه رسم شده بود )90φ = ± 
  

                                                           
 ـ متناهي و نامتناهي  7
  .  استbreak away اين نقطه، نقطة K<0 و براي break in اين نقطه، نقطه K>0 اين تفاوت که براي ـ با 8

ü  
Ï 



  پاسخ فرکانسي

  
  . کند  را بررسي مي.C.Lپايداريِ سيستمِ   ،.O.Lبا استفاده از پاسخ فرکانسيِ ) : لگاريتمي (١ـ منحني بود١

  . کند  را بررسي مي.C.L پايداريِ سيستم .O.Lبا استفاده از پاسخ فرکانسيِ ) : قطبي (٢ـ منحني نايکوئيست۲

  ـ منحني نيکولز ۳

  . کنيم دهيم و خروجيِ حالت ماندگار آن را بررسي مي  سينوسي مي  به سيستم وروديِ:انسيتعريف پاسخ فرک

  مزاياي پاسخ فرکانسي 
  ـ ساده بودن ۱

  ـ قابل به کارگيري در کاربردهاي عملي ۲

  ها  ـ مينيمم کردن اثر نويز در طراحي سيستم۳

  ها  ـ مينيمم کردن اثر اغتشاش در طراحي سيستم۴

  

                                                           
1 - Bode Diagram 
2 - Nyquist Diagram 



  ٥١ پاسخ فركانسي

  رکانسي معايب پاسخ ف
  ) هاي مرتبه دوم به جز در سيستم( غيرمستقيمِ پاسخ فرکانسي و پاسخ گذرا  ـ رابطة١

  ١نمودارهاي بودي
)براي تلحيل تابع حلقه باز  ،Bodeدر روش آقاي  )G ωشود  ، از دو منحني استفاده مي :  

)ـ منحني ۱ )G jω :  در اين منحني( )20log G jω را بر حسب ωرسم کنيد  .  

)ـ منحني ۳ )G jω:   در اين منحني ( )G jωرا بر حسب درجه يا راديان رسم کنيد  .  

 Bodeروش عمومي رسم نمودار 

عوامل «شود مجانب فرکانس پايينِ  اين کار باعث مي( بنويسيد +1را به صورت » عوامل پايه«لية ک: ـ بازنويسي تابع به فرم استاندارد۱

  .)  باشد0dB، خط »پايه

  هاي  هاي گوشه ـ به دست آوردن فرکانس۲

  ـ رسم نمودار تقريبي دامنه ۳

  ـ رسم نمودار تقريبي فاز ۴

 Bodeايه در نمودار عوامل پ

  K  : عامل گين  ـ ۱

  ±ns  ) :قطب در مبدأ(گيري  و انتگرال) صفر در مبدأ(گيري  ـ عوامل مشتق۲

)  ) : هاي ساده  صفر و قطب(ـ عوامل مرتبه اول ۳ ) 11 Ts ±+  

  ): هاي مختلط صفر و قطب(ـ عوامل مرتبه دوم ۴
1

2
2n n

2 11 s s
±

 ξ
+ +  ω ω 

  

  

  

  

    

  منحني دامنه






  
Kبه ازاي  20log ، منحني دامنه به اندازه <1 Kرود  بالا مي .  

Kبه ازاي  20log ، منحني دامنه به اندازة >1 Kرود  پائين مي .  

                                                           
  .  ترسيم شوندDigital Signal Analyserتوانند توسط دستگاهي به نام  ـ نمودارهاي بودي مي 1



  ٥٢ هاي كنترل خطي سيستم

K ـ عامل گين ۱







  

  

  منحني فاز






  
K   .  تأثيري بر منحني فاز ندارد  ،<0

K   )بالا و پائين فرقي ندارد(کند،  ابجا مي درجه ج180 ، منحني فاز را >0

  

  

)گيري  عامل مشتق) ـ الف۲ )ns  

  







  
dB20nيک منحني با شيب : منحني دامنه

dec
 +  
 

  )ها در کلية فرکانس. ( است

  ) ها  فرکانس در کلية. ( است+90nزاوية فاز همواره : منحني فاز 
  

  

nگيري ل عامل انتگرا) ـ ب۲
1
s

 
 
 

  

  







  
dB20nيک منحني با شيب : منحني دامنه

dec
 −  
 

  )ها در کلية فرکانس. ( است

  ) ها  فرکانس در کلية. (ست ا−90nزاوية فاز همواره : منحني فاز 

  

 



  ٥٣ پاسخ فركانسي

  )  ، نيم قدرتcutoffشکست (اي  فرکانس گوشه
 پاسخ فرکانسي را به دو ناحية فرکانس بالا و فرکانس پائين  اين فرکانس،. نامند اي مي فرکانس محل برخوردِ دو مجانب را فرکانس گوشه

  ١. است±3dBدهد و براي عوامل مرتبه اول  اين فرکانس رخ مير ماکزيمم خطا بين نمودار مجانبي و نموار دقيق، د. کند تقسيم مي

E  1 با توجه به خواص :نکته 2 1 2log A A log A log A= 1 و +
1 2

2

Alog log A log A
A

=  مربوط به Bodeهاي  ، منحني−

)توابع  ) n1 Ts   : آيند  به صورت زير به دست مي+±

 
E هاي فوق، خطا در هر فرکانس،  در منحني:کته ن n برابر در حالت n   .  است=1

2صفر مختلط ) ـ الف۴
2n n

2 11 s s
 ξ

+ +  ω ω 
  

  

                                                           
  . هم بناميم» 3dBفرکانس «را » اي فرکانس گوشه«توانيم  کنيم، مي با عامل مرتبه اول کار ميـ فقط در حالت خاصي که  1



  ٥٤ هاي كنترل خطي سيستم

قطب مختلط ) ـ ب۴
2

2n n

1
2 11 s s

 
 
 

ξ + + ω ω 

  

  

E  ايِ   مقدار دقيق منحني دامنه در عوامل مرتبه دوم، در فرکانس گوشه :١نکتهnω= ω برابر است با  :  

  ( )A 6 20log= ± + ξ  

E  منحني دامنه در عوامل مرتبه دوم، ممکن است داراي قله باشد، اين قله در فرکانسي به نام  : ٢نکتهrωدهد و اندازة اين   رخ مي

20هايي با  اين قله فقط در سيستم. ست اrMقله، 
2

<ξ<١:دهد  رخ مي  

  
( )

2
r n

r r 2

21 2 , 0
2

1M G
2 1


ω = ω − ξ < ξ <



 = ω= ω =
 ξ − ξ

  

  .  بيان کرده استdB را بر حسب rM فوق  رابطة! توجه کنيد

E  ٣نکته:  rω همواره اندکي کوچکتر از nω هر قدر . دهد اي رخ مي ، کمي قبل از فرکانس گوشه)در صورت وجود( است يعني قله

ξ،فاصلة   بزرگتر باشد rω و nωدر حالت کلي. شود  هم بيشتر مي :  

  r d nω <ω <ω  

                                                           
 . اي وجود نخواهد داشت ها، ديگر قلهξـ در حقيقت به ازاي ساير  1



  ٥٥ پاسخ فركانسي

  

E   1با توجه به : ٤نکته 2 1 2log A A log A log A= 1 و +
1 2

2

Alog log A log A
A

=  مربوط به توابع Bodeهاي   منحني−

n
2

2n n

2 11 s s
±

 ξ
+ +  ω ω 

 ١آيند  به صورت زير در مي

  

                                                           
0ξـ در حالت خاصي که  1 −180 است يا 0 باشد، فاز چنين سيستمي يا = ) تواند داشته باشد اي نمي و هيچ مقدار مياني .(  



  ٥٦ هاي كنترل خطي سيستم

n  منحني بودِ عاملِ«
2

2n n

1

2 11 s s
 ξ+ +  ω ω 

«   
منحني بودِ عاملِ «

n
2

2n n

2 11 s s
 ξ

+ +  ω ω 
«  

E  هاي فوق، خطا در هر فرکانس،   در منحني:نکتهn ِبرابر خطا در حالت n   .  است=1

  ) روابط دقيق (Bodeعوامل پايه 
  فاز  دامنه  

K  20log K   180صفر يا  

ns±  20n log ω±  90n±  

( ) n1 Ts ±+  2 220n log 1 T± + ω  ( )1n tan T−± ω  

n
2

2n n

2 11 s s
±

 ξ
+ +  ω ω 

  
2 22

2 nn

220n log 1
   ω ξ

± − + ω     ωω   
  

1 n
2

n

2

n tan

1

−

 ξ ω
 ω

±  
 ω −   ω  

  

  از و غيرمينيمم فازهاي مينيمم ف سيستم
  .باشد  سيستمي که در نيم صفحة راست، داراي صفر يا قطب نمي: سيستم مينيمم فاز

گويند که » مينيمم فاز«ها، سيستمي را  بين اين سيستم. تعدادي سيستم با مشخصة دامنظ يکسان داريم: مفهوم سيستم مينيمم فاز

  ). مينيممِ تغييرات فاز را داشته باشد(. ها کمتر باشد تغييرات منحني فازش، از بقية سيستم

  هاي غير مينيمم فاز  روش تشخيص سيستم
  .  راست صفر يا قطب دارد سيستمي که در نيم صفحة)۱

  ) . −Tse: مانند عنصر تأخير. (سيستمي که دست کم يک عنصر غير مينيمم فاز داشته باشد) ۲

  . باشد ي ناپايدار ميسيستمي که داراي حلقة داخل) ۳

)اش   ، شيب منحني دامنه∞→ωسيستمي که در ) ۴ )20 n m− ) است ولي زاوية فازش − )90 n m−   .  نيست−

E  به منحني فاز نيست اگر سيستمي مينيمم فاز باشد، منحني دامنه براي توصيف کامل سيستم کافي است و نيازي :نکته .  



  ٥٧ پاسخ فركانسي

  تابع تبديل اين سستم کدام است؟ . دياگرام بدي سيستمي در شکل مقابل داده شده است : مثال

۱ (
( )( )

1
s 1 s 100+ +

  

۲ (
( )( )

1000
s 1 s 100+ +

  

۳ (
( )( )

100
s 0.1 s 100+ +

  

۴ (
( )( )

1000
s 1 s 1000+ +

  
  

  . صحيح است) ۳(گزينه   : حل
)هاي پائين  زيرا در فرکانس(شوند   حذف مي4 و 1هاي   آغاز شده، بنابراين گزينه0dBاي بالاتر از  ه، از نقطهمنحني انداز )s ، گينِ →0

dc 20 اين دو گزينه به ترتيبlog 0.01 40dB= 20log1 و −  ۳ و ۲ هر دو گزينة dcکنيد گين توجه . باشد  مي=0

20log10 20dB=باشد  مي .  

اي تا يک دهه پس از آن وجود دارد، براي داشتن  از طرفي با توجه به اين که همواره تغييرات منحني فاز، از يک دهه قبل از فرکانس گوشه

  . صحيح است) ٣(بنابراين گزينه . يد بيش از دو دهه باشداي با هاي گوشه  فرکانس يک قسمتِ بدون تغيير روي منحني فاز، فاصلة

Ã  2هاي فرکانسي  هاي بودي روي بازه  گاهاً به جاي نمايش منحني:تذکر 110ω = ω) هاي فرکانسي  ، از بازه)هاي فرکانسي دهه

2 12ω = ω) مثال براي تابع به عنوان. کنيم استفاده مي) اکتاوهاي فرکانسي ( ) 1G s
1 Ts

=
+

  . توانيم بنويسيم  ، در يک اکتاو مي

  ( ) ( ) 1
2 1 2 1

2

1 T2 20log G 20log G 20log
1 T

+ ω
ω = ω ⇒ ω − ω =

+ ω
  

  1

1

dB20log 6.021
2 oct
ω  ≈ ≈ −  ω  

  

  ( ) ( ) 1
2 1 2 1

2

1 T10 20log G 20log G 20log
1 T

+ ω
ω = ω ⇒ ω − ω =

+ ω
  

  1

1

dB20log 20
10 dec

ω  ≈ ≈ −  ω  
  

) شيب خط مجانب در تابع :نتيجه ) 1G s
1 Ts

=
+

dB6  ، حدود
oct

dB20 يا −
dec

  .  است−

E  معادل يکديگرند هاي زير،  با توجه به تذکر فوق، شيب:نکته :  



  ٥٨ هاي كنترل خطي سيستم

  dB dB6.02 20
oct dec

± ≡ ±  

  dB dB12.04 40
oct dec

± ≡ ±  

  dB dB18.06 60
oct dec

± ≡ ±  

  dB dB24.08 80
oct dec

± ≡ ±  

)تابع تبديل .  در شکل زير داده شده استمنحني دامنه بد : مثال )G s آن کدام است؟   

۱(
( )( )

8

2
10

s s 100 s 1000+ +
  

۲(  
( )( )

810
s s 100 s 1000+ +

  

۳ (
( )( )

910
s 100 s 1000+ +

  

۴ (
( )( )

11

2
10

s s 100 s 1000+ +
  

  

  . صحيح است) ۴(گزينه   : حل
بريم که سيستم  پي مي» فرضِ ضمني«اولاً از آنجايي که فقط منحني اندازه داده شده است و تابع تبديل سيستم خواسته شده به اين 

  . است» مينيمم فاز«

dB6هاي پائين با شيب  سيستم در فرکانس
oct

s وارد شده، پس در − rad100در فرکانس . ود دارد يک قطب ساده وج=0
s

 
 
 

، شيب 

dB6 به اندازه ١منحني مجانبي
dec

s کاهش يافته، بنابراين در  به همين ترتيب، در فرکانسِ . گردد يک قطب سادة ديگر فعال مي  ،=100

rad1000
s

 
 
 

dB12انبي به اندازه ، شيب منحني مج
dec

s کاهش يافته، که نشان دهندة وجود يک قطب مضاعف در  . باشد  مي=1000

  : بنابراين فرم کلي تابع تبديل عبارتست از

  ( ) 2
KG s

s ss 1 1
100 1000

=
  + +  
  

  

                                                           
1 - Asymptotic 



  ٥٩ پاسخ فركانسي

در . ، کافيست رفتار فرکانس پايين سيستم را بررسي کنيم)4 يا 1هاي  و در نتيجه حذف يکي از گزينه (dcبراي محاسبه گين 

1هاي پايين فقط جملة  فرکانس
s

1به ازاي .  استBode تعيين کنندة رفتار منحني  ,s 1
s

) در = )0 dB،پس يک دهه بعدش   قرار دارد

( )10ω ) بايد به = )20 dB−40اما با توجه به شکل داده شده، منحني اندازه از .  رسيده باشدdB+60(شود   شروع ميdB شيفت 

60dB به ميزان dcبنابراين سيستم داراي گينِ ). ايم به بالا داشته 20log K=به عبارت ديگر، . باشد  ميK   : باشد  مي=1000

  ( )
( )( )

3 3 8

2 2
10 10 10G s

s s 100 s 1000s ss 1 1
100 1000

×
= =

+ +  + +  
  

  

E  براي شيفت دادن نمودار اندازه به اندازة :نکته ( )a dB بايد ضريب بهرة سيستم را روي ، 
a

20K 10
± 

 
 =علامت . (نيم نظيم ک

  ). مثبت براي بالا بردن، و علامت منفي براي پائين آوردن

E  در عباراتي نظير :نکته ( ) 2 2G s a s= −90با تغيير فاز خالصِ ( که داراي يک صفر سمت راست −  ( و يک صفر سمت چپ) با

+90تغيير فاز خالص  (کنند و در نتيجه همواره   هستند، اين دو صفر اثر يکديگر را خنثي مي( )G s 0=خواهد بود  .  

  . باشد  سمت راست، معادلِ صفرِ سمت چپ، و صفرِ سمت راست، معادلِ قطب سمت چپ مي قطبِ از نظر منحني فاز،: نتيجة مهم

تابع انتقال اين سيستم کدام . ي در شکل زير رسم گرديده است يک سيستم به صورت تقريب(Bode)دياگرام بودي  : مثال
  است؟ 

۱ (( ) s 1G s 10
1 s

+
=

−
  

۲ (( ) 1 sG s 10
s 1

−
=

+
  

۳ (( ) ss 1G s 10 e
s 1

−−
=

+
  

۴ (( ) ss 1G s 10 e
s 1

−+
=

−
  

  



  ٦٠ هاي كنترل خطي سيستم

  . صحيح است) ۲(گزينه   : حل

−180 هاي بالا، داراي مجانبِ از آن جايي که فاز فرکانس تواند داراي جملة   است، لذا سيستم نميTse−٤ و ٣هاي  پس گزينه.  باشد 

اين گين  بنابر شود،  شروع مي0توانستيم به اين صورت هم استدلال کنيم که چون منحني فاز از   مي٣براي رد گزينة . (شوند حذف مي

dcگين ۳در حالي که در گزينة .  سيستم بايد عددي مثبت باشد ،dc است10- سيستم  (.  

کند، رفتار منحني فاز  سمت چپ عمل مي) صفر(سمت راست،  معادل قطب ) قطب(همچنين از آن جايي که از نظر منحني فاز صفر 

) مانند رفتار منحني فاز تابع ۱گزينة  )2s  رفتار منحني  به همين ترتيب،. شود  هم حذف مي۱و لذا گزينة ) 180از صفر تا ( است +1

 مانند رفتار منحني فاز تابع ۲فاز گزينة 
( )2

1

s 1+
−180 تا 0از ( است   ( صحيح است پاسخ۲و لذا گزينة  .  

Ã  با توجه به تساوي :تذکر s 1 1 s s 1+ = − = Tse ، و با توجه به اين که − 1− باشد، منحني اندازة هر چهار گزينه داراي   مي=

)مقدار ثابتِ  )20log K 20 dB=باشند  مي) .K گين dcسيستم  .(  

E  مان فيلتر  اين سيستم، به نوعي ه:نکتهall passآنالوگ است  !  

)هاي اندازه و زاويه فاز تابع تبديل  منحني : مثال )G s) تابع تبديل . در شکل مقابل داده شده است) هاي بودي منحني
( )G s متناظر کدام است؟   

۱ (
( )

s 10
10s s 1

+
+

  

۲ (
( )2

s 10
100s s 1

+

+
  

۳ (( )
( )

2

2
s 10

100s s 1

+

+
  

۴ (( )
( )

2

2
s 10

100s s 1

+

+
  

  



  ٦١ پاسخ فركانسي

  . صحيح است) ۴(گزينه   : حل

dB40منحني اندازه با شيب 
dec

 −  
 

. شوند  حذف مي۳ و ۱هاي   باشد و گزينه2sشود، بنابراين مخرج کسر بايد شامل جملة   آغاز مي

) : ۲تواند صحيح باشد زيرا فاز نهاييِ گزينه   هم نمي۲ گزينة )( )90 3 1 180− − = − صحيح است) ۴(لذا گزينه . باشد  مي .  

تابع انتقال .  در شکل زير ترسيم شده است(non – minimum phase)نيمم فاز  پاسخ فرکانسي يک سيستم غير مي : مثال
  سيستم برابر کدام است؟ 

 

۱ (( ) ( )
( )( )

s 0.5
G s

s s 0.5 s 2
−

=
+ +

    ۲ (( ) ( )
( )( )

2 s 0.5
G s

s s 0.5 s 2
−

=
+ +

  

۳ (( ) ( )
2G s

s s 2
=

+
    ۴ (( ) ( )

1G s
s s 2

=
+

  

  . صحيح است) ۲(گزينه   : حل
  . شوند  حذف مي۴ و ۳هاي  با توجه به فرض غير مينيمم فاز بودن سيستم، گزينه

sعني ي(  ،All passاز طرفي با توجه به واحد بودنِ اندازه فيلتر  0.5 1
s 0.5

−
=

+
تواند صحيح باشد زيرا در اين فرکانس   مي۲، فقط گزينه )

0dB، ۲اندازه، اندازه گزينه    : باشد  مي=1

  
2 2
2 2 0.894 1

51 1 2
= = ≈

× +
  

E  نکات :  
  . دهد فاز را تغيير مي فقط و فقط مشخصة  ،All passضرب هر تابع تبديل در فيلتر )۱

)رفتار منحني فاز سيستم غيرمينيمم فاز ) ۲ )
( )( )

2 s 0.5
s s 0.5 s 2

−
+ +

 مشابه رفتار منحني مينيمم فاز سيستم 
( ) ( )2

2

s s 0.5 s 2+ +
 

  . باشد مي
−90 رسم کنيد، به همين منحني ولي در محدوده MATLAB را توسط نرم افزار ۲اگر منحني فاز گزينة ) ۳  180 تا− رسيد  مي .  

 Bodeرابطه بين نوع سيستم و منحني اندازه 
aضرايب استاتيک  v pK ,K ,Kهر قدر خطاي محدودِ . کنند  را توصيف مي2 و 1، 0هاي نوع   به ترتيب رفتار فرکانس پايين سيستم

  . هاي پايين بيشتر خواهد بود نس حلقه در فرکا ايستا، بزرگتر باشد، بهرة



  ٦٢ هاي كنترل خطي سيستم

 Lm ١هاي خطاي ايتسا از روي منحني تعيين ثابت
 يک سيستم نوع Lmبنابراين مجانب فرکانس پايين در منحني . شود  شروع مي0dB با شيب 0ي نوع اه   در سيستمLmـ منحني ۱

p20log برابر با  صفر، Kاست  .  

dB20 با شيب 1هاي نوع   در سيستمLmـ منحني ۲
dec

  : بنابراين. شود  شروع مي−

1ωالف ـ محل برخورد خط  v20log) يا امتدادش (Lm با منحني = Kاست  .  
v) يا امتدادش (Lm با منحني 0dBب ـ محل برخورد خط  vKω   .  است=

d با شيب 2هاي نوع   در سيستمLmـ منحني ۳ B40
dec

  : بنابراين. شود  شروع مي−

1ωالف ـ محل برخورد خط  a20log، )يا امتدادش( با منحني دامنه = Kاست  .  
a) يا امتدادش( با منحني دامنه 0dBرخورد خط افقي ب ـ محل ب aKω   .  است=

.  تابع تبديل مدار باز يک سيستم مدار بسته با فيدبک واحد منفي در شکل مقابل نشان داده شده استBodeدياگرام  : مثال
)پاسخ سيستم مدار بسته به ورودي  )r t t= داراي ………  

 
  . خطاي نامحدود است)۱
  . خطاي ماندگار صفر است) ۲
sseخطاي ماندگار ) ۳   .  است=1
  . توان مقدار خطا را محاسبه کرد خطاي ماندگار محدود است، ولي با استفاده از اطلاعات داده شده نمي) ۴

  . صحيح است) ۳(گزينه   : حل
−90از از به دليل شروع منحني ف  است1 ، سيستم نوع  :  

  v v ss
v

1 1K 1 e 1
K 1

ω = = ⇒ = = =  

  . صحيح است) ۳ ( لذا گزينه

                                                           
1 - Log - Magnitude 



  )دياگرام نايکوييست(پاسخ فرکانسي و نمودارهاي قطبي 
)در روش آقاي نايکوئيست، براي تحليل تابع حلقة باز  )G ωشود که در آن، قسمت   ، از منحني قطبيِ تابع تبديل حلقه باز استفاده مي

)موهوميِ  )G jωي ، بر حسب قسمت حقيق( )G jωشود  ترسيم مي .  

 
  : هاي متعددي وجود دارد براي رسم نمودار قطبي، روش

)ـ بيان نمودن تابع تبديل حلقة باز در فرم دکارتيِ ١ ) ( ){ } ( ){ }G j Re G j jIm G jω = ω + ωو سپس رسم نمودار قطبي  .  

)ـ بيان نمودن تابع تبديل حلقه باز در فرم قطبيِ ٢ ) ( ) ( )G j G j G jω = ω ωو سپس رسم نمودار قطبي  .  

  .  روش برداري ـ٣

  . باشد تشخيص پايداري مطلق و يا نسبي حلقه بسته، از روي پاسخ فرکانسيِ سيستم حلقه باز مي کاربرد اصلي نمودار قطبي،

  . ناميم مي» ايدار حلقه بازپ«هاي تابع تبديل حلقه باز در نيم صفحة چپ باشند، سيستم را   اگر کلية قطب:پايداري حلقه باز

  . ناميم مي» پايدار حلقه بسته«هاي تابع حلقه بسته در نيم صفحة چپ باشند، سيستم را   قطب  اگر کلية:پايدار حلقه بسته

  



  ٦٤ هاي كنترل خطي سيستم

  » قضية نگاشت«يا » قضيه آرگومان«يا » تئوري کوشي«

) قطب از تابعِ P صفر و Z، در برگيرندة sفحه  در صsCفرض کنيد منحني ساعتگرد و بستة : قضيه )F sو ازروي هيچ صفر و  (١ باشد

) تحت نگاشت sCمنحني ). قطبي عبور نکند )F s،  به يک منحني ساعتگرد در صفحةs مانند FCشود، به قسمتي که  ي نگاشت م

FN Z P , C=   . زند  را دور ميF مرتبه، مبدأ صفحه −

) ، نشان داده شده در شکل مقابل را توسط تابع sΓاگر مسير بسته مستطيلي  : مثال ) 2
s 2F s
s
+

) به صفحه = )F s نگاشت 

 )۸۰مهندسي برق (  شود؟  ک از مسيرهاي نشان داده شده حاصل ميکدام ي. کنيم

  
۱(  

  

۲ (  

  

۳ (  

 

۴ (  

  
  . صحيح است) ٣(گزينه   : حل

FN را در بر گرفته، بنابراين منحني نگاشت Fهاي   دو عدد از قطبsΓاز آنجايي که  0 2 2,= − = − Γ مرتبه مبدأ صفحة F را دور 

  . صحيح است )۳(بنابراين گزينه ) يعني دو مرتبه در جهت پاد ساعتگرد(زند  مي

                                                           
 . شود ها، چندگانه بودن يک صفر يا قطب نيز منظور مي ـ در شمارشِ صفرها و قطب 1



  ٦٥ پاسخ فركانسي و نمودارهاي قطبي

  ١معياري پايداري نايکوئيست
  . کنيم  نگاشت ميG را تحت تبديل ٢براي بررسي پايداري سيستم حلقه بسته، ابتدا کانتور نايکوئيست

 
   : هاي سيستم حلقه بسته واقع در نيم صفحة راست برابر است با تعداد قطب

  u,Cl u,OlZ N P P N P= + = = +  

N : (1-) ٣هاي ساعتگرد منحني قطبي حول نقطه تعداد دوران  

P : هاي تابع تبديل حلقه باز در نيمة راست صفحه  تعداد قطبs .   

Z : هاي تابع تبديل حلقه بسته در نيمة راست صفحة  تعداد قطبs) صفرهاي معادله مشخصه .(  

E  آرگومان قضية«چيزي نيست جز همان » پايداري نايکوئيستمعيار « در حقيقت :نکته  « :  

 

Fبا اين تفاوت که چون نقطة صفر در صفحه  1 GH= ) ، معادلِ نقطه +  Dباشد، به جاي نگاشت کردن منحني   ميGH در صفحة −1(

) ، Fول مبدأ صفحة  حFهاي منحني   و محاسبة تعداد دورانFتحت تابع  )FN منحني ، D را تحت تابع سادة GHکنيم و   نگاشت مي

  . گيريم  را در نظر مي(1-)   حول نقطةGHهاي منحني  تعداد دوران

E  براي به دست آوردن :نکته N ،برداري به (1-)در هر دو روش، ابتدا از نقطة .  روش رايج است2 در منحني نايکوئيستِ کامل شده ، 

)  کنيم، طوري که ابتداي بردار روي نقطة طرف منحني نايکوئيست رسم مي   : نايکوئيست را قطع کند و انتهاي آن منحني −1(

                                                           
با تعداد   ،(1-)هاي پاد ساعتگردِ دياگرام نايکوئيست حول نقطة  يک سيستم فيدبک پايدار است اگر و فقط اگر، تعداد دوران: ـ بيان اصلي معيار پايدار نايکوئيست 1

) مثبت تابع تبديل حلقه باز برابر باشد  هاي با قسمت حقيقيِ قطب )N P= − .  
  . نامند نيز مي» مسير نايکوئيست« را Dـ منحني  2
  . باشد  مي(1+)هاي حول نقطه   تعداد دورانNهاي با فيدبک مثبت،  ـ به همين ترتيب براي تحليل پايداري سيستم 3



  ٦٦ هاي كنترل خطي سيستم

 يک N,360به ازاي هر دوران ساعتگرد . کنيم  ، کل تيغير فازي را که به وجود آمده محاسبه مي∞+ تا ∞− از ωبا تغيير : روش اول

  . شود واحد زياد مي

 و تقاطع  هاي ساعتگرد را مثبت، بدين ترتيب که تقاطع با دوران. شماريم هاي اين بردار را با منحني نايکوئيست مي تعداد تقاطع: روش دوم 

  ١.دهد  را به دست ميNجمع جبري اين تقاطع، . گيريم هاي پاد ساعتگرد را منفي در نظر مي ا دورانب

  ٢رسم منحني قطبي
با توجه . باشد روش کلاسيکِ ترسيم منحني نايکوئيست، بازنويسي تابع مورد نظر به فرم دکارتي يا قطبي و سپس استفاده از نقطه يابي مي

  : تواند سرعت رسم منحني قطبي را افزايش بدهد وش نسبتاً طولاني و زمانبر است، رهيافت کلّي زير مير به اين که روش نقطه يابي،

ω+0  نقطة٣ـ نگاشت نمودن١ِ   ) بررسي رفتار فرکانس پايين تابع (=

j   ، و در نقطةjωـ بررسي رفتار منحني قطبي در حوالي صفر يا قطب واقع بر محور ٢

r 0
s aj s ja re θ

→

 
= ± = + 

 
اين کار در دو . 

  : تواند انجام بگيرد حالت مي

 به نحوي صفر يا قطبِ واقع بر محور (D) نايکوئيست  در اين حالت، منحنيِ : jω کردنِ صفر يا قطب واقع بر محور excludeحالت اول ـ 

jωزند که اين صفر يا قطب، درونِ منحني   را دور ميDمعمولاً در اين مرحله، . ايم همان طور که در شکل نيز نشان داده. گيرند  قرار نمي

rدر حالي که (نگاشتِ سه نقطة مشخص شده،    : گردد ، محاسبه مي)کند  ميل مي→0

 

                                                           
 . تواند داشته باشد ـ اين بردار هر جهتي مي 1
، )شود  رسم ميGHکه در صفحة ۰است در حالي که منحني قطبي يا دياگرام نايکوئيست )  s در صفحة (Dمنحني نايکوئيست همان منحني ! ـ لطفاً اشتباه نکنيد 2

  . باشد  ميGHنگاشتِ منحنيِ نايکوئيست تحت تابع 
  . رويم  مي2 بود، به مرحله GH قطب s=0اگر ( نباشد GHطب  قs=0ـ البته به شرطي که  3



  ٦٧ پاسخ فركانسي و نمودارهاي قطبي

 به نحوي صفر يا قطبِ واقع بر محور (D)در اين حالت، منحني نايکوئيست  : jωفر يا قطب واقع بر محور  کردنِ صincludeحالت دوم ـ 

jωدرون منحني  زند که اين صفر يا قطب،  را دور مي Dر اين مرحله، ايم، معمولاً د همان طور که در شکل نيز نشان داده. گيرند  قرار مي

rدر حاليکه (نگاشتِ سه نقطه مشخص شده    : گردد ، محاسبه مي)کند  ميل مي→0

 

)ـ يافتن نگاشتِ باقيماندة محور ۳ ) jω→∞ ω :   ( )lim GH j
ω→∞

ω  

ω از ωـ يافتن نگاشت نيمدايره عظيمه، ۴ = ω تا ∞+ = −∞ :   ( )
jr s re

lim GH s
θ→∞ =

  

E  توانيم از نکات زير نيز استفاده کنيم هاي نايکوئيست، مي ترِ دياگرام به منظور رسم دقيق: نکات تکميلي:   

) معادلة   از حلِ منحني قطبي و محور حقيقي، کافيست پس براي يافتن محل تلاقيِـ ١ ){ }Im G j 0ω  و يافتن فرکانس قطعِ =

1ω=ω مقدار ( ){ }1a Re G j= ωرا محاسبه کنيم  .  

)منحني قطبي و محور موهومي، کافيست پس از حلِ معادلة  ـ براي يافتن محل تلاقي٢ِ ){ }RE G j 0ω کانس قطع  و يافتن فر=

1ω = ω مقدار ،( ){ }1b Im G j= ωرا محاسبه کنيم   .  

  



  ٦٨ هاي كنترل خطي سيستم

0ωاين فاصلة، معمولاً در فرکانس (توانيم از روش زير استفاده کنيم  ـ براي يافتن ضابطة منحني قطبي از محور موهومي، مي٣ = 

  ) : شود محاسبه مي

 

) متناظر با تابع تبديلِ حلقة  رام قطبيِدياگ : مثال ) ( )
1GH s

s s 1
=

τ +
  .  را رسم کنيد

    : حل
sمرحله اول ـ با توجه به اينکه  )حلقه   جزو دامنة تابع تبديلِ=0 )GH sباشد، امکان نگاشت کردنِ آن وجود ندارد و به مرحلة دوم   نمي

  . مروي مي

sمرحلة دوم ـ   نبايد از روي هيچ صفر يا قطبي عبور (D)طبق قضية کوشي، منحني نايکوئيست از طرفي . باشد  قطب سيستم مي=0

  : تواند انتخاب شود کند، بنابراين منحني نايکوئيست به هر يک از داو شکل زير مي

 
E  گرچه :نکته include1 يا exclude دنِ صفر و قطبي که روي محور  کر٢jω قرار گرفته باعث تفاوت در شکل نهايي منحني 

  .) باشد  کردنِ قطب ميexludeفرض، حالت  حالت پيش(شود، اما تأثيري در بررسي پايداري سيستم ندارد  قطبي مي

s کردنِ excludeبا فرض  s رفتار منحني قطبي در حوالي   ، به بررسيِ=0   : پردازيم  مي=0

  ( ) ( )
j

jr 0 r 0 r 0 r r 0

1 1 1 1lim GH s lim lim lim lim e
s s 1 s rre

− θ
θ→ → → → →

= ≈ = =
τ +

  

                                                           
1 - include =  شامل بودن، در بر داشتن 
2 - exclude = خارج کردن، مستثني کردن 



  ٦٩ پاسخ فركانسي و نمودارهاي قطبي

 

) به سمت چپِ محور موهومي، وجودِ جملة Bدليل انحراف اندکِ نقطه  )s 1τ   ١.باشد  در مخرج تابع تبديل مي+

) محور مرحله سوم ـ براي يافتن نگاشت باقيمانده )0 j+ < ω< ∞ ω پس از جانشاني ، s j= ωکنيم  به صورت زير عمل مي :  

  ( ) ( ) ( )
1

2
1 1GH j lim lim 90 tan

j j 1 11

−

ω→∞ ω→∞

ωτ ω = = − + ω ωτ+  ω τω +

  

−179اي حدود   ، منحني نايکوئيست با زاويه∞→ωبينيم، با ميل کردنِ  همان طور که مي توجه کنيد که . شود  به مبدأ نزديک مي

  ! تواند کمک بزرگي براي حل تست باشد ها گاهاً مي تشخيص دقيق زاويه

  مثلاً 

 

−181 حدوداً ۱بينيم، زاوية ورود به مبدأ در شکل  همان طور که در دو شکل فوق مي  باشد و در نتيجه، منحني قطبي قطعاً بايد  مي

−179دهد که زاوية ورود به مبدأي در حدود  ، منحني قطبي سيستمي را نشان مي۲ را قطع کرده باشد در حالي که شکل Re محور  

  .  به مبدأ وارد شودReتواند بدون قطع نمودن محور  دارد و بنابراين مي

  : کنيم ر عمل مي به صورت زي مرحله چهارم ـ براي يافتن نگاشت نيمدايره عظيمه،

  ( ) 2 2 2 j2r r r r

1 1 1lim GH s lim lim lim
s s r e+ φ→∞ →∞ →∞ →∞

= ≈ =
τ + τ τ

  

  . شود  نگاشت ميGHبا توجه به رابطة فوق، کل نيمدايرة عظيمه به مبدأ صفحه 

                                                           
 متصل Bو قطب، به نقطه در حقيقت از آنجايي که مجموع زاوية بردارهايي که از هر يک از د. توانيد از مفهوم بردارها استفاده کنيد ـ براي اثبات اين موضوع، مي 1

  .شود  نيز وارد ربع سوم ميBلذا نگاشت يافتة نقطة  ،) 91مثلاً (باشد   مي90شود، کمي بيش از  مي



  ٧٠ هاي كنترل خطي سيستم

E  توانيم براي فاصلة منحني قطبي از محور موهومي را نيز محاسبه کنيم تر منني قطبي، مي براي رسم دقيق :نکته :  

  
( ) ( )20 0

1x lim Re lim
j j 1 1ω→ ω→

  −τ = = = − τ ω τω+  τω + 
  

  ). دهد هاي منفي را نشان مي قسمت نقطه چين، نگاشت فرکانس. (کشد ير منحني قطبي تکميل شدة اين سيستم را به تصوير ميشکل ز

 
  : توانيم نکات کلي زير را نتيجه بگيريم با توجه ه اين تست مي

E   ١نکته:  

)هاي مثبت  که نگاشت را به ازاي فرکانسبراي رسم منحني قطبي، تنها کافيست )١ )0+ < ω< هاي منفي  نگاشتِ فرکانس.  رسم کنيم∞

( )0−−∞ <ω<هاي مثبت نسبت به محور   ، قرينة نگاشتِ فرکانسReدر حقيقت به همين دليل بود که نگاشت قسمتي . ( خواهد بود

  ).  را به دست نياورديم١ detourِ  پاييني

s در اطراف صفر يا قطبِ براي بررسي رفتار منحني قطبي) ۲ a j= 2يعني ( فقط جملة مربوط به آن صفر يا قطب ± 2s a+ ( را هنگام

  ).  تقريباً ثابت استdetourها روي  در حقيقت در اين حالت اندزه و فازِ ساير صفرها و قطب. (گيريم حدگيري از تابع تبديل در نظر مي

ω+0روي رفتار منحني قطبي يک سيستم در از ) ۳   . توانيم ناسره، سره يا اکيداً سره بودنِ سيستم را تشخيص دهيم  ، به هيچ وجه نمي=

E  ٢نکته:  

  : ٢به يکي از سه شکل زير است  ،∞→ωرفتار منحني قطبي در )١

  ): تواند انجام شود اين ورود، از هر طرف مي. (شود  وارد مبدأ مي  ،∞=ω قطبي در منحني: توابع اکيداً سره) الف

                                                           
متفاوت ) کايکوئيست(يم اندکي با مسير اصلي نايکوئيست گير  در نظر ميjωهاي واقع بر محور  ـ براي آن که نشان دهيم مسيرِ نايکوئيستي که براي صفر و قطب 1

  ).باشد مي» انحراف از خط مسير اصلي« در لغت به معناي detour(ناميم  مي) ديتور (detourها را  است، مسير نيکوئيست در اطراف اينگونه صفر و قطب
 . شود ـ اين نکته شامل رفتار منحني قطبي به ازاي نگاشت نيمدايرة عظيمه نيز مي 2



  ٧١ پاسخ فركانسي و نمودارهاي قطبي

  
  : شود وارد مي) به جز مبدأ ( اي محدود روي محور حقيقي، ، به نقطه∞=ωمنحني قطبي در : توابع سره) ب

  
ωکمنحني قطبي در : توابع ناسره)ج =   : کند نهايت ميل مي اي در بي  ، به نقطه∞

  
) به ازاي GHزاويه  ،) سره و اکيداً سره ناسره،(ها  در کلية سيستم) ٢ )90 n m ,− − ω →  درجة m درجة مخرج، n. (باشد  مي∞

تواند  اثبات اين نکته با استفاده از مفهوم بردارها مي(اطي به مينيمم فاز بودن سيستم ندارد توجه کنيد اين نکته هيچگونه ارتب). صورت

  ). انجام شود

E  ٣نکته:  

N   داراي عاملGHِ(باشد » Nنوع « تابع تبديل حلقة يک سيستم GHچنانچه )١
1

S
ω+0، منحني قطبي در ) باشد نقطة بالاييِ  (=

90اي که در زاوية  ، از يک محل دور و مجانب با خط عمودي)ديتور N−0نگاشتِ نقطة  (١.گردد  درجه قرار دارد، شروع مي+ω =(  

                                                           
1 - N 0≠  



  ٧٢ هاي كنترل خطي سيستم

N داراي عامل GH(باشد » Nنوع «يک سيستم   تابع تبديل حلقةGHچنانچه ) ۲
1

S
ω−0، نگاشت يافتة نقطه ) باشد ، توسط يک =

180دوران ساعتگرد  N۱0، به نگاشت يافتة نقطة )نهايت به شعاع بي(اي   درجه+ω اين قسمت، همان نگاشتِ کل (شود   وصل مي=

ω−0ديتور، از  ω+0 تا =   ).  است=

  
  ): ايم در اين اشکال، فقط نگاشت ديتور را نمايش داده(دهند  هاي زير کاربرد دو نکتة فوق را نشان مي مثال

  : ايم براي درکِ بهترِ چگونگي نگاشت شدن نقاط ديتور، هر يک از اين نقاط را با يک نام نشان داده

  



  ٧٣ پاسخ فركانسي و نمودارهاي قطبي

 

  : ئيست يک سيستم در شکل زير نشان داده شده است نمودار نايکو : مثال

  

  )۷۰مهندسي برق (  : هاي ناپايدار سيستم صفر است آنگاه  تعداد صفرها و قطب
  . سيستم پايدار است) ۲  .  است2تعداد قطب ناپايدار سيستم )۱

  هيچکدام ) ۴  .  است1هاي ناپايدار سيستم  تعداد قطب) ۳

  . صحيح است) ١(گزينه   : حل

E  پيش از هر کار، ابتدا منحني نايکوئيست را تکميل کنيد! عادت کنيد:نکته :  

  



  ٧٤ هاي كنترل خطي سيستم

N با توجه به شکل فوق، هاي حلقه بازِ سيستم صفر است  از طرفي با توجه به اين که در صورت سئوال فرض شده تعداد قطب.  است=2

( )P   : ، خواهيم داشت=0

  Z N P 2= + =  

  . يعني سيستم داراي دو قطب ناپايدار است

)کدام گزينه دياگرام نايکوئيست تابع تبديل حلقه باز  : مثال )
2
ks s 1

GH
s 2s 2

+
=

+ +
k را به ازاي  مسير (دهد؟   نشان مي>0

  )۸۵مهندسي برق (  .)متعارف نايکوئيست را انتخاب کنيد
۱ (  

  

۲ (  

  
۳ (  

  

۴ (  

  
  . صحيح است) ٣(گزينه   : حل

 و ۱ برسد، بنابراين گزينه Reروي محور ) به جز مبدأ(اي محدود   منحني قطبي بايد به نقطه∞=ωبودنِ سيستم، در » سره«با توجه به 

Kاز طرفي پر واضح است که چون . شوند  حذف مي۴ Reاين نقطة محدود، روي محور  است، >0 صحيح ) ۳(لذا گزينه .  قرار دارد>0

  . است

)که نمودار نايکوئيست سيستم کنترل حلقه بسته مقابل را در نظر بگيريد،  : مثال )G sآن به صورت زير داده شده است  .
  )۸۵مهندسي برق (  : ازخطاي حالت ماندگار به ورودي پله واحد عبارتست 

 

۱(0    ۲ (1
11

  

۳ (1
10

  . اطلاعات داده شده کافي نيست) ۴    



  ٧٥ پاسخ فركانسي و نمودارهاي قطبي

  . صحيح است) ٢(گزينه   : حل

)با توجه به اين که  )GH 0 برابر با » وع صفرن « خطاي حالت ماندگار اين سيستم باشد،  مي=10
( )ss

p

1 1 1e
1 K 1 GH 0 11

= = =
+ +

 

  . صحيح است) ٢(لذا گزينه . خواهد بود

  . توجه کنيد» رفتار فرکانس پايين سيستم«و » حالت ماندگار«باز هم به تناظِر بين دو مفهوم ) ١: (يادآوري

  . باشد ي پايداري سيستم حلقه بسته ميبا توجه به صورت سئوال، فرض ضمنيِ وجود خطايِ محدودِ حالت ماندگار، به معنا) ٢(

و تعريف ددوم خطاي ) خروجي مقايسه کننده(باشد، تعريف اول خطاي حالت ماندگار » فيدبک واحد«در حالتي که سيستم از نوع ) ٣(

، مستقيماً از »خطاضرايب «توانستيم بدون استفاده از مفهوم  بنابراين مي. (، هم ارزند) اختلاف ورودي و خروجي سيستم(حالت ماندگار 

  .) تعريف دوم خطاي حالت ماندگار نيز به همين جواب برسيم

چه تعدادي از . ها و صفرهاي سيستم چيست کمترين تعداد قطب. دياگرام قطبي سيستمي در شکل زير داده شده است : مثال
  )۸۴مهندسي برق (  هاي حلقه بسته با فيدبک منفي واحد در سمت راست قرار دارد؟  قطب

  
  . فر و يک قطب دارد ـ قطب حلقه بسته ناپايدار ندارديک ص)۱

  . هاي حلقه بسته ناپايدار است صفر ندارد و چهار قطب دارد ـ يکي از قطب) ۲

  .هاي حلقه بسته ناپايدار است دو صفر و دو قطب دارد ـ يکي از قطب) ۳

  .  قطب ناپايدار دارد فرکانس بالا منفي است ـ حلقه بسته يک صفر ندارد و دو قطب دارد و بهرة) ۴

  . صحيح است) ٣(گزينه   : حل
 ٤ و ٢هاي  بنابراين گزينه. روي محور حقيقي، سيستم بايد سره باشد) و غير صفر(اي محدود  با توجه به ختم شدنِ منحني قطبي به نقطه

  :  تکميل کنيمهاي حلقه بستة ناپايدار، ابتدا بايد نمودار قطبي را براي تشخيص تعداد قطب. تواند صحيح باشند نمي

  



  ٧٦ هاي كنترل خطي سيستم

 ١لذا گزينة . باشد» نوعِ زوج«بايد سيستم  اي دور مجانب با يک خط افقي شروع شود، توجه کنيد براي اين که منحني قطبي  از نقطه

 ، توسط يک دورانِ =ω−0باشد، و  مي» نوع دو«با توجه به اين گزينه، سيستم . ماند  باقي مي٣تواند صحيح باشد و فقط گزينة  نمي

180ساعتگرد    . گردد  متصل مي=ω+0اي به   درجه×2

Nبا توجه به منحني قطبي  1=   : توانيم بنويسيم هاي حلقه بسته مي باشد و در نتيجه در مورد قطب  مي+

  Z N P 1 0 1= + = + =   

  . صحيح است) ٣(ذا گزينه ل

E  نکات :  

)تواند مربوط به تابع تبديل حلقة سيستم  منحني قطبي ترسيم شده در اين سئوال، مي)١ ) ( )( )
2

s 1 s 10
GH s

s

− +
صفرِ . ( باشد=

  ). سمت چپ نسبت به مبدأ سمت راست نزديکتر از صفرِ

کند و در   در مبدأ داراي قطب هستند، با الگوريتمي متفاوت کار ميهايي که  هنگام ترسيم نمودار قطبي سيستمMATLABنرم افزار ) ٢

  . شود، اندکي متفاوتند  و نموداري که به روش دستي ترسيم ميMATLABنتيجه نمودار 

E  اگر نمودار قطبي با نسبت تجانس :نکته a شود، محورهاي صفحة ) کوچک( بزرگGH 1 با نسبت
a

. شوند مي) چککو( بزرگ 

11
a

 − →− 
 

 .   

  )۸۷مهندسي برق (  کدام گزينه بيانگر تابع تبديل حلقه باز براي دياگرام نايکوئيست داده شده است؟  : مثال

١(( )
( )3
s 1

s s 10

+

+
  

٢ (
( )( )

1
s s 10 s 100+ +

  

٣ (
( )( )2

1
s s 10 s 100+ +

  

٤ (( )
( )( )2

s 1

s s 10 s 100

+

+ +
    

  . صحيح است) ٤(گزينه   : حل

ω+0با توجه به اين که منحني قطبي سيستم در  نوع «گيريم سيستم از  اي دور و مجانب بايک خط افقي آغاز شده، نتيجه مي  از نقطه=

  ). شوند  حذف مي٢ و ١هاي  و لذا گزينه. (است» زوج



  ٧٧ پاسخ فركانسي و نمودارهاي قطبي

→ωاز طرفي از آنجايي که در  −270 ، منحني قطبي با زاويه ∞  وارد مبدأ شده، بنابراين اختلاف درجة صورت و مخرج تابع تبديل 

nبايد  m 3−   .  صحيح است٤تواند صحيح باشد و لذا فقط گزينة  مي) ٤(بنابراين فقط گزينة .  باشد=

  )۸۸مهندسي برق (  باشد؟  ناظر با يک مسير نايکوئيست مناسب براي اين سيستم ميکدام دياگرام نايکوئيست مت
۱(  

  

۲ (  

  

۳ (  

  

  .تواند صحيح باشد  مي۳ و ۲هر دو گزينه   ) ۴

  . صحيح است) ٤(گزينه   : حل

)معادله مشخصه سيستم مذکور،  ) 2s s Ks 1∆ = + ) ، معرف يک سيستم همواره پايدار + )k بنابراين طبق معيار . باشد  مي<0

Zپايدراي نايکوئيست  )باشد   مي=0 )Z N P= + .  

N، سيستمي با ١گزينه  1= Zرابطه  به با توجه. دهد  را نشان مي− N P= Pد پايدار شود که توان  ، اين سيستم زماني مي+ .  باشد=1

  . با اين حال با توجه به تابع حلقة داده شده، انتخاب چنين مسيري غيرممکن است

N، سيستمي با ٢گزينه  Zبا توجه به راطه . دهد  را نشان مي=0 N P= Pد شود که توان ، اين سيستم زماني مي + .  باشد=0

Pبنابراين ازآن جايي که شرط  sهاي   کردن قطبexclude ، با =0 j=   . تواند صحيح باشد  مي۲ قابل حصول است، گزينه ±

N، سيستمي با ۳گزينه  2= Zبا توجه به رابطه . دهد  را نشان مي− N P= Pتواند پايدار شود که  ، اين سيستم زماني مي+ 2= 

  . باشد



  ٧٨ هاي كنترل خطي سيستم

Pبنابراين از آن جايي که شرط  sهاي   کردن قطبinclude، با =2 j=   . تواند صحيح باشد  مي هم۳ قابل حصول است، گزينه ±

براي نگاشتِ ديتورِ حول (کشد  تر به تصوير مي را به صورت دقيق)  کردنexcludeدر حالت (دياگرام زير جزئيات رسم دياگرام نايکوئيست 

s j= ،فرض کنيد js j re θ= )باشد و سپس حد   مي+ )
r 0
lim GH s
→

  .): را بيابيد 

 
  . صحيح است) ۴(لذا گزينه 

  

  



  حد بهره و حد فاز 
  )١حاشيه بهره(حد بهره 

و (کند   بسته تغيير مي هاي سيستم حلقه  ، مکان ريشهKدانيم با تغيير مقدار  همان طور که مي. سيستم پايدار شکل زير را در نظر بگيريد

گيرد، به دست   در مرز ناپايداري قرار مياي را که سيستم به ازاي آنKخواهيم مقدار  مي). بنابراين سيستم ممکن است ناپايدار شود

  . بياوريم

 
1گيرد که مخرج تابع تبديل حلقه بسته،  اين سيستم زماني در مرز ناپايداري قرار مي KGH+صفر شود ،  :  

  ( ) ( )c1 KGH j 0 KGH j 1 180+ ω = ⇒ ω =   

)اي که به ازاي آن حاصلِ Kبنابراين  )pKGH jω 180 و فاز 1 داراي اندازهبنابراين . دهد  باشد،  سيستم را در مرز ناپايداري قرار مي

)بهرة سيستم  )K آيد است که به صورت زير به دست مي» حاشيه بهره«يا » حد بهره« ، داراي يک حد با نام :  

  
( ) ( ) ( )C C

1 1K GM K dB 20log
GH j GH j

= = ↔ =
ω ω

  

                                                           
1 - Gain Margin 



  ٨٠ هاي كنترل خطي سيستم

) ١رکانس قطع فازف )pω  

)فرکانس خاصي که در آن فاز  )GH jω برابر ( )180− توجه کنيد (شود   ميK يک عدد ثابت است و تأثيري در فاز GHندارد  .(  

  حد بهره و نمودارهاي پاسخ فرکانسي 

  حد بهره و نمودار نايکوئيست 

 

  حد بهره و نمودار بود 

 

  الگوريتم محاسبه حد بهره 

GHـ محاسبة فرکانس قطع فاز با استفاده از رابطه ١ 180= −  يا رابطه ( )
( ){ }

Im GH j 0
Re GH j 0

 ω =
 ω <

 .   

ـ محاسبة ٢
( )p

1GM
GH jω

و يا  (
( )

dB

p

1GM 20log
GH j

=
ω

  ).  خواسته شده استdBحسب  بر GM ، در صورتي که 

                                                           
اين نمادگذاري، هم براي فرکانس قطع فاز، و هم براي فرکانس قطع . دهند  نيز نمايش ميCωنامند و آن را با   نيز ميCrossoverـ کلاً فرکانس قطع را فرکانس  1

  . رود بهره، به کار مي



  ٨١ حد بهره و حد فاز

) در سيستمي با (Gain Margin)اگر حد بهره  : مثال )H s ) و =1 ) ( )( )
KG s

s s 1 s 10
=

+ +
 باشد، خطاي 1.1 برابر با 

)ماندگار سيستم به ورودي  ) ( )t 1.1 u t+ که در آن ( )u tباشد؟   پله واحد است، کدام گزينه مي  

۱ (0.1  ۲ ( 0.826  ۳ (0.91  ۴ (1
11

  

  . صحيح است) ١(گزينه   : حل
)باشد، ورودي  با توجه به اين که سيستم نوع يک مي )1.1u tبنابراين تنها کافيست خطاي . کند  را بدون هيچگونه خطايي دنبال مي

)  ماندگارِ مربوط به وروديِ )tu t يعني ، ss
v

1e
K

  ١.کنيم  استفاده ميGM، از ) vKو در نتيجه  (Kبراي محاسبة .  را بيابيم=

  ( ) 1 1
pGH j 180 ] 90 tan tan 180

10
− − ω ω = − ⇒ + ω+ = −  

    

  1 1tan tan 90
10

− − ω
⇒ ω+ =   

  : با تانژانت گرفتن از طرفين تساوي فوق خواهيم داشت

  
2

p2
rad10 1 0 10

10 s
1

10

ω
ω + ω  =∞ ⇒ − = ⇒ ω =  

 ω−

  

  
( )
1 110 j 0GM 1.1 K 100

KGH j 10
− + ×

= = = ⇒ =  

  
( )ss

s 0

1 1 1e 0.1100K lim s GH s
10

υ
→

= = = =  

  . صحيح است) ١(لذا گزينه 

E  در سوال فوق، براي محاسبة :نکته pωازحل معادلة توانستيم   ، مي( ){ }Im GH j 0ω تر  ولي طولاني( نيز کمک بگيريم =

  !) شد مي

                                                           
): ـ يادآوري  1 ) tan tantan

1 tan tan
α + β

α +β =
− α β

 



  ٨٢ هاي كنترل خطي سيستم

  : در سيستم کنترل شکل مقابل داريم : مثال

( ) ( )
KG s

s s 1
=

+
  

( )c
1G s

s 10
=

+
    

)اگر خطاي حالت ماندگار  )e tباشد، حد بهره 0.2ي شيب واحد برابر  به ورود (Gain Margin)سيستم چقدر است؟   
۱ (1.1 ۲ (2.2 ۳ (22 ۴ (∞  

  . باشد صحيح مي) ٢(گزينه   : حل
  : باشد، خطاي حالت ماندگار به ورودي شيب واحد برابر است با  اين که سيستم نوع يک مي به با توجه

  
( )ss

s 0

1 1 Ke 0.2 K 50
K lim s GH s 10υ

→

= = = = ⇒ =  

  :  ، ابتدا بايد فرکانس قطع فاز را بيابيمGMبراي يافتن 

  ( ) 1 1
p pGH j 180 90 tan tan 180 10

10
− − ω ω = − ⇒ − + ω + = − ⇒ ω =  

    

  :  برابر خواهد بود با GMبنابراين 

  
( )p

1 110GM 2.2
50GH j

−
= = =

ω
  

  . صحيح است) ۲(و لذا گزينه 

Ã کرده، اما اگر به جاي خروجي مقايسه کننده، خطا را به صورت  گرچه در اين سئوال خطا را به صورت دقيق تعريف : تذکر

e r c=   . رسيديم کرديم، باز هم به همين جواب مي  نيز تعريف مي−

  )١حاشيه فاز(حد فاز 
  : گيرد، به دست بياوريم آن در مرز ناپايداري قرار مياي را که سيستم به ازاي θخواهيم مقدار تأخير  مي. سيستم پايدار زير مفروض است

 

j1گيرد که مخرچ تابع تبديل حلقه بسته،  سيستم زماني در مرز ناپايداري قرار مي e GH− θ+صفر شود ،  :  

  ( )j j
g1 e GH 0 e GH j 1 180− θ − θ+ = ⇒ ω = −   

                                                           
1 - Phase Margine 



  ٨٣ حد بهره و حد فاز

)اي که به ازاي آن حاصلِ θبنابراين  )j
ge GH j− θ ω 180 و فاز 1 داراي اندازه− دهد  باشد، سيستم را در مرز ناپايداري قرار مي .

)بنابراين تأخير سيستم  )θآيد  ، داراي يک حد است که به صورت زير به دست مي :  

  ( )gPM 180 GH jθ= = + ω  

) بهره فرکانس قطع )gω  

)فرکانس خاصي که درآن فرکانس، اندازه  )GH jω 0يا ( برابر با يکdB (شود  مي) توجه کنيد چونje 1θ  است، جملة نمايي =

  ).  نداردGHتأثيري در اندازه 

  پاسخ فرکانسي حد فاز و نمودارهاي 

  حد فاز و نمودار نايکوئيست 

 



  ٨٤ هاي كنترل خطي سيستم

  الگوريتم محاسبة حد فاز 
GHـ محاسبة فرکانس قطع بهره با استفاده از رابطه ١ dBGHيا  ( =1 0=(  

)ـ محاسبة ٢ )gPM 180 GH= + ω   

   پايدارتر است؟  سيستمي بزرگتر باشد، آن سيستمGMآيا هر قدر  : مثال

 
اندک » الف«باشد، اما اگر فاز سيستم  مي» ب« بسيار بزرگتري نسبت به سيستم GMداراي » الف«با توجه به اشکال بالاف گرچه سيستم 

  . کنيم اين نتيجه مهم را در نکتة زير خلاصه مي. شود تغيير کند، سيستم ناپايدار مي

E  هاي مينيمم فاز، شرط پايداري، مثبت بودنِ هر دو کميت   در سيستم:نکتهGM و PMاست  .  

)تبديل حلقه باز سيستم به صورت تابع  : مثال ) ( ) ( )
( )

Tss 3 e
G s H s

s s 1

−+
=

+
براي آنکه سيستم پايدار باشد حداکثر .  است

   چقدر است؟ Tمقدار 

۱ (
3
π  ۲ (

3 3
π  ۳ (

2 3
π  ۴ ( هيچکدام  

  . صحيح است) ٢(گزينه   : حل
  : رويم بنابراين ابتدا به سراغ فرکانس قطع بهره مي.  مثبت باشدPMبراي پايدار ماندن اين سيستم، کافيست 

  ( )
2

g g2
1 9 radGh j 1 1 3

s1
ω +  ω = ⇒ = ⇒ ω =  ω  ω +

  

  :  اين سيستم برابر است با PMبنابراين 

  1 1

c
PM ta T tan PM T 3

3 2 3

↑
− − ω π π

= π+ − ω− − ω ⇒ = −   ω = ω 
  

180يک ضريب  نوشتيد، اگر زوايا را برحسب درجه مي
π

 .گرفت  مي



  ٨٥ حد بهره و حد فاز

PM شرط  براي پايدار ماندن سيستم،   : کنيم  را برقرار مي<0

  T
3 3

π
<  

  . باشد پاسخ اين تست مي) ٢(بنابراين گزينه 

)تابع تبديل حلقه باز بايستي سيستمي به صورت  : مثال )
( )3

1GH s
s 1

=
+

  ام است؟ حد بهره و حد فاز سيستم کد.  است

۱ (1
8

=135 حد بهره، =  135 حد بهره، =8) ۲   حد فاز= حد فاز   

=180 حد بهره ، =8) ۳  1) ۴   حد فاز
8

=180 حد بهره، =  حد فاز   

  . صحيح است) ۳(گزينه   : حل
  : رويم براي محاسبة حد بهره، به سراغ فرکانس قطع فاز مي

  ( ) 1
p p

radGH j 180 3tan 180 3
s

−  ω = − ⇒ − ω = − ⇒ ω =  
 

   

  ( )
( )

p 3
2 2

3

1 1GH j GM 8
8

1
ω=

ω = = ⇒ =

ω +

  

0ω دايره واحد را در شويم که منحني نايکوئيست، براي محاسبة حد فاز، با کمي زيرکي متوجه مي کند و بنابراين   قطع مي=

PM 180= خواهد بود  . 

  

  از سه تابع تبديل داده شده زير حد فاز کدام يک بيشتر است؟  : مثال

)) الف ) ( )( )1
1G s

s s 1 s 2
=

+ +
)) ب     ) ( )( )2

1G s
s s 1 s 3

=
+ +

  

)) ج ) ( )( )3
1G s

s s 2 s 3
=

+ +
  



  ٨٦ هاي كنترل خطي سيستم

  ب ) ۲    ج) ۱

  . حد فاز هر سه تابع يکسان است) ۴    الف ) ۳

  . صحيح است) ۱(گزينه   : حل
  : باشد با توجههب توابع حلقة داده شده، شکل کلي منحني نايکوئيست هرسه تابع به صورت زير مي

  

dB20کلية توابع نيز با شيب داراي کمترين گينِ فرکانس ـ پايين است و علاوه برآن، » ج«ازطرفي اگر کمي دقت کنيم، تابع 
dec

 −  
 

آغاز 

)زودتر از بقيه توابع به » ج«بنابراين تابع . شوند مي )0 dBرسد و لذا   ميgω و در نتيجه PMجدول زير مقادير .  کمتري خواهد داشت

  : دهد  ها را نشان ميPMدقيق 

g
rad
s

 ω  
 

  ( )PM Deg    

  الف 53.4 0.45

  ب 66.4 0.32

  ج 82.1 0.17

  . صحيح است) ۱(لذا گزينه 

)دريک سيستم با فيدبک واحد منفي با  : مثال ) ( )
KG s

s s 1
=

+
).  است45 حد فاز برابر  )K چه به آن سيگنال  چنان<0

4sin 2 t اعمال شود پاسخ آن در حالت ماندگار کدام است؟   

۱ (4 42 cos 2 t−    ۲ (42 sin t 2 t  

۳ (4 42 sin t 2 t
4
π + 

 
    ۴ (4 42 cos 2 t  

  . صحيح است) ١(گزينه   : حل



  ٨٧ حد بهره و حد فاز

PMبا توجه به فرض  45=  فرکانس گذر بهره برابر خواهد بود با ،  :  

  ( )1 1
g g g

rad180 90 tan 45 tan 45 1
s

− −  + − − ω = ⇒ ω = ⇒ ω =  
 

     

  : آيد  به دست ميgωبا استفاده از تعريف  ،Kبنابراين ، مقدار 

  g 1

2
g g

K 1 K 2
1

ω =
= → =

ω ω +
  

  : بد با  برابر خواهد  بنابراين تابع تبديل حلقه بستة سيستم،

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 4
2

K 2T s T j T j 2 j 2
s s 1 K 2 j

= ⇒ ω = ⇒ = −
+ + −ω + + ω

  

4  از آنجايي که پاسخ حالت ماندگار به وروديِ با فرکانسِ 2ω   : توانيم بنويسيم  خواسته شده، مي=

  ( ) ( ) ( ) ( )4 4 4 4
ssy t T j 2 sin 2 t 2 sin 2 t 90= × = −   

  ( )4 42 cos 2 t= −  

  . صحيح است) ١(و بنابراين گزينه 

PM در شکل زير برابر y به خروجي rه از ورودي حد فاز و حد بهر : مثال 3.7=  و GM باشد، مقادير حد فاز و   مي=1.01
   چقدر هستند؟ y به خروجي rحد بهره از ورودي 

۱(GM 1.01 , PM 3.7= =   

۲ (GM 1.52 , PM 3.7= =   

۳( GM 1.52 , PM 3.81= =   

  . از حدود داده قابل حصول نيستحدود خواسته شده ) ۴

  

  . صحيح است) ۱(گزينه   : حل

yاين که تابع تبديل حلقه باز در هر دو حالت  به با توجه y,
r r

و .  نيز در هر دو حالت يکسان خواهند بودGM و PM يکسان است، بنابر 

  . صحيح است) ۱(لذا گزينه 



  ٨٨ هاي كنترل خطي سيستم

   تابع انتقال حلقه بسته زير ناپايدار است؟ Tبه ازاي چه مقاديري از  : مثال

۱(T
16
π

>  

۲ (T
8
π

>  

  Tبه ازاي تمام مقادير ) ۳

  . نداردTپايداري حلقه بسته ربطي به ) ۴

  

  . صحيح است) ٢(گزينه   : حل
  : پردازيم  ميgωابتدابه محاسبة 

  g2
s

8 rad1 2
s1

 = ⇒ ω =  
 ω +

  

 GM همواره بيش از يک است و لذا نيازي به بررسي شرط GMتوجه کنيد که ( است PM  شرط ناپايدار شدن اين سيستم، منفي شدنِ

  .): نيست

  PM 01PM 2T 2 tan 4T T
22 2 8

>− ω π π = π+ − ω − = − → >  ω = 
  

  . صحيح است) ۲(و بنابراين گزينه 

  


