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پويابرنامه ريزي 
Dynamic Programming

  
     

ازايتاليا تا هيماليا
ماكياولي و آيين شهرياري

divide and conquer !
پيتزا خوري

k it bit i !make it bite size !
كنفوسيسوس

!يك سفر هزار فرسنگي، با گام نخست آغاز مي گردد

اما، چرا ؟؟

    2

؟!!باز هم شبكه 
براي يافتن كوتاهترين مسير   مرحلهتجزيه و تحليل شبكه در هر 

بر روي شبكه
يافتن كوتاهترين مسير از بين چندين مسير از گره كنوني به يك گره 

رديگر تا دستيابي به آخرين گره رين ب بي ي ر ي
فرايند تجزيه و تحليل شبكه در مرحله هاي پي در پي

نه اينكه همه با هم

        3

پويا چيست؟برنامه ريزي 
 1957ريچارد بلمن 

رويكردي چند مرحله اي براي حل مسئله 
بكارگيري ديگر تكنيكها در فرايند حل

مسئله هايي با تصميم گيريهاي پي در پي و چندين مرحله
حلهاي تك ئلههاي از عهاي ج ه حله ن چند ا ئلهاي ل د تبديل مسئله اي با چندين مرحله به مجموعه اي از مسئله هاي تك مرحله ايت

هر مرحله شامل يك يا شمار كمي متغيير تصميم
آغاز حل با يك مرحله

بررسي راه كارهاي مختلف
توجه به اثرهاي تجمعي تصميمهاي بهينه مراحل مختلف

يافتن پاسخ بهينه بر اساس تمامي مراحل

        4

پويا چيست؟برنامه ريزي 
مانند تكنيك هاي بهينه سازي
نيازمند نمايش مدل رياضي

تعريف شفاف از متغييرهاي تصميم، محدوديتها، پارامترها
راما، نبود يك الگوريتم يكسان و استاندارد و ن ي م وري ي بو

ارائه روشي كلي براي حل مسئله
هر مسئله نيازمند فرموله كردن ويژه خود

نيازي به خطي بودن روابط بين متغييرها نيست
توانمند در حل مسئله هاي خطي، غيرخطي، احتمالي، غيراحتمالي، 

متغييرهاي پيوسته، متغييرهاي عدد صحيح

        5

 (SPP)مسئله كوتاهترين مسير 
بسيار نام آور در شبكه

هدف، يافتن كوتاهترين مسير بين گره آغازين و گره پاياني
1مرحله  2مرحله  3مرحله  4مرحله 

        6
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(SPP)مسئله كوتاهترين مسير 

  (stage)تقسيم طول سفر به چهار مرحله 
5، يا 4، 3، 2، به يكي از شهرهاي 1سفر از شهر : 1مرحله 
7يا  6ادامه سفر از مقصد پيشين به يكي از شهرهاي : 2مرحله 
ا3ل ش از ك ش ق از ا 1ا89ا 10، يا8،9ادامه از مقصد پيشين به يكي از شهرهاي: 3مرحله 

)11شهر (رسيدن به مقصد نهايي : 4مرحله 
هر مرحله يك مسئله فرعي

  (backward)حل پسرو 
تصميم گيرنده خود را در آخرين مرحله فرض مي كند

10، يا 9، 8در يكي از شهرهاي 
        7

1

2
3
4
5

6

7

8

9

10

11
7 5

64

2
2 3
1
4

2 3

6
7

5
8 4

7

5
6
7

(SPP)مسئله كوتاهترين مسير 

  (state)سه وضعيت يا حالت : 4در مرحله 
4بهترين تصميم مرحله 

11باشد، رفتن به  8اگر در وضعيت 
وضعيت در به9اگر رفتن 11باشد، 11باشد، رفتن به 9اگر در وضعيت 
11باشد، رفتن به  10اگر در وضعيت 
سه اصطلاح مهم

 nنماد : مرحله 
 Sنماد : حالت 

 xnنماد : متغيير تصميم 

        8
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(SPP)مسئله كوتاهترين مسير 

xn : مقصد در مرحلهn  
:باشد داريم 8در شهر  4پس اگر تصميم گيرنده در مرحله 

n = 4, S = 8, x4 = 11
4سه حالت در مرحله 

S = 8, S = 9, S = 11
)وضعيت(حالت 

در  ) يا احتمال دارد(گره هايي كه تصميم گيرنده در هر مرحله مي تواند 
آن قرار گيرد

        9

(SPP)مسئله كوتاهترين مسير 

( )
4

1

 , n
n

Min Z C S X
=

=∑ تابع هدف مسئله

C(S,xn)  : كه تصميم گيرنده در صورت بودن در  ) هزينه اي(مسافتي
S

        10

بپيمايد xnبايد براي رسيدن به گره Sگره
، در صورت بودن n، در مرحله xnدر واقع هزينه گزينش گزينه تصميم 

.است Sدر وضعيت 

(SPP)مسئله كوتاهترين مسير 

بهترين 4جدول محاسبه هاي مرحله 
تصميم

كوتاهترين 
مسافت

متغيير 
تصميم

11669
11558
X*

4f4
*(S)11S

x4

n=4

بهترين تصميم براي حالت كنوني

        11

117710
كوتاهترين مسافت از حالت كنوني به مقصد نهايي

مسافتي كه بايد از حالت به مقصد نهايي پيموده شود
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حالتهاي ممكن مرحله كنوني7

(SPP)مسئله كوتاهترين مسير 

  3جدول محاسبه هاي مرحله 
 4و مرحله  3تركيبي از دو مرحله 

سفر از اين مرحله با توجه به حالتهاي مختلف اين مرحله و تصميمهاي بهينه 
  4مرحله 4مرحله

تا مقصد نهايي برابر با مسافت طي شده  3مجموع مسافت از هر حالت مرحله 
f4ستون ( 4در اين مرحله به اضافه حداقل مسافت مرحله 

*(S) (
باشد داريم x3=9، و n=3 ،S=6مثلاَ اگر 

مسافت تا مقصد نهايي= مسافت اين مرحله + مسافت مرحله بعد 

        12
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(SPP)مسئله كوتاهترين مسير 

تابع بازدهبه طور كلي
(return function)

مجموع مسافت از  
S=6  درn=3  به

مقصد نهايي

مسافت از  
S=6  تا

x3=9

حداقل مسافت  
تا  x3=9از 

مقصد نهايي
= +

*
1( , ) ( , ) ( )n n n n nf S x C S X f x+= +

        13

حداقل مسافت از 
xn ) در مرحله
تا مقصد ) بعد

نهايي

تا  Sمسافت از 
xn مرحله بعد

مجموع كل  
 Sمسافت از 

  nكنوني مرحله 
تا مقصد نهايي

(SPP)مسئله كوتاهترين مسير 
S

x3 f3
*(S) X*

38 9 10
6 11=6+5 13=6+7 12=7+5 11 8
7 13=5+8 10=6+4 14=7+7 10 9

n=3

        14

f3(S=6,x3=8)=6+5=11
f3(S=6,x3=9)=7+6=13

f3(S=6,x3=10)=5+7=12
f3(S=7,x3=8)=8+5=13
f3(S=7,x3=9)=4+6=10

f3(S=7,x3=10)=7+7=14

n=3

(SPP)مسئله كوتاهترين مسير 

S
x2 f2

*(S) X*
26 7

2 13=11+2 12=10+2 12 7
3 14=11+3 12=10+2 12 7

2مرحله 
n=2

4 12=11+1 14=10+4 12 6
5 13=11+2 13=10+3 13 7يا  6

        15

  1مرحله 

S
x1 f1

*(S) X*
12 3 4 5

1 19=12+7 17=12+5 18=12+6 17=13+4 17 5يا  3

n=1

(SPP)مسئله كوتاهترين مسير 

پاسخ بهينه
*xحركت از آغاز به سوي پايان و جستجوي پي در پي در ستون 

n  
۱۱  ۹  ۷  ۳  ۱ ۲

۳
۶

۸

۷

۲
۲ ۳

۶
۷ ۵

كوتاهترين مسير از آغاز تا پايان
f1

*(S) = 17

        16

۱۱  ۹  ۷  ۵  ۱

۱۱  ۸  ۶  ۵  ۱

۱
۳

۴

۵
۷

۹

۱۰

۱۱
۵

۶
۴

۱

۴
۲ ۳

۵
۸

۴
۷

۶

۷

پويابرنامه ريزي ويژگيهاي بنيادين 
روشي براي بهينه سازي، اما كاملاً متفاوت1.

تايي از تصميم گيريهاي مرتبط به همnيك رشته •
)مرحله n(هر تصميم گيري بيانگر يك مرحله •
نتوجه به اثر تصميم در مرحله و همه مرحله هاي پسين• پ ي ر و ر ر م ر و
هر مرحله داراي چندين حالت2.

حالت، بخشي از مرحله است•
پيوند دهنده مرحله به مراحل پيشين و پسين•
شايد بيش از يك متغيير حالت•

افزايش شمار متغييرهاي حالت به معني افزايش پيچيدگي مسئله

        17

پويابرنامه ريزي ويژگيهاي بنيادين 
امكان انجام مجموعه اي از اقدامات در هر حالت3.

انتخاب اقدامات به عهده متغيير تصميم است•
در هر مرحله، با تصميم گيري، حالت مرحله به حالتي وابسته به مرحله پسين •

منتقل مي شود
4

{ }
n

*

x
( )     Min ( , )

n
n n nx

f S Max f S x= ∨

        18

متغيير حالت بيانگر اطلاعاتي در باره هدفهاي تصميم گيري4.
براي هر ارزش از متغيير حالت در هر ) پاسخ شدني(وجود چندين گزينه تصميم •

مرحله
پاسخ بهينه هر مرحله از محاسبه تابع برگشت مرحله•
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پويابرنامه ريزي ويژگيهاي بنيادين 

{ }* *
1( ) ( , ) ( )n n nf S Min C S x f x+= +

وجود پيوستگي در مراحل پي در پي تصميم گيري5.
*fتابع •

n(S)  حالتS  مرحلهn را به مرحله پسين پيوند مي دهد
مثلاً در مثال•

{ }1( ) ( , ) ( )
n

n n nx
f f +

        19

•f*
n+1(S)  : مقدار بهينه تصميم در مرحلهn+1 

*fاگر مقدار •
4(S)   مشخص باشد، مقدارf*

3(S) قابل دستيابي است
*fدر واقع، •

n (S)  از تصميمهاي پي در پي است انباشتهيك مقدار
•f*

n (S)  برگشتييك تابع (recursive function) است

پويابرنامه ريزي ويژگيهاي بنيادين 
پاسخ بهيـنه مسئله از زنجـيره تصمـيمهاي مراحل تعريف مي شود6.

صرفنظر از چگونگي رسيدن به يكي از حالتهاي مرحله، بايد همه •
انتخابهاي پس از آن حالت بهينه باشد

بهينگ• principle)اصل of optimality) اصل بهينگي(principle of optimality) 

        20

پويابرنامه ريزي ويژگيهاي بنيادين 
پويابرنامه ريزي گامهاي 7.

 (S)و حالت  (n)تعريف مرحله 1.

 (xn)تعريف متغييرهاي تصميم 2.
ازد3 تا ف fت (S x شدن( خ ا زش ا ش ن ا براي سنجش ارزش پاسخ شدني fn(S,xn)تعريف تابع بازده 3.

*fمحاسبه تابع بازده بهينه 4.
n(S)  براي هر مرحله

بكارگيري اصل بهينگي و تعيين مجموعه مراحل بهينه5.

        21

پويابرنامه ريزي ويژگيهاي بنيادين 
پويابرنامه ريزي نبود فرايندي مشخص براي حل همه مسائل 8.
پيوند بين حالتها در مراحل مختلف9.

پوياي غير احتماليبرنامه ريزي تابع غير احتمالي در مسائل •
ل  پوياي احتماليبرنامه ريزيتابع احتمالي در مسائل • ر ي ريزيبع يبر ي پوي
”كمينه سازي“يا ” بيشينه سازي“ساختار تابع هدف، 01.
متغييرهاي حالت11.
 (discrete)گسسته •
 (continuous)پيوسته •

        22

پويابرنامه ريزي ويژگيهاي بنيادين 
روش حل21.
 (backward)پسرو •
 (forward)پيشرو •
ا31 الگ گ ن ك آ كا كارآيي كمتر نسبت به ديگر الگوريتمها31.

        23

مسئله موجودي كالا:: پويا برنامه ريزي 
اگر شركت در هر ماه توليد . ماه آينده داده شده است 4تقاضاي براي قايق در 
سقف توليد . تومان هزينه ثابت دارد 3تومان هزينه متغيير،  1داشته باشد، علاوه بر 

.  دستگاه است 4شركت داراي انباري با گنجايش . دستگاه قايق است 5ماهيانه 
هزينه نگهداري هر دستگاه در ماه معادل نيم تومان است كه در هنگام تحويل 

ا ا ا اكالا ا ل گا ا ك

4 3 2 1 ماه
4 2 3 1 تقاضا

        24

شركت در هر ماه چند دستگاه توليد نمايد تا مجموع . كالا به انبار پرداخت مي شود
هزينه برآوردن تقاضا را كمينه نمايد؟ موجودي كالاي اول دوره صفر و در پايان  

. نيز بايد صفر باشد 4ماه 
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مسئله موجودي كالا:: پويا برنامه ريزي 
تعريف مرحله و حالت. 1گام 

ماهها: (n)مرحله 
ميزان موجودي قايق در اول ماه: (S)وضعيت / حالت 

ت2گا تغ

( )* 1( , ) ( )
2n n n nf S x S x d C x= + − +

        25

متغيير تصميم. 2گام
 (xn)شمار توليد قايق در ماه 

هزينه توليد و نگهداري هر دستگاه قايق. 4و  3گام 
هزينه هر واحد كالا) = هزينه نگهداري) + (هزينه توليد در ماه( تقاضاي ماه

مسئله موجودي كالا:: پويا برنامه ريزي 
و   (S=1) 1موجودي اول ماه  (n=3)مثلاً اگر در ماه سوم 

:باشد، داريم (d3=2) 2و تقاضا  (x3=3) 3ميزان توليد 
f3

*(1,3)=0.5(3+1-2)+(3(1)+3)=7

        26

هزينه 
نگهداري هر 
واحد در ماه

ميزان توليد در 
ماه

هزينه متغيير 
توليد

هزينه ثابت 
توليد

هزينه نگهداري هزينه توليد

مسئله موجودي كالا:: پويا برنامه ريزي 

1

خواهد بود 2، برابر با 4بر اساس فرض بالا، موجودي اول ماه 
واحد تقاضا 2واحد موجودي اول ماه،  1واحد توليد،  3: 3در ماه 

پس، بايد هزينه ماه بعد را نيز افزود

( )

1 1 1 1

1( )
2

         ( ) ( )

n n n

n n n n n

f S S x d

C x f S x d+ + + +

= + −

+ + + −

        27

حل: مسئله موجودي كالا :: پويا برنامه ريزي 
:4مرحله 

S
x4 f*

4(S) x*
40 1 2 3 4

0 - - - - 7 7 4
1 - - - 6 - 6 3

واحد  4چون تقاضا، 
واحد موجودي   1است، و 

از ماه قبل وجود دارد و 
ا ان ا د د ا ن ز 4ن

4 4 4 4 4
1( , ) ( ) ( )
2

f S x S x d C x= + − +

        28

1 6 6 3
2 - - 5 - - 5 2
3 - 4 - - - 4 1
4 0 - - - - 0 0

 4نيز نبايد در پايان ماه 
موجودي باشد، پس تنها 

واحد  3گزينه تصميم، 
.توليد است

در اينصورت هزينه كل 
.واحد است 6

حل: مسئله موجودي كالا :: پويا برنامه ريزي 

S:3مرحله 
x3 f*

3(S) x*
30 1 2 3 4 5

0 - - 12 5/12 13 5/13 12 1
1 - 11 5/11 12 5/12 10 10 5
2 7 5/10 10 5/11 9 - 7 0

*
3 3 3 3 3 4

1( , ) ( ) ( ) ( )
2

f S x S x d C x f S= + − + +

        29

3 5/6 10 5/10 8 - - 5/6 0
4 6 5/9 7 - - - 6 0

5 5/5 6 - - - - 5/5 0
6 2 - - - - - 2 0

حل: مسئله موجودي كالا :: پويا برنامه ريزي 
S:2مرحله 

x2 f*
2(S) x*

20 1 2 3 4 5
0 - - - 18 5/17 16 16 5
1 - - 17 5/16 15 16 15 4
2 - 16 5/15 14 15 16 14 3

*
2 2 2 2 2 3

1( , ) ( ) ( ) ( )
2

f S x S x d C x f S= + − + +

        30

3 12 5/14 13 14 15 16 12 0
4 5/10 12 13 14 15 13 5/10 0
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حل: مسئله موجودي كالا :: پويا برنامه ريزي 

*1( ) ( ) ( ) ( )f S x S x d C x f S= + − + +

S:1مرحله 
x1 f*

1(S) x*
10 1 2 3 4 5

0 - 20 5/20 19 5/20 5/20 20 1

1 1 1 1 1 2( , ) ( ) ( ) ( )
2

f S x S x d C x f S= + + +

        31

*پس پاسخ بهينه * * *
1 2 3 4

*

1, 5, 0, 4

( ) 20n

x x x x

f S

= = = =

=

مسئله تخصيص ظرفيت:: تمرين 
سود توليد هر مدل در هر . مدل تلويزيون است 3خط توليد براي  6شركتي داراي 

چند خط توليد به هر مدل تخصيص داده شود تا سود شركت . خط داده شده است
.بيشينه گردد

)ميليون ريال(سود ماهيانه هر خط براي هر مدل  تعداد خطوط 
تخصيص داده 
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يص
3مدل شده 2مدل  1مدل 

0 0 0 0
20 10 15 1
35 15 30 2
45 20 40 3
50 25 45 4
54 29 48 5
60 30 50 6

  (KSP)مسئله كوله پشتي :: تمرين 
نام آورترين مسئله در برنامه ريزي پويا

  nهمچنين . است Wكل وزني كه يك باربر مي تواند حمل كند 
هر  . وجود دارد كه باربر بايد حمل كند wگونه شي هر كدام با وزن 
ادل م زش ا اي دا بااستvش زش ا سازي نه ش ب هدف هدف بيشينه سازي ارزش بار.است vشي داراي ارزشي معادل 

.حمل شده به وسيله باربر است
، سه گونه كالا براي حمل W=5: فرض كنيد
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C B A نوع كالا
2 2 1 وزن  هر واحد كالا
60 50 20 ارزش هر واحد كالا

Knapsack Problem

مسئله تخصيص يك منبع: تمرين
هر كالا نيازمند يك . مي كندتوليد  C، و A ،Bسه كالاي كارخانه اي 

به ازاء تخصيص  . تن در دسترس است 4نوع ماده اوليه است كه از آن 
ميزان معيني از ماده اوليه به هر محصول، سود مشخصي به دست  

را.ميآيد سود كه كالاهاست به اوليه ماده بهينه ميزان تخصيص هدف هدف تخصيص ميزان بهينه ماده اوليه به كالاهاست كه سود را . مي آيد
.بيشينه كند
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كالا تخصيص ماده 
C)تن(اوليه  B A

0 0 0 0
8 6 10 1
11 17 15 2
- - 19 3

مسئله سرمايه گذاري: تمرين
  djاگر . پروژه دارد 3ميليون تومان براي سرمايه گذاري در  6شخصي 

ام باشد و ارزش فعلي خالص سرمايه  jميزان سرمايه گذاري در پروژه 
تعيين  گونه اي باشد، روش بهينه سرمايه گذاري را به  rj(dj)گذاري 

سرمايهميزان.نماييد كه ارزش فعلي سرمايه گذاري بيشينه گردد

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

1 2 3

( ) 7 2     ( 0)
( ) 3 7     ( 0)
( ) 4 5     ( 0)
(0) (0) (0) 0

r d d d
r d d d
r d d d
r r r

= + >
= + >
= + >
= = =
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ر ي بي ري ي ر ي رزش نيي ييز ر
.گذاري در هر پروژه بايد ضريبي صحيح از ميليون باشد
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